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Êá�Üëïãïò ó÷çìÜ�ùí1.1 Í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.2 Ìç í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.3 f = O(g) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.4 f = Ù(g) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.5 f = È(g) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63.1 Äýï äéáöïñå�éêÜ äéáãñÜììá�á ãéá �ïí ãñÜöï G . . . . . . . . 253.2 �ïëõãñÜöçìá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.3 Ï ãñÜöïò G êáé äýï õðïãñÜöïé áõ�ïý . . . . . . . . . . . . . . 263.4 G1: 1{êáíïíéêüò êáé G2: 2{êáíïíéêüò ãñÜöïò . . . . . . . . . 273.5 (á) �ñÜöïò Euler, (â) �ñÜöïò Hamilton . . . . . . . . . . . . . 293.6 �ñÜöïò ìå áñéèìçìÝíåò áêìÝò . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303.7 Êá�åõèõíüìåíïò ãñÜöïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313.8 (á) ÄÝíäñï, (â) Êá�åõèõíüìåíïò áêõêëéêüò ãñÜöïò . . . . . . 343.9 ÄÝíäñï ìå áñéèìçìÝíåò êïñõöÝò . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.10 ÄõáäéêÜ äÝíäñá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.11 (á) Óùñüò (Heap tree) êáé (â) ï ðßíáêáò ðïõ áí�éó�ïé÷åß óåáõ�üí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373.12 �áñÜó�áóç óõíüëùí îÝíùí ìå�áîý �ïõò ìå ÷ñÞóç äÝíäñùí . . . 423.13 Ç Ýíùóç �ùí óõíüëùí S1 êáé S2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 453.14 ÅêöõëéóìÝíï äÝíäñï ìå�Ü áðü �çí Ýíùóç ðïëëþí óõíüëùí . . . 463.15 Path 
ompression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483.16 Äõáäéêü äÝíäñï áíáæÞ�çóçò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.17 2{3 äÝíäñï . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 513.18 Ôï äÝíäñï äåí åßíáé AVL åîáé�ßáò �çò óçìåéùìÝíçò êïñõöÞò . . 524.1 Êá�Üëëçëç åðéëïãÞ �ïõ óçìåßïõ ùò ðñïò �ï ïðïßï ãßíå�áé çPartition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 675.1 (á) Óõãêñé�Þò (Comparator) (â) Äßê�õï �áîéíüìçóçò (Sorter)4 åéóüäùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 715.2 �éá áýîïõóá f(x), ç äéÜ�áîç äéá�çñåß�áé . . . . . . . . . . . . . 72ix
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ing) . . . . . . . . . . . 473.7 Âåë�éùìÝíç äéáäéêáóßá åýñåóçò (Path 
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xvi Êá�Üëïãïò áëãïñßèìùí7.6 Åýñåóç óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý óå multistage ãñÜöï . . . . 1069.1 Åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1179.2 Åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç ÷ùñßò äåý�åñç áíáäñïìÞ . . . . . . 1179.3 Åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç ÷ùñßò áíáäñïìÞ . . . . . . . . . . . 1179.4 �ñïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189.5 Ìå�áäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189.6 ÁíáæÞ�çóç êá�Ü ðëÜ�ïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1199.7 Åýñåóç óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí . . . . . . . . . . . . . . . . . 1219.8 ÁíáæÞ�çóç êá�Ü âÜèïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1219.9 Áëãüñéèìïò Ford-Fulkerson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12314.1 2-ðñïóåããéó�éêüò áëãüñéèìïò ãéá VC . . . . . . . . . . . . . . 19614.2 Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò ãéá Dis
rete Knapsa
k . . . . . . 20314.3 FPTAS ãéá Dis
rete Knapsa
k . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203



ÊåöÜëáéï 1ÅéóáãùãÞÇ Ýííïéá áëãüñéèìïò åßíáé ðñù�áñ÷éêÞ Ýííïéá �çò èåùñßáò áõ�Þò. �é' áõ�üäåí ïñßæå�áé. Åäþ äßíïõìå ìßá Ü�õðç åîÞãçóç.Áëãüñéèìïò åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáíüíùí, ïé ïðïßïé ðåñéãñÜöïõíìßá ìÝèïäï (ðïõ áðï�åëåß�áé áðü ìßá óåéñÜ õðïëïãéó�éêþí äéåñãáóéþí) ãéá íáëõèåß Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. Ôá áí�éêåßìåíá ðÜíù ó�á ïðïßá åðåíåñãïýíáõ�Ýò ïé äéåñãáóßåò ëÝãïí�áé äåäïìÝíá (data).O áëãüñéèìïò ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �á ðáñáêÜ�ù ðÝí�å ó�ïé÷åßá:
• ÊÜèå åê�Ýëåóç åßíáé ðåðåñáóìÝíç, äçëáäÞ �åëåéþíåé ýó�åñá áðü ÝíáíðåðåñáóìÝíï áñéèìü äéåñãáóéþí Þ âçìÜ�ùí (�niteness).
• ÊÜèå êáíüíáò �ïõ ïñßæå�áé åðáêñéâþò êáé ç áí�ßó�ïé÷ç äéåñãáóßá åßíáéóõãêåêñéìÝíç (de�niteness).
• ¸÷åé ìçäÝí Þ ðåñéóóü�åñá ìåãÝèç åéóüäïõ ðïõ äßäïí�áé åîáñ÷Þò, ðñéíáñ÷ßóåé íá åê�åëåß�áé ï áëãüñéèìïò (input).
• Äßäåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ìÝãåèïò óáí áðï�Ýëåóìá (Ýîïäï-output) ðïõåîáñ�Ü�áé êá�Ü êÜðïéï �ñüðï áð'�éò áñ÷éêÝò åéóüäïõò.
• Åßíáé ìç÷áíéó�éêÜ áðï�åëåóìá�éêüò, äçëáäÞ üëåò ïé äéáäéêáóßåò ðïõðåñéëáìâÜíåé ìðïñïýí íá ðñáãìá�ïðïéçèïýí ìå áêñßâåéá êáé óå ðåðåñáóìÝíï÷ñüíï £ìå ìïëýâé êáé ÷áñ�ß¤ (e�e
tiveness).Ó�çí ðñÜîç, �ï åíäéáöÝñïí äåí ó�áìá�Ü ó�ï íá âñåèåß Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõåðéëýåé Ýíá ðñüâëçìá, áëëÜ ðñï÷ùñÜ ó�ç ìåëÝ�ç �ùí ìå�ñÞóéìùí éäéï�Þ�ùíðïõ ÷áñáê�çñßæïõí �çí áðïäï�éêü�ç�á ìéáò õðïëïãéó�éêÞò ìåèüäïõ. Áõ�Ü �áìåãÝèç (áãáèÜ-resour
es) åßíáé ð.÷. ï ÷ñüíïò õðïëïãéóìïý, ï ÷þñïò óå ìíÞìçõðïëïãéó�Þ, ï áñéèìüò ðñïêá�áñê�éêþí äéáäéêáóéþí ðïõ ðñïáðáé�ïýí�áé êáéåßíáé áõ�Ü ðïõ ïñßæïõí �çí ðïëõðëïêü�ç�á (
omplexity) �ïõ áëãïñßèìïõ.1



2 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞÏíïìÜæïõìå ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïò �çí ðïëõðëïêü�ç�á åíüòâÝë�éó�ïõ (optimal ) áëãïñßèìïõ ðïõ ëýíåé �ï ðñüâëçìá.O �ñüðïò ðïõ ðñïóåããßæåé êáíåßò �çí ðïëõðëïêü�ç�á ïäçãåß ó'Ýíáí áñ÷éêüäéá÷ùñéóìü �çò Ýííïéáò ðïëõðëïêü�ç�á, óå óõãêåêñéìÝíç (
on
rete) ðïëõðëïêü�ç�áêáé ìç óõãêåêñéìÝíç, ðåñéóóü�åñï èåùñç�éêÞ (abstra
t) ðïëõðëïêü�ç�á.Ï êëÜäïò �çò óõãêåêñéìÝíçò (
on
rete ) ðïëõðëïêü�ç�áò áó÷ïëåß�áé ìå�çí ðåñéãñáöÞ óõó�çìá�éêþí �å÷íéêþí áîéïëüãçóçò �ùí ìå�ñÞóéìùí áãáèþí(resour
es) ðïõ ÷áñáê�çñßæïõí �çí áðïäï�éêü�ç�á åíüò óõãêåêñéìÝíïõ áëãïñßèìïõ(êõñßùò �ïõ ÷ñüíïõ êáé �ïõ ÷þñïõ ðïõ áðáé�ïýí�áé áð'�ïí áëãüñéèìï) ó'ÝíáóõãêåêñéìÝíï õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï.Ç óõìðåñéöïñÜ �ïõ áëãïñßèìïõ ìåëå�Ü�áé êõñßùò óå äýï ðåñéð�þóåéò.Ó�çí ÷åéñü�åñç (worst 
ase) êáé ó�çí ìÝóç (average 
ase), ìéáò äåäïìÝíçòêá�áíïìÞò ðéèáíþí ó�éãìéï�ýðùí (instan
es) �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Ìéá ÜëëçáíÜëõóç åíäéáöÝñå�áé ãéá �çí ìáêñïðñüèåóìç áðüóâåóç (amortization)åðáíáëçð�éêÞò ÷ñÞóçò åíüò áëãïñßèìïõ. Ç ìåëÝ�ç �çò ðïëõðëïêü�ç�áò åíüòáëãïñßèìïõ ìáò åðé�ñÝðåé ðïëëÝò öïñÝò íá áðïöáíèïýìå áí áõ�üò åßíáé âÝë�éó�ïò(optimal) ãéá �ï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. Áõ�ü ðñïûðïèÝ�åé ü�é Ý÷ïõìå �áÜíù (ìå áëãüñéèìï) êáé êÜ�ù (ìå áðüäåéîç) öñÜãìá�á �ïõ ÷ñüíïõ (Þ êáé�ïõ ÷þñïõ) ðïõ åðáñêïýí êáé áðáé�ïýí�áé ãéá �çí åðßëõóç åíüò ðñïâëÞìá�ïòêáé åðßóçò ðñïûðïèÝ�åé ü�é áõ�Ü �áõ�ßæïí�áé.Ôï êüó�ïò åíüò áëãïñßèìïõ åîáñ�Ü�áé öõóéêÜ êáé áðü �ï input. ËïãéêÜ�ï êüó�ïò áõîÜíå�áé ìå �çí áýîçóç �ïõ ìåãÝèïõò �çò åéóüäïõ. Áðü �çí ÜëëçìåñéÜ �ï êüó�ïò ìðïñåß íá äéáöÝñåé ãéá äéáöïñå�éêÜ inputs ßäéïõ ìåãÝèïõò.Áí�éó�ïé÷ïýìå ëïéðüí ó'Ýíáí áëãüñéèìï ìßá óõíÜñ�çóç, ç ïðïßá ìáò äßäåé�çí ðïóü�ç�á ÷þñïõ Þ ÷ñüíïõ ðïõ áðáé�åß�áé ãéá �çí åðßëõóç åíüò ðñïâëÞìá�ïòìå äåäïìÝíá äéáöüñïõ ìåãÝèïõò. Ç åê�ßìçóç ãéá �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõáëãïñßèìïõ ïõóéáó�éêÜ óçìáßíåé åê�ßìçóç �çò áõîç�éêÞò �Üóçò �çò áí�ßó�ïé÷çòóõíÜñ�çóçò.Ôï êüó�ïò åíüò áëãïñßèìïõ ïñßæå�áé ìå �ç âïÞèåéá �çò ðáñáêÜ�ù óõíÜñ�çóçò:êüó�ïò áëãïñßèìïõ(n) = maxãéá üëåò �éòäõíá�Ýò åéóüäïõòìåãÝèïõò n {êüó�ïò áëãïñßèìïõ ãéá åßóïäï x}Êáé �ï êüó�ïò åíüò ðñïâëÞìá�ïò, ìå �ç âïÞèåéá �çò óõíÜñ�çóçò:êüó�ïò ðñïâëÞìá�ïò (n) = minãéá üëïõò �ïõòáëãüñéèìïõò Áðïõ åðéëýïõí �ïðñüâëçìá {êüó�ïò �ïõ áëãïñßèìïõ A(n)}¸íáò áëãüñéèìïò åßíáé í�å�åñìéíéó�éêüò (deterministi
) Þ ìç í�å�åñìéíéó�éêüò(nondeterministi
). Ï í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò äéáêñßíå�áé áðü �á ðáñáêÜ�ùó�ïé÷åßá:
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• Ï õðïëïãéóìüò ðïõ ðñï�åßíåé åßíáé ãñáììéêüò. �éá êÜèå õðïëïãéó�éêÞäéáìüñöùóç (
on�guration) õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá íüìéìç åðüìåíç äéáìüñöùóç.
• Ç õðïëïãéó�éêÞ äéáäéêáóßá ðñï÷ùñåß âÞìá ðñïò âÞìá êáé åßíáé óå èÝóçíá ó�áìá�Þóåé ãéá ïðïéáäÞðï�å äõíá�Þ åßóïäï.

Ó÷Þìá 1.1: Í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïòÓ÷çìá�éêÜ ï í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 1.1. Ïìç í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ðáñéó�Üíå�áé ó�ï ó÷Þìá 1.2. ¼ðùò öáßíå�áéó�ï ó÷Þìá 1.2 ï ìç í�å�åñìéíéó�éêüò õðïëïãéóìüò åßíáé äÝí�ñï, ìç ãñáììéêüò:ãéá êÜèå õðïëïãéó�éêÞ äéáìüñöùóç (êüìâï �ïõ äÝí�ñïõ) ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõíðïëëÝò, ìßá Þ êáé êáìßá íüìéìåò åðüìåíåò õðïëïãéó�éêÝò äéáìïñöþóåéò. Óõíåðþòï í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò åßíáé åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ìç í�å�åñìéíéó�éêïýáëãïñßèìïõ. Óå ìéá Üëëç éóïäýíáìç ðåñéãñáöÞ ï ìç í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïòáðï�åëåß�áé áðü äýï äéáöïñå�éêÝò öÜóåéò. Ó�çí ðñþ�ç öÜóç ï ìç í�å�åñìéíéó�éêüòáëãüñéèìïò £ìáí�åýåé¤ ìéá áêïëïõèßá áðü õðïëïãéó�éêÝò äéáìïñöþóåéò (äçëáäÞÝíá ìïíïðÜ�é ó�ï äÝí�ñï) êáé ó�ç äåý�åñç öÜóç, êÜ�ù áðü ìéá êáèáñÜ í�å�åñìéíéó�éêÞäéáäéêáóßá åëÝã÷åé áí �ï áðï�Ýëåóìá ðïõ äßíåé ç ðñþ�ç öÜóç áðï�åëåß ëýóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Ç Ýííïéá �ïõ ìç í�å�åñìéíéó�éêïý áëãïñßèìïõ äåí åßíáéêá�' áíÜãêç ðñáê�éêÜ ÷ñÞóéìç ãéá �çí åðßëõóç ðñïâëçìÜ�ùí. ×ñçóéìåýåéüìùò ó�çí èåùñç�éêÞ �áîéíüìçóç �çò äõóêïëßáò �ùí ðñïâëçìÜ�ùí.Åê�üò áðü �çí äéÜêñéóç óå í�å�åñìéíéó�éêïýò êáé ìç í�å�åñìéíéó�éêïýòáëãïñßèìïõò ìðïñïýìå �ïõò äéáêñßíïõìå êáé óå äéÜöïñá Üëëá åßäç, üðùò ð.÷.
Ó÷Þìá 1.2: Ìç í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò



4 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞóå ðáñÜëëçëïõò (parallel) áëãïñßèìïõò, óå ðéèáíï�éêïýò (probabilisti
)áëãïñßèìïõò, óå åíáëëáóóüìåíïõò (alternating) êáé Üëëïõò.Ïé áëãüñéèìïé ìðïñïýí íá �áîéíïìçèïýí áíÜëïãá ìå êÜðïéï ÷áñáê�çñéó�éêü�ïõò. ¸�óé Ý÷ïõìå �áîéíïìÞóåéò áíÜëïãá ìå:
• �éò äïìÝò äåäïìÝíùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí
• �ï åßäïò �ùí äåäïìÝíùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí (ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò{áñéèìç�éêÞ áíÜëõóç, ãñÜöïõò, ê.�.ë.)
• �çí ðïëõðëïêü�ç�Ü �ïõò
• �çí ó�ñá�çãéêÞ ó÷åäéáóìïý �ïõòÈÝëïí�áò íá �õðïðïéÞóïõìå äçëáäÞ íá ïñßóïõìå áõó�çñÜ �çí Ýííïéá �ïõáëãïñßèìïõ, åßíáé áðáñáß�ç�ï íá ïñßóïõìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï õðïëïãéó�éêüìïí�Ýëï. �ïëëïß åðéó�Þìïíåò, üðùò ïé A. Turing, A. Chur
h, S. Kleene,E. Post, R. Markov ê.á., áó÷ïëÞèçêáí ìå �ï èÝìá áõ�ü êáé üñéóáí äéÜöïñáõðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá.Ôï õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí ðéï £öõóéêü¤ êáé äéáéóèç�éêüïñéóìü �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ç ìç÷áíÞ Turing. Óýìöùíá ìå �çí áîéùìá�éêÞ£èÝóç �ïõ Chur
h¤:£ÊÜèå áëãüñéèìïò ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ìå �ç âïÞèåéá ìéáò ìç÷áíÞòTuring¤Þ äéá�õðùìÝíç áëëéþò:£¼ëá �á ãíùó�Ü êáé Üãíùó�á õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá åßíáé ìç÷áíéó�éêÜéóïäýíáìá¤äçëáäÞ:£�éá ìéá óõãêåêñéìÝíç óõíÜñ�çóç f, äïèÝí�ïò åíüò áëãïñßèìïõó' Ýíá õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï ìðïñïýìå ìå �ç âïÞèåéá ìç÷áíÞò(Þ ðñïãñÜììá�ïò: 
ompiler) íá êá�áóêåõÜóïõìå, ãéá �çíßäéá óõíÜñ�çóç f, áëãüñéèìï ó' Ýíá Üëëï õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï¤.1.1 Ìáèçìá�éêïß ÓõìâïëéóìïßÓõíÞèùò äåí ìáò åíäéáöÝñåé íá ìå�ñÞóïõìå áêñéâþò �ï êüó�ïò åê�Ýëåóçòåíüò áëãüñéèìïõ áëëÜ íá âñïýìå ìüíï �çí �Üîç ìåãÝèïõò �ïõ êüó�ïõò. ÌáòåíäéáöÝñåé ç áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �ïõ áëãüñéèìïõ. Ìå Üëëá ëüãéá áíáæç�ïýìå�çí ïñéáêÞ áõîç�éêÞ �Üóç �çò óõíÜñ�çóçò ðïõ åêöñÜæåé �çí ðïëõðëïêü�ç�á



1.1 Ìáèçìá�éêïß Óõìâïëéóìïß 5�ïõ áëãüñéèìïõ êáèþò áõîÜíå�áé �ï ìÝãåèïò �çò åéóüäïõ (input). ¸�óéëïéðüí Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ Ý÷åé êáëý�åñç áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ (ìéêñü�åñç�Üîç ìåãÝèïõò) áðü Ýíáí Üëëï ãéá �ï ßäéï ðñüâëçìá, èá åßíáé êáé ç êáëý�åñçåðéëïãÞ ãéá üëá �á ìåãÝèç �çò åéóüäïõ (åê�üò ßóùò áðü �á ðïëý ìéêñÜ).

n0

n

g(n)f(n)

Ó÷Þìá 1.3: f = O(g)Ïñßæïõìå �þñá êÜðïéá óýìâïëá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ó�ç ìåëÝ�ç �çòáõîç�éêÞò �Üóçò (rate of growth) ìéáò óõíÜñ�çóçò:¸ó�ù f : IN\{0} → IN\{0} êáé g : IN\{0} → IN\{0}, üðïõ IN ïé öõóéêïßáñéèìïß. Íá óçìåéþóïõìå åäþ ü�é ìáò åíäéáöÝñïõí ìüíï ìïíü�ïíá áýîïõóåòóõíáñ�Þóåéò (ç óõíÜñ�çóç 1000n ð.÷. äåí åìöáíßæå�áé ùò ðïëõðëïêü�ç�á áëãïñßèìïõ).O(g) = {f | ∃
 > 0; ∃n0 : ∀n > n0 f(n) ≤ 
g(n)}o(g) = {f | ∀
 > 0; ∃n0 : ∀n > n0 f(n) ≤ 
g(n)}Þo(g) = {f | limn→∞

f(n)g(n)
= 0}

Ω(g) = {f | ∃
 > 0; ∃n0 : ∀n > n0 f(n) ≥ 
g(n)}!(g) = {f | ∀
 > 0; ∃n0 : ∀n > n0 f(n) ≥ 
g(n)}

Θ(g) = {f | ∃
1 > 0; ∃
2 > 0; ∃n0 : ∀n > n0 
1 ≤ f(n)g(n)
≤ 
2}Áí g ∈ O(f) óõíÞèùò ãñÜöïõìå g(n) = O(f(n)) êáé ëÝìå ü�é óõíÜñ�çóçg åßíáé �Üîçò ìåãÝèïõò f .



6 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ

nn0

f(n)
g(n)

Ó÷Þìá 1.4: f = Ù(g)

n
f(n)
1g(n)


2g(n)

n0Ó÷Þìá 1.5: f = È(g)



1.1 Ìáèçìá�éêïß Óõìâïëéóìïß 7Éó÷ýïõí: Θ(f) = O(f)
⋂

Ω(f) êáé f ∈ Θ(g) ⇐⇒ (f ∈ O(g) êáé g ∈O(f)).Áí p = 
knk + 
k−1nk−1 + · · · + 
0, äçëáäÞ ðïëõþíõìï âáèìïý k, �ü�åp ∈ O(nk) Þ p(n) = O(nk). Åðßóçò p ∈ Ω(nk) Þ p(n) = Ω(nk). Óõíåðþòp(n) = Θ(nk).Ïñßæïõìå O(poly) =
⋃O(nk).�åíéêÜ éó÷ýåé ü�é: O(1) < O(�(n)) < O(log∗ n) < O(log(n)) < O(

√n) <O(n) < O(n log(n)) < O(n2) < : : : < O(poly) < O(2n) < O(n!) < O(nn) <O(A(n))Óçìåßùóç: ãñÜöïõìå £<¤ áí�ß £⊂¤.Ïñéóìüò 1.1.1 (�ïëõëïãáñéèìéêÞ óõíÜñ�çóç). log∗ n äßíåé ðüóåò öïñÝò ðñÝðåéíá ëïãáñéèìÞóïõìå �ï n ãéá íá ðÜñïõìå 1.Ïñéóìüò 1.1.2 (ÓõíÜñ�çóç A
kermann). Ïñßæïõìå ìßá óõíÜñ�çóç ùò åîÞò:A(x; y) =















1; ü�áí x = 0; y ≥ 0
2; ü�áí x = 1; y = 0x+ 2; ü�áí x ≥ 2; y = 0A(A(x− 1; y); y− 1); ü�áí x; y ≥ 1Ìðïñïýìå åýêïëá íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é:A(x; 0) = 2 + xA(x; 1) = 2xA(x; 2) = 2xA(x; 3) = 2

2:::2 )xÇ óõíÜñ�çóç A
kermann åßíáé ìéá óõíÜñ�çóç ç ïðïßá áõîÜíå�áé ðïëýãñÞãïñá. Ç óõíÜñ�çóç A
kermann ìå Ýíá üñéóìá ìðïñåß íá ïñéó�åß ùò åîÞò:A(n) = A(n; n).Ç óõíÜñ�çóç �(n) åßíáé øåõäïáí�ßó�ñïöç �çò óõíÜñ�çóçò A(n). ÄçëáäÞ�ï �(n) åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï x ãéá �ï ïðïßï n ≤ A(x). �éá ðáñÜäåéãìá A(1) = 2Üñá �(1) = �(2) = 1. A(2) = 4 Üñá �(3) = �(4) = 2. A(3) = 8 Üñá�(5) = : : : = �(8) = 3.A(4) = 2
2:::2 )

65536, äçëáäÞ �(n) ≤ 4, üðïõ n åßíáé Ýíáò ðÜñá ðïëý ìåãÜëïòáêÝñáéïò. Óõíåðþò ç óõíÜñ�çóç �(n) åßíáé ðïëý áñãÜ áõîáíüìåíç óõíÜñ�çóç(ó÷åäüí ó�áèåñÞ).Ïñéóìüò 1.1.3. Äýï óõíáñ�Þóåéò f1, f2 Ý÷ïõí ðïëõùíõìéêÞ ó÷Ýóç ìå�áîý�ïõò (polynomially related ) áíí õðÜñ÷ïõí ðïëõþíõìá p1(x), p2(x) �Ý�ïéáþó�å
∀n : f1(n) ≤ p1(f2(n)) ∧ f2(n) ≤ p2(f1(n))



8 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ�áñÜäåéãìá 1.1.4. Ïé óõíáñ�Þóåéò f1(n) = n3 êáé f2(n) = n17 åßíáé poly-nomially related, åíþ ïé n3 êáé 2n äåí åßíáé.



ÊåöÜëáéï 2Áëãüñéèìïé êáé ðïëõðëïêü�ç�áÇ ïíïìáóßá Áëãüñéèìïò ðñïÝñ÷å�áé áðü �ï üíïìá �ïõ ¢ñáâá Ìáèçìá�éêïýAl-Khowârizmi (ìå êá�áãùãÞ áðü �ï Ïõæìðåêéó�Üí, ðïõ Ýæçóå ó�ç ÂáãäÜ�ç�ïí 9ï áéþíá ì.÷). ¹�áí ï ðñþ�ïò ðïõ äéá�ýðùóå �ïõò êáíüíåò ãéá �éò 4âáóéêÝò áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò (áðü äéêü �ïõ âéâëßï ðñïÝñ÷å�áé êáé ç ¢ëãåâñá).Õðåíèõìßæïõìå ü�é óêïðüò åíüò áëãïñßèìïõ åßíáé ç åðßëõóç åíüò ðñïâëÞìá�ïò.�ñéí îåêéíÞóïõìå áò èÝóïõìå ïñéóìÝíåò åñù�Þóåéò ãéá �á ðñïâëÞìá�á: �ïéïòðáñÜãåé Ýíá ðñüâëçìá; Ôé åßíáé ðñüâëçìá; �þò ìïí�åëïðïéïýìå Ýíá ðñüâëçìá;Ôé åßíáé ëýóç; �þò áíáðáñéó�ïýìå ìéá ëýóç (ãëþóóá); Åßíáé ðñÜãìá�é ëýóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò (ïñèü�ç�á); �ïéá åßíáé ç áðïäï�éêü�ç�á �çò ëýóçò (ðïëõðëïêü�ç�á);�ü�å åßíáé ìéá ëýóç êáëÞ; Êáëý�åñç; ÂÝë�éó�ç; �ïßá åßíáé �á üñéá åöáñìïóéìü�ç�áòìéáò ïðïéáóäÞðï�å ëýóçò; Åßíáé Ýíá ðñüâëçìá äýóêïëï; �þò ÷åéñéæüìáó�å �áäýóêïëá ðñïâëÞìá�á; Êáé ìéá áðÜí�çóç: Ëýíïõìå ðñïâëÞìá�á ìå óõíäõáóìüåõöõÀáò, äéáßóèçóçò, �ý÷çò, ðåßñáò êáé óêëçñÞò äïõëåéÜò.Óå Ýíáí áëãüñéèìï ìáò åíäéáöÝñïõí: ïñèü�ç�á, ðïëõðëïêü�ç�á, áí åöáñìüæå�áéãåíéêÜ (äçëáäÞ ãéá üëá �á ðéèáíÜ ó�éãìéü�õðá åéóüäïõ), áí åßíáé âÝë�éó�ïò,áêñéâÞò Þ ðñïóåããéó�éêüò, ðéèáíï�éêüò ê.�.ë.2.1 Åýñåóç ìÝãéó�ïõ êïéíïý äéáéñÝ�çÄßíïí�áé äýï èå�éêïß áêÝñáéïé a êáé b. Áíáæç�ïýìå �ïí ìÝãéó�ï êïéíüäéáéñÝ�ç �ïõò| ÌÊÄ (greatest 
ommon divisor | g
d):z := g
d(a; b)Ìßá ðñþ�ç éäÝá åßíáé íá ðáñáãïí�ïðïéÞóïõìå �ïõò áñéèìïýò óå ãéíüìåíïðñþ�ùí (áðü �ï Èåþñçìá ìïíáäéêÞò ðáñáãïí�ïðïßçóçò óå ðñþ�ïõò, ãéá êÜèåèå�éêü áêÝñáéï áõ�ü �ï ãéíüìåíï åßíáé ìïíáäéêü) êáé íá åí�ïðßóïõìå �ïõòêïéíïýò ðáñÜãïí�åò, äçëáäÞ íá áíÜãïõìå �ï ðñüâëçìá óå áõ�ü �çò åýñåóçò9



10 ÊåöÜëáéï 2. Áëãüñéèìïé êáé ðïëõðëïêü�ç�áðñþ�ùí ðáñáãüí�ùí. Äõó�õ÷þò, ï áëãüñéèìïò äåí åßíáé éäéáß�åñá áðïäï�éêüò.ÌÜëéó�á, äåí ãíùñßæïõìå êáí áí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõãéá �ï ðñüâëçìá åýñåóçò ðñþ�ùí ðáñáãüí�ùí.2.1.1 ¸íáò áðëüò áëãüñéèìïò ãéá �ï g
dz := min(a; b);while (a mod z 6= 0) or (a mod z 6= 0) do z := z − 1;return (z)Ç ïñèü�ç�á �ïõ ðáñáðÜíù áëãïñßèìïõ åßíáé ðñïöáíÞò: Äåí õðÜñ÷åé áñéèìüòw > z �Ý�ïéïò þó�å íá äéáéñåß êáé �ïí a êáé �ïí b.Ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáéO(min(a; b)) ó�çí ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóçêáé áõ�ü óõìâáßíåé ü�áí ïé áñéèìïß a, b åßíáé ðñþ�ïé ìå�áîý �ïõò. Áêüìç üìùòêáé ó�çí ìÝóç ðåñßð�ùóç ï áëãüñéèìïò äåí áðïäßäåé êáëÜ, äåäïìÝíïõ ü�é áí�ï min(a; b) äåí äéáéñåß áêñéâþò �ï max(a; b), �ü�å ï âñü÷ïò åðáíáëáìâÜíå�áé�ïõëÜ÷éó�ïí min(a; b)=2 öïñÝò.2.1.2 Áëãüñéèìïò ìå áöáéñÝóåéò ãéá �ï g
di := a; j := b;while i 6= j do if i > j then i := i− j else j := j − i;return (i)Ç áðüäåéîç �çò ïñèü�ç�áò âáóßæå�áé ó�ï åîÞò: Áí w äéáéñåß �ï a êáé �ï b(ìå a > b) �ü�å äéáéñåß êáé �ï a− b.¼óï ãéá �çí ðïëõðëïêü�ç�á, áõ�Þ åßíáé O(max(a; b)) ãéá �çí ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç, ü�áí ãéá ðáñÜäåéãìá �ï b = 1. �Üí�ùò, ó�çí ìÝóç ðåñßð�ùóç ïáëãüñéèìïò ìå �éò áöáéñÝóåéò åßíáé êáëý�åñïò áðü �ïí ðñïçãïýìåíï áëãüñéèìï.2.1.3 Áëãüñéèìïò �ïõ Åõêëåßäçi := a; j := b;while (i > 0) and (j > 0) doif i > j then i := i mod j else j := j mod i;return (i+ j)Ç áðüäåéîç �çò ïñèü�ç�áò âáóßæå�áé ó�ï åîÞò: Áí w äéáéñåß �ï a êáé �ï b(ìå a > b) �ü�å äéáéñåß êáé �ï a mod b.Ó�çí ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ï áëãüñéèìïò Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á O(log(a+b)).ÓõíÞèùò, üìùò, �åñìá�ßæåé ðéï ãñÞãïñá.



2.2 Ôï ðñüâëçìá áíáæÞ�çóçò óå �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá 11ÌÜëéó�á, �çí ÷åéñü�åñç áðüäïóç ï áëãüñéèìïò �ïõ Åõêëåßäç �çí ðáñïõóéÜæåéáí �ïõ äïèïýí ùò åßóïäïò äýï äéáäï÷éêïß áñéèìïß �çò áêïëïõèßáò Fibona

i:Fk =











0 ãéá k = 0

1 ãéá k = 1Fk−1 + Fk−2 ãéá k ≥ 2Éó÷ýåé Fk = (ök − ö̂k)=√5, üðïõ ö = (1 +
√

5)=2 ≈ 1:618 (ãíùó�Þ êáéùò ç ÷ñõóÞ �ïìÞ) êáé ö̂ = (1 −
√

5)=2. Áò óçìåéþóïõìå ü�é åðåéäÞ |ö̂| < 1,�ï Fk åßíáé ßóï ìå �ï ök=√5 ó�ñïããõëïðïéçìÝíï ó�ïí ðëçóéÝó�åñï áêÝñáéï,ïðü�å ðñïêýð�åé �ï ðáñáêÜ�ù ðüñéóìá:�üñéóìá 2.1.1. logö(Fk) + 1 ≤ k ≤ logö(Fk) + 2¸÷ïõìå �á ðáñáêÜ�ù áðï�åëÝóìá�á ó÷å�éêÜ ìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á:ËÞììá 2.1.2. Ï áëãüñéèìïò �ïõ Åõêëåßäç ãéá a = Fk+1 êáé b = Fk Ý÷åé÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(k).�üñéóìá 2.1.3. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ �ïõ Åõêëåßäçåßíáé Ù(log(a + b)).ËÞììá 2.1.4. Ôá æåýãç äéáäï÷éêþí áñéèìþí Fibona

i åßíáé ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç áðü Üðïøç ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá �ïí áëãüñéèìï �ïõ Åõêëåßäç.�üñéóìá 2.1.5. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ �ïõ Åõêëåßäçåßíáé O(log(a + b)).Èåþñçìá 2.1.6. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ �ïõ Åõêëåßäçåßíáé È(log(a+ b)).2.2 Ôï ðñüâëçìá áíáæÞ�çóçò óå �áîéíïìçìÝíï ðßíáêáÔï ãåíéêü ðñüâëçìá áíáæÞ�çóçò (sear
hing problem) åßíáé:Sear
hingÅßóïäïò: ¸íáò �áîéíïìçìÝíïò ðßíáêáò a áðü n äéáêñé�Ü êëåéäéÜ:a[1] < a[2] < : : : < a[n]êáé Ýíá êëåéäß k¸îïäïò: Åìöáíßæå�áé �ï k ó�ïí a; íáé Þ ü÷é. Áí íáé, �ü�ååðéó�ñÝöå�áé ç èÝóç i, üðïõ a[i] = k



12 ÊåöÜëáéï 2. Áëãüñéèìïé êáé ðïëõðëïêü�ç�áÇ áíáæÞ�çóç äéá�õðùìÝíç ùò ðáé÷íßäé áíÜìåóá óå 2 ðáßê�åò.Áí�ß �ïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìá�ïò áíáæÞ�çóçò èá óõæç�Þóïõìå �ï åîÞò ó÷å�éêüðáé÷íßäé áíáæÞ�çóçò áíÜìåóá óå äýï ðáßê�åò:
• Ï ðáßê�çò 1 åðéëÝãåé Ýíáí áñéèìü x ó�ï ðåäßï [1::n].
• Ï ðáßê�çò 2 áíáæç�Ü �ï x ìå üóï �ï äõíá�ü ëéãü�åñåò åñù�Þóåéò �ýðïõ:åßíáé �ï x ≤ i; (ãéá êÜðïéï 1 ≤ i ≤ n).Ïñéóìüò 2.2.1. Ç åñþ�çóç £x ≤ i?¤ ïíïìÜæå�áé óýãêñéóç.2.2.1 ÓåéñéáêÞ ÁíáæÞ�çóç (Sequential Sear
h)fun
tion Sequential Sear
h(n,x);begini := 0;repeat i := i+ 1until x ≤ i; (∗ óýãêñéóç ∗)return (i)endH ïñèü�ç�á (
orre
tness) åßíáé ðñïöáíÞò. �éá �çí ðïëõðëïêü�ç�á Ý÷ïõìåíá ðáñá�çñÞóïõìå, ü�é ìðïñåß íá åßíáé ìüíï 1 óýãêñéóç ü�áí x = 1, nóõãêñßóåéò ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ü�áí x = n êáé n=2 óõãêñßóåéò ó�çìÝóç ðåñßð�ùóç áí x åðéëÝãå�áé ïìïéüìïñöá ó�ï ðåäßï [1::n].2.2.2 ÄõáäéêÞ áíáæÞ�çóç (Binary Sear
h)fun
tion Binary Sear
h(n,x);beginl := 1; u := n;while l < u dobeginmid := (l + u) div 2;if x ≤ mid (∗ óýãêñéóç ∗) then u := mid else l := mid+ 1end;return (l)end�éá �çí ïñèü�ç�á, äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ ü�é ðÜí�á l ≤ x ≤ u. Ó�ï �Ýëïò,l = u êáé ãéá áõ�ü x = l.



2.2 Ôï ðñüâëçìá áíáæÞ�çóçò óå �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá 13�éá �çí ðïëõðëïêü�ç�á äåß÷íïõìå:
• k = log2 n óõãêñßóåéò ãéá n = 2k.* Ìå åðáãùãÞ, u− l = 2k−h − 1 ìå�Ü áðü h óõãêñßóåéò.* u− l = 2k−k − 1 = 0 ìå�Ü áðü k óõãêñßóåéò (ó�ï �Ýëïò).
• ⌈log2 n⌉ óõãêñßóåéò ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.
• Ìðïñåß íá åßíáé ⌊log2 n⌋ óå ìåñéêÝò ðåñéð�þóåéò.
• �ï�Ý ëéãü�åñåò áðü ⌊log2 n⌋ óõãêñßóåéò.2.2.3 Äåí ìðïñïýìå íá áíáæç�Þóïõìå ãñçãïñü�åñáÁðüäåéîç ìå åðé÷åßñçìá áí�éðÜëïõ(adversary argument):¸ó�ù ðùò o áí�ßðáëïò ðáßê�çò 1 äåí åðéëÝãåé �ï x ó�çí áñ÷Þ �ïõ ðáé÷íéäéïýáëëÜ äéá�çñåß Ýíá óýíïëï S (üóï ìðïñåß ìåãáëý�åñï) áðü õðïøÞöéïõò ãéá x. 1¸ó�ù ü�é äßíåé ï ðáßê�çò 2 ìéá åñþ�çóç áíáæÞ�çóçò, êáé S(Y ) = �ïóýíïëï �ùí õðïøçößùí ãéá �ïõò ïðïßïõò ç áðÜí�çóç �ïõ ðáßê�ç 1 åßíáé íáé,êáé S(N) = �ï óýíïëï �ùí õðïøçößùí ãéá �ïõò ïðïßïõò ç áðÜí�çóç �ïõðáßê�ç 1 åßíáé ü÷é. Éó÷ýåé S = S(Y ) ∪ S(N):Ï êáíüíáò áðÜí�çóçò �ïõ ðáßê�ç 1 åßíáé (ãéá íá äéá�çñÞóåé üóï �ï äõíá�üíìåãÜëï S):
• áðáí�Üåé íáé, áí |S(Y )| ≥ |S(N)|.
• áðáí�Üåé ü÷é, áí |S(Y )| < |S(N)|.Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç èÝ�åé S := S(Y ) åíþ ó�ç äåý�åñç S := S(N).Èåþñçìá 2.2.2. Ï áí�ßðáëïò 1 ìðïñåß íá áíáãêÜóåé íá ãßíïõí �ïõëÜ÷éó�ïí

⌈log2 n⌉ óõãêñßóåéò.Proof.
• ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ï ðáßê�çò 2 êÜíåé k åñù�Þóåéò-óõãêñßóåéò. ¸ó�ù S0, S1,S2; : : : ; Sk ü�é åßíáé �ï óýíïëï �ùí õðïøçößùí. ÓõãêåêñéìÝíá, |S0| = nêáé |Sk| = 1.
• Ìå �ïí ðñïçãïýìåíï êáíüíá áðÜí�çóçò: |Si+1| ≥ |Si|=2 ãéá 1 ≤ i ≤k − 1. �éá áõ�ü, k ≥ ⌈log2 n⌉.

⊓⊔1Ïõóéáó�éêÜ ï ðáßê�çò 2 åßíáé ï áëãüñéèìïò áíáæÞ�çóçò åíþ ï áí�ßðáëïò ðáßê�çò 1ðñïóðáèåß íá åðéëÝîåé �ç ÷åéñü�åñç äõíá�Þ ðåñßð�ùóç ãéá �ïí áëãüñéèìï.



14 ÊåöÜëáéï 2. Áëãüñéèìïé êáé ðïëõðëïêü�ç�á2.3 Åýñåóç åëá÷ßó�ïõ êáé ìåãßó�ïõ2.3.1 Åýñåóç åëá÷ßó�ïõ (minimum)Åýñåóç åëá÷ßó�ïõ (minimum)Åßóïäïò: ¸íáò á�áîéíüìç�ïò ðßíáêáò a áðü n êëåéäéÜ: a[1::n].¸îïäïò: Ó�ç èÝóç 1 �ï êëåéäß a[1] þó�å a[1] ≤ a[i] ãéá 1 ≤ i ≤ n.Ó�ü÷ïò: Åëá÷éó�ïðïßçóå �ïí áñéèìü �ùí óõãêñßóåùí áíÜìåóá ó�áêëåéäéÜ.fun
tion Trivial Find Min(a[1::n]);beginfor i := 2 to n do if a[1] > a[i] (∗ óýãêñéóç ∗) then swap(a[1]; a[i]);return (a[1])end�éá �çí ïñèü�ç�á: Ìå�Ü áðü �ï ãýñï i, Ý÷ïõìå a[1] = min{a[1]; : : : ; a[i]}.�éá �çí ðïëõðëïêü�ç�á Ý÷ïõìå: Áêñéâþò n− 1 óõãêñßóåéò.2.3.2 Ìðïñïýìå êáëý�åñá; (adversary argument)¸ó�ù B = �ï óýíïëï áõ�þí ðïõ ìðïñïýí áêüìá íá åßíáé ï ìéêñü�åñïò êáéR = �ï óýíïëï áõ�þí ðïõ äåí ìðïñïýí íá åßíáé. Áñ÷éêÜ, B = {a[1]; : : : ; a[n]}êáé R = ∅. Ó�ï �Ýëïò, |B| = 1 êáé |R| = n − 1. Ç ó�ñá�çãéêÞ áí�éðÜëïõáðïóêïðåß ó�ç äéá�Þñçóç (üóï �ï äõíá�üí) ìåãáëý�åñïõ B.Ï êáíüíáò áðÜí�çóçò åßíáé:[åäþ (x : y) åßíáé ç óýãêñéóç �ùí ó�ïé÷åßùí x; y℄
• äßíåé ìßá óõíåðÞ áðÜí�çóç áí åñù�Ü�áé: (r1 : r2).
• äßíåé áðÜí�çóç b < r áí åñù�Ü�áé: (b : r).
• äßíåé áðÜí�çóç b1 < b2 áí åñù�Ü�áé: (b1 : b2) êáé ìå�áöÝñåé �ï b2 áðü �ïB ó�ï R.Èåþñçìá 2.3.1. Ï áí�ßðáëïò ìðïñåß íá áíáãêÜóåé íá ãßíïõí n−1 óõãêñßóåéò.Proof.
• Ìüíï (b1 : b2) åßíáé ÷ñÞóéìç óýãêñéóç.
• ÊÜèå ÷ñÞóéìç óýãêñéóç åëá��þíåé �ï ìÝãåèïò �ïõ B êá�Ü 1.



2.3 Åýñåóç åëá÷ßó�ïõ êáé ìåãßó�ïõ 15
• ×ñåéÜæïí�áé n−1 ÷ñÞóéìåò óõãêñßóåéò ãéá íá åëá��ùèåß �ï ìÝãåèïò �ïõÂ áðü n óå 1.

⊓⊔2.3.3 �áñÜëëçëç åýñåóç åëá÷ßó�ïõ (Þ óåéñéáêÜ ìå divide& 
onquer)Ïñéóìüò 2.3.2. ¸íá ó�Üäéï (stage, round) ðåñéÝ÷åé ðïëëÝò óõãêñßóåéò üðïõüìùò êÜèå êëåéäß óõãêñßíå�áé �ï ðïëý ìéá öïñÜ.Óêïðüò:
• åëá÷éó�ïðïßçóç áñéèìïý ó�áäßùí
• åëá÷éó�ïðïßçóç áñéèìïý óõãêñßóåùíÓ�ï Trivial Find Min åß÷áìå n− 1 ó�Üäéá ìå ìéá óýãêñéóç áíÜ ó�Üäéï.fun
tion Parallel Find Min(a[1::n]); (∗n = 2k∗)beginif n = 1 then return (a[1]) elsefor i := n div 2 do (∗ãýñïò∗)if a[i] ≥ a[i + n div 2] (∗óýãêñéóç∗) then swap(a[i]; a[i + n div 2]);return (Parallel Find Min(a[i::n div 2]))endÁñéèìüò óõãêñßóåùí: n

2
+ n

4
+ · · ·+ 1 = n− 1.Áñéèìüò ó�áäßùí (áíáäñïìéêþí êëÞóåùí): log2 n.Ìðïñïýìå íá âñïýìå �ïí åëÜ÷éó�ï ìå ëéãü�åñá ó�Üäéá;

• �ï ðïëý |B| div 2 ÷ñÞóéìåò óõãêñßóåéò áíÜ ó�Üäéï
• Üñá ÷ñåéÜæïí�áé ⌈log2 n⌉ ó�Üäéá ãéá ìåßùóç �ïõ ìåãÝèïõò õðïøçößùí Âáðü n ó�ï 1.2.3.4 Åýñåóç åëá÷ßó�ïõ êáé ìåãßó�ïõÁðëüòpro
edure Parallel Find Min and Max(a[1::n]);beginmin := Parallel Find Min(a[1::n]);max := Parallel Find Max(a[1::n])end



16 ÊåöÜëáéï 2. Áëãüñéèìïé êáé ðïëõðëïêü�ç�áÇ ðïëõðëïêü�ç�á ãéá n = 2k:
• 2(n− 1) óõãêñßóåéò
• log2 n ó�ÜäéáÅðéäÝîéïòpro
edure Parallel Find Min and Max(a[1::n]);beginfor i := 1 to n div 2 doif a[i] > a[i + n div 2℄ then swap(a[i]; a[i + n div 2℄);min := Parallel Find Min(a[1 : : n div 2℄);max := Parallel Find Max(a[n div 2 + 1 : : n])endÇ ðïëõðëïêü�ç�á ãéá n = 2k:
• n

2
+ 2(n

2
− 1) = 3n

2
− 2 óõãêñßóåéò

• 1 + log2(n=2) = log2 n ó�Üäéá2.3.5 Äåí ãßíå�áé êáëý�åñá (adversary argument)¸ó�ù N = �ï óýíïëï áõ�þí ðïõ ìðïñïýí íá åßíáé åß�å ï ìåãáëý�åñïò åß�åï ìéêñü�åñïò, H = ìðïñïýí íá åßíáé ìüíï ï ìåãáëý�åñïò, B = ìðïñïýí íáåßíáé ìüíï ï ìéêñü�åñïò, R = äåí ìðïñïýí íá åßíáé ïý�å ï ìåãáëý�åñïò ïý�åï ìéêñü�åñïò. Áñ÷éêÜ, N = {a[1]; : : : ; a[n]}; H = B = R = ∅. Ó�ï �Ýëïò
|H| = 1; |B| = 1; |N | = 0; |R| = n− 2.Ï êáíüíáò áðÜí�çóçò åßíáé:
• äßíåé ìßá óõíåðÞ áðÜí�çóç áí åñù�Ü�áé: (r1 : r2)
• äßíåé áðÜí�çóç h > r áí åñù�Ü�áé: (r : h).
• äßíåé áðÜí�çóç b < r áí åñù�Ü�áé: (b : r).
• äßíåé áðÜí�çóç n < r áí åñù�Ü�áé: (n : r) êáé ìå�áöÝñåé �ï n áðü �ï Nó�ï B.
• äßíåé áðÜí�çóç b < n áí åñù�Ü�áé: (b : n) êáé ìå�áöÝñåé �ï n áðü �ï Nó�ï H.
• äßíåé áðÜí�çóç n < h áí åñù�Ü�áé: (n : h) êáé ìå�áöÝñåé �ï n áðü �ï Nó�ï B.
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• äßíåé áðÜí�çóç n1 < n2 áí åñù�Ü�áé: (n1 : n2) êáé ìå�áöÝñåé �ï n1 áðü�ï N ó�ï B êáé �ï n2 áðü �ï N ó�ï H.
• äßíåé áðÜí�çóç b < h áí åñù�Ü�áé: (b : h).
• äßíåé áðÜí�çóç b1 < b2 áí åñù�Ü�áé: (b1 : b2) êáé ìå�áöÝñåé �ï b2 áðü �ïB ó�ï R.
• äßíåé áðÜí�çóç h1 < h2 áí åñù�Ü�áé: (h1 : h2) êáé ìå�áöÝñåé �ï h1 áðü�ï H ó�ï RÈåþñçìá 2.3.3. Ï áí�ßðáëïò ìðïñåß íá áíáãêÜóåé íá ãßíïõí �ïõëÜ÷éó�ïí

⌈3n
2
⌉ − 2 óõãêñßóåéò.Proof.
• ÊÜèå ìç-ìÝãéó�ï, ìç-åëÜ÷éó�ï êëåéäß áêïëïõèåß �çí ðïñåßá:N → {B;H} → R:
• (n1 : n2); (b1 : b2) êáé (h1 : h2) åßíáé ÷ñÞóéìåò óõãêñßóåéò.
• (n1 : n2) åßíáé êáëý�åñç áðü (n : r); (b : n); (n : h).
• Ïé õðüëïéðåò óõãêñßóåéò äåí åßíáé ÷ñÞóéìåò.
• Ï ãñçãïñü�åñïò �ñüðïò íá áäåéÜóåé �ï N áðáé�åß �ïõëÜ÷éó�ïí ⌈n

2
⌉óõãêñßóåéò.

• Ï ãñçãïñü�åñïò �ñüðïò íá ìåßíåé Ýíá êëåéäß êáé ó�ï B êáé ó�ïH áðáé�åß�ïõëÜ÷éó�ïí n− 2 óõãêñßóåéò.
⊓⊔2.3.6 �áñÜëëçëç åýñåóç åëá÷ßó�ïõ óå ðßíáêá ìåãÝèïõò n,ãéá ïðïéïäÞðï�å npro
edure Parallel Find Min(a[1::n]);begin

• óýãêñéíå ìüíï n div 2 æåýãç (⌊n
2
⌋)

• óõíÝ÷éóå áíáäñïìéêÜ ìå (n + 1) div 2 õðïøçößïõò (⌈n
2
⌉)(äçëáäÞ �ïõòn=2 ìéêñü�åñïõò, áí n Üñ�éï, Þ ⌊n

2
⌋ ìéêñü�åñïõò óõí �ï ìç- óõãêñéèÝí�á,áí n ðåñé��ü).



18 ÊåöÜëáéï 2. Áëãüñéèìïé êáé ðïëõðëïêü�ç�áendÁñéèìüò ó�áäßùí: R(n) = ⌈log2 n⌉Proof.
• R(i) ≤ R(i+ 1), ãéá i ≥ 1

• R(2k) = log2(2
k) = k

• R(n) = k ãéá êÜèå n ìå: 2k−1 < n ≤ 2k
• ⌈log2 n⌉ = k ãéá êÜèå n ìå: 2k−1 < n ≤ 2k

⊓⊔Áñéèìüò óõãêñßóåùí: C(n) = n− 1, äéü�é äåí õðÜñ÷åé Ü÷ñçó�ç óýãêñéóç.2.3.7 �áñÜëëçëç åýñåóç åëá÷ßó�ïõ êáé ìåãßó�ïõ óå ðßíáêáìåãÝèïõò n ãåíéêþòpro
edure Parallel Find Min and Max(a[1::n]);begin
• óýãêñéíå ìüíï n div 2 æåýãç (⌊n

2
⌋)

• max := Parallel Find Max ìå ⌈n=2⌉ õðïøçößïõò (äçëáäÞ �ïõò n=2 ìåãáëý�åñïõòãéá n Üñ�éï, ⌊n=2⌋ óõí �ï ìç- óõãêñéèÝí�á ãéá n ðåñé��ü).
• min := Parallel Find Min ìå ⌈n=2⌉ õðïøçößïõò (äçëáäÞ �ïõò n=2 ìéêñü�åñïõòãéá n Üñ�éï, Þ ⌊n

2
⌋ ìéêñü�åñïõò óõí �ï ìç- óõãêñéèÝí�á ãéá n ðåñé��ü).end�áñá�Þñçóç: Áí n ðåñé��üò õðÜñ÷åé Ýíáò õðïøÞöéïò ãéá max êáé ãéá min.Áñéèìüò ó�áäßùí: RR(n) = ⌈log2 n⌉Proof. Áðüäåéîç üðùò êáé ó�çí 2.3.6 ⊓⊔Áñéèìüò óõãêñßóåùí: CC(n) = ⌈3n=2⌉ − 2Proof. CC(n) = 2C(⌈n
2
⌉+ ⌊n

2
⌋) = 2⌈n

2
⌉ − 2 + ⌊n

2
⌋ ⊓⊔Õëïðïßçóç
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• ÆåõãÜñùìá:- Óýãêñéíå a[1] ìå a[n].- Óýãêñéíå a[2] ìå a[n− 1].

· · ·- Óýãêñéíå a[i] ìå a[n + 1− i].
· · ·- Óýãêñéíå a[⌊n

2
⌋] ìå a[n + 1− ⌊n

2
⌋].

• if a[i] < a[n+ 1− i] then swap(a[i]; a[n + 1− i])
• áí n Üñ�éï �ü�å üëá æåõãáñþíïí�áé
• áí n ðåñé��ü �ü�å ï a[⌈n

2
⌉] äåí æåõãáñþíå�áé, äéü�é

⌊n
2
⌋ < ⌈n

2
⌉ < n + 1− ⌊n

2
⌋:

• Ïé õðïøÞöéïé åëÜ÷éó�ïé åßíáé:{ ãéá Üñ�éï n : a[1]; : : : ; a[n
2
].{ ãéá ðåñé��ü n : a[1]; : : : ; a[⌈n

2
⌉].

• Ïé õðïøÞöéïé ìÝãéó�ïé åßíáé:{ ãéá Üñ�éï n : a[n
2

+ 1]; : : : ; a[n].{ ãéá ðåñé��ü n : a[⌈n
2
⌉]; : : : ; a[n]



20 ÊåöÜëáéï 2. Áëãüñéèìïé êáé ðïëõðëïêü�ç�á2.3.8 Åýñåóç �ïõ ðñþ�ïõ êáé �ïõ äåý�åñïõ ìéêñü�åñïõFind First and Se
ondÅßóïäïò: ¸íáò ðßíáêáò áðü n êëåéäéÜ: a[1::n].¸îïäïò: Ï ðßíáêáò a ìå áëëáãÝò þó�å:
• a[1] ≤ a[i] ãéá 2 ≤ i ≤ n.
• a[2] ≤ a[i] ãéá 3 ≤ i ≤ n.Ó�ü÷ïò: Íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ïí áñéèìü �ùí óõãêñßóåùí ìå�áîý�ùí êëåéäéþí.pro
edure Trivial Find First and Se
ond(a[1::n]); (∗n = 2k∗)beginFirst := Trivial Find Min(a[1::n]);First := Trivial Find Min(a[2::n])endH o åßíáé ðñïöáíÞò êáé ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé áêñéâþò 2n−3 óõãêñßóåéò.Ìéá êáëý�åñç ëýóç�ïéïò ìðïñåß íá åßíáé äåý�åñïò; Ìüíï åêåßíïé ðïõ óõãêñßèçêáí ìå �ïíðñþ�ï. �üóïé óõãêñßèçêáí ìå �ïí ðñþ�ï; Ó�çí Trivial ëýóç ìåñéêÝò öïñÝòn − 1, Üñá áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí Parallel Find Min(a[1::n]), ç áðÜí�çóçåßíáé k = log2 n.¢ñá áëãüñéèìïò: �ñþ�ïò := ï åëÜ÷éó�ïò �ïõ áñ÷éêïý ðßíáêá.Äåý�åñïò := ï åëÜ÷éó�ïò áðü �ïõò log n óõãêñéèÝí�åò ìå �ïí ðñþ�ï.Ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé: n+ log n− 2 óõãêñßóåéò.Âåë�éó�ü�ç�á: ÊáíÝíáò áëãüñéèìïò äåí ÷ñçóéìïðïéåß ëéãü�åñåò óõãêñßóåéò.¢óêçóç: ÕëïðïéÞó�å �ïí.2.4 Ôï ðñüâëçìá �çò �áîéíüìçóçò (sorting)Sorting ProblemÅßóïäïò: ¸íáò á�áîéíüìç�ïò ðßíáêáò ìå n äéáêñé�Ü êëåéäéÜ: a[1::n]¸îïäïò: ÔáîéíïìçìÝíïò ðßíáêáò a : a[1] < a[2] < : : : < a[n]Ó�ü÷ïò: Íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ïí áñéèìü �ùí óõãêñßóåùí ìå�áîý�ùí êëåéäéþí.ÊÜ�ù öñÜãìá: ÔïõëÜ÷éó�ïí Ù(n log n) óõãêñßóåéò.



2.4 Ôï ðñüâëçìá �çò �áîéíüìçóçò (sorting) 212.4.1 Áëãüñéèìïé Ôáîéíüìçóçò
• ÌÝèïäïò �çò Öõóáëëßäáò (Bubble-Sort): O(n2) ÷åéñü�åñç êáé ìÝóçðåñßð�ùóç.
• ÌÝèïäïò ÅéóáãùãÞò (Insertion-Sort): O(n2) ÷åéñü�åñç êáé ìÝóç ðåñßð�ùóç.
• ÌÝèïäïò Óõã÷þíåõóçò (Merge-Sort): O(n logn) ÷åéñü�åñç êáé ìÝóçðåñßð�ùóç.
• £�ñÞãïñç¤ Ôáîéíüìçóç (Qui
k-Sort): O(n logn) ìÝóç ðåñßð�ùóç. O(n2)÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.
• ÌÝèïäïò Óùñïý (Heap-Sort): O(n logn) ÷åéñü�åñç êáé ìÝóç ðåñßð�ùóç.
• Ôáîéíüìçóç Äõáäéêïý ÄÝí�ñïõ (Binary-Tree-Sort): O(n logn) ìÝóçðåñßð�ùóç, O(n2) ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç.
• Ôáîéíüìçóç ÉóïæõãéóìÝíïõ ÄÝí�ñïõ (Balan
ed-Tree-Sort) O(n logn)÷åéñü�åñç êáé ìÝóç ðåñßð�ùóç.Óå Üëëï ìïí�Ýëï (ü÷é ìå óõãêñßóåéò, ãéá�ß �ï ìÝãåèïò üëùí �ùí êëåéäéþíåßíáé öñáãìÝíï):
• Ôáîéíüìçóç ÌÝ�ñçóçò (Counting-Sort), Ôáîéíüìçóç ÂÜóçò (Radix -Sort), Ôáîéíüìçóç Äï÷åßùí (Bu
ket-Sort): O(n) ëåé�ïõñãßåò.2.4.2 Ôáîéíüìçóç Öõóáëëßäáòpro
edure Bubble Sort(a[1..n℄);beginfor i := 1 to n−1 dofor j := n downto i + 1 doif a[j] < a[j − 1] then swap(a[j]; a[j − 1])end�éá �çí ïñèü�ç�á, ìå åðáãùãÞ, ìå�Ü �ï ó�Üäéï i Ý÷ïõìå:
• a[1] < a[2] < : : : < a[i].
• a[i] < a[j] ãéá üëá �á i < j ≤ n.�éá �çí ðïëõðëïêü�ç�á: Ï áñéèìüò �ùí óõãêñßóåùí åßíáé ðÜí�á

(n− 1) + (n− 2) + : : :+ 1 =
n(n− 1)

2
= O(n2):



22 ÊåöÜëáéï 2. Áëãüñéèìïé êáé ðïëõðëïêü�ç�á2.4.3 Ôáîéíüìçóç ìå ÅéóáãùãÞpro
edure Insertion Sort(a[1..n℄);beginfor j := 2 to n dobeginkey := a[j]; i := j − 1;while (i > 0) and (key < a[i]) do (∗ ïëßóèçóç ∗)begin a[i+ 1] := a[i]; i := i− 1end;a[i + 1] := key (∗�ïðïèÝ�çóç∗)endend�éá �ç ïñèü�ç�á Ý÷ïõìå: ìå åðáãùãÞ, ìå�Ü áðü �ï ãýñï j: a[1] < a[2] <: : : < a[j]. Ôï Üíù öñÜãìá ó�ïí áñéèìü �ùí óõãêñßóåùí: (n − 1) + (n −
2) + : : : + 1 = n(n−1)

2
. Ôï êÜ�ù öñÜãìá ó�ïí áñéèìü �ùí óõãêñßóåùí:

1+1+: : :+1 = n−1. ÌÝóïò áñéèìüò óõãêñßóåùí: n−1
2

+ n−2
2

+: : :+ 1
2

= n(n−1)
4

.�ïëõðëïêü�ç�á: O(n2) ÷åéñü�åñç êáé ìÝóç ðåñßð�ùóç.¢ëëïõò áëãüñéèìïõò �áîéíüìçóçò èá äïýìå ó�á åðüìåíá êåöÜëáéá.



ÊåöÜëáéï 3ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí
3.1 ÅéóáãùãÞ¼ðùò åßíáé ãíùó�ü, ãéá íá åê�åëåó�åß Ýíáò áëãüñéèìïò ìå H/Y èá ðñÝðåéíá ãñáö�åß óå ìßá áõó�çñÜ ïñéóìÝíç ãëþóóá Ç/Õ. Áõ�Þ ç õëïðïßçóç �ïõáëãüñéèìïõ óå ãëþóóá ðñïãñáììá�éóìïý Ç/Õ, ëÝãå�áé ðñüãñáììá. ¸íáðñüãñáììá Ç/Õ åðåíåñãåß óå óýíïëá äåäïìÝíùí ðïõ áðïèçêåýïí�áé ó�ç ìíÞìç�ïõ Ç/Õ. Åßíáé ëïéðüí öáíåñü ðùò ç åðéëïãÞ �ùí äïìþí ìå �éò ïðïßåò èáïñãáíùèïýí �á äåäïìÝíá ó�ç ìíÞìç �ïõ Ç/Õ åðçñåÜæïõí �çí áðüäïóç �ïõðñïãñÜììá�ïò, Üñá �çí áðüäïóç ãåíéêü�åñá, �ïõ áëãïñßèìïõ. ÄïìÝò äåäïìÝíùí,ïíïìÜæïõìå �éò äéÜöïñåò äéìåëåßò ó÷Ýóåéò ìå�áîý �ùí ó�ïé÷åßùí åíüò óõíüëïõäåäïìÝíùí. Ïé ó÷Ýóåéò áõ�Ýò ìðïñåß íá åßíáé ãñáììéêÝò Þ ìç ãñáììéêÝò.¸ó�ù Ýíá ìç êåíü óýíïëï äåäïìÝíùí êáé ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç ðïõ äéá�Üóóåé�á ó�ïé÷åßá �ïõ Ý�óé þó�å Ýíá ó�ïé÷åßï ðïõ ïíïìÜæå�áé áñ÷Þ íá Ý÷åé Ýíáåðüìåíï, Ýíá ó�ïé÷åßï ðïõ ïíïìÜæå�áé �Ýëïò Ýíá ðñïçãïýìåíï êáé êÜèå Üëëïó�ïé÷åßï íá Ý÷åé Ýíá ìüíï ðñïçãïýìåíï êáé Ýíá ìüíï åðüìåíï. Ôü�å ëÝìå ü�é�á ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ áõ�ïý �ùí äåäïìÝíùí, åßíáé ïëéêþò Þ ãñáììéêþòäéá�å�áãìÝíá (totally or linearly ordered) êáé ç äïìÞ ðïõ ïñßæå�áé áð' áõ�Þ�ç ó÷Ýóç ïíïìÜæå�áé ãñáììéêÞ äïìÞ äåäïìÝíùí (linear data stru
ture). ÊÜèåÜëëç äïìÞ äåäïìÝíùí ðïõ äåí åßíáé ãñáììéêÞ, ïíïìÜæå�áé ìç ãñáììéêÞ äïìÞäåäïìÝíùí (non-linear). Óçìåéù�Ýïí ü�é ç äéÜ�áîç áõ�Þ äåí Ý÷åé ó÷Ýóç ìå�õ÷üí Üëëç äéÜ�áîç �ùí �éìþí �ùí êüìâùí ð.÷. ëåîéêïãñáöéêÞ Þ áñéèìç�éêÞ.Ó�éò ãñáììéêÝò äïìÝò äåäïìÝíùí, áíÞêïõí ïé ðßíáêåò, ïé åããñáöÝò, �áóýíïëá, �á áñ÷åßá êáé ïé ãñáììéêÝò ëßó�åò. Áð'�éò ãñáììéêÝò ëßó�åò ìðïñïýìåíá îå÷ùñßóïõìå �éò ó�ïßâåò (sta
ks) êáé �éò ïõñÝò (queues).Ó�éò ìç ãñáììéêÝò äïìÝò äåäïìÝíùí, áíÞêïõí ïé ãñÜöïé (Þ ãñáöÞìá�á)êáé �á äÝí�ñá.Ôéò ãñáììéêÝò äïìÝò äåäïìÝíùí Ý÷ïõìå äýï �ñüðïõò íá �éò áðïèçêåýóïõìå,23



24 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí�ïí óåéñéáêü (óå array) êáé �ïí äõíáìéêü (ìå pointers). Ï ÷ñüíïò ðïõáðáé�åß�áé ãéá íá êÜíïõìå åéóáãùãÞ åíüò ó�ïé÷åßïõ (insertion) Þ áíÜê�çóç(retrieval) áðü ìßá ãñáììéêÞ äïìÞ äåäïìÝíùí åßíáé ó�áèåñüò êáé áíåîÜñ�ç�ïò�ïõ ìåãÝèïõò �ïõ ðßíáêá Þ �çò ëßó�áò, äçëáäÞ ïé ðñÜîåéò áõ�Ýò Ý÷ïõíðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ O(1).3.2 �ñÜöïé3.2.1 �åíéêÜÏñéóìüò 3.2.1. �ñÜöïò (Þ ãñÜöçìá) G, ïíïìÜæå�áé Ýíá äéá�å�áãìÝíï æåýãïòóõíüëùí (V;E), üðïõ V åßíáé ìç êåíü óýíïëï ó�ïé÷åßùí êáé E Ýíá óýíïëïìç äéá�å�áãìÝíùí æåõãþí �ïõ V , äçëáäÞE ⊆ ( V
2

)�áñÜäåéãìá 3.2.2. Áí V = {v1; v2; v3; v4; v5} åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëïó�ïé÷åßùí êáé E = {{v1; v2}; {v1; v3}; {v4; v5}} �ü�å �ï äéá�å�áãìÝíï æåýãïòG = (V;E) åßíáé Ýíáò ãñÜöïò.Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ ìç êåíïý óõíüëïõ V ëÝãïí�áé êïñõöÝò Þ êüìâïé (ver-ti
es, nodes) �ïõ ãñÜöïõ. Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ E ëÝãïí�áé áêìÝò ÞðëåõñÝò (edges) êáé ìðïñïýí íá óõìâïëéó�ïýí êáé ìå Ýíá ãñÜììá, ð.÷. e,üðïõ e = {x; y}; x; y ∈ V , x 6= y. ÊáìéÜ öïñÜ, êá�á÷ñçó�éêÝò èåùñïýìå êáéáêìÝò-âñü÷ïõò, äçëáäÞ e = {x; x}.Áí e = {v1; v2} åßíáé ðëåõñÜ åíüò ãñÜöïõ G, áõ�Þ åíþíåé Þ óõíäÝåé �éòêïñõöÝò v1; v2 �ïõ G êáé ìðïñåß íá óõìâïëéó�åß åðßóçò ùò v1v2 Þ v2v1. ÏéêïñõöÝò v1; v2 ëÝãïí�áé Üêñá (endpoints) �çò ðëåõñÜò e åðåéäÞ äå ç ðëåõñÜ e�çò óõíäÝåé åßíáé ãåé�ïíéêÝò (adja
ent) êïñõöÝò ó�ï G.Áí �þñá v1; v2 åßíáé ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò ó�ïG, �ü�å ç ðëåõñÜ v1v2 ðñïóðßð�åé(in
ident) ó�éò v1 êáé v2. Äýï ðëåõñÝò ðïõ ðñïóðßð�ïõí ó�çí ßäéá êïñõöÞ åßíáéãåé�ïíéêÝò ðëåõñÝò ó�ï G.Ï ïñéóìüò �ïõ ãñÜöïõ üðùò äüèçêå ðáñáðÜíù, äåí äéåõêïëýíåé �çí åðïð�éêÞáí�ßëçøç �ïõ üñïõ. Åßíáé äõíá�üí êáé ðïëëÝò öïñÝò åðéâÜëëå�áé, ãéá �çíáíáãíþñéóç êáé �ç ìåëÝ�ç éäéï�Þ�ùí �ùí ãñÜöùí, ç áðåéêüíéóç áõ�þí ìå �çâïÞèåéá äéáãñÜììá�ïò.�éá �çí êá�áóêåõÞ �ïõ äéáãñÜììá�ïò, êÜèå êïñõöÞ �ïõ ãñÜöïõ �ç ó÷åäéÜæïõìåì' Ýíá óçìåßï, ìßá êïõêßäá êáé êÜèå ðëåõñÜ ì' Ýíá �ìÞìá êáìðýëçò ãñáììÞò.Áðü �ïí �ñüðï êá�áóêåõÞò �ïõ äéáãñÜììá�ïò, åßíáé öáíåñü ðùò äåí õðÜñ÷åéìïíáäéêüò �ñüðïò ó÷åäßáóçò åíüò ãñÜöïõ.



3.2 �ñÜöïé 25�áñÜäåéãìá 3.2.3. Ôï äéÜãñáììá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìåE = {{v1; v2}; {v1; v3}; {v4; v5}; {v5; v5}}ìðïñåß íá åßíáé áõ�ü ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 3.1(á) Þ áõ�ü ðïõ öáßíå�áé ó�ïó÷Þìá 3.1(â). Ïé êïñõöÝò v1; v2 åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï G åíþ ïé v3; v4 äåí åßíáé.Ïé ðëåõñÝò v1v2, v1v3 åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï G åíþ ïé v4v5, v1v2 äåí åßíáé.
(á)

v1 v5v2 v3 v4

(â) v1 v2 v3 v4 v5Ó÷Þìá 3.1: Äýï äéáöïñå�éêÜ äéáãñÜììá�á ãéá �ïí ãñÜöï GÏ áñéèìüò �ùí êïñõöþí åíüò ãñÜöïõG(V;E) ïíïìÜæå�áé �Üîç (order) �ïõG êáé óõìâïëßæå�áé ìå |V | êáé ï áñéèìüò �ùí ðëåõñþí �ïõ, ìÝãåèïò (size) �ïõG êáé óõìâïëßæå�áé ìå |E|. Ó�çí �ëçñïöïñéêÞ üìùò, óõíÞèùò ïíïìÜæïõìåìÝãåèïò �ï n = |V |.�áñÜäåéãìá 3.2.4. Ó�ï ãñÜöï G �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 2 ç �Üîç �ïõ éóïý�áéìå 5 êáé �ï ìÝãåèïò ìå 4. Ï ãñÜöïò G ìðïñåß åðßóçò íá óõìâïëéó�åß êáé ìåG(5; 4).�áñá�Þñçóç 3.2.5. Áðü �ïí ïñéóìü �ïõ ãñÜöïõ ðñïêýð�åé ü�é ìßá ðëåõñÜ äåíìðïñåß íá Ý÷åé ùò Üêñá �çí ßäéá êïñõöÞ. Óõ÷íÜ üìùò ó�çí �ëçñïöïñéêÞ,üðùò áíáöÝñáìå êáé ðéï ðÜíù, ÷ñåéáæüìáó�å ìéá �Ý�ïéá ðëåõñÜ. Ç ðëåõñÜ�ü�å ëÝãå�áé âñü÷ïò (loop). Åðßóçò áðü �ïí ïñéóìü �ïõ ãñÜöïõ ðñïêýð�åéü�é, äåí åßíáé äõíá�Þ ç ýðáñîç ðåñéóóï�Ýñùí ðëåõñþí ìå ßäéá Üêñá, äçëáäÞ äåíåßíáé äõíá�Þ ç ýðáñîç ðáñÜëëçëùí ðëåõñþí. Ó�ï ãñÜöï �ïõ �áñáäåßãìá�ïò2, åöüóïí õðÜñ÷åé ç ðëåõñÜ v1v2 ç ýðáñîç ìéáò ðáñÜëëçëçò �çò ð.÷. v2v1,áðïêëåßå�áé áð' �ïí ïñéóìü.



26 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí¸íáò ãñÜöïò ï ïðïßïò äåí Ý÷åé âñü÷ïõò, ëÝãå�áé ó�çí �ëçñïöïñéêÞ áðëüòãñÜöïò. ÅðåéäÞ óå ü�é èá áíáöåñèåß ðáñáêÜ�ù, äåí åðçñåÜæåé ç ýðáñîç Þ ìçâñü÷ùí ó�ïõò ãñÜöïõò, ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èá èåùñïýìå ó�ï åîÞòìüíï áðëïýò ãñÜöïõò.ÕðÜñ÷ïõí üìùò êáé ðïëõãñáöÞìá�á (multigraphs). Ôï äéÜãñáììá åíüòðïëõãñáöÞìá�ïò ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé ðïëëÝò áêìÝò ðïõ óõíäÝïõí �éò ßäéåò êïñõöÝò.�áñÜäåéãìá 3.2.6. Ó�ï ó÷Þìá 3.2 öáßíå�áé Ýíá ðïëõãñÜöçìá.
v1 v2 v3 v5v4Ó÷Þìá 3.2: �ïëõãñÜöçìá3.2.2 ÕðïãñÜöïò
b d

a e�ñÜöïò G

b d

�ñÜöïò G′


b d
a e�ñÜöïò G >>Ó÷Þìá 3.3: Ï ãñÜöïò G êáé äýï õðïãñÜöïé áõ�ïýÏñéóìüò 3.2.7. ¸íáò ãñÜöïò G′ = (V ′; E ′) åßíáé õðïãñÜöïò (subgraph)åíüò Üëëïõ ãñÜöïõ G = (V;E), áí éó÷ýåé V ′ ⊆ V êáé E ′ ⊆ E.�áñÜäåéãìá 3.2.8. Ó�ï ó÷Þìá 3.3 o G′ åßíáé Ýíáò õðïãñÜöïò �ïõ G.



3.2 �ñÜöïé 27Ïñéóìüò 3.2.9. ¸ó�ùG′ = (V ′; E ′) õðïãñÜöïò åíüò ãñÜöïõ G = (V;E). Áíéó÷ýåé V ′ = V �ü�å ï õðïãñÜöïò ëÝãå�áé ðáñÜãùí õðïãñÜöïò �ïõ ãñÜöïõG.�áñÜäåéãìá 3.2.10. Ó�ï ó÷Þìá 3.3 ï G >> åßíáé ðáñÜãùí õðïãñÜöïò �ïõG.3.2.3 Âáèìüò êïñõöÞòÏñéóìüò 3.2.11. ¸ó�ù Ýíáò ãñÜöïò G = (V;E). Âáèìüò (degree, va-len
e) ìéáò êïñõöÞò v ∈ V ïíïìÜæå�áé ï áñéèìüò �ùí ðëåõñþí �ïõ G ðïõðñïóðßð�ïõí ó�çí v êáé óõìâïëßæå�áé ìå dG(v) Þ d(v). ¸íáò ãñÜöïò G(V;E),ãéá �ïí ïðïßï éó÷ýåé d(v) = k ãéá êÜèå êïñõöÞ �ïõ, ëÝãå�áé k-êáíïíéêüòãñÜöïò.
G1: v1 v2 G2: v2v1 v3Ó÷Þìá 3.4: G1: 1{êáíïíéêüò êáé G2: 2{êáíïíéêüò ãñÜöïòÁðïäåéêíýå�áé åýêïëá ü�é �ï Üèñïéóìá �ùí âáèìþí üëùí �ùí êïñõöþíåíüò ãñÜöïõ, éóïý�áé áñéèìç�éêÜ ìå �ï äéðëÜóéï �ïõ áñéèìïý �ùí ðëåõñþí�ïõ. ÄçëáäÞ óå Ýíá ãñÜöï G = (V;E) Ý÷ïõìå ü�é

∑v∈V d(v) = 2|E|�áñÜäåéãìá 3.2.12. Ó�ï ãñÜöï G ó�ï ó÷Þìá 3.3 Ý÷ïõìå d(b) = 3,d(d) = 4,d(
) = d(e) = 2. Ó�ï ó÷Þìá 3.4 o G1 åßíáé 1−êáíïíéêüò ãñÜöïò êáé ï G2åßíáé 2−êáíïíéêüò ãñÜöïò.3.2.4 Äñüìïò - ÌïíïðÜ�é - ÊýêëïòÏñéóìüò 3.2.13. Ó'Ýíá ãñÜöïG, ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá, åíáëëÜî êïñõöþíêáé ðëåõñþí �ïõ G ðïõ áñ÷ßæåé êáé �åëåéþíåé óå êïñõöÞ êáé ðïõ êÜèå ðëåõñÜðïõ ðåñéÝ÷å�áé ó�çí áêïëïõèßá ðñïóðßð�åé ó�çí êïñõöÞ ðïõ ðñïçãåß�áé êáé ó'áõ�Þí ðïõ Ýðå�áé, ëÝãå�áé äñüìïò Þ äéáäñïìÞ (walk) ó�ï G.



28 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí�áñÜäåéãìá 3.2.14. Ó�ï ãñÜöï G ó�ï ó÷Þìá 3.3 ç áêïëïõèßá êïñõöþí êáéðëåõñþí �ïõ ãñÜöïõ 
{
; d}d{d; b}b{b; a}a{a; d}d{d; b}båßíáé äñüìïò ó�ï G.Ïñéóìüò 3.2.15. Áí ó'Ýíáí äñüìï åíüò ãñÜöïõ êÜèå ðëåõñÜ �ïõ äñüìïõåìöáíßæå�áé ìüíï ìßá öïñÜ, ï äñüìïò ëÝãå�áé äñïìßóêïò Þ ìïíïðÜ�é (trail).�áñÜäåéãìá 3.2.16. Ó�ï ãñÜöï G ó�ï ó÷Þìá 3.3 ï äñüìïòd{d; b}b{b; a}a{a; d}d{d; e}eåßíáé äñïìßóêïò.Ïñéóìüò 3.2.17. ¸íáò äñüìïò ó�ïí ïðïßï êÜèå êïñõöÞ êáé êÜèå ðëåõñÜ �ïõåìöáíßæïí�áé áêñéâþò ìßá öïñÜ, ëÝãå�áé áðëü ìïíïðÜ�é (path).�áñÜäåéãìá 3.2.18. Ó�ï ãñÜöï G ó�ï ó÷Þìá 3.3 ï äñüìïòa{a; b}b{b; 
}
{
; d}d{d; e}eåßíáé áðëü ìïíïðÜ�é.Ïñéóìüò 3.2.19. ¸íáò äñüìïò ìå áñ÷Þ êáé �Ýëïò �çí ßäéá êïñõöÞ, ëÝãå�áéêëåéó�üò äñüìïò, áëëéþò ëÝãå�áé áíïéê�üò.Ïñéóìüò 3.2.20. ¸íáò äñüìïò ðïõ åßíáé êëåéó�ü ìïíïðÜ�é ëÝãå�áé êýêëïò(
y
le). ¸íáò äñüìïò ðïõ åßíáé áðëü êëåéó�ü ìïíïðÜ�é ëÝãå�áé áðëüò êýêëïò(simple 
y
le).�áñÜäåéãìá 3.2.21. Ó�ï ãñÜöï G ó�ï ó÷Þìá 3.3
• ï äñüìïò 
{
; b}b{b; d} åßíáé áíïéê�üò äñüìïò
• ï äñüìïò 
{
; b}b{b; d}d{d; a}a{a; b}b{b; 
}
 åßíáé êëåéó�üò äñüìïò
• ï äñüìïò 
{
; b}b{b; d}d{d; 
}
 åßíáé êýêëïòÏñéóìüò 3.2.22. ¸íáò êýêëïò ðïõ ðåñíÜ áêñéâþò ìéá öïñÜ áðü êÜèå ðëåõñÜåíüò ãñÜöïõ G (÷ùñßò áðáñáß�ç�á íá ðåñíÜ áêñéâþò ìéá öïñÜ êáé áðü êÜèåêïñõöÞ) ïíïìÜæå�áé êýêëïò Euler. ¸íáò ãñÜöïò ðïõ Ý÷åé êýêëï EulerïíïìÜæå�áé ãñÜöïò Euler. Áðïäåéêíýå�áé åýêïëá ü�é Ýíáò ãñÜöïò Ý÷åé êýêëïEuler áíí üëåò ïé êïñõöÝò Ý÷ïõí Üñ�éï âáèìü (ó÷Þìá 3.5(á)).



3.2 �ñÜöïé 29
(á) (â)
Ó÷Þìá 3.5: (á) �ñÜöïò Euler, (â) �ñÜöïò HamiltonÏñéóìüò 3.2.23. ¸íáò êýêëïò ðïõ ðåñíÜ áêñéâþò ìéá öïñÜ áðü êÜèå êïñõöÞåíüò ãñÜöïõG (÷ùñßò áðáñáß�ç�á íá ðåñíÜ êáé áðü üëåò �éò ðëåõñÝò) ïíïìÜæå�áéêýêëïò Hamilton. ¸íáò ãñÜöïò ðïõ Ý÷åé êýêëï Hamilton ïíïìÜæå�áéãñÜöïò Hamilton (ó÷Þìá 3.5(â)).Ó' Ýíá ãñÜöï G, Ýíáò äñüìïò ìå�áîý äýï êïñõöþí v êáé u �ïõ G ëÝãå�áéêáé (u; v)−äñüìïò Þ áðëïýó�åñá uv−äñüìïò. Ï áñéèìüò �ùí ðëåõñþí åíüòãñÜöïõ ðïõ åìöáíßæïí�áé ó'Ýíáí äñüìï �ïõ ãñÜöïõ, ëÝãå�áé ìÞêïò �ïõ äñüìïõ.�áñÜäåéãìá 3.2.24. Ó�ï ðáñÜäåéãìá 3.2.21 �á ìÞêç �ùí äñüìùí ìå �ç óåéñÜðïõ åìöáíßæïí�áé åßíáé 2, 5 êáé 3.3.2.5 �áñÜó�áóç �ñÜöïõ¸íáò ãñÜöïò ìðïñåß íá ðáñáó�áèåß ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ðßíáêá ãåé�íßáóçò(adja
en
y matrix) Þ �ïõ ðßíáêá ðñüóð�ùóçò (in
iden
e matrix) Þ �ùíëéó�þí ãåé�íßáóçò (adja
en
y lists).Ïñéóìüò 3.2.25 (�ßíáêáò ãåé�íßáóçò). ¸ó�ù Ýíáò ãñÜöïò G = (V;E) ìåV = {v1; v2; :::; vn}. Ôü�å ï ãñÜöïò ìðïñåß íá ðáñáó�áèåß ìå �ç âïÞèåéá åíüòn× n ðßíáêá A(G), üðïõA(G) = [aij]; aij =

{

1; áí {vi; vj} ∈ E
0; áëëéþòÏ ðßíáêáò A(G) ëÝãå�áé ðßíáêáò ãåé�íßáóçò (adja
en
y matrix), êáéåßíáé óõììå�ñéêüò (ai;j = aj;i).



30 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí�ßíáêáò ðñüóð�ùóçòÏñéóìüò 3.2.26. ¸ó�ù Ýíáò ãñÜöïò G = (V;E) ìå V = {v1; v2; :::; vn}êáé E = {l1; l2; :::; lm}. Ôü�å ï ãñÜöïò ìðïñåß íá ðáñáó�áèåß ìå �ç âïÞèåéáåíüò n×m ðßíáêá B(G), ðïõ ïíïìÜæå�áé ðßíáêáò ðñüóð�ùóçò (in
iden
ematrix), üðïõB(G) = [bij]; bij =

{

1; áí lj ðñïóðßð�åé ó�ï vi
0; áëëéþòÁðïäåéêíýå�áé ü�é éó÷ýåé:B(G)B(G)T = A(G) +











d1 0 : : : 0
0 d2 : : : 0... ... . . . ...
0 0 : : : dn









üðïõ di åßíáé ï âáèìüò �ïõ êüìâïõ i.Ìéá Üëëç ðáñÜó�áóç åßíáé ìå �éò ëßó�åò ãåé�íßáóçò (adja
en
y lists). Çëßó�á ãåé�íßáóçò ìéáò êïñõöÞò v ðåñéÝ÷åé üëåò �éò ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò �çò v.Ç ðáñÜó�áóç áõ�Þ óå Ç/Õ åßíáé ðéï áðïäï�éêÞ ãéá áñáéïýò ãñÜöïõò.Ïñéóìüò 3.2.27. Ïé áñáéïß ãñÜöïé Ý÷ïõí O(n) áêìÝò åíþ ïé ðõêíïß ãñÜöïéÝ÷ïõí Ω(n2).
2

1 5

4

3

1
2 3 4

5 6
Ó÷Þìá 3.6: �ñÜöïò ìå áñéèìçìÝíåò áêìÝò�áñÜäåéãìá 3.2.28. Ç áíáðáñÜó�áóç �ïõ ãñÜöïõ ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 3.6ìå �ïí ðßíáêá ãåé�íßáóçò åßíáé ç ðáñáêÜ�ù:A(G) =













0 1 1 1 0
1 0 0 1 0
1 0 0 1 0
1 1 1 0 1
0 0 0 1 0















3.2 �ñÜöïé 31�éá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ïí ðßíáêá ðñüóð�ùóçò ðñÝðåé ðñþ�á íá áñéèìÞóïõìåìå êÜðïéï �ñüðï �éò ðëåõñÝò �ïõ ãñÜöïõ. Ìéá áñßèìçóç ãéá �ï ãñÜöï �ïõó÷Þìá�ïò 3.6 åßíáé êáé ç áêüëïõèç:
1: (1; 2); 2: (1; 3); 3: (1; 4); 4: (3; 4); 5: (2; 4); 6: (4; 5):×ñçóéìïðïéþí�áò áõ�Þ �çí áñßèìçóç ç áíáðáñÜó�áóç �ïõ ãñÜöïõ ìå �ïíðßíáêá ðñüóð�ùóçò åßíáé ç ðáñáêÜ�ù:B(G) =













1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1











ÔÝëïò, ç áíáðáñÜó�áóç ìå �éò ëßó�åò ãåé�íßáóçò åßíáé ç ðáñáêÜ�ù:[1℄→ 2 3 4[2℄→ 1 4[3℄→ 1 4[4℄→ 1 2 3 5[5℄→ 43.2.6 �ñïóáíá�ïëéóìÝíïò �ñÜöïòÁí ó�ïí ïñéóìü �ïõ ãñÜöïõ áí�éêá�áó�Þóïõìå �á ó�ïé÷åßá �ïõ E ìåäéá�å�áãìÝíá æåýãç ó�ïé÷åßùí �ïõ V , ðáßñíïõìå Ýíá ðñïóáíá�ïëéóìÝíï Þêá�åõèõíüìåíï ãñÜöï (dire
ted graph, digraph). ÄçëáäÞ E ⊆ V × V .v1v5 v2

v4 v3Ó÷Þìá 3.7: Êá�åõèõíüìåíïò ãñÜöïò



32 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí�áñÜäåéãìá 3.2.29. Ï ãñÜöïò ó�ï ó÷Þìá 3.7 åßíáé Ýíáò ðñïóáíá�ïëéóìÝíïòãñÜöïò. Áí ï ãñÜöïò åßíáé ï G = (V;E) �ü�å Ý÷ïõìå:V = {v1; v2; v3; v4; v5}E = {(v5; v1); (v1; v5); (v2; v1); (v5; v2); (v2; v3); (v5; v4); (v4; v3)}Ïñéóìüò 3.2.30. ¸ó�ù x ìéá êïñõöÞ åíüò ðñïóáíá�ïëéóìÝíïõ ãñÜöïõ. Ïáñéèìüò �ùí ðëåõñþí ðïõ ðñïóðßð�ïõí (åéóÝñ÷ïí�áé) ó' áõ�Þí �çí êïñõöÞïíïìÜæå�áé ðñïò-âáèìüò (in-degree) �çò êïñõöÞò x êáé óõìâïëßæå�áé ìå deg−(x):deg−(x) = |{(y; x) : y ∈ V êáé (y; x) ∈ E}|Ï áñéèìüò �ùí ðëåõñþí ðïõ îåêéíïýí (åîÝñ÷ïí�áé) áðü �çí êïñõöÞ xïíïìÜæå�áé áðü-âáèìüò (out-degree) êáé óõìâïëßæå�áé ìå deg+(x):deg+(x) = |{(x; y) : y ∈ V êáé (x; y) ∈ E}|�áñÜäåéãìá 3.2.31. Ó�ïí ðñïóáíá�ïëéóìÝíï ãñÜöï ó�ï ó÷Þìá 3.7 Ý÷ïõìå:deg−(v2) = |{(v5; v2)}| = 1deg+(v2) = |{(v2; v3); (v2; v1)}| = 23.2.7 Óõíåê�éêüò �ñÜöïòÏñéóìüò 3.2.32. ¸ó�ù Ýíáò ãñÜöïò G = (V;E). Äýï êïñõöÝò u; v �ïõG åßíáé óõíäåäåìÝíåò (
onne
ted) áí õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá uv-ìïíïðÜ�éó�ï G. Ç ó÷Ýóç £óýíäåóç äýï êïñõöþí ó�ï G¤, åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáòó�ï óýíïëï V �ïõ G, ç ïðïßá äçìéïõñãåß ìéá äéáìÝñéóç (partition) óå êëÜóåéòéóïäõíáìßáò ð.÷. �éò V1; V2; : : : ; Vk. �éá �éò êëÜóåéò áõ�Ýò éó÷ýåé ü�é:Vi ⊆ V ; 1 ≤ i ≤ kVi ⋂Vj = ∅ ; ∀i; jV1

⋃V2

⋃ : : :⋃Vk = V�ñïöáíþò êÜèå æåýãïò êïñõöþí u; v óõíäÝïí�áé áí êáé ìüíï áí ïé êïñõöÝòu; v áíÞêïõí ó�çí ßäéá êëÜóç éóïäõíáìßáò Vi.Ïñéóìüò 3.2.33. ¸ó�ù Ýíáò ãñÜöïò G = (V;E) êáé V ′ ⊆ V . Ï õðïãñÜöïòðïõ Ý÷åé óýíïëï êïñõöþí �ï V ′ êáé óýíïëï ðëåõñþí üëåò �éò ðëåõñÝò �ïõG, �ùí ïðïßùí êáé �á äýï Üêñá áíÞêïõí ó�ï V ′, ëÝãå�áé ðáñáãüìåíïòõðïãñÜöïò (indu
ed subgraph) áðü �ïí V ′ êáé óõìâïëßæå�áé G[V ′].Ïñéóìüò 3.2.34. ¸ó�ù Ýíá ãñÜöïò G = (V;E) êáé V1; V2; : : : ; Vk ïé êëÜóåéòéóïäõíáìßáò �ïõ V ðïõ äçìéïõñãïýí�áé áð' �ç ó÷Ýóç £óýíäåóç äýï êïñõöþí¤.Ôá õðïãñáöÞìá�á G[V1]; G[V2]; : : : ; G[Vk] ëÝãïí�áé óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò(
onne
ted 
omponents) �ïõ ãñÜöïõ G. Ï áñéèìüò �ùí óõíéó�ùóþí åíüòãñÜöïõ G óõìâïëßæå�áé ìå Ù(G).



3.3 ÄÝí�ñá 33Ïñéóìüò 3.2.35. ¸íáò ãñÜöïò ëÝãå�áé óõíåê�éêüò áí áðï�åëåß�áé áðü ìßáìüíï óõíéó�þóá. Áí ï áñéèìüò �ùí óõíéó�ùóþí åíüò ãñÜöïõ åßíáé ìåãáëý�åñïòáðü �ï 1, ï ãñÜöïò ëÝãå�áé ìç óõíåê�éêüò. Åßíáé öáíåñü ðùò Ýíáò ãñÜöïò åßíáéóõíåê�éêüò, áí ãéá êÜèå æåýãïò êïñõöþí �ïõ ãñÜöïõ õðÜñ÷åé Ýíá ìïíïðÜ�é�ïõëÜ÷éó�ïí, ðïõ �éò óõíäÝåé.�áñÜäåéãìá 3.2.36. Ï ãñÜöïò �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 2 åßíáé ìç óõíåê�éêüò ìå!(G) = 2. Ï ãñÜöïò �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 12 åßíáé óõíåê�éêüò ìå !(G) = 1.�áñá�Þñçóç 3.2.37. Ó�çí ðåñßð�ùóç ðñïóáíá�ïëéóìÝíïõ ãñÜöïõ ïé áêìÝò óåìïíïðÜ�éá (Üñá êáé óå êýêëï) ðñÝðåé íá Ý÷ïõí üëåò �ïí ßäéï ðñïóáíá�ïëéóìü.Ïñéóìüò 3.2.38. ¸íáò ðñïóáíá�ïëéóìÝíïò ãñÜöïò ëÝãå�áé éó÷õñÜ óõíåê�éêüò(strongly 
onne
ted) áí ãéá êÜèå æåýãïò (u; v) õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ïu ó�ï v. Ï ãñÜöïò ëÝãå�áé áóèåíþò óõíåê�éêüò (weakly 
onne
ted) áíãéá êÜèå æåýãïò (u; v) õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ï u ó�ï v áí áãíïÞóïõìå �ïíðñïóáíá�ïëéóìü �ùí áêìþí.Ïñéóìüò 3.2.39. ¸íáò áðëüò ãñÜöïòG = (V;E) (÷ùñßò âñü÷ïõò êáé ðáñÜëëçëåòðëåõñÝò ) ïíïìÜæå�áé ðëÞñçò ü�áí äýï ïðïéåóäÞðï�å êïñõöÝò �ïõ åßíáé ãåé�ïíéêÝò.�éá Ýíá ðëÞñç ãñÜöï ðñïöáíþò éó÷ýåé ü�é:E =

( V
2

) Üñá: |E| = (

|V |
2

)

=
|V |(|V | − 1)

2Ï ðëÞñçò ãñÜöïò ìå n êïñõöÝò óõìâïëßæå�áé ìå Kn.Ïñéóìüò 3.2.40. ¸íáò ãñÜöïò G(V;E) ïíïìÜæå�áé äéìåñÞò (bipartite) áí�ï óýíïëï �ùí êüìâùí V ìðïñåß íá äéáìåñéó�åß óå äýï ìç êåíÜ õðïóýíïëá Xêáé Y Ý�óé þó�å üëåò ïé ðëåõñÝò ó�ï E íá åíþíïõí Ýíáí êüìâï �ïõ X ìå Ýíáíêüìâï �ïõ Y . ¸íáò ðëÞñçò äéìåñÞò ãñÜöïò (äçëáäÞ ï äéìåñÞò ãñÜöïò ó�ïíïðïßï êÜèå êïñõöÞ �ïõ X åíþíå�áé ìå êÜèå êïñõöÞ �ïõ Y ) óõìâïëßæå�áé ìåKn;m, üðïõ n = |X| êáé m = |Y |.¸íáò ãñÜöïò ïíïìÜæå�áé åðßðåäïò (planar) áí ìðïñåß íá ó÷åäéáó�åß ó�ïåðßðåäï Ý�óé þó�å üëåò ïé ðëåõñÝò �ïõ íá ìçí äéáó�áõñþíïí�áé, öõóéêÜ åê�üòáðü �éò êïéíÝò êïñõöÝò �ïõò. ¸÷åé áðïäåé÷èåß ü�é éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêçãéá íá åßíáé Ýíáò ãñÜöïò åðßðåäïò åßíáé íá ìçí ðåñéÝ÷åé õðïãñÜöï ïìïéïìïñöéêüìå �ïí K5 Þ �ïí K3;3.3.3 ÄÝí�ñá3.3.1 �åíéêÜÏñéóìüò 3.3.1. ÄÝíäñï ëÝãå�áé Ýíáò óõíåê�éêüò ãñÜöïò ðïõ äåí ðåñéÝ÷åéêýêëïõò. ÄÜóïò ëÝãå�áé êÜèå ãñÜöïò ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êýêëïõò. Ïé óõíåê�éêÝò



34 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùíóõíéó�þóåò åíüò äÜóïõò, åßíáé äÝí�ñá. ¸íá äÝí�ñï ó�ï ïðïßï îå÷ùñßæïõìåìéá êïñõöÞ, �çí ïðïßá ïíïìÜæïõìå ñßæá, ëÝãå�áé äÝí�ñï ìå ñßæá (rooted tree).�ñü�áóç 3.3.2. ¸íáò ãñÜöïò åßíáé äÜóïò áí êáé ìüíï áí åßíáé õðïãñÜöïòåíüò äÝí�ñïõ.ÁíÜëïãïé åßíáé êáé ïé ïñéóìïß ãéá ðñïóáíá�ïëéóìÝíá äÝí�ñá (äÜóç). Ïðñïóáíá�ïëéóìüò èåùñåß�áé áðü �ç ñßæá ðñïò �á öýëëá.¸íáò êá�åõèõíüìåíïò ãñÜöïò ÷ùñßò êýêëïõò äåí åßíáé ðÜí�á äÝí�ñï.¸íáò �Ý�ïéïò êá�åõèõíüìåíïò áêõêëéêüò ãñÜöïò (DAG=Dire
ted A
y
li
Graph) åßíáé ÷ñÞóéìïò ó�çí êùäéêïðïßçóç �çò óõí�áê�éêÞò äïìÞò áñéèìç�éêþíåêöñÜóåùí, ó�çí áíáðáñÜó�áóç ìåñéêþí äéá�Üîåùí, ê.á. ¸íá äÝí�ñï êáé Ýíáòêá�åõèõíüìåíïò áêõêëéêüò ãñÜöïò öáßíïí�áé ó�ï ó÷Þìá 3.8.
(á) (â)

Ó÷Þìá 3.8: (á) ÄÝíäñï, (â) Êá�åõèõíüìåíïò áêõêëéêüò ãñÜöïòÏñéóìüò 3.3.3. ¸ó�ù Ýíá äÝí�ñï ìå ñßæá. Áí x êáé y åßíáé êïñõöÝò �Ý�ïéåòþó�å ç x íá âñßóêå�áé ó�ï ìïíïðÜ�é ðïõ óõíäÝåé �ç ñßæá ìå �çí y, �ü�å ç xïíïìÜæå�áé ðñüãïíïò (an
estor) �çò y êáé ç y áðüãïíïò (des
endant) �çò x.Áí åðéðëÝïí x 6= y �ü�å ç x åßíáé ãíÞóéïò ðñüãïíïò �çò y êáé ç y ãíÞóéïòáðüãïíïò �çò x. Áí x åßíáé ãíÞóéïò ðñüãïíïò �çò y êáé {x; y} åßíáé áêìÞ�ïõ äÝí�ñïõ, �ü�å ç x åßíáé ãïíÝáò (parent)�çò y êáé ç y ðáéäß (
hild) �çò x.Ïé êïñõöÝò ìå �ïí ßäéï ãïíÝá ëÝãïí�áé áäÝëöéá (siblings). Ïé êïñõöÝò ðïõäåí Ý÷ïõí áðïãüíïõò ïíïìÜæïí�áé �åñìá�éêÝò Þ öýëëá (terminals, leaves).Ïé êïñõöÝò ðïõ äåí åßíáé �åñìá�éêÝò, ëÝãïí�áé åóù�åñéêÝò Þ ìç �åñìá�éêÝòÞ êïñõöÝò êëÜäùí (internals, non-terminals, bran
h nodes).�áñÜäåéãìá 3.3.4. Ó�ï ó÷Þìá 3.9 Ý÷ïõìå:
• Ç êïñõöÞ 1 åßíáé ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ.
• Ç êïñõöÞ 4 åßíáé ðñüãïíïò �çò êïñõöÞò 10.
• Ç êïñõöÞ 9 åßíáé áðüãïíïò �çò êïñõöÞò 4.



3.3 ÄÝí�ñá 35
• Ç êïñõöÞ 3 åßíáé ãïíÝáò �çò êïñõöÞò 7.
• Ïé êïñõöÝò 5 êáé 6 åßíáé áäÝëöéá ìå ãïíÝá �çí êïñõöÞ 2.
• Ïé êïñõöÝò 2, 3, 4, 8 åßíáé åóù�åñéêÝò êïñõöÝò.
• Ïé êïñõöÝò 5, 6, 7, 9, 10 åßíáé öýëëá.Åðßðåäï 3Åðßðåäï 2Åðßðåäï 1Åðßðåäï 0

125 6 3 7 4 89 10Ó÷Þìá 3.9: ÄÝíäñï ìå áñéèìçìÝíåò êïñõöÝòÏñéóìüò 3.3.5. ¾øïò (height) åíüò êüìâïõ åßíáé ç ìÝãéó�ç áðüó�áóÞ �ïõáðü áðüãïíü �ïõ. ¾øïò äÝí�ñïõ åßíáé �ï ýøïò �çò ñßæáò. ÂÜèïò (depth) åíüòêüìâïõ åßíáé ç áðüó�áóÞ �ïõ áðü �ç ñßæá. Åðßðåäï (level) êüìâïõ åßíáé �ïýøïò �ïõ äÝí�ñïõ ðëçí �ï âÜèïò �ïõ êüìâïõ.Ïñéóìüò 3.3.6. Äõáäéêü äÝí�ñï (binary tree) åßíáé Ýíá äÝí�ñï ìå ñßæá ó�ïïðïßï êÜèå êïñõöÞ Ý÷åé �ï ðïëý äýï ðáéäéÜ (ó÷Þìá 3.10). Éóïäýíáìá, äõáäéêüäÝí�ñï åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êïñõöþí ðïõ åßíáé Þ êåíü, Þ áðï�åëåß�áéáðü �ç ñßæá êáé äýï îÝíá ìå�áîý �ïõò äõáäéêÜ äÝí�ñá ðïõ ïíïìÜæïí�áé �ï äåîßêáé �ï áñéó�åñü õðïäÝí�ñï.¸íá äõáäéêü äÝí�ñï ó�ï ïðïßï êÜèå êïñõöÞ �ïõ åßíáé åß�å �åñìá�éêÞåß�å Ý÷åé áêñéâþò äýï ðáéäéÜ, ëÝãå�áé ãåìÜ�ï äõáäéêü äÝí�ñï (full binarytree). ÄçëáäÞ, óå Ýíá ãåìÜ�ï äõáäéêü äÝí�ñï äåí õðÜñ÷ïõí åêöõëéóìÝíïéåóù�åñéêïß êüìâïé (no degenerate bran
h nodes) (ó÷Þìá 3.10).¸íá ãåìÜ�ï äõáäéêü äÝí�ñï �ïõ ïðïßïõ üëá �á öýëëá âñßóêïí�áé ó�ïåðßðåäï 0 ïíïìÜæå�áé ðëÞñåò äõáäéêü äÝí�ñï (
omplete binary tree). Ó÷åäüíðëÞñåò ïíïìÜæå�áé Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï �ïõ ïðïßïõ üëá �á öýëëá âñßóêïí�áéó�ï åðßðåäï 0 Þ ó�ï åðßðåäï 1, êáé üëá �á öýëëá �ïõ åðéðÝäïõ 0 åßíáé óõãêåí�ñùìÝíááñéó�åñÜ (ïñéóìÝíïé ïíïìÜæïõí áõ�ü �ï äÝí�ñï ðëÞñåò - äåò ó÷Þìá 3.10). EíáðëÞñåò äõáäéêü äÝí�ñï åßíáé ãåìÜ�ï, �ï áí�ßèå�ï äåí éó÷ýåé.Ìéá êùäéêïðïßçóç åíüò äõáäéêïý äÝí�ñïõ ó�ïí õðïëïãéó�Þ ìðïñåß íá ãßíåéðïëý åýêïëá ùò åîÞò: ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíá ìïíïäéÜó�á�ï ðßíáêá A êáé ó�ç



36 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí
Äõáäéêü äÝíäñï (Binary Tree)

�åìÜ�ï äõáäéêü äÝíäñï(Full Binary Tree) �ëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï(Complete Binary Tree)Ó÷Þìá 3.10: ÄõáäéêÜ äÝíäñáèÝóç A[1] âÜæïõìå �ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ. Ôéò èÝóåéò A[2]; A[3] êá�áëáìâÜíïõí(áí õðÜñ÷ïõí) �á äýï ðáéäéÜ �çò ñßæáò. �åíéêÜ ó�éò èÝóåéò A[2 ∗ k], A[2 ∗ k + 1]âñßóêïí�áé �á ðáéäéÜ �çò êïñõöÞò k. Óõíåðþò ï ãïíÝáò �çò êïñõöÞò nâñßóêå�áé ó�ç èÝóç A[n div 2]. Óçìåéþíïõìå ü�é ç áíáðáñÜó�áóç áõ�Þ÷ñçóéìïðïéåß�áé óõíÞèùò ü�áí �ï äÝí�ñï åßíáé ó÷åäüí ðëÞñåò.3.4 Óùñïß-ÏõñÜ �ñï�åñáéü�ç�áò-HeapsortÏñéóìüò 3.4.1. ¸ó�ù ü�é ìáò äßíïí�áé êÜðïéá ó�ïé÷åßá ãéá �á ïðïßá éó÷ýåéìéá ïëéêÞ ó÷Ýóç äéÜ�áîçò (<). Ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí ç ïðïßá ìáò åðé�ñÝðåéíá êÜíïõìå ìå áðïäï�éêü �ñüðï åéóáãùãÞ åíüò êáéíïýñãéïõ ó�ïé÷åßïõ êáéåîáãùãÞ (äçëáäÞ åýñåóç êáé äéáãñáöÞ) �ïõ ìåãáëý�åñïõ ó�ïé÷åßïõ, ëÝãå�áéïõñÜ ìå ðñï�åñáéü�ç�á (priority queue). [ADT: abstra
t data type, áöçñçìÝíçäïìÞ äåäïìÝíùí℄.¸íáò �ñüðïò ãéá íá ðáñáó�Þóïõìå �éò ïõñÝò ìå ðñï�åñáéü�ç�á åßíáé ç



3.4 Óùñïß-ÏõñÜ �ñï�åñáéü�ç�áò-Heapsort 37õëïðïßçóç ìå óùñü.Ïñéóìüò 3.4.2. Óùñüò (heap tree) åßíáé Ýíá ðëÞñåò äõáäéêü äÝí�ñï ó�ïïðïßï ç �éìÞ �çò ñßæáò åßíáé ìåãáëý�åñç Þ ßóç (Þ ìéêñü�åñç Þ ßóç) áðü �éò�éìÝò �ùí õðïëïßðùí êüìâùí êáé áõ�ü éó÷ýåé áíáäñïìéêÜ ãéá �çí ñßæá êÜèåõðïäÝí�ñïõ (ó÷Þìá 3.11).
(á)

1 52 34 38 2 9 0 5 2 3 46 4 7 1
(â) 1 2 3 4 5 6 7 8 95 3 4 3 2 4 1 2 0Ó÷Þìá 3.11: (á) Óùñüò (Heap tree) êáé (â) ï ðßíáêáò ðïõ áí�éó�ïé÷åß óåáõ�üí̧ó�ù ü�é Ý÷ïõìå n áêåñáßïõò áðïèçêåõìÝíïõò ìå �õ÷áßá óåéñÜ óå ÝíáìïíïäéÜó�á�ï ðßíáêá a[n]. Èá ðåñéãñÜøïõìå äýï ó�ñá�çãéêÝò ìå �éò ïðïßåòìðïñïýìå íá äéá�Üîïõìå �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá a óå óùñü.Ç ðñþ�ç ó�ñá�çãéêÞ åßíáé ç ðáñáêÜ�ù: Èåùñïýìå �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï �ïõðßíáêá (a[1]) óáí óùñü êáé åéóÜãïõìå Ýíá ðñïò Ýíá �á õðüëïéðá ó�ïé÷åßá �ïõðßíáêá äéá�çñþí�áò êÜèå öïñÜ �ç äïìÞ �ïõ óùñïý. ÄçëáäÞ, üðùò öáßíå�áéó�ïí áëãüñéèìï 3.1, êÜèå ó�ïé÷åßï îåêéíÜ áðü �ï �Ýëïò �ïõ ìÝ÷ñé ó�éãìÞòäÝí�ñïõ êáé âñßóêåé �ç óùó�Þ èÝóç �ïõ áíåâáßíïí�áò ðñïò �çí ñßæá. Ç ÷ñïíéêÞðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé O(n logn). Áõ�ü óõìâáßíåé äéü�é ó�ç÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç (äçëáäÞ ü�áí �á ó�ïé÷åßá âñßóêïí�áé áðïèçêåõìÝíá ó�ïíðßíáêá ìå áýîïõóá óåéñÜ), êÜèå ó�ïé÷åßï ðñÝðåé íá äéáíýóåé üëç �çí áðüó�áóçùò �ç ñßæá, óõíåðþò áñêåß ÷ñüíïò O(logn).�áñá�Þñçóç 3.4.3. Ç ìÝóç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé O(n) (¢óêçóç).Ç äåý�åñç ó�ñá�çãéêÞ êá�áóêåõÞò åíüò óùñïý åßíáé ç åîÞò: Èåùñïýìå�ïí ðßíáêá a óáí äÝí�ñï êáé åîå�Üæïõìå Ýíá ðñïò Ýíá üëá �á õðïäÝí�ñá �ïõ



38 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùíÁëãüñéèìïò 3.1 Êá�áóêåõÞ óùñïý (insert)pro
edure insert(var a:array; n:integer);var item:integer; k:integer;beginitem:=a[n℄; k:=n div 2; (∗ åýñåóç �ïõ ãïíÝá ∗)while ((k>0) and (a[k℄<item)) dobegin a[n℄:=a[k℄; n:=k; k:=k div 2; end;a[n℄:=itemendpro
edure Constru
tHeapInsert(var a:array; n:integer);var i:integer;beginfor i:=2 to n do insert(a,i)endáñ÷ßæïí�áò áðü �ï �Ýëïò. ÊÜèå õðïäÝí�ñï �ï ìå�á�ñÝðïõìå óå óùñü êáé�ï åíþíïõìå ìå �çí �åëéêÞ äïìÞ. Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, ï ÷ñüíïò ðïõ÷ñåéÜæå�áé ãéá �çí êá�áóêåõÞ åíüò óùñïý ìå �ç âïÞèåéá �ïõ áëãïñßèìïõ 3.2,åßíáé O(n)1.¼ìùò ç ÷ñÞóç �çò äéáäéêáóßáò Costru
tHeapCombine áðáé�åß, üëá �áó�ïé÷åßá ðïõ èá ö�éÜîïõí �ï óùñü íá åßíáé äéáèÝóéìá áðü �çí áñ÷Þ �çò äéáäéêáóßáò,óå áí�ßèåóç ìå �ç ÷ñÞóç �çò äéáäéêáóßáò Constru
tHeapInsert üðïõ Ýíá êáéíïýñãéïó�ïé÷åßï ìðïñåß íá åéóá÷èåß ó�ï äÝí�ñï ïðïéáäÞðï�å ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ.�áñá�Þñçóç 3.4.4. Ç äéáäéêáóßá 
ombine ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êé ü�áíèÝëïõìå íá äéáãñÜøïõìå ïðïéïäÞðï�å ó�ïé÷åßï åíüò óùñïý (ü÷é ìüíï �ç ñßæá)÷ùñßò íá ÷áëÜóïõìå �çí éäéü�ç�á óùñïý.Ìéá áðü �éò åöáñìïãÝò �ïõ óùñïý åßíáé ç �áîéíüìçóç (sorting). Ó�çí�áîéíüìçóç ç áðëÞ ó�ñá�çãéêÞ åðéâÜëëåé óõíå÷þò íá äéáëÝãïõìå áðü �á ó�ïé÷åßáðïõ áðïìÝíïõí, �ï ìåãáëý�åñï (Þ �ï ìéêñü�åñï). ¸íáò áëãüñéèìïò ðïõ èá÷ñçóéìïðïéïýóå áõ�Þ �ç ó�ñá�çãéêÞ üðùò åßíáé, ÷ùñßò êáìßá âåë�ßùóç �çòáñ÷éêÞò óêÝøçò, èá áðáé�ïýóå ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ÷ñüíï O(n2) (n − 11Áõ�ü ðñïêýð�åé ùò åîÞò: �éá åðßðåäï i ï áñéèìüò åðáíáëÞøåùí åßíáé k − i, üðïõk = ⌈logn⌉. Ïé êüìâïé ðïõ õðÜñ÷ïõí ó�ï åðßðåäï i åßíáé �ï ðïëý 2i−1. Óõíåðþò :k
∑i=1

2i−1(k − i) ≤ n∑i i
2i = O(n)



3.4 Óùñïß-ÏõñÜ �ñï�åñáéü�ç�áò-Heapsort 39Áëãüñéèìïò 3.2 Êá�áóêåõÞ óùñïý (
ombine)pro
edure 
ombine(var a:array; i,n:integer);(∗ Ìå�á�ñÝðåé �ï õðïäÝíäñï ìå ñßæá a[i℄ óå óùñü, õðü �çíðñïûðüèåóç ü�é �á õðïäÝíäñá ìåñßæåò �á ðáéäéÜ �ïõ a[i℄ åßíáé óùñïß ∗)var left, right, largest 
hild:integer;beginwhile 2∗i ≤ n do (∗ ï êüìâïò i Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ðáéäß ∗)beginleft:=2∗i; (∗ áñéó�åñü ðáéäß ∗)right:=2∗i+1; (∗ äåîß ðáéäß ∗)largest 
hild:=left;if right ≤ n and a[right℄>a[left℄ then largest 
hild:=right;(∗ largest 
hild: ç èÝóç �ïõ ðáéäéïý ìå �ç ìåãáëý�åñç �éìÞ ∗)if a[i℄<a[largest 
hild℄ thenbeginswap(a[i℄,a[largest 
hild℄);i:=largest 
hildendelse i:= n div 2 + 1 (∗exit while∗)endendpro
edure Costru
tHeapCombine(var a:array; n:integer);var i:integer;beginfor i:=n div 2 downto 1 do 
ombine(a,i,n)endóõãêñßóåéò ãéá êÜèå ó�ïé÷åßï). Ç ÷ñÞóç óùñïý åðé�ñÝðåé �çí åýñåóç �ïõìåãáëý�åñïõ ó�ïé÷åßïõ êáé �ç äéáãñáöÞ �ïõ áðü �á õðüëïéðá óå ÷ñüíï �ÜîçòO(logn). ¸�óé åðé�õã÷Üíå�áé ãéá üëç �ç äéáäéêáóßá �çò �áîéíüìçóçò ÷ñüíïòó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç �çò �Üîçò O(n logn).Ç ìÝèïäïò ðïõ êÜíåé �áîéíüìçóç åßíáé ç ðáñáêÜ�ù (áëãüñéèìïò 3.3): Êá�áóêåõÜæïõìåáðü �ïí äïóìÝíï ðßíáêá a[1::n], Ýíá óùñü ìå êÜðïéá áðü �éò ìåèüäïõò ðïõ ÞäçðåñéãñÜöçêáí. ¸ðåé�á áí�áëëÜóóïõìå (swap) �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï �çò äïìÞò(a[1]) ìå �ï �åëåõ�áßï (a[n]). ¸�óé �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �ïõ ðßíáêá �þñáåßíáé �ï ìåãáëý�åñï. Ó�ç óõíÝ÷åéá êÜíïõìå óùñü �ïí ðßíáêá a[1::n − 1],



40 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùíðáßñíïõìå ðÜëé �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï êáé �ï âÜæïõìå ó�ç èÝóç a[n − 1], ê.ï.ê.ÔåëéêÜ, êáé ìå�Ü áðü ÷ñüíï O(n logn), ï ðßíáêáò a åßíáé �áîéíïìçìÝíïò óåáýîïõóá óåéñÜ (as
ending order).Áëãüñéèìïò 3.3 Ôáîéíüìçóç HeapSortpro
edure HeapSort(var a:array; n:integer);var i:integer;beginConstru
tHeap(a,n); (∗ Áëãüñéèìïò 1 Þ Áëãüñéèìïò 2 ∗)for i:=n downto 2 dobegin swap(a[1℄,a[i℄); 
ombine(a,1,i−1) endenḑ íá åýëïãï åñþ�çìá åßíáé �ï åîÞò: ÕðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ï ïðïßïò íá�áîéíïìåß ìå óõãêñßóåéò ó�ïé÷åßá óå ÷ñüíï ìéêñü�åñï áðü áõ�üí �çò �ÜîçòO(n logn) (ìéëþí�áò ðÜí�á ãéá �ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç); Ç áðÜí�çóç åßíáéðùò äåí åßíáé äõíá�üí íá õðÜñîåé �Ý�ïéïò áëãüñéèìïò. ÊÜèå áëãüñéèìïò ðïõ�áîéíïìåß ìå óõãêñßóåéò, ìðïñåß íá ðáñáó�áèåß ìå �ç âïÞèåéá åíüò äÝí�ñïõáðüöáóçò (de
ision tree), äçëáäÞ åíüò äõáäéêïý äÝí�ñïõ �ïõ ïðïßïõ ïé åóù�åñéêÝòêïñõöÝò áí�éðñïóùðåýïõí ìßá óýãêñéóç (ìßá áðüöáóç). Ôï äÝí�ñï ðïõ èá÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá �çí �áîéíüìçóç n ó�ïé÷åßùí èá Ý÷åé ïðùóäÞðï�å n! öýëëá(üëåò ïé äõíá�Ýò ìå�áèÝóåéò �ùí n ó�ïé÷åßùí). Ôï ìÞêïò �ïõ äñüìïõ áð' �çñßæá ó�ï öýëëï åíüò äÝí�ñïõ áðüöáóçò ìáò äßíåé �ïí áñéèìü �ùí óõãêñßóåùíðïõ ÷ñåéÜó�çêáí ãéá �çí �áîéíüìçóç ðïõ ðáñéó�Üíåé �ï öýëëï. Ôï ìÞêïò �ïõìåãáëý�åñïõ áð' �á ìïíïðÜ�éá, äçëáäÞ �ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ ìáò äßíåé �ï áñéèìü�ùí óõãêñßóåùí ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç. Ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå �ïåëÜ÷éó�ï ýøïò åíüò äÝí�ñïõ áðüöáóçò n ó�ïé÷åßùí �ï ïðïßï Ý÷åé n! öýëëá ùòåîÞò: h ≥ log(n!)n! ≥ (n
2
)
n
2

}

⇒ h ≥ n
2

log(
n
2
)Óáí óõíÝðåéá Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï:Èåþñçìá 3.4.5. ÊÜèå äÝí�ñï áðüöáóçò ãéá �áîéíüìçóç n ó�ïé÷åßùí, Ý÷åéðïëõðëïêü�ç�á Ω(n log n).�áñá�Þñçóç 3.4.6. �ïëõðëïêü�ç�á äÝí�ñïõ áðüöáóçò ëÝãå�áé �ï ýøïò �ïõ.�üñéóìá 3.4.7. Ç �áîéíüìçóç ìå óõãêñßóåéò n ó�ïé÷åßùí, Ý÷åé ÷ñïíéêÞðïëõðëïêü�ç�á Θ(n log n).



3.5 Óýíïëá - Óõó�Þìá�á ÅéóáãùãÞò êáé ÁíÜê�çóçò �ëçñïöïñéþí 41Proof. Áðü �ï ðéï ðÜíù èåþñçìá åßäáìå ü�é ÷ñåéáæüìáó�å ãéá �çí �áîéíüìçóçn ó�ïé÷åßùí ìå óõãêñßóåéò, ÷ñüíï Ω(n log n). ¼ðùò åßäáìå ï áëãüñéèìïò 3.3Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á O(n logn). Óõíåðþò �ï ðñüâëçìá �çò �áîéíüìçóçò ìåóõãêñßóåéò ëýíå�áé óå ÷ñüíï Θ(n logn), Üñá ï áëãüñéèìïò 3.3 åßíáé âÝë�éó�ïò.
⊓⊔3.5 Óýíïëá - Óõó�Þìá�á ÅéóáãùãÞò êáé ÁíÜê�çóçò�ëçñïöïñéþí - �ñÜîåéò óå Óýíïëá3.5.1 �åíéêÜÓ�çí ó÷åäßáóç áëãïñßèìùí �á óýíïëá åßíáé ç âÜóç ðïëëþí óðïõäáßùí êáé÷ñÞóéìùí ãåíéêåõìÝíùí äïìþí äåäïìÝíùí (abstra
t data types). ¸÷ïõíáíáð�õ÷èåß ðïëëÝò �å÷íéêÝò õëïðïßçóçò �Ý�ïéùí ãåíéêåõìÝíùí äïìþí äåäïìÝíùíðïõ âáóßæïí�áé óå óýíïëá.Ç äïìÞ �ïõ óõíüëïõ åßíáé ç âÜóç ðïëëþí ðñïâëçìÜ�ùí ó�á ïðïßá ìáòåíäéáöÝñåé ç ãñÞãïñç áíÜê�çóç ðëçñïöïñéþí (information retrieval). Óåáõ�Ü �á ðñïâëÞìá�á, óõíÞèùò Ý÷ïõìå Ýíá óýìðáí, êáèïëéêü óýíïëï (uni-verse) áðü �ï ïðïßï ìðïñïýí íá ðÜñïõí ó�ïé÷åßá üëá �á óýíïëá (sets) ðïõ÷ñçóéìïðïéïýí�áé. Ïé ðåñéð�þóåéò ðïõ óõíáí�Üìå åßíáé:

• | sets | ∼ | universe |, äçëáäÞ ïé ðëçèéêïß áñéèìïß �ùí óõíüëùí ðïõ÷ñçóéìïðïéïýí�áé åßíáé �çò �Üîçò �ïõ ðëçèéêïý áñéèìïý (
ardinality)�ïõ êáèïëéêïý óõíüëïõ.
• | sets | << |universe|, # operations ∼ | universe |, äçëáäÞ ïé ðëçèéêïßáñéèìïß �ùí óõíüëùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé åßíáé ðïëý ìéêñü�åñïé áðü�ïí ðëçèéêü áñéèìü �ïõ êáèïëéêïý óõíüëïõ êáé åðéðëÝïí ï áñéèìüò �ùíðñÜîåùí áíÜìåóá ó�á óýíïëá åßíáé ðïëý ìåãÜëïò.
• | sets | << | universe |, # operations << |universe|, üìïéá ìå �çíðñïçãïýìåíç ðåñßð�ùóç, ìå �ç äéáöïñÜ ü�é ï áñéèìüò �ùí ðñÜîåùí ìå�á óýíïëá åßíáé ìéêñüò.¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå Ýíá óýíïëï áíáöïñÜò U ìå n ó�ïé÷åßá áðü �ï ïðïßïìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå Üëëá óýíïëá S, �á ïðïßá åßíáé õðïóýíïëá �ïõU. ¸íáò �ñüðïò íá ðáñáó�Þóïõìå �á óýíïëá áõ�Ü S, åßíáé ìå �ç âïÞèåéá åíüòäéáíýóìá�ïò ìÞêïõò n, S[1::n] �Ý�ïéïõ þó�å S[i] = 1 áí �ï i-ïó�ü ó�ïé÷åßï�ïõ U áíÞêåé ó�ï S êáé S[i] = 0 óå Üëëç ðåñßð�ùóç.¢ëëïò �ñüðïò ãéá íá ðáñáó�Þóïõìå óýíïëá S, îÝíá ìå�áîý �ïõò, åßíáé ìå�ç âïÞèåéá �ùí äÝí�ñùí.



42 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí�áñÜäåéãìá 3.5.1. ¸ó�ùU = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10};S1 = {1; 7; 8; 9}; S2 = {2; 5; 10}; S3 = {3; 4; 6}:Ôá S1; S2; S3 ìðïñïýìå íá �á ðáñáó�Þóïõìå üðùò öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 3.12.ÄçëáäÞ êÜèå êïñõöÞ óõíäÝå�áé ìå �ïí ãïíÝá �çò. �.÷.PARENT [7] = 1; ó�ïé÷åßï �ïõ ßäéïõ óõíüëïõPARENT [9] = 1; ó�ïé÷åßï �ïõ ßäéïõ óõíüëïõPARENT [10] = 2; ó�ïé÷åßï �ïõ ßäéïõ óõíüëïõPARENT [1] = 0; �ï 1 åßíáé ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ êáé ÷ñçóéìåýåéóáí üíïìá �ïõ óõíüëïõ17 8 9S1 = {1; 7; 8; 9} 25 10S1 = {2; 5; 10}

34 6S1 = {3; 4; 6}Ó÷Þìá 3.12: �áñÜó�áóç óõíüëùí îÝíùí ìå�áîý �ïõò ìå ÷ñÞóç äÝíäñùí¸ó�ù ó�ïé÷åßï a ∈ universe êáé óýíïëá S; S1; S2 ⊆ universe. Ïé ðéï÷áñáê�çñéó�éêÝò ðñÜîåéò ìå�áîý óõíüëùí åßíáé ïé ðáñáêÜ�ù:
• Member(a; S): ÅëÝã÷åé áí �ï ó�ïé÷åßï a áíÞêåé ó�ï óýíïëï S êáé áíáõ�ü éó÷ýåé åðéó�ñÝöåé true áëëéþò false. Sear
h(a; S): Åðéó�ñÝöåé Ýíáäåßê�ç ó�ï ó�ïé÷åßï a áí a ∈ S áëëéþò åðéó�ñÝöåé nil.
• Insert(a; S): ÅéóÜãåé �ï ó�ïé÷åßï a ó�ï óýíïëï S êáé åðéó�ñÝöåé �ïóýíïëï S⋃{a}.
• Delete(a; S): ÄéáãñÜöåé �ï ó�ïé÷åßï a áðü �ï óýíïëï S êáé åðéó�ñÝöåé�ï óýíïëï S \ {a}.
• Union(S1; S2): Åðéó�ñÝöåé �ï óýíïëï S1

⋃S2. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é �á óýíïëáS1; S2 åßíáé îÝíá (disjoint) ãéá íá áðïöýãïõìå �ïí Ýëåã÷ï ãéá äéðëÜó�ïé÷åßá.
• Find(a): Åðéó�ñÝöåé �ï üíïìá �ïõ óõíüëïõ ó�ï ïðïßï áíÞêåé �ï a.ÕðïèÝ�ïõìå ü�é Ý÷ïõìå äéáìÝñéóç óå îÝíá óýíïëá, Üñá �ï ó�ïé÷åßï a,èá áíÞêåé óå Ýíá áêñéâþò óýíïëï.
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• Split(a; S): ×ùñßæåé �ï óýíïëï S óå äýï óýíïëá S1; S2 �Ý�ïéá þó�å:S1 = {b | b ≤ a∧ b ∈ S} êáé S2 = {b | b > a∧ b ∈ S}Åäþ õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï óýíïëï S åßíáé Ýíá óýíïëï �ïõ ïðïßïõ �á ó�ïé÷åßáÝ÷ïõí ìéá ãñáììéêÞ äéÜ�áîç (≤).
• Max(S), Min(S): Åðéó�ñÝöåé �ï ìåãáëý�åñï Þ �ï ìéêñü�åñï �ùí ó�ïé÷åßùí�ïõ S. ÕðïèÝ�ïõìå ðÜëé ãñáììéêÞ äéÜ�áîç �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S.
• Su

essor(a; S): Åðéó�ñÝöåé �ï ìéêñü�åñï áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ S ðïõåßíáé ìåãáëý�åñï �ïõ a (åðüìåíï ó�ïé÷åßï). Prede
essor(a; S): Ïìïßùòåðéó�ñÝöåé �ï ìåãáëý�åñï áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ S ðïõ åßíáé ìéêñü�åñï�ïõ a (ðñïçãïýìåíï ó�ïé÷åßï).ÁíÜëïãá ëïéðüí ìå �ï ðïéåò ëåé�ïõñãßåò áðü �éò ðáñáðÜíù ÷ñçóéìïðïéïýìåóõ÷íÜ, ö�éÜ÷íïõìå êáé �éò êá�Üëëçëåò äïìÝò, õëïðïéþí�áò �á óýíïëá ìåäéÜöïñåò �å÷íéêÝò.3.5.2 ÄïìÞ ëåîéêïý (Di
tionary)Ïñéóìüò 3.5.2. Áò õðïèÝóïõìå ü�é Ý÷ïõìå Ýíá óýíïëï S êáé èÝëïõìå íáåê�åëïýí�áé ãñÞãïñá ïé ëåé�ïõñãßåò �çò åéóáãùãÞò êáéíïýñãéïõ ó�ïé÷åßïõ,äéáãñáöÞò ðáëáéïý ó�ïé÷åßïõ êáé åëÝã÷ïõ ãéá �çí ýðáñîç êÜðïéïõ ó�ïé÷åßïõó�ï S. ÈÝëïõìå äçëáäÞ íá åê�åëåß�áé áðïäï�éêÜ ìßá áêïëïõèßá áðü äéáäéêáóßåòInsert, Delete êáé Member. Áõ�Þ �ç ãåíéêåõìÝíç áöçñçìÝíç äïìÞ äåäïìÝíùí(ADT) �çí ïíïìÜæïõìå ëåîéêü (Di
tionary).Ç õëïðïßçóç åíüò ëåîéêïý ìðïñåß íá ãßíåé ð.÷. ìå ìéá óõíÜñ�çóçh : universe→ {0; : : : ; m− 1};ðïõ ïíïìÜæå�áé óõíÜñ�çóç êá�áêåñìá�éóìïý (hashing fun
tion). Öñïí�ßæïõìåþó�å ç óõíÜñ�çóç h ðïõ äéáëÝãïõìå íá õðïëïãßæå�áé ãñÞãïñá ãéá ïðïéïäÞðï�åó�ïé÷åßï �ïõ êáèïëéêïý óõíüëïõ, óå ÷ñüíï äçëáäÞ O(1). Èåùñïýìå Ýíáðßíáêá A (hash table). ÊÜèå ó�ïé÷åßï A[i] �ïõ ðßíáêá äåß÷íåé óå ìéá ëßó�áç ïðïßá ðåñéÝ÷åé åêåßíá �á ó�ïé÷åßá a �ïõ êáèïëéêïý óõíüëïõ ãéá �á ïðïßáéó÷ýåé h(a) = i. Óõíåðþò ãéá íá êÜíïõìå Insert, Delete êáé Member Ýíáó�ïé÷åßï a, áñêåß íá øÜîïõìå ìüíï �ç ëßó�á ó�çí ïðïßá äåß÷íåé �ï ó�ïé÷åßïA[h(a)].ÂÝâáéá ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, åßíáé ðéèáíüí ìå�Ü áðü n åéóáãùãÝòó�ïé÷åßùí, íá Ý÷ïõìå ìéá ëßó�á ìÞêïõò ó÷åäüí n (äçëáäÞ ó÷åäüí üëá �áó�ïé÷åßá íá Ý÷ïõí ðÜåé ó�çí ßäéá ëßó�á). Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, áí ÷ñåéáó�åß



44 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùííá åê�åëÝóïõìå n öïñÝò �éò äéáäéêáóßåò Delete Þ Member, ï ÷ñüíïò ðïõáðáé�åß�áé åßíáé O(n2). Áí üìùò öñïí�ßóïõìå þó�å ç åêëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçòh íá åîáóöáëßæåé ìéá üóï �ï äõíá�ü ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ �ùí ó�ïé÷åßùí ó�éòëßó�åò, Ý�óé þó�å íá ìçí õðÜñ÷åé óõóóþñåõóç ó�ïé÷åßùí óå ìéá ëßó�á, �ü�åï ÷ñüíïò áíáæÞ�çóçò ìðïñåß íá êáëõ�åñåýóåé óçìáí�éêÜ. �éá ðáñÜäåéãìá,áí ðñüêåé�áé íá åéóá÷èïýí ðåñßðïõ n ∈ O(m) ó�ïé÷åßá, �ü�å �ç ó�éãìÞ ðïõåéóÜãå�áé �ï i-ïó�ü ó�ïé÷åßï, ç ëßó�á ó�çí ïðïßá èá ðñÝðåé íá ìðåé èá Ý÷åéáíáìåíüìåíï ìÞêïò i−1m < 1 óõíåðþò ç êÜèå äéáäéêáóßá ðïõ èá ðñÝðåé íáäéá�ñÝîåé êÜðïéá ëßó�á èá ÷ñåéÜæå�áé ðåñßðïõ ó�áèåñü ÷ñüíï O(1) êáé Ý�óén äéáäéêáóßåò èá ÷ñåéÜæïí�áé O(n) ÷ñüíï ðåñßðïõ.Åßíáé óõíçèéóìÝíï íá ìçí ãíùñßæïõìå áðü ðñéí �ïí ðëçèéêü áñéèìü ðïõìðïñåß íá Ý÷åé �ï óýíïëü ìáò. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ äéáëÝãïõìå ìéá �éìÞm ãéá�ïí ðßíáêá (hash table, bu
ket table) êáé ü�áí ï áñéèìüò �ùí ó�ïé÷åßùí ãßíåéìåãáëý�åñïò áðü m, äçìéïõñãïýìå Ýíá êáéíïýñãéï ðßíáêá-ó�Þëç ìåãÝèïõò
2m êáé ìå rehashing (äçëáäÞ ïñßæïí�áò ìéá íÝá óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï �éìþíáõ�Þ �ç öïñÜ �ï [0; 2m − 1]), âÜæïõìå �á ó�ïé÷åßá ó�ïí êáéíïýñãéï ðßíáêá,êá�áó�ñÝöïí�áò �ïí ðáëéü. ¼�áí �á ó�ïé÷åßá ãßíïõí ðåñéóóü�åñá áðü 2m,äçìéïõñãïýìå Ýíá Üëëï ðßíáêá ìåãÝèïõò 4m ê.ï.ê. Åßíáé óáöÝò ü�é êÜèå öïñÜç êá�Üëëçëç åðéëïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò êá�áêåñìá�éóìïý ðáßæåé óðïõäáßï ñüëïðñïêåéìÝíïõ íá äéá�çñÞóïõìå �ïõò ÷ñüíïõò ðñïóðÝëáóçò ìéêñïýò.�áñÜäåéãìá 3.5.3. ¸ó�ù ü�é �ï óýíïëü ìáò áðï�åëåß�áé áðü áêåñáßïõò ðïõìðïñïýí íá ðÜñïõí �éìÝò ó�ï äéÜó�çìá [0; r]; r > n. Ôü�å áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ç óõíÜñ�çóç h(a) = a mod m, üðïõ m �ï ìÝãåèïò �ïõ �ñÝ÷ïí�á ðßíáêá-ó�Þëç Ý÷ïõìå �á ðáñáêÜ�ù: ¸ó�ù ü�é åéóÜãïõìå �ïõò áñéèìïýò 1; 5; 8; 3; 9; 6.Áñ÷éêÜ åðéëÝãïõìå m = 2 êáé Ý÷ïõìå :

0 :
1 : 1; 5Óå áõ�ü �ï óçìåßï åðéëÝãïõìå m = 4:
0 : 8
1 : 1; 5
2 :
3 : 3
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0 : 8
1 : 1; 9
2 :
3 : 3
4 :
5 : 5
6 : 6
7 :3.5.3 ÄïìÞ UNION - FINDÏñéóìüò 3.5.4. ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå äéÜöïñá îÝíá ìå�áîý �ïõò óýíïëá êáé ìáòåíäéáöÝñåé ç áðïäï�éêÞ õëïðïßçóç ìéáò áêïëïõèßáò áðü äéáäéêáóßåò Ýíùóçò(Union) óõíüëùí êáé åýñåóçò �ïõ óõíüëïõ ó�ï ïðïßï áíÞêåé êÜðïéï ó�ïé÷åßï(Find). Ìéá �Ý�ïéá äïìÞ äåäïìÝíùí ïíïìÜæå�áé äïìÞ Union-Find.Ç áíáðáñÜó�áóç �ùí óõíüëùí ìðïñåß íá ãßíåé ð.÷. ìå äÝí�ñá, üðïõ êÜèåêüìâïò ðåñéÝ÷åé Ýíá ó�ïé÷åßï êáé Ý÷åé Ýíá pointer ðñïò �ïí ãïíÝá �ïõ. Êá�Üóýìâáóç �ï üíïìá �ïõ óõíüëïõ åßíáé �ï ó�ïé÷åßï ðïõ �õ÷áßíåé íá âñßóêå�áéó�ç ñßæá.Ç array Parent[i℄, ìáò äßíåé �ïí ãïíÝá �ïõ êüìâïõ i êáé èÝ�ïõìåParent[root] = 0. �éá íá âñïýìå �çí Ýíùóç äýï óõíüëùí S1; S2 áñêåß íáìå�áâÜëëïõìå �çí åããñáöÞ �çò Parent óå ìéá áð' �éò äýï ñßæåò �ùí S1; S2, Ý�óéþó�å áí�ß íá äåß÷íåé 0, íá äåß÷íåé ó�ç ñßæá �ïõ Üëëïõ äÝí�ñïõ (ó÷Þìá 3.13).Ç õëïðïßçóç �çò óõíÜñ�çóçò Union öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 3.4.S2S1

Ó÷Þìá 3.13: Ç Ýíùóç �ùí óõíüëùí S1 êáé S2Ç åê�Ýëåóç �çò óõíÜñ�çóçò Union ãßíå�áé óå ó�áèåñü ÷ñüíï O(1), åíþ ãéá�çí åýñåóç �ïõ óõíüëïõ S ó�ï ïðïßï áíÞêåé �ï ó�ïé÷åßï i, áñêåß íá âñïýìå �ç



46 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùíñßæá �ïõ äÝí�ñïõ ðïõ áíáðáñéó�Ü �ï óýíïëï S. Ç õëïðïßçóç �çò óõíÜñ�çóçòFind öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 3.5.Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç, Ýíá åêöõëéóìÝíï (degenarate) äÝí�ñï ìðïñåßíá ðñïêýøåé áðü �çí Ýíùóç ðïëëþí óõíüëùí üðùò ó�ï ó÷Þìá 3.14. ¸�óéëïéðüí ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ç Find ãéá íá äéáíýóåé Ýíá ìïíïðÜ�é �ïõóõíüëïõ-äÝí�ñïõ ìå n-ó�ïé÷åßá-êïñõöÝò åßíáé ó�çí ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç O(n).Óõíåðþò n åê�åëÝóåéò �çò Find ÷ñåéÜæïí�áé ÷ñüíï O(n2).
y y y ...

Ó÷Þìá 3.14: ÅêöõëéóìÝíï äÝíäñï ìå�Ü áðü �çí Ýíùóç ðïëëþí óõíüëùíÌðïñïýìå íá âåë�éþóïõìå áõ�ü �ï ÷ñüíï áí ëÜâïõìå õðüøç ìáò �ïíáñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí ðïõ Ý÷åé êÜèå óýíïëï êáé óõíäÝïõìå êÜèå öïñÜ �ïóýíïëï-äÝí�ñï ìå �á ëéãü�åñá ó�ïé÷åßá-êüìâïõò óå åêåßíï ìå �á ðåñéóóü�åñá,áëëÜæïí�áò �ç óõíÜñ�çóç Union (Balan
ing).ÈÝ�ïõìå �çí ðëçñïöïñßá �ïõ ðëçèéêïý áñéèìïý êÜèå óõíüëïõ óáí �éìÞ �ïõãïíÝá �çò ñßæáò �ïõ (Parent[root] := −#elements). Ï áñíç�éêüò áñéèìüòîå÷ùñßæåé �çí �éìÞ �ïõ ãïíÝá �çò ñßæáò áðü �á õðüëïéðá ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ.Ç íÝá õëïðïßçóç �çò óõíÜñ�çóçò Union öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 3.6.ËÞììá 3.5.5. ¸íá äÝí�ñï ðïõ êá�áóêåõÜó�çêå ìå �ç âïÞèåéá �ïõ áëãüñéèìïõ 3.6Ý÷åé ýøïò ìéêñü�åñï áðü ⌊log n⌋+ 1.Proof. ÅðáãùãéêÞ âÜóç: n = 1. �ñïöáíÝò.Åðáãùãéêü âÞìá: ¸ó�ù áëçèÝò ãéá üëá �á äÝí�ñá ìå áñéèìü êüìâùí ≤ n−1.¸ó�ù ü�é ç �åëåõ�áßá åöáñìïãÞ �çò äéáäéêáóßáò Þ�áí union(k; j) êáé ü�é �ïäÝí�ñï j åß÷å m êüìâïõò. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò 1 ≤ m ≤ n
2
.Áëãüñéèìïò 3.4 Äéáäéêáóßá Ýíùóçò (Union)fun
tion Union (i,j:integer(∗set∗)):integer;(∗set∗)beginParent[i℄:=j; return(j)end
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tion Find (i:integer(∗element∗)):integer;(∗set∗)beginwhile Parent[i℄>0 do i := Parent[i℄;return(i)endÁëãüñéèìïò 3.6 Âåë�éùìÝíç äéáäéêáóßá Ýíùóçò (Balan
ing)fun
tion Union (i,j:integer(∗set∗)): integer;(∗set∗)var x:integer;(∗áñíç�éêüò áñéèìüò ó�ïé÷åßùí �ïõ íÝïõ óõíüëïõ ∗)beginx:=parent[i℄+parent[j℄;if |parent[i℄| < |parent[j℄| thenbegin parent[i℄:=j; parent[j℄:=x; return(j) endelse begin parent[j℄:=i; parent[i℄:=x; return(i) endend�åñßð�ùóç 1: ÍÝï ýøïò = ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ k:ýøïò ≤ ⌊log(n−m)⌋+ 1 ≤ ⌊log n⌋+ 1:�åñßð�ùóç 2: ÍÝï ýøïò = ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ j + 1:ýøïò ≤ ⌊logm⌋+ 2 ≤ ⌊log
n
2
⌋+ 2 ≤ ⌊logn⌋+ 1:

⊓⊔Óáí áðï�Ýëåóìá Ý÷ïõìå ü�é ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ìéá åê�Ýëåóç �çòóõíÜñ�çóçò Find åßíáé O(logn), äçëáäÞ n åê�åëÝóåéò ÷ñåéÜæïí�áé O(n logn)÷ñüíï. Ìðïñïýìå íá ðå�ý÷ïõìå ìéá áêüìç êáëõ�Ýñåõóç �ïõ ÷ñüíïõ, áëëÜæïí�áòáõ�Þ �ç öïñÜ �ç óõíÜñ�çóç Find. (Path Compression) : ¸íá ðñïò Ýíá�á ó�ïé÷åßá-êïñõöÝò ðïõ óõíáí�Ü ï áëãüñéèìïò ó�ï äñüìï ãéá �ç ñßæá, �á£îåêñåìÜ¤ áðü �ç èÝóç �ïõò êáé �á £êñåìÜåé¤ áðü �ç ñßæá, ìå áðï�Ýëåóìá �ïóýíïëï-äÝí�ñï íá �åßíåé ðñïïäåõ�éêÜ íá ìå�áó÷çìá�éó�åß üðùò ó�ï ó÷Þìá 3.15.Ç íÝá õëïðïßçóç �çò óõíÜñ�çóçò Find öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 3.7.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é áõ�üò ï �ñüðïò óõìöÝñåé ü�áí ðñüêåé�áé íá åê�åëåó�ïýíðïëý ðåñéóóü�åñá �ïõ åíüò Find. Áðïäåéêíýå�áé ìÜëéó�á ü�é n åê�åëÝóåéò �çòóõíÜñ�çóçò Find ÷ñåéÜæïí�áé ÷ñüíï O(n�(n)), üðïõ �(n) åßíáé øåõäïáí�ßó�ñïöç�çò óõíÜñ�çóçò A
kermann(ó÷åäüí ó�áèåñÜ). Ç éäÝá áõ�Þ åßíáé ðáñÜäåéãìá
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Ó÷Þìá 3.15: Path 
ompressionáðïóâåó�éêÞò áðïäï�éêü�ç�áò (amortization). ¸íá âÞìá �çò Path Com-pression êïó�ßæåé áëëÜ Ý�óé åîïéêïíïìåß�áé ÷ñüíïò ìå�Ü áðü ðïëëÝò åöáñìïãÝò�çò Find.Áëãüñéèìïò 3.7 Âåë�éùìÝíç äéáäéêáóßá åýñåóçò (Path 
ompression)fun
tion Find(i:integer(∗element∗)):integer;var j,t:integer(∗element∗);beginj:=i; (∗ Åýñåóç �çò ñßæáò ∗)while parent[j℄>0 do j:=parent[j℄;(∗ ÎåêñÝìáóìá �ùí öýëëùí êáé êñÝìáóìá áðü �ç ñßæá ∗)while (i<>j) dobegin t:=parent[i℄; parent[i℄:=j; i:=t end;return(j)endÁíáöïñÜ R. Tarjan: EÆ
ien
y of a good but not linear set union algorithm,JACM, 1975.3.5.4 ÄõáäéêÜ äÝí�ñá áíáæÞ�çóçò (binary sear
h trees)¸íáò Üëëïò �ñüðïò áíáðáñÜó�áóçò óõíüëùí ìå ìéá ãñáììéêÞ äéÜ�áîç,åßíáé ìå äõáäéêÜ äÝí�ñá. Áõ�Þ ç äïìÞ åßíáé ÷ñÞóéìç ü�áí Ý÷ïõìå ìåãÜëáóýíïëá êáé åßíáé áóýìöïñç ç ÷ñçóéìïðïßçóç �ùí ðñïçãïýìåíùí ìåèüäùí.¸íá äõáäéêü äÝí�ñï áíáæÞ�çóçò (binary sear
h tree) ìðïñåß íá õðïó�çñßîåéáðïäï�éêÜ ðñÜîåéò üðùò Insert, Delete, Member êáé Min áðáé�þí�áò êá�ÜìÝóï üñï O(logn) ÷ñüíï ãéá êÜèå äéáäéêáóßá (üðïõ n ï ðëçèÜñéèìïò �ïõóõíüëïõ).Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ äéá�Üóóïí�áé ó�ï äõáäéêü äÝí�ñï ùò åîÞò: ¼ëá�á ó�ïé÷åßá-êïñõöÝò ðïõ âñßóêïí�áé ó�ï áñéó�åñü õðïäÝí�ñï ìéáò êïñõöÞò x,åßíáé ìéêñü�åñá áðü �ï ó�ïé÷åßï ðïõ âñßóêå�áé ó�çí êïñõöÞ x åíþ �á ó�ïé÷åßá�ïõ äåîéïý õðïäÝí�ñïõ åßíáé ìåãáëý�åñá. Áõ�Þ ç óõíèÞêç (binary sear
h treeproperty) éó÷ýåé ãéá üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ äÝí�ñïõ (ó÷Þìá 3.16).



3.5 Óýíïëá - Óõó�Þìá�á ÅéóáãùãÞò êáé ÁíÜê�çóçò �ëçñïöïñéþí 49Ï Ýëåã÷ïò ãéá �ï áí Ýíá ó�ïé÷åßï x áíÞêåé ó�ï óýíïëï ãßíå�áé üðùòðáñáêÜ�ù:Óõãêñßíïõìå �ï ó�ïé÷åßï x ìå �ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ
• Áí �á ó�ïé÷åßá åßíáé ßóá ç äéáäéêáóßá �åëåéþíåé.
• Áí �ï x åßíáé ìéêñü�åñï ðñï÷ùñÜìå ó�ï áñéó�åñü õðïäÝí�ñï �ïõ x êáéåðáíáëáìâÜíïõìå �ç äéáäéêáóßá.
• Áí �ï x åßíáé ìåãáëý�åñï ðñï÷ùñÜìå ó�ï äåîéü õðïäÝí�ñï �ïõ x êáéåðáíáëáìâÜíïõìå �ç äéáäéêáóßá.Ç óõíÜñ�çóç Member öáßíå�áé ó�ï áëãüñéèìï 3.8. ÊÜèå êüìâïò ðåñéÝ÷åéêÜðïéï ó�ïé÷åßï �ïõ óõíüëïõ êáé äýï äåßê�åò, Ýíá ó�ï áñéó�åñü ðáéäß êáéÝíá ó�ï äåîéü. Ïé äéáäéêáóßåò Insert, RetrieveMin êáé Delete åßíáé åí�åëþòáíÜëïãåò êáé öáßíïí�áé ó�ïõò áëãüñéèìïõò 3.9, 3.10 êáé 3.11.Áëãüñéèìïò 3.8 ÓõíÜñ�çóç Member óå äõáäéêü äÝíäñï áíáæÞ�çóçòfun
tion Member(x:elementtype; A:^node):boolean;beginif A=Nil then return(false)else if x=A^.element then return(true)else if x<A^.element then return(Member(x,A^.left
hild))else return(Member(x,A^.right
hild))end

101 632 4
12 1513 18Ó÷Þìá 3.16: Äõáäéêü äÝíäñï áíáæÞ�çóçò



50 ÊåöÜëáéï 3. ÂáóéêÝò ÄïìÝò ÄåäïìÝíùí3.5.5 ÉóïæõãéóìÝíá ÄÝí�ñá (Balan
ed Trees)¼ðùò åßäáìå ó�çí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, ÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíá äõáäéêüäÝí�ñï áíáæÞ�çóçò óáí áíáðáñÜó�áóç åíüò óõíüëïõ, Ý÷ïõìå Ýíáí áíáìåíüìåíï÷ñüíï (average-
ase 
omplexity)O(logn) ãéá êÜèå ðñïóðÝëáóç. Ó�ç ÷åéñü�åñçðåñßð�ùóç üìùò, áí åéóÜãïõìå óõíå÷þò ó�ïé÷åßá ó�ï óýíïëü ìáò, ìðïñåßíá êá�áëÞîïõìå óå åêöõëéóìÝíï äÝí�ñï �ïõ ïðïßïõ �ï ýøïò ðñïóåããßæåé �ïíáñéèìü �ùí êïñõöþí �ïõ. ¸�óé ìéá ðñïóðÝëáóç óå áõ�ü �ï äÝí�ñï ÷ñåéÜæå�áé÷ñüíï O(n).¸÷ïõí áíáð�õ÷èåß äéÜöïñåò �å÷íéêÝò ðïõ öñïí�ßæïõí íá äéá�çñïýí �ïäÝí�ñï éóïæõãéóìÝíï (balan
ed) êá�Ü �ç äéÜñêåéá äéáöüñùí äéáäéêáóéþí ðïõ�ï ìå�áâÜëëïõí (Insert, Delete ê.á.). Äýï áðü áõ�Ýò �éò �å÷íéêÝò åßíáé �á
2− 3 trees êáé �á AVL trees2.Ïñéóìüò 3.5.6. Ôï 2 − 3 tree åßíáé Ýíá äÝí�ñï ó�ï ïðïßï êÜèå êïñõöÞ ðïõäåí åßíáé öýëëï Ý÷åé äýï Þ �ñßá ðáéäéÜ êáé êÜèå ìïíïðÜ�é áðü �ç ñßæá óå Ýíáöýëëï Ý÷åé �ï ßäéï ìÞêïò.Ôá ó�ïé÷åßá åéóÜãïí�áé óå Ýíá 2−3 tree óõíÞèùò ùò åîÞò: ÊÜèå åóù�åñéêÞêïñõöÞ Ý÷åé äýï èÝóåéò.
• Ó�çí áñéó�åñÞ èÝóç åéóÜãå�áé �ï ìåãáëý�åñï áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ õðïäÝí�ñïõðïõ Ý÷åé ñßæá �ï áñéó�åñü ðáéäß �çò êïñõöÞò áõ�Þò.
• Ó�ç äåîéÜ èÝóç åéóÜãå�áé �ï ìåãáëý�åñï áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ äåîéïýõðïäÝí�ñïõ.2Ôï üíïìá AVL ðñïÝñ÷å�áé áðü �á áñ÷éêÜ �ùí äçìéïõñãþí �ïõ Adel'son-Vel'skii-Landis[1962℄Áëãüñéèìïò 3.9 ÓõíÜñ�çóç Insert óå äõáäéêü äÝíäñï áíáæÞ�çóçòpro
edure Insert(x:elementtype; var A:^node);beginif A=Nil thenbeginnew(A); A^.element:=x;A^.left
hild:=Nil; A^.right
hild:=Nilendelse if x<A^.element then Insert(x,A^.left
hild)else if x>A^.element then Insert(x,A^.right
hild)(∗ Áí x=A^.element, �ü�å Þäç x in Á ∗)end



3.5 Óýíïëá - Óõó�Þìá�á ÅéóáãùãÞò êáé ÁíÜê�çóçò �ëçñïöïñéþí 51Áëãüñéèìïò 3.10 ÓõíÜñ�çóç RetrieveMin óå äõáäéêü äÝíäñï áíáæÞ�çóçòfun
tion RetrieveMin(var A:^node):elementttype; (∗ Åðéó�ñÝöåé,äéáãñÜöïí�áò áðü �ï óýíïëï Á�ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �ïõ ∗)beginif A^.left
hild=Nil then(∗ Ôï Á äåß÷íåé ó�ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï ∗)begin return(A^.element); A:=A^.right
hild endelse return(RetrieveMin(A^.left
hild))endÁëãüñéèìïò 3.11 ÓõíÜñ�çóç Delete óå äõáäéêü äÝíäñï áíáæÞ�çóçòpro
edure Delete(x:elementtype; var A:^node);beginif A<>Nil thenif x<A^.element then Delete(x, A^.left
hild)else if x>A^.element then Delete(x,A^.right
hild)else (∗ x=A^.element ∗)if A^.left
hild=Nil then A:=A^.right
hildelse if A^.right
hild=Nil then A:=A^.left
hild% else if A^.left
hild=Nil then A:=A^.right
hildelse (∗ ï êüìâïò ìå �ï x Ý÷åé 2 ðáéäéÜ∗)A^.element := RetrieveMin(A^.right
hild)endÔá öýëëá �ïõ äÝí�ñïõ ðåñéÝ÷ïõí �á ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ (ó÷Þìá 3.17).4 81 21 2 4 5 85 8 10 1210 12Ó÷Þìá 3.17: 2{3 äÝíäñïÏñéóìüò 3.5.7. Ôï AVL tree åßíáé Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï áíáæÞ�çóçò ìå �çíåîÞò éäéü�ç�á, �ï ýøïò �ïõ áñéó�åñïý êáé �ïõ äåîéïý õðïäÝí�ñïõ êÜèå êïñõöÞò,äéáöÝñïõí �ï ðïëý êá�Ü 1.
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←

Ó÷Þìá 3.18: Ôï äÝíäñï äåí åßíáé AVL åîáé�ßáò �çò óçìåéùìÝíçò êïñõöÞò�áñÜäåéãìá 3.5.8. Ôï äÝí�ñï ó�ï ó÷Þìá 3.18 äåí åßíáé AVL tree äéü�éç óçìåéùìÝíç êïñõöÞ Ý÷åé Ýíá áñéó�åñü õðïäÝí�ñï ýøïõò 0 êáé Ýíá äåîéüõðïäÝí�ñï ýøïõò 2. �áñ' üëá áõ�Ü ç éäéü�ç�á �ïõ AVL tree éó÷ýåé óå êÜèåÜëëç êïñõöÞ.Ïé äéáäéêáóßåò áíáð�ýóóïí�áé Ý�óé þó�å íá äéá�çñïýí �ç ìßá Þ �çí ÜëëçäïìÞ, ìå óõíÝðåéá ç ðñïóðÝëáóç ó�á äÝí�ñá íá ãßíå�áé ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç(worst-
ase 
omplexity) óå ÷ñüíï O(logn).



ÊåöÜëáéï 4Ç �å÷íéêÞ DIVIDE ANDCONQUER ãéá �çí ó÷åäßáóçáëãïñßèìùí
4.1 �åíéêÜÌå äåäïìÝíï Ýíá ðñüâëçìá ìå åßóïäï (input) ìåãÝèïõò n, ç �å÷íéêÞDIVIDE AND CONQUER ÷ùñßæåé �ï ðñüâëçìá óå ìéêñü�åñïõ ìåãÝèïõòõðïðñïâëÞìá�á, ìå �Ý�ïéï �ñüðï, Ý�óé þó�å áðü �éò ëýóåéò �ùí õðïðñïâëçìÜ�ùí,íá ìðïñåß åýêïëá íá êá�áóêåõáóèåß ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìá�ïò. ÌéáåöáñìïãÞ áõ�Þò �çò �å÷íéêÞò Ý÷åé Þäç áíáð�õ÷èåß, ó�ïõò áëãïñßèìïõò ãéá �ïí÷åéñéóìü �ùí äÝí�ñùí äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò.Ó�ïí áëãüñéèìï 4.1 äßíå�áé Ýíá ãåíéêü ó÷Þìá �çò ìåèüäïõ ãéá �çí ðåñßð�ùóçðïõ �ï ðñüâëçìá ÷ùñßæå�áé óå äýï õðïðñïâëÞìá�á.�áñá�çñïýìå �á åîÞò:
• small(p::q) åßíáé ìéá boolean óõíÜñ�çóç, ç ïðïßá ðáßñíåé �çí �éìÞ trueìüíï ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï ìÞêïò (q− p+1) �çò åéóüäïõ åßíáé áñêå�Üìéêñü, Ý�óé þó�å ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò íá óõìöÝñåé íá õðïëïãéó�åßáð' åõèåßáò áðü �ç óõíÜñ�çóç g.
• PartitionPoint(p; q) åßíáé ìéá óõíÜñ�çóç ðïõ åðéó�ñÝöåé Ýíá óçìåßï mó�ï äéÜó�çìá [p; q]. Ó�ï óçìåßï áõ�ü ÷ùñßæïí�áé �á äåäïìÝíá åéóüäïõêé Ý�óé äçìéïõñãïýí�áé äýï õðïðñïâëÞìá�á ìå áí�ßó�ïé÷åò åéóüäïõòa[p::m] êáé a[m+ 1::q].
• Combine(..) åßíáé ìéá óõíÜñ�çóç ðïõ óõíäõÜæïí�áò �éò ëýóåéò �ùíõðïðñïâëçìÜ�ùí åðéó�ñÝöåé �ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìá�ïò.53



54 ÊåöÜëáéï 4. Ç �å÷íéêÞ DIVIDE AND CONQUERÁëãüñéèìïò 4.1 �åíéêü ó÷Þìá ìåèüäïõ Äéáßñåé êáé Âáóßëåõå (Divide andConquer)fun
tion div
onq (a:array[p..q℄ of item): info;var m: index;beginif small(p..q) then return(g(a[p..q℄))elsebeginm := PartitionPoint(p,q);return(Combine(div
onq(a[p..m℄), div
onq(a[m+1..q℄)))endendÁí T (n) åßíáé ç óõíÜñ�çóç ðïõ äßíåé �ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ 4.1êáé �ï ìÝãåèïò �ùí õðïðñïâëçìÜ�ùí óõíå÷þò õðïäéðëáóéÜæå�áé, �ü�å Ý÷ïõìå�çí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç:T (n) =

{g(n0) ãéá n ≤ n0

2T (n=2) + f(n) áëëéþòüðïõ f(n) åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �ùí PartitionPoint êáé Combine. �éá n > 1Ý÷ïõìå: T (n) = 2T (
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2
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= 4T (
n
4
) + 2f(

n
2
) + f(n) =
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) + · · ·+ 20f(
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)Áí n = 2k, �ü�å ü�áí i = k Ý÷ïõìå:T (n) = ng(1) +
n
2
f(2) +

n
4
f(4) + · · ·+ n

2j f(2j) + · · ·+ 2f(
n
2
) + f(n)¼�áí �ï n äåí åßíáé äýíáìç �ïõ 2, ÷ñçóéìïðïéïýìå �çí áìÝóùò ìåãáëý�åñçäýíáìç �ïõ 2 êáé �ï áðï�Ýëåóìá ùò ðñïò �Üîç ìåãÝèïõò O äåí áëëÜæåé.



4.2 ÄõáäéêÞ áíáæÞ�çóç (Binary Sear
h) 55�áñÜäåéãìá 4.1.1.T (n) =

{a ãéá n = 1

2T (n=2) + 
n ãéá n > 1
⇒T (n) = n · a +

∑

(
n
2j ) · 
 · 2j = n · a + 
n log2 n = O(n logn)�áñÜäåéãìá 4.1.2.T (n) =

{ a , ãéá n = 1
2T (n=2) + 
 , ãéá n > 1

⇒ T (n) = n · a + 
 · (n− 1) = O(n)4.2 ÄõáäéêÞ áíáæÞ�çóç (Binary Sear
h)Ó�ç äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç, ãéá íá äéáðéó�þóïõìå áí Ýíá äïóìÝíï êëåéäßåßíáé ó�ïé÷åßï åíüò Þäç �áîéíïìçìÝíïõ ðßíáêá (Ýó�ù ìç öèßíïõóá äéÜ�áîç),óõãêñßíïõìå �ï êëåéäß ìå �ï ó�ïé÷åßï ðïõ âñßóêå�áé ó�ç ìåóáßá èÝóç �ïõðßíáêá. Áí �ï êëåéäß åßíáé ìéêñü�åñï �ü�å èá âñßóêå�áé (áí õðÜñ÷åé) ó�ïðñþ�ï ìéóü �ïõ ðßíáêá, áëëéþò ó�ï äåý�åñï ìéóü. Óõíå÷ßæïí�áò áíáäñïìéêÜ�çí åöáñìïãÞ �çò ðáñáðÜíù äéáäéêáóßáò, êá�áëÞãïõìå ó�ï íá åí�ïðßóïõìå,áí õðÜñ÷åé, �ï äïóìÝíï êëåéäß. Ìéá õëïðïßçóç �çò äõáäéêÞò áíáæÞ�çóçò åßíáéáõ�Þ ðïõ öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 4.2.Áëãüñéèìïò 4.2 ÄõáäéêÞ áíáæÞ�çóç (Binary Sear
h)fun
tion BinSear
h (a:array[p..q℄ of item; sear
h: item): info;var �rst, last, mid: index; found: boolean;begin�rst:=p; last:=q; found:=(sear
h=a[�rst℄) or (sear
h=a[last℄);while not found and (�rst<last) dobeginmid := (�rst+last) div 2;if sear
h < a[mid℄ then begin last:=mid−1; �rst:=�rst+1 endelse begin �rst:=mid; last:=last−1 endfound:=(sear
h = a[�rst℄) or (sear
h = a[last℄)endif found then if sear
h=a[�rst℄ then return(�rst) else return(last)else return('not found')end



56 ÊåöÜëáéï 4. Ç �å÷íéêÞ DIVIDE AND CONQUERÁí T (n) åßíáé ç óõíÜñ�çóç ðïõ äßíåé �çí ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõáëãïñßèìïõ 4.2, �ü�å åýêïëá êá�áëáâáßíïõìå ü�é éó÷ýåé:T (n) =

{ a , ãéá n = 1T (n
2
) + 
 , ãéá n > 1Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ n > 1 Ý÷ïõìå:T (n) = T (

n
2
) + 
 = T (

n
4
) + 2
 = T (

n
8
) + 3
 = : : : = T (

n
2k ) + k
Áí ï ðßíáêáò Ý÷åé 2k ó�ïé÷åßá (n = q−p+1 = 2k), �ü�å Ý÷ïõìå ü�é T (n) =T (1) + 
 logn. ¢ñá ï áëãüñéèìïò 4.2, óå �áîéíïìçìÝíï ðßíáêá ó�ïé÷åßùí÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíï �Üîçò Θ(logn).4.3 Åýñåóç �ïõ ìåãáëý�åñïõ êáé �ïõ ìéêñü�åñïõó�ïé÷åßïõ¸ó�ù Ýíáò ðßíáêáò Sn ðïõ �á ó�ïé÷åßá �ïõ åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß ìç�áîéíïìçìÝíïé. Æç�Üìå íá âñïýìå �ï ìåãáëý�åñï êáé �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï�ïõ ðßíáêá. Ï áðëüò áëãüñéèìïò äïõëåýåé ùò åîÞò: ìå n − 1 óõãêñßóåéò(ãéá n ≥ 2) âñßóêïõìå �ï ìåãáëý�åñï áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá êáé Ýðåé�áìå n − 2 âñßóêïõìå �ï ìéêñü�åñï áðü �á n − 1 ó�ïé÷åßá. ÄçëáäÞ óõíïëéêÜÝ÷ïõìå 2n− 3 óõãêñßóåéò. Ç �å÷íéêÞ DIVIDE AND CONQUER ÷ùñßæåé �çíáêïëïõèßá �ùí n áêåñáßùí óå äýï õðïáêïëïõèßåò ìÞêïõò n

2
êáé õðïëïãßæåé�ï ìåãáëý�åñï êáé �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï áõ�þí �ùí õðïáêïëïõèéþí. Ó�çóõíÝ÷åéá ìå äýï óõãêñßóåéò, ìéá áíÜìåóá ó�á ìåãáëý�åñá êáé ìéá áíÜìåóáó�á ìéêñü�åñá ó�ïé÷åßá, âñßóêåé �ï ìåãáëý�åñï êáé �ï ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï�çò áñ÷éêÞò áêïëïõèßáò. Ôá ìåãáëý�åñá êáé �á ìéêñü�åñá ó�ïé÷åßá �ùíõðïáêïëïõèéþí õðïëïãßæïí�áé áíáäñïìéêÜ. Áí T (n) åßíáé ç óõíÜñ�çóç ðïõäßíåé �ïí áñéèìü �ùí óõãêñßóåùí, åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é éó÷ýåé:T (n) =







0 , ãéá n = 1
1 , ãéá n = 2
2T (n

2
) + 2 , ãéá n > 2�éá n > 2 Ý÷ïõìå: T (n) = 2T (
n
2
) + 2 =

= 4T (
n
4
) + 4 + 2 =

= 8T (
n
8
) + 8 + 4 + 2 =
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= : : : =
= 2kT (

n
2k ) + 2

k−1
∑i=0

2i =

= 2kT (
n
2k ) + 2

2k − 1

2− 1
=

= 2kT (
n
2k ) + 2k+1 − 2¼�áí ï ðßíáêáò Ý÷åé n = 2k+1 ó�ïé÷åßá (n

2
= 2k) �ü�å Ý÷ïõìå:T (n) =

n
2
T (2) + 2k+1 − 2 =

3

2
n− 2 (4.1)4.4 �ïëëáðëáóéáóìüò áêåñáßùí (integer multi-pli
ation)Ôï ðñüâëçìá �ïõ êëáóóéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý äýï n-bit áêåñáßùí, Ýó�ù�ùí X êáé Y , ðåñéëáìâÜíåé �ïí õðïëïãéóìü n ìåñéêþí ãéíïìÝíùí ìåãÝèïõòn, åßíáé äçëáäÞ ìéá ðñÜîç ìå ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò O(n2). Ç �å÷íéêÞDIVIDE AND CONQUER ÷ùñßæåé �ïí êáèÝíá áðü �ïõò X êáé Y óå äýïáêåñáßïõò ðïõ Ý÷ïõí ìÞêïò n

2
-bit. Áí õðïèÝóïõìå ü�é �ï n åßíáé ìéá äýíáìç�ïõ 2 �ü�å Ý÷ïõìå: X : a b = a · 2n

2 + bY : 
 d = 
 · 2n
2 + dÔü�å �ï ãéíüìåíï �ùí X êáé Y åêöñÜæå�áé ùò åîÞò:X Y = a
 · 2n + (ad+ b
) · 2n

2 + bd (4.2)�éá íá õðïëïãßóïõìå áõ�ü �ï ãéíüìåíï ÷ñåéÜæå�áé íá êÜíïõìå �Ýóóåñéòðïëëáðëáóéáóìïýò n
2
-bit áêåñáßùí, �ñåéò ðñïóèÝóåéò, �ï ðïëý 2n-bit, áêåñáßùíêáé äýï ïëéóèÞóåéò. Áöïý ïé ðñïóèÝóåéò êáé ïé ïëéóèÞóåéò åßíáé ðñÜîåéò ìå�Üîç ðïëõðëïêü�ç�áò O(n) ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå �çí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞó÷Ýóç ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå �ç óõíÜñ�çóç ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý:T (n) =

{ a , ãéá n = 1
4T (n

2
) + 
n , ãéá n > 1



58 ÊåöÜëáéï 4. Ç �å÷íéêÞ DIVIDE AND CONQUERÊÜíïí�áò ðñÜîåéò üðùò êáé ó�éò ðñïçãïýìåíåò åöáñìïãÝò êá�áëÞãïõìåó�ï: T (n) = (
 + 1)n2 − 
n = O(n2)ÄçëáäÞ ç ðñÜîç �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý áí ãßíåé ìå �ç ÷ñÞóç �çò 4.1,Ý÷åé �çí ßäéá ðïëõðëïêü�ç�á ìå �ïí êëáóéêü ðïëëáðëáóéáóìü. Ìðïñïýìå íáâåë�éþóïõìå �çí êá�Üó�áóç áí ìåéþóïõìå �ïí áñéèìü �ùí õðïðñïâëçìÜ�ùíêáé áõ�ü ãßíå�áé ìå �çí ðáñáêÜ�ù ðáñá�Þñçóç:
(ad+ b
) = [(a− b)(d− 
) + a
 + bd] (4.3)ÓõíäõÜæïí�áò �éò 4.1 êáé 4.2 Ý÷ïõìå:X Y = a
 · 2n + [(a− b)(d− 
) + a
+ bd] 2

n
2 + bd (4.4)�éá �ïí õðïëïãéóìü �çò 4.3 ÷ñåéÜæïí�áé ìüíï �ñåéò ðïëëáðëáóéáóìïß n

2
-bitáêåñáßùí (a
; (a−b)(d−
); bd) êáé ïé õðüëïéðåò ðñÜîåéò Ý÷ïõí �Üîç ðïëõðëïêü�ç�áòO(n). Ç óõíÜñ�çóç T (n) áõ�Þ �ç öïñÜ Ý÷åé ùò åîÞò (a ó�áèåñÜ):T (n) =

{ a , ãéá n = 1
3T (n

2
) + 
n , ãéá n > 1ÔåëéêÜ Ý÷ïõìå ü�é: T (n) = O(nlog2 3) = O(n1:59)4.5 �ïëëáðëáóéáóìüò ðéíÜêùí (matrix multipli-
ation)�áñüìïéï ìå �çí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ åßíáé êáé �ï ðñüâëçìá ðïëëáðëáóéáóìïýäýï ðéíÜêùí. Áí A êáé B åßíáé äýï ðßíáêåò n × n, �ï ãéíüìåíü �ïõò A × Båßíáé Ýíáò n× n ðßíáêáò C, �ïõ ïðïßïõ �á ó�ïé÷åßá äßíïí�áé áðü �ïí �ýðï:
ij =

n
∑k=1

aikbkjÇ êëáóóéêÞ ìÝèïäïò ðïëëáðëáóéáóìïý, äçëáäÞ ç Üìåóç åöáñìïãÞ �ïõðáñáðÜíù �ýðïõ, Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ O(n3). Ç ìÝèïäïò DIVIDEANDCONQUER, ðñï�åßíåé �ïí äéá÷ùñéóìü êÜèå ðßíáêá óå �Ýóóåñéò õðïðßíáêåòäéáó�Üóåùí n
2
× n

2
ï êáèÝíáò. Áí èåùñÞóïõìå ü�é n = 2k, �ü�å �ï ãéíüìåíï�ùí ðéíÜêùí A× B èá äßíå�áé áðü �ïí �ýðï:

( A11 A12A21 A22

)( B11 B12B21 B22

)

=

( C11 C12C21 C22

)



4.5 �ïëëáðëáóéáóìüò ðéíÜêùí (matrix multipli
ation) 59üðïõ C11 = A11B11 + A12B21C12 = A11B12 + A12B22C21 = A21B11 + A22B21C22 = A21B12 + A22B22êáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ ùò ðñïò �ï ÷ñüíï èá åßíáé:T (n) = 8T (
n
2
) + 4
(n

2
)2 = O(n3)(
 ó�áèåñÜ) åíþ ç ðïëõðëïêü�ç�á ÷þñïõ èá åßíáé S(n) = O(1). Óçìåéù�Ýïíü�é ãéá �ïí ðïëëáðëáóéáóìü áõ�ü èá ÷ñåéáó�ïýí ïê�þ ðïëëáðëáóéáóìïß n

2
× n

2ðéíÜêùí êáé �Ýóóåñéò ðñïóèÝóåéò n
2
× n

2
ðéíÜêùí.Ôï 1969 ï Volker Strassen áðÝäåéîå ü�é ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå �á Cij,áñêåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíïí åð�Ü ðïëëáðëáóéáóìïýò n

2
× n

2
ðéíÜêùí êáéäåêáïê�þ ðñïóèÝóåéò n

2
× n

2
ðéíÜêùí. Óýìöùíá ìå �ç ìÝèïäï �ïõ, ðñþ�áõðïëïãßæïí�áé ïé åð�Ü n

2
× n

2
ðßíáêåò P; Q; R; S; T; U; V êáé ìå�Üõðïëïãßæïí�áé �á Cij: P = (A11 + A22)(B11 +B22)Q = (A21 + A22)B11R = A11(B12 − B22)S = A22(−B11 +B12)T = (A11 + A12)B22U = (A21 −A11)(B11 +B12)V = (A12 −A22)(B21 +B22)Ôá Cij õðïëïãßæïí�áé ùò åîÞò:C11 = P + S − T + VC12 = R + TC21 = Q + SC22 = P +R−Q+ UÇ ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç åßíáé:T (n) = 7T (
n
2
) + 18(

n
2
)2 ≤ 43nlog 7¢ñá: T (n) = O(nlog 7) ≈ O(n2:81)Ï Strassen áðÝäåéîå åðßóçò ü�é ï áñéèìüò 7 (ðïëëáðëáóéáóìïß õðïðéíÜêùí)äåí ìðïñåß íá âåë�éùèåß. Ó�á �åëåõ�áßá åßêïóé ÷ñüíéá Ý÷ïõí âñåèåß êáëý�åñïé



60 ÊåöÜëáéï 4. Ç �å÷íéêÞ DIVIDE AND CONQUERáëãüñéèìïé (S
honhage, Bini, Pan) ìå ðïëõðëïêü�ç�á T (n) ≈ O(n2:38). Áðü�çí Üëëç ìåñéÜ �ï êáëý�åñï ãíùó�ü êÜ�ù öñÜãìá åßíáé Ω(n2). ÕðÜñ÷åéäçëáäÞ Ýíá êåíü ìå�áîý Üíù êáé êÜ�ù öñÜãìá�ïò. Óõíåðþò áõ�Þ ç âåë�ßùóçðïëõðëïêü�ç�áò ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí åßíáé Ýíá ðåäßï Ýñåõíáò ìå Ýí�ïíçäñáó�çñéü�ç�á.�ïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ, ßäéá ìå áõ�Þ �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý äýï ðéíÜêùí
(M(n)), Ý÷åé êáé ï áëãüñéèìïò åýñåóçò áí�éó�ñüöïõ ðßíáêá (üðùò êáé ïáëãüñéèìïò åýñåóçò �çò ïñßæïõóáò �ïõ ðßíáêá, ê.á.). �éá íá ïäçãçèïýìåáðü �ï Ýíá ðñüâëçìá ó�ï Üëëï, áñêåß íá ðÜñïõìå õðüøéí ìáò ü�é éó÷ýïõí �áðáñáêÜ�ù (S
hur):1. ( A BC D )

=

( I 0CA−1 I )

·
( A 0

0 X )

·
( I A−1B

0 I )

2. ( A BC D )−1

=

( I −AC−1

0 I )

·
( A−1 0

0 X−1

)

·
( I 0
−B−1A I )üðïõ X = D − CA−1B. Êáé ãéá �ï áí�ßó�ñïöï:





I A 0
0 I B
0 0 I 



−1

=





I −A AB
0 I −B
0 0 I 

4.6 Ôáîéíüìçóç MergeSort¢ëëç ìßá åöáñìïãÞ �çò �å÷íéêÞò DIVIDE AND CONQUER åßíáé ó�ïðñüâëçìá �çò �áîéíüìçóçò n ó�ïé÷åßùí ìå óõã÷þíåõóç. Ôá n ó�ïé÷åßá ÷ùñßæïí�áéóå äýï õðïðßíáêåò êáé êÜèå õðïðßíáêáò �áîéíïìåß�áé ÷ùñéó�Ü. ÔåëéêÜ ïéäýï �áîéíïìçìÝíïé õðïðßíáêåò óõã÷ùíåýïí�áé óå Ýíá ðßíáêá, ðïõ Ý�óé åßíáé�áîéíïìçìÝíïò. Ç �áîéíüìçóç �ùí õðïðéíÜêùí ãßíå�áé áíáäñïìéêÜ. Ç õëïðïßçóç�çò áõ�Þò �çò äéáäéêáóßáò (mergesort) öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 4.3.Ç äéáäéêáóßá merge Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á �Üîçò O(n) åíþ ìðïñïýìå íáãñÜøïõìå �çí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå �ïí áñéèìüóõãêñßóåùí (÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á) �çò äéáäéêáóßáò Mergesort:T (n) =

{

0 , ãéá n = 1
2T (n

2
) + n− 1 , ãéá n > 1ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é n = 2k áðü �çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ðáßñíïõìå:T (n) = n log n− n+ 1 = O(n logn)



4.7 Ôáîéíüìçóç Qui
kSort 61Áëãüñéèìïò 4.3 Ôáîéíüìçóç MerseSortpro
edure Merge(a[p..mid℄ and b[mid+1..q℄ into 
[p..q℄);(∗ Óõã÷ùíåýåé �á �áîéíïìçìÝíá a êáé b äßíïí�áò �ï 
 ∗)begini:=p; j:=mid+1; k:=i;while (i<=mid) and (j<=q) dobeginif a[i℄<b[j℄ thenbegin 
[k℄:=a[i℄; i:=i+1 endelsebegin 
[k℄:=b[j℄; j:=j+1 end;k:=k+1endif i>mid then for l:=j to q dobegin 
[k℄:=b[l℄; k:=k+1 endelse for l:=i to mid dobegin 
[k℄:=a[l℄; k:=k+1 endendpro
edure MergeSort (a[p..q℄: list);beginif p=q then return a[p℄elsebeginmid:=(p+q) div 2;mergesort(a[p..mid℄); mergesort(a[mid+1..q℄);merge( (a[p..mid℄ and a[mid+1..q℄) into a[p..q℄ )endend4.7 Ôáîéíüìçóç Qui
kSortÓ�çí �áîéíüìçóç Qui
kSort, ìå äåäïìÝíç ìßá áêïëïõèßá n ó�ïé÷åßùí, ç�å÷íéêÞ DIVIDE AND CONQUER ÷ùñßæåé �çí áêïëïõèßá óå äýï ìÝñç Ý�óéþó�å êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ ðñþ�ïõ ìÝñïõò íá åßíáé ìéêñü�åñï áðü êÜèå ó�ïé÷åßï�ïõ äåý�åñïõ. Ï ÷ùñéóìüò ãßíå�áé áðü ìßá äéáäéêáóßá Partition ùò åîÞò:Áñ÷éêÜ åðéëÝãå�áé (ìå êÜðïéï �ñüðï) Ýíá ó�ïé÷åßï m �çò áêïëïõèßáò óáíïäçãüò (pivot). ¸ðåé�á, ìå âÜóç �ï ó�ïé÷åßï-ïäçãüm, ç áêïëïõèßá äéáóðÜ�áé(split) óå äýï õðïáêïëïõèßåò, áðü �éò ïðïßåò ç ìéá ðåñéÝ÷åé üëá �á ó�ïé÷åßá



62 ÊåöÜëáéï 4. Ç �å÷íéêÞ DIVIDE AND CONQUERðïõ åßíáé ìéêñü�åñá áðü �ï m êáé ç Üëëç ðåñéÝ÷åé �ï m êáé üëá �á ó�ïé÷åßáðïõ åßíáé ìåãáëý�åñá Þ ßóá áðü áõ�ü.Ç õëïðïßçóç áõ�Þò �çò äéÜóðáóçò ãßíå�áé ùò åîÞò: ÷ñçóéìïðïéïýìå äýïäåßê�åò-äñïìåßò. Ï Ýíáò áðü áõ�ïýò (i) îåêéíÜ áðü �ï áñéó�åñü Üêñï �çòáêïëïõèßáò êáé üóï �ï ó�ïé÷åßï ó�ï ïðïßï äåß÷íåé åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ïíïäçãü m ìå�áêéíåß�áé ðñïò �á äåîéÜ. Ï Üëëïò äñïìÝáò (j) îåêéíÜ áðü �ï äåîéüÜêñï �çò áêïëïõèßáò êáé üóï �ï ó�ïé÷åßï ó�ï ïðïßï äåß÷íåé åßíáé ìåãáëý�åñïÞ ßóï áðü �ïí ïäçãü m ìå�áêéíåß�áé ðñïò �á áñéó�åñÜ. ¼�áí ïé äñïìåßòó�áìá�Þóïõí �ü�å áí éó÷ýåé i < j �á ó�ïé÷åßá ó�á ïðïßá äåß÷íïõí åíáëëÜóóïí�áé.Áõ�Þ ç äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíå�áé ìÝ÷ñé íá óõíáí�çèïýí ïé äñïìåßò. Ôü�åï äñïìÝáò j èá Ý÷åé ó�áìá�Þóåé ìßá èÝóç áñéó�åñÜ áðü �ïí äñïìÝá i, äéü�é�ï ó�ïé÷åßï ó�ï ïðïßï äåß÷íåé ï i åßíáé ìåãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ m (áöïý Ý÷åéó�áìá�Þóåé ó' áõ�ü) êáé óõíåðþò ï j ðñïóðåñíÜ êáé ó�áìá�Ü ó�ç èÝóç i− 1�ï ó�ïé÷åßï �çò ïðïßáò åßíáé ìéêñü�åñï �ïõ m. Ó�çí ïñéáêÞ ðåñßð�ùóç, ðïõüëá �á ó�ïé÷åßá �çò áêïëïõèßáò åßíáé ìåãáëý�åñá Þ ßóá �ïõ ó�ïé÷åßïõ-ïäçãïý,ïé äñïìåßò èá ó�áìá�Þóïõí ó�ï ßäéï óçìåßï �ï ïðïßï åßíáé �ï áñéó�åñü Üêñï�çò áêïëïõèßáò.Áëãüñéèìïò 4.4 Ôáîéíüìçóç Qui
kSortfun
tion Partition (a: array; p, q: indexdomain): indexdomain;begini:= p; j:= q; 
hoose m element from a[p..q℄;repeatwhile a[i℄ < m do i := i+1;while a[j℄ >= m do j := j−1;if i < j then swap(a[i℄, a[j℄);until i >= j;return(i)endpro
edure Qui
ksort (a, p, q);beginif p<q then begin k:= Partition (a, p, q);Qui
ksort(a, p, k−1); Qui
ksort(a, k, q);endendÔåëéêÜ, üëá �á ó�ïé÷åßá ðïõ âñßóêïí�áé áñéó�åñÜ �ïõ i åßíáé ìéêñü�åñááðü �ï x êáé üëá �á ó�ïé÷åßá ðïõ âñßóêïí�áé áðü �ç èÝóç i ìÝ÷ñé �ï �Ýëïò



4.7 Ôáîéíüìçóç Qui
kSort 63åßíáé ìåãáëý�åñá Þ ßóá �ïõ x. Ôéò äýï õðïáêïëïõèßåò ðïõ ðñïêýð�ïõí �éòåðåîåñãáæüìáó�å áíáäñïìéêÜ ìå �ïí ßäéï �ñüðï, þóðïõ íá ö�Üóïõìå óå õðïáêïëïõèßáìå Ýíá ó�ïé÷åßï. Ç õëïðïßçóç �ùí ðáñáðÜíù öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 4.4.�áñá�Þñçóç 4.7.1. Ó�çí õëïðïßçóç ðñÝðåé íá ãßíå�áé êÜðïéïò Ýëåã÷ïò �ïõäñïìÝá j Ý�óé þó�å áí âãåé ó�ç èÝóç 0, íá ìçí ÷ñçóéìïðïéçèåß ç �éìÞ a[0]ðïõ äåí õðÜñ÷åé ð.÷. ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ üëá �á ó�ïé÷åßá �çò áêïëïõèßáòåßíáé ≥ m. Åðßóçò ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ, äçëáäÞ ðïõ Ý÷åé åðéëåãåß �Ý�ïéïm þó�å üëá �á ó�ïé÷åßá íá åßíáé ìåãáëý�åñá Þ ßóá áðü áõ�ü, áðü �éò äýïõðïáêïëïõèßåò ðïõ èá ðñïêýøïõí, ç ìßá èá Ý÷åé ìÞêïò 0 êáé ç Üëëç ìÞêïò ßóïìå åêåßíï �çò áñ÷éêÞò. Áõ�ü ìðïñïýìå íá �ï áðïöýãïõìå áí, ãéá ðáñÜäåéãìá,åðéëÝîïõìå óáí ó�ïé÷åßï-ïäçãü �ï ìåãáëý�åñï áðü �á äýï ðñþ�á ó�ïé÷åßá, Þ(áí áõ�Ü åßíáé ßóá) áðü �á �ñßá ðñþ�á, ê.ï.ê.1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
→ ←Ô Á Î É Í Ï Ì Ç Ó Ç

→ ←Ç Á Î É Í Ï Ì Ç Ó Ô
→ ←Ç Á Ç É Í Ï Ì Î Ó Ô
← →Ç Á Ç É Ì Ï Í Î Ó ÔÇ Á Ç É Ì Ï Í Î Ó ÔTable 4.1: �ñþ�ç åöáñìïãÞ �çò Partition óå ðßíáêá 10 ó�ïé÷åßùíÓ�ïí ðßíáêá 4.1 öáßíå�áé ç ðñþ�ç åöáñìïãÞ �çò äéáäéêáóßáò Partition óåìéá áêïëïõèßá äÝêá ó�ïé÷åßùí. Óáí ïäçãüò Ý÷åé åðéëåãåß �ï ó�ïé÷åßï £N¤. Ïéäñïìåßò i; j óõìâïëßæïí�áé ìå �á →;← áí�ßó�ïé÷á.Ó�çí êáëý�åñç ðåñßð�ùóç ç åðéëïãÞ �ïõ ó�ïé÷åßïõ-ïäçãïý åßíáé �Ý�ïéáþó�å ç áêïëïõèßá íá ÷ùñßæå�áé óå äýï ßóá ìÝñç, åíþ ó�çí ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóçç áêïëïõèßá ÷ùñßæå�áé óå äýï ìÝñç ìÞêïõò 1 êáé n − 1 ó�ïé÷åßùí. Ó�çí÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé �çò �Üîçò O(n2) åíþ ó�ç ìÝóçðåñßð�ùóç åßíáé O(n).Ó�ïí ðßíáêá 4.2 öáßíå�áé üëç ç äéáäéêáóßá �çò �áîéíüìçóçò �çò áêïëïõèßáò�ïõ ðßíáêá 4.1. Ôï ó�ïé÷åßï-ïäçãüò óå êÜèå âÞìá åßíáé õðïãñáììéóìÝíï êáé ïéèÝóåéò ðïõ ó�áìá�ïýí ïé äñïìåßò åßíáé óçìåéùìÝíåò ìå �á áí�ßó�ïé÷á óýìâïëá.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
→ ←Ô Á Î É Í Ï Ì Ç Ó Ç

→ ←Ç Á Î É Í Ï Ì Ç Ó Ô
→ ←Ç Á Ç É Í Ï Ì Î Ó Ô
← →Ç Á Ç É Ì Ï Í Î Ó ÔÇ Á Ç É Ì Ï Í Î Ó Ô

← → → ←Ç Á Ç É Ì Ï Í Î Ó Ô
← →Ç Á Ç É Ì Î Í Ï Ó Ô

→ ← ← →Ç Á Ç É Ì Î Í Ï Ó Ô
→ ← → ← ← →Á Ç Ç É Ì Î Í Ï Ó Ô

← →Á Ç Ç É Ì Í Î Ï Ó Ô
←→ ← →Á Ç Ç Í Î Ï Ó ÔÇ Ç Í Î Ó ÔÇ Ç Ó ÔÁ Ç Ç É Ì Í Î Ï Ó ÔTable 4.2: Ôáîéíüìçóç Qui
kSort óå ðßíáêá 10 ó�ïé÷åßùí



4.8 Åýñåóç �ïõ k-ïó�ïý ìéêñü�åñïõ ó�ïé÷åßïõ 654.8 Åýñåóç �ïõ k-ïó�ïý ìéêñü�åñïõ ó�ïé÷åßïõ¸íá ðñüâëçìá ðïõ åßíáé ó÷å�éêü ìå áõ�ü �çò �áîéíüìçóçò åßíáé �ï ðñüâëçìá�çò åýñåóçò �ïõ k-ïó�ïý ìéêñü�åñïõ ó�ïé÷åßïõ ìéáò áêïëïõèßáò n ó�ïé÷åßùíêáé ç �ïðïèÝ�çóÞ �ïõ ó�çí k-ïó�Þ èÝóç. Ìå Üëëá ëüãéá æç�Üìå �ï ó�ïé÷åßïðïõ èá âñéóêü�áí ó�çí k-ïó�Þ èÝóç �çò áêïëïõèßáò, áí áõ�Þ Þ�áí �áîéíïìçìÝíçêá�Ü áýîïõóá óåéñÜ. Ï ðñïöáíÞò �ñüðïò ëýóçò, äçëáäÞ ç �áîéíüìçóç êáé çåîáãùãÞ �ïõ k-ïó�ïý ó�ïé÷åßïõ �çò, Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á O(n logn). ×ñçóéìïðïéþí�áò�ïí áëãüñéèìï 4.5 Ý÷ïõìå ó�çí ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ðïëõðëïêü�ç�á O(n2),üìùò ó�çí ìÝóç ðåñßð�ùóç ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé O(n). Ç ðïëõðëïêü�ç�á÷þñïõ åßíáé O(1). Ï áëãüñéèìïò 4.5 ÷ñçóéìïðïéåß ìéá ðáñáëëáãÞ �çò äéáäéêáóßáòPartition �çò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ. Óå áõ�Þí �çí ðáñáëëáãÞ èåùñïýìåü�é �á ó�ïé÷åßá �çò a åßíáé äéáöïñå�éêÜ êáé �ï áðï�Ýëåóìá åßíáé: áñéó�åñÜ �ïõpartition point üëá < m, äåîéÜ �ïõ partition point üëá �á > m êáé ó�ï par-tition point �ï pivot m. Áí ç èÝóç t ó�çí ïðïßá ãßíå�áé äéáìÝñéóç (partition)åßíáé ìåãáëý�åñç áðü k, �ü�å �ï k-ïó�ü ó�ïé÷åßï âñßóêå�áé ó�çí õðïáêïëïõèßáa[p::t − 1], åéäÜëëùò �ï k-ïó�ü ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �çò áñ÷éêÞò áêïëïõèßáò,âñßóêå�áé ó�çí õðïáêïëïõèßá a[t::q]. ¼�áí �åëåéþóåé ç äéáäéêáóßá Sele
tion,ó�ç èÝóç k �ïõ ðßíáêá a õðÜñ÷åé �ï k-ïó�ü ìéêñü�åñï ó�ïé÷åßï �çò áêïëïõèßáò.Áëãüñéèìïò 4.5 Åýñåóç k{ïó�ïý ìéêñü�åñïõ ó�ïé÷åßïõfun
tion Partition1 (a: array; p, q: indexdomain): indexdomain;begini:= p; j:= q; 
hoose m element from a[p..q℄;repeatwhile a[i℄ < m do i := i+1;while a[j℄ > m do j := j−1;if i < j then swap(a[i℄, a[j℄);until i >= j;return(i)endpro
edure Sele
tion1 (a, p, q, k);begint:= Partition1 (a, p, q);if k < t then Sele
tion1(a, p, t−1, k)else if k > t then Sele
tion1(a, t+1, q, k−t)endÌðïñïýìå íá ðå�ý÷ïõìå ðïëõðëïêü�ç�á �çò �Üîçò O(n), ãéá �çí ÷åéñü�åñç



66 ÊåöÜëáéï 4. Ç �å÷íéêÞ DIVIDE AND CONQUERðåñßð�ùóç, áí åðéëÝîïõìå êá�Üëëçëá �ï pivot m ùò ðñïò �ï ïðïßï èá ãßíåé �ïpartition. Áõ�ü åðé�õã÷Üíå�áé ìå �ïí ðáñáêÜ�ù áëãüñéèìï: ÷ùñßæïõìå �çíáñ÷éêÞ áêïëïõèßá S, óå � áêïëïõèßåò �ùí 5 ó�ïé÷åßùí ïðü�å � = ⌊n
5
⌋ êáé èáðåñéóóåýïõí �ï ðïëý 4 ó�ïé÷åßá. Ó�ç óõíÝ÷åéá �áîéíïìïýìå êÜèå ðåí�Üäá óåó�áèåñü ÷ñüíï 
 êáé âñßóêïõìå �ï ìåóáßï ó�ïé÷åßï �ïõò. ¼ëåò ïé ðåí�Üäåò�áîéíïìïýí�áé óå ÷ñüíï T (n) =

�
∑

1


 = 
� = O(n):Áí�ß íá �áîéíïìÞóïõìå �éò ðåí�Üäåò áñêåß íá âñïýìå �ï åêÜó�ï�å ìåóáßïó�ïé÷åßï �ïõò. Ìå�Ü ðáßñíïõìå �ï ìåóáßï ó�ïé÷åßï êÜèå ðåí�Üäáò êáé ó÷çìá�ßæïõìåíÝá áêïëïõèßá, �ç M , ç ïðïßá Ý÷åé � ó�ïé÷åßá. Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é çáêïëïõèßáM Ý÷åé �ï 1
5
�ùí ó�ïé÷åßùí �çò S äéü�é � = ⌊n

5
⌋ ≤ n

5
. Ç åýñåóç �ïõìåóáßïõ ó�ïé÷åßïõ m �çò áêïëïõèßáò M ãßíå�áé áíáäñïìéêÜ óå ÷ñüíï T (n

5
).Ôþñá éó÷ýåé ü�é �ïõëÜ÷éó�ïí �ï 1

4
�ùí ó�ïé÷åßùí �çò S åßíáé ìéêñü�åñá �ïõm êáé åðßóçò �ïõëÜ÷éó�ïí �ï 1

4
åßíáé ìåãáëý�åñá �ïõ m (ó÷Þìá 4.1).ÉäÝá �çò áðüäåéîçò:ÕðÜñ÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí ⌊ n

10
⌋ ó�ïé÷åßá (�á ó�ïé÷åßá �çò áêïëïõèßáò M), �áïðïßá åßíáé ìéêñü�åñá áðü �ï m. ÊáèÝíá áð' áõ�Ü �á ⌊ n

10
⌋ åßíáé ìåãáëý�åñïáðü �ïõëÜ÷éó�ïí 2 ó�ïé÷åßá (áðü �éò ðåí�Üäåò �ùí 5 ó�ïé÷åßùí). ÓõíåðþòóõíïëéêÜ Ý÷ïõìå �ïõëÜ÷éó�ïí 3·⌊ n

10
⌋ ó�ïé÷åßá �á ïðïßá åßíáé ìéêñü�åñá áðü �ïm. ¸ó�ù ü�é ç õðïáêïëïõèßá S1 ðåñéÝ÷åé üëá �á ó�ïé÷åßá ðïõ åßíáé ìéêñü�åñá�ïõ m. ¸÷ïõìå:

|S1| ≥ 3⌊ n
10
⌋ ≥ 3(

n
10
− 1) ≥ 3

n
12

=
n
4
; ∀n ≥ 60Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á

|S1| ≥
n
4
; ∀n ≥ 35:¢ñá ç õðïáêïëïõèßá S2 ðåñéÝ÷åé üëá �á ó�ïé÷åßá ðïõ åßíáé ìåãáëý�åñá �ïõm, �ü�å:

|S2| ≤
3n
4¼ìïéá |S1| ≤ 3n

4
. Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ k ≤ |S1| �ï k-ïó�ü ìéêñü�åñïó�ïé÷åßï âñßóêå�áé ó�çí áêïëïõèßá S1 åíþ áí |S1| < k �ï æç�ïýìåíï ó�ïé÷åßïâñßóêå�áé ó�çí áêïëïõèßá S2. Óå ïðïéïäÞðï�å ðåñßð�ùóç �ï ðñüâëçìá ëýíå�áéóå ÷ñüíï T (3n

4
). Óõíåðþò:T (n) =

{ d , ãéá n ≤ iT (n
5
) + T (3n

4
) + 
n , ãéá n > i }

= O(n) (Äåò èåþñçìá 4.8.1)



4.8 Åýñåóç �ïõ k-ïó�ïý ìéêñü�åñïõ ó�ïé÷åßïõ 67Ó�çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç, i åßíáé ìéá ó�áèåñÜ ðïõ êáèïñßæåé �ï ìÝãéó�ïìÝãåèïò �ùí äåäïìÝíùí åéóüäïõ ãéá �ïí ïðïßï ìáò óõìöÝñåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ïí ðñïöáíÞ �ñüðï ëýóçò ðïõ áíáöÝñèçêå ó�çí áñ÷Þ. Ó�ïí áëãüñéèìï 4.8öáßíå�áé ç åðéëïãÞ �ïõ k-ïó�ïý ó�ïé÷åßïõ áðü �çí áêïëïõèßá S.Óçìåßùóç: Ôï áðï�Ýëåóìá �çò ðáñáãñÜöïõ 4.8 åßíáé åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ùíðáñáêÜ�ù ãåíéêþí èåùñçìÜ�ùí ðåñß áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí.Èåþñçìá 4.8.1. Áí éó÷ýåé ü�é T (1) = d êáé T (n) = T (an) + T (bn) + 
nìå a + b < 1 �ü�å ç óõíÜñ�çóç T (n) åßíáé ãñáììéêÞ, éó÷ýåé äçëáäÞ ü�éT (n) = O(n).Proof. ÅðáãùãÞ. ⊓⊔Èåþñçìá 4.8.2. Áí éó÷ýåé T (1) = d êáé T (n) = aT (nb ) + 
n �ü�å:T (n) =







O(n) , ãéá a < bO(n log2 n) , ãéá a = bO(nlogb a) , ãéá a > bProof. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï èåþñçìá 4.8.1 êáé ðñïçãïýìåíá ðáñáäåßãìá�á.
⊓⊔S1

M : m
S2Ó÷Þìá 4.1: Êá�Üëëçëç åðéëïãÞ �ïõ óçìåßïõ ùò ðñïò �ï ïðïßï ãßíå�áé ç Par-tition



68 ÊåöÜëáéï 4. Ç �å÷íéêÞ DIVIDE AND CONQUERÁëãüñéèìïò 4.6 Âåë�éùìÝíç åýñåóç k-ïó�ïý ìéêñü�åñïõ ó�ïé÷åßïõfun
tion Partition2 (a: array; p, q: indexdomain): indexdomain;begini:= p; j:= q; (∗m is the median of the medians in M∗)repeatwhile a[i℄ < m do i := i+1;while a[j℄ > m do j := j−1;if i < j then swap(a[i℄, a[j℄);until i >= j;return(i)endpro
edure Sele
tion2(a, p, q, k);beginif |a|<=50 then sort a;(∗ ìå êÜðïéá ìÝèïäï ∗)else begin (∗ 
hoose m ∗)prepro
ess(a); (∗ 5−tuples, medians, M ∗)Sele
tion2(M, 1, ⌊n
5
⌋, ⌊ n

10
⌋);m := M[⌊ n

10
⌋℄;t:=Partition2(a,p,q);if k<t then Sele
tion2(a,p,t−1,k)else if k>t then Sele
tion2(a,t+1,q,k−t)endend4.9 Ôï master theoremÇ êýñéá ìÝèïäïò ðáñÝ÷åé Ýíáí �ñüðï ãéá íá ëýíïõìå áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò�ïõ �ýðïõ: T (n) = aT (n=b) + f(n)üðïõ a ≥ 1 êáé b > 1 åßíáé ó�áèåñÝò êáé ç f(n) åßíáé ìéá áóõìð�ù�éêÜèå�éêÞ óõíÜñ�çóç. Ç ðáñáðÜíù áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç ðåñéãñÜöåé �ïí ÷ñüíïåê�Ýëåóçò åíüò áëãïñßèìïõ ðïõ õðïäéáéñåß Ýíá ðñüâëçìá ìåãÝèïõò n óå aõðïðñïâëÞìá�á, �ï êáè' Ýíá ìå ìÝãåèïò n=b, üðïõ a êáé b åßíáé èå�éêÝòó�áèåñÝò. Ôá a õðïðñïâëÞìá�á ëýíïí�áé áíáäñïìéêÜ, óå ÷ñüíï T (n=b) �ïêáèÝíá. Ôï êüó�ïò �çò äéáßñåóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò óå õðïðñïâëÞìá�á êáé ïóõíäõáóìüò �ùí åðéìÝñïõò áðï�åëåóìÜ�ùí ðåñéãñÜöå�áé áðü �çí óõíÜñ�çóçf(n).



4.9 Ôï master theorem 69Master TheoremÔï èåþñçìá 4.8.2 áðï�åëåß áðëÞ ìïñöÞ �ïõ ãåíéêü�åñïõ èåùñÞìá�ïò ðïõáêïëïõèåß. (Óçìåßùóç: üðùò ó�çí áðëÞ ðåñßð�ùóç �ïõ èåùñÞìá�ïò �ï T (n)åîáñ�Ü�áé áðü �ç óýãêñéóç �ïõ a ìå �ï b Ý�óé ó�ï ãåíéêü èåþñçìá åîáñ�Ü�áéáðü �çí óýãêñéóç �ïõ f(n) ìå �ï nlogb a):Èåþñçìá 4.9.1. Master Theorem ¸ó�ù a ≥ 1 êáé b > 1 ó�áèåñÝò, f(n)ìéá óõíÜñ�çóç, êáé ç T (n) ïñßæå�áé ó�ïõò ìç áñíç�éêïýò áêåñáßïõò áðü �çíáíáäñïìÞ T (n) = aT (n=b) + f(n)(�ï n=b óçìáßíåé åß�å ⌊n=b⌋ åß�å ⌈n=b⌉). Ôü�å ç T (n) ìðïñåß íá öñá÷�åßáóõìð�ù�éêÜ ùò åîÞò:
• T (n) = Θ(f(n)), áí f(n) = Ω(nlogb a+") ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ " > 0,êáéáí af(n=b) ≤ 
f(n) ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ 
 < 1 êáé üëá �á áñêå�ÜìåãÜëá n
• T (n) = Θ(f(n) log2 n), áí f(n) = Θ(nlogb a)
• T (n) = Θ(nlogb a), áí f(n) = O(nlogb a−") ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ " > 0Ó÷çìá�éêÜ, Ý÷ïõìåT (n) =







Θ(f(n)) , ãéá f(n) = Ω(nlogb a+e) ∧ af(nb ) ≤ 
f(n)
Θ(f(n) log2 f(n)) , ãéá f(n) = Θ(nlogb a)
Θ(nlogb a) , ãéá f(n) = O(nlogb a−e)



.



ÊåöÜëáéï 5Äßê�õá Ôáîéíüìçóçò
5.1 ÅéóáãùãÞÓêïðüò �ùí äéê�ýùí �áîéíüìçóçò åßíáé ç �áîéíüìçóç ìßáò áêïëïõèßáòáñéèìþí ÷ñçóéìïðïéþí�áò ìüíï óõãêñßóåéò, ìå üóï �ï äõíá�ü ìåãáëý�åñçðáñáëëçëßá. Ôá äßê�õá �áîéíüìçóçò áíáðáñßó�áí�áé ìå ïñéæüí�éåò ãñáììÝò,ìßá ãéá êÜèå åßóïäï. Ïé óõãêñßóåéò ìå�áîý äýï áñéèìþí áíáðáñßó�áí�áé ìåêá�áêüñõöåò óõíäÝóåéò äýï ãñáììþí. ÊÜèå óýãêñéóç èåùñåß�áé ü�é £êïó�ßæåé¤ìßá ÷ñïíéêÞ ìïíÜäá êáé ç óõíïëéêÞ êáèõó�Ýñçóç áí�éó�ïé÷åß ó�ïí áñéèìü �ùíêüìâùí óå ìéá ïñéæüí�éá ãñáììÞ. Ç Ýîïäïò åßíáé �áîéíïìçìÝíç áðü £ðÜíù¤ðñïò �á £êÜ�ù¤. Ó�ï ó÷Þìá 5.1(á) ðáñïõóéÜæå�áé Ýíáò óõãêñé�Þò åíþ ó�ïó÷Þìá 5.1(â) äßíå�áé Ýíá ðáñÜäåéãìá äéê�ýïõ �áîéíüìçóçò �åóóÜñùí åéóüäùí.Ç ðïéü�ç�á �ùí äéê�ýùí �áîéíüìçóçò ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �ï ÷ñüíï ðïõ÷ñåéÜæïí�áé ãéá íá �áîéíïìÞóïõí �éò åéóüäïõò �ïõò (âÜèïò äéê�ýïõ) êáé �ïðëÞèïò �ùí óõãêñé�þí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí (ìÝãåèïò äéê�ýïõ). Ôï âÜèïò �ïõäéê�ýïõ ïñßæå�áé ùò �ï ìÝãéó�ï âÜèïò �ùí ãñáììþí �ïõ, åíþ �ï âÜèïò ìßáòãñáììÞò åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí óõãêñßóåùí ðïõ ðñáãìá�ïðïéïýí�áé ó' áõ�Þ. �éáðáñÜäåéãìá, �ï âÜèïò êáé �ï ìÝãåèïò �ïõ äéê�ýïõ �ïõ ó÷Þìá�ïò 5.1(â) åßíáé
3 êáé 5 áí�ßó�ïé÷á.
Ó÷Þìá 5.1: (á) Óõãêñé�Þò (Comparator) (â) Äßê�õï �áîéíüìçóçò (Sorter) 4åéóüäùí 71
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Ó÷Þìá 5.2: �éá áýîïõóá f(x), ç äéÜ�áîç äéá�çñåß�áéÓ�ç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæå�áé Ýíáò óõó�çìá�éêüò �ñüðïò êá�áóêåõÞò äéê�ýùí�áîéíüìçóçò n åéóüäùí êáé äåß÷íå�áé ç ïñèü�ç�Ü �ïõ, ìå �ç âïÞèåéá �çò áñ÷Þò0 { 1.5.2 Áñ÷Þ 0 { 1Ç áñ÷Þ 0 { 1 õðïäåéêíýåé ü�é áí Ýíá äßê�õï �áîéíïìåß ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßán äõáäéêþí áñéèìþí, �ü�å ìðïñåß íá �áîéíïìÞóåé êáé ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßán áñéèìþí. Ìáò åðé�ñÝðåé íá åðéâåâáéþóïõìå �ç ëåé�ïõñãßá �ïõ äéê�ýïõ÷ñçóéìïðïéþí�áò ìüíï äõáäéêÝò åéóüäïõò.Ç áñ÷Þ 0 { 1 âáóßæå�áé ó�o ðáñáêÜ�ù ëÞììá.ËÞììá 5.2.1. Áí Ýíá äßê�õï ìå åßóïäï �çí áêïëïõèßá 〈a1; a2; · · · ; an〉 ðáñÜãåéùò Ýîïäï �çí áêïëïõèßá 〈b1; b2; · · · ; bn〉, �ü�å ãéá êÜèå áýîïõóá óõíÜñ�çóçf(x), �ï äßê�õï ìå åßóïäï �çí áêïëïõèßá 〈f(a1); f(a2); · · · ; f(an)〉 ðáñÜãåé�çí áêïëïõèßá 〈f(b1); f(b2); · · · ; f(bn)〉.Ôï ëÞììá éó÷ýåé ãéá�ß êÜèå óõãêñé�Þò äéá�Üóóåé äýï åéóüäïõò x; y ìå �ïíßäéï �ñüðï ðïõ äéá�Üóóåé �éò åéóüäïõò f(x); f(y) (ó÷Þìá 5.2).Èåþñçìá 5.2.2 (Áñ÷Þ 0{1). Áí Ýíá äßê�õï óýãêñéóçò ìå n åéóüäïõò �áîéíïìåßïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßá äõáäéêþí áñéèìþí, �ü�å �áîéíïìåß ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßááñéèìþí.Proof. ¸ó�ù ü�é �ï äßê�õï �áîéíïìåß ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßá äõáäéêþí áñéèìþí,áëëÜ õðÜñ÷åé ìç äõáäéêÞ áêïëïõèßá áñéèìþí ðïõ äåí �áîéíïìåß�áé óùó�Ü.ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá åéóüäïõ 〈a1; a2; · · · ; an〉 ðïõ Ý÷åé áñéèìïýò aiêáé aj ãéá �ïõò ïðïßïõò åíþ éó÷ýåé ai < aj, �ï äßê�õï �ïðïèå�åß �ïí aj ðñéí�ïí ai ó�çí áêïëïõèßá åîüäïõ. Ïñßæïõìå �çí áýîïõóá óõíÜñ�çóçf(x) =

{

0 x ≤ ai
1 x > aiÓýìöùíá üìùò ìå �çí ðáñáðÜíù ðñü�áóç, áöïý �ï äßê�õï �áîéíïìåß �ïí ajðñéí �ïí ai ó�çí áêïëïõèßá åîüäïõ, óçìáßíåé ü�é ï f(aj) �ïðïèå�åß�áé ðñéí �ïíf(ai) ó�çí áêïëïõèßá åîüäïõ �ïõ äéê�ýïõ ìå åßóïäï �çí äõáäéêÞ áêïëïõèßá
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Ó÷Þìá 5.3: Äßê�õï Ôáîéíüìçóçò n åéóüäùí (Sorter)

〈f(a1); f(a2); · · · ; f(an)〉. ÎÝñïõìå üìùò ðùò f(aj) = 1 êáé f(ai) = 0, Üñá �ïäßê�õï äåí �áîéíïìåß óùó�Ü �çí äõáäéêÞ áêïëïõèßá 〈f(a1); f(a2); · · · ; f(an)〉.¢�ïðï. ⊓⊔5.3 Êá�áóêåõÞ äéê�ýïõ �áîéíüìçóçòÔï äßê�õï �áîéíüìçóçò (Sorter) ðïõ ðáñïõóéÜæå�áé, âáóßæå�áé ó�ç öéëïóïößá�ïõ áëãüñéèìïõ Merge-Sort (ó÷Þìá 5.3). Ôï õðïäßê�õï Merger äÝ÷å�áé äýï�áîéíïìçìÝíåò áêïëïõèßåò 〈a1; a2; · · · ; an=2〉 êáé 〈a1+n=2; a2+n=2; · · · ; an〉 êáéðáñÜãåé ìßá �áîéíïìçìÝíç áêïëïõèßá 〈b1; b2; · · · ; bn〉.Áí ðåñéïñßóïõìå �éò �éìÝò �ùí ai óå 0 êáé 1, �ü�å ç áêïëïõèßá 〈a1; a2; · · · ;an=2; an; an−1; · · · ; a1+n=2 〉 åßíáé �çò ìïñöÞò 0∗1∗0∗. Áêïëïõèßåò �çò ìïñöÞò
0∗1∗0∗ êáé 1∗0∗1∗ ïíïìÜæïí�áé bitoni
 êáé �áîéíïìïýí�áé ìå �ç âïÞèåéá �ùíäéê�ýùí Half Cleaner (ó÷Þìá 5.4).Èá êá�áóêåõÜóïõìå äéáäï÷éêÜ �á åîÞò äßê�õá: Half Cleaner, Bitoni
Sorter, Merger, Sorter. Ôï äßê�õï Half Cleaner áðï�åëåß�áé áðü æõãü áñéèìüãñáììþí n = 2k êáé k óõãêñé�Ýò, êáèÝíáò áðü �ïõò ïðïßïõò óõíäÝåé �çãñáììÞ i ìå �çí ãñáììÞ i+k (ó÷Þìá 5.4). ¼�áí äÝ÷å�áé ùò åßóïäï ìßá bitoni
áêïëïõèßá n áñéèìþí, �ü�å äßíåé ó�çí Ýîïäü �ïõ äýï bitoni
 áêïëïõèßåò n=2áñéèìþí êáé åðéðëÝïí, åß�å ç ðñþ�ç åßíáé ç 〈0; · · · ; 0〉, åß�å ç äåý�åñç åßíáé ç
〈1; · · · ; 1〉. ÁöÞíïõìå �çí áðüäåéîç ãéá Üóêçóç. Ï Half Cleaner Ý÷åé âÜèïò
1, ìÝãåèïò k êáé �áõ�ßæå�áé ìå Ýíá óõãêñé�Þ ü�áí n = 2.Ìå �ç âïÞèåéá �ùí Half Cleaners, ç êá�áóêåõÞ åíüò Bitoni
 Sorter áêïëïõèéþíãßíå�áé áíáäñïìéêÜ êáé ðáñïõóéÜæå�áé ó�ï ó÷Þìá 5.5. Áí �ï âÜèïò êáé �ïìÝãåèïò �ïõ Bitoni
 Sorter n åéóüäùí åßíáé D(n) êáé S(n) áí�ßó�ïé÷á, �ü�åéó÷ýåé D(n) = 1 +D(

n
2
)

= log2 n
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Ó÷Þìá 5.4: �áñÜäåéãìá Half Cleaner 4 åéóüäùí

Ó÷Þìá 5.5: (á) Bitoni
 Sorter (â) 8 åéóüäùíêáé S(n) =
n
2

+ 2S(
n
2
)

=
n
2

+ 2
n
4

+ 4
n
8

+ · · ·+ n
2

=
n
2

log2 nÔï äßê�õï Merger ðñïêýð�åé áðü Ýíá äßê�õï Bitoni
 Sorter áí áí�éó�ñÝøïõìå�ç óåéñÜ �ùí �åëåõ�áßùí ìéóþí ãñáììþí �ïõ. Ó�ï ó÷Þìá 5.6 äßíå�áé ðáñÜäåéãìáäéê�ýïõ Merger, 8 åéóüäùí, ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ïí Bitoni
 Sorter �ïõ ó÷Þìá�ïò 5.5(â).¼ðùò öáßíå�áé êáé ó�ï ó÷Þìá 5.3, Ýíá äßê�õï �áîéíüìçóçò (Sorter) áðï�åëåß�áéáðü õðïäßê�õá Merger. Ó�ï ó÷Þìá 5.7 äßíïí�áé ðáñáäåßãìá�á äéê�ýùí �áîéíüìçóçò(Sorter) 2, 4 êáé 8 åéóüäùí.Ôï âÜèïò D(n) åíüò äéê�ýïõ �áîéíüìçóçò (Sorter) åßíáé:D(n) = D(
n
2
) + log2 n

= 1 + · · ·+ log2

n
4

+ log2

n
2

+ log2 n
=

log2 n(log2 n+ 1)

2
= O(log2 n)
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Ó÷Þìá 5.6: Merger 8 åéóüäùí (éóïäýíáìåò áíáðáñáó�Üóåéò)

Ó÷Þìá 5.7: Äßê�õá �áîéíüìçóçò (á) 2, (â) 4 êáé (ã) 8 åéóüäùí



76 ÊåöÜëáéï 5. Äßê�õá ÔáîéíüìçóçòÔï ìÝãåèïò �ïõ S(n) åßíáé:S(n) = 2S(
n
2
) +

n
2

log2 n
=

n
2
(1 + · · ·+ log2

n
4

+ log2

n
2

+ log2 n)

=
n
2

log2 n(log2 n+ 1)

2
= O(n log2 n)ÕðÜñ÷ïõí êáé äßê�õá �áîéíüìçóçò ìåãÝèïõò O(n logn) êáé âÜèïõò O(logn),�á ïðïßá üìùò åßíáé ðåñéóóü�åñï ðåñßðëïêá áðü �á Merge-Sort äßê�õá �áîéíüìçóçòðïõ ðáñïõóéÜóáìå.



ÊåöÜëáéï 6Ç Ôå÷íéêÞ GREEDY (Üðëçó�ç)
6.1 �åíéêÜÔá ðåñéóóü�åñá ðñïâëÞìá�á ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé ëýóç ìå �ç ÷ñçóéìïðïßçóçåíüò greedy (Üðëçó�ïõ) áëãüñéèìïõ áðáé�ïýí íá âñåèåß Ýíá õðïóýíïëï �ùíäåäïìÝíùí åéóüäïõ �ï ïðïßï íá éêáíïðïéåß êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò (
onstraints)êáé íá åßíáé âÝë�éó�ï ùò ðñïò êÜðïéï áí�éêåéìåíéêü êñé�Þñéï. ÊÜèå õðïóýíïëï�ïõ óõíüëïõ äåäïìÝíùí åéóüäïõ ðïõ éêáíïðïéåß �ïõò ðåñéïñéóìïýò ëÝãå�áéåöéê�Þ (feasible) ëýóç. Ç áðáß�çóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò åßíáé íá âñåèåß ü÷éáðëþò ìéá åöéê�Þ ëýóç, áëëÜ ìéá åöéê�Þ ëýóç ç ïðïßá åëá÷éó�ïðïéåß Þ ìåãéó�ïðïéåßìéá äåäïìÝíç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç (obje
tive fun
tion). ÓõíÞèùò åßíáéåýêïëï íá âñåèåß ìéá åöéê�Þ ëýóç, ü÷é üìùò êáé ìéá âÝë�éó�ç.¸íáò Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò êÜíåé ðÜí�á �çí åðéëïãÞ ðïõ öáßíå�áé êáëý�åñç�ç äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ. ÄçëáäÞ êÜíåé �çí �ïðéêÜ âÝë�éó�ç åðéëïãÞ ìå�çí åëðßäá ü�é áõ�Þ ç åðéëïãÞ èá �ïí ïäçãÞóåé ó�çí ïëéêÜ âÝë�éó�ç ëýóç.Ïé greedy áëãüñéèìïé äåí äßíïõí ðÜí�á âÝë�éó�åò ëýóåéò. ÅðåéäÞ ï Üðëçó�ïòáëãüñéèìïò äïõëåýåé ìå Ýíá êñé�Þñéï �ïðéêÞò âåë�éó�ü�ç�áò (lo
al optimal-ity measure), ãéá íá äßíåé âÝë�éó�ç ëýóç ãéá êÜðïéï ðñüâëçìá, èá ðñÝðåé ó�ïóõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá íá éó÷ýåé ü�é ç �ïðéêÜ âÝë�éó�ç åðéëïãÞ åßíáé ðñÜãìá�éêáé ïëéêÜ âÝë�éó�ç.Ï áëãüñéèìïò îåêéíÜ ìå �çí êåíÞ ëýóç êáé óå êÜèå âÞìá �çí ìåãáëþíåé ìå�Ý�ïéï �ñüðï þó�å ç åðéëïãÞ ðïõ êÜíåé íá åßíáé �ïðéêÜ ç êáëý�åñç (áíÜëïãá ìå�ï ïñéóìü �çò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò) êáé óõã÷ñüíùò åöéê�Þ (íá éêáíïðïéåß�ïõò ðåñéïñéóìïýò). Ôá äåäïìÝíá åßíáé äéá�å�áãìÝíá óýìöùíá ìå ìéá äéáäéêáóßáåðéëïãÞò, ç ïðïßá âáóßæå�áé óå êÜðïéï êáíüíá âåë�éó�ïðïßçóçò. Ï êáíüíáòìðïñåß íá åßíáé ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç, ìðïñåß üìùò êáé ü÷é. Óå êÜèåðñüâëçìá ìðïñåß íá âñåèïýí ðïëëïß êáíüíåò âåë�éó�ïðïßçóçò ïé ïðïßïé íáìçí ïäçãïýí üëïé óå âÝë�éó�ç ëýóç. Ó�ïí áëãüñéèìï 6.1 ðáñïõóéÜæå�áé ç77



78 ÊåöÜëáéï 6. Ç Ôå÷íéêÞ GREEDY (Üðëçó�ç)Áëãüñéèìïò 6.1 �åíéêü ó÷Þìá Üðëçó�ïõ (greedy) áëãüñéèìïõfun
tion Greedy (a:set of elements) : solution;varx:item;beginsolution:=empty;for all elements of a dobegin(∗ ÷ñÞóç �ùí êáíüíùí âåë�éó�ïðïßçóçò ∗)x:=OptSele
tRemove(a);(∗ Ýëåã÷ïò áí ðëçñïýí�áé ïé ðåñéïñéóìïß ∗)if feasible(solution+{x}) then solution:=solution+{x}(∗ ç ëýóç ìåãáëþíåé êáé åíçìåñþíå�áé ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç ∗)end;return(solution)endïõóßá �çò ìåèüäïõ.6.2 ÂÝë�éó�ç áðïèÞêåõóç, optimal storingÓ�ï ðñüâëçìá �çò âÝë�éó�çò áðïèÞêåõóçò Ý÷ïõìå ìéá ìáãíç�éêÞ �áéíßáìÞêïõò L êáé n áñ÷åßá ãéá íá �á áðïèçêåýóïõìå. Ôï áñ÷åßï i Ý÷åé ìÞêïò liêáé éó÷ýåé ü�é n
∑i=1

li ≤ L(äçëáäÞ ÷ùñÜíå üëá �á áñ÷åßá ó�çí �áéíßá). Ìå tj óõìâïëßæïõìå �ï ÷ñüíïðïõ ÷ñåéÜæå�áé ãéá íá ðñïóðåëÜóïõìå �ï áñ÷åßï ij áðü �çí áðïèçêåõìÝíçìå�Üèåóç �ùí áñ÷åßùí �çí ïðïßá óõìâïëßæïõìå ìå P : i1; i2; : : : ; in. Éó÷ýåé ü�étj ∼ j
∑k=1

likäçëáäÞ ü�é ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ãéá íá ðñïóðåëÜóïõìå �ï ij áñ÷åßï åßíáéáíÜëïãïò �ïõ óõíïëéêïý ìÞêïõò �ùí áñ÷åßùí i1; : : : ; ij.Áí üëá �á áñ÷åßá áíáæç�ïýí�áé ìå �çí ßäéá ðåñßðïõ óõ÷íü�ç�á, �ü�å ïáíáìåíüìåíïò ìÝóïò ÷ñüíïò áíÜê�çóçò (mean retrieval time, MRT) åíüò



6.3 Ôï ðñüâëçìá �ïõ óáêéäßïõ, Knapsa
k Problem 79áñ÷åßïõ åßíáé: MRT =
1n n

∑j=1

tjÈÝëïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá ìå�Üèåóç áðïèÞêåõóçò �ùí áñ÷åßùí Ý�óéþó�å ï ìÝóïò ÷ñüíïò áíÜê�çóçò (MRT) íá ãßíåé åëÜ÷éó�ïò. Åëá÷éó�ïðïßçóç�ïõ MRT éóïäõíáìåß ìå åëá÷éó�ïðïßçóç �çò óõíÜñ�çóçòZ(P ) =

n
∑j=1

j
∑k=1

likÅßíáé öáíåñü ü�é Z(P ) = li1 + (li1 + li2) + · · · + (li1 + li2 + · · · + lin). ÇåöáñìïãÞ �çò Üðëçó�çò ìåèüäïõ åí�ïðßæå�áé ó�çí åðÝê�áóç �çò áêïëïõèßáòi1; i2; : : : ; is−1 Ý�óé þó�å íá åßíáé âÝë�éó�ï �ï Z(i1; i2; : : : ; is). Áõ�ü åðé�õã÷Üíå�áéáí ó�ï Þäç ó÷çìá�éóìÝíï ∑s−1k=1 lik �ï lis ðïõ èá ðñïó�åèåß åßíáé áõ�ü �ïõìéêñü�åñïõ áñ÷åßïõ áðü áõ�Ü ðïõ áðïìÝíïõí. Óõíåðþò �áîéíïìïýìå �á áñ÷åßáêá�Ü �ï ìÞêïò �ïõò êáé �á áðïèçêåýïõìå ó�çí �áéíßá ìå áýîïõóá äéÜ�áîçìÞêïõò.Èåþñçìá 6.2.1. Ç áðïèÞêåõóç �ùí áñ÷åßùí ìå áýîïõóá äéÜ�áîç ùò ðñïò �ïìÞêïò �ïõò åëá÷éó�ïðïéåß �çí ðïóü�ç�á Z(P ).Proof. ¸ó�ù ü�é ç âÝë�éó�ç äéÜ�áîç �ùí áñ÷åßùí, ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï Z(P ),äåí åßíáé áýîïõóá ùò ðñïò �ï ìÞêïò �ïõò. ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé êÜðïéï k �Ý�ïéïþó�å lik > lik+1
. Éó÷ýåé:Z(P ′) = nli1 + (n− 1)li2 + : : :+ (n− k + 1)lik + (n− k)lik+1

+ : : :+ linÅíáëëÜóóïõìå �éò èÝóåéò �ùí áñ÷åßùí ik êáé ik+1 êáé Ý÷ïõìå:Z(P ′) = nli1 + (n− 1)li2 + : : :+ (n− k + 1)lik+1
+ (n− k)lik + : : :+ linZ(P ′) = Z(P ) + lik+1

− lik < Z(P )Áõ�ü üìùò åßíáé áäýíá�ï áöïý �ï Z(P ) åßíáé åëÜ÷éó�ï. Ï ÷ñüíïò ðïõ÷ñåéÜæå�áé åßíáé O(n logn). ⊓⊔6.3 Ôï ðñüâëçìá �ïõ óáêéäßïõ, Knapsa
kProblemÔï ðñüâëçìá åßíáé �ï åîÞò: ¸÷ïõìå Ýíá óáêßäéï �ï ïðïßï ÷ùñÜåé áí�éêåßìåíáóõíïëéêïý âÜñïõò �ï ðïëý M , êáé n £óõíå÷Þ¤ áí�éêåßìåíá, áðü �á ïðïßá



80 ÊåöÜëáéï 6. Ç Ôå÷íéêÞ GREEDY (Üðëçó�ç)ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå Ýíá êëÜóìá �çò ðïóü�ç�Üò �ïõò. ÊÜèå áí�éêåßìåíï iÝ÷åé âÜñïò wi êáé êüó�ïò pi åíþ xi åßíáé �ï êëÜóìá �ïõ áí�éêåéìÝíïõ ðïõìðáßíåé ó�ï óáêßäéï. Áðáé�åß�áé öõóéêÜ pi > 0 êáé wi > 0, ãéá üëá �á i.Ï ó�ü÷ïò åßíáé íá ãåìßóïõìå �ï óáêßäéï ìå �Ý�ïéåò ðïóü�ç�åò Ý�óé þó�å íáðå�ý÷ïõìå �ï ìÝãéó�ï êüó�ïò.Ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ ðñÝðåé íá ìåãéó�ïðïéçèåß åßíáé áõ�Þ �ïõïëéêïý êüó�ïõò �ïõ óáêéäßïõ, äçëáäÞ �ïõ ∑n pixi. Åßíáé óáöÝò ü�é ðñÝðåé íáéêáíïðïéïýí�áé êáé ïé ðåñéïñéóìïß:
{ ∑n wixi ≤M

0 ≤ xi ≤ 1pi > 0 ∧ wi > 0

• �åñßð�ùóç 1: Éó÷ýåé ü�é ∑ni=1wi ≤ M .Ôü�å �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí ðáñáêÜ�ù ðñïöáíÞ ëýóç: �éá êÜèå áí�éêåßìåíïi èÝ�ïõìå xi = 1, ðáßñíïõìå äçëáäÞ üëåò �éò ðïóü�ç�åò üëùí �ùíáí�éêåéìÝíùí. Åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò ü�é ç ëýóç áõ�Þ åßíáé âÝë�éó�ç.
• �åñßð�ùóç 2: Éó÷ýåé ü�é ∑ni=1wi > M .Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ æç�Üìå �ç âÝë�éó�ç åöéê�Þ ëýóç ãéá �çí ïðïßáìåãéó�ïðïéåß�áé �ï ∑ pixi êáé éó÷ýåé ü�é ∑wixi = M . Ôáîéíïìïýìåëïéðüí �á áí�éêåßìåíá ùò ðñïò �ï êëÜóìá piwi êá�Ü öèßíïõóá äéÜ�áîçêáé óýìöùíá ìå áõ�Þ �ïðïèå�ïýìå �á áí�éêåßìåíá ó�ï óáêßäéï. ¼�áíäåí ÷ùñÜåé ïëüêëçñç ç ðïóü�ç�á åíüò áí�éêåéìÝíïõ åðéëÝãïõìå �Ý�ïéïxi Ý�óé þó�å ∑wixi = M .Ï áëãüñéèìïò áõ�üò Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á O(n logn) êáé éó÷ýåé �ï åîÞò:Èåþñçìá 6.3.1. Ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ãéá �ï ðñüâëçìá �ïõ óáêéäßïõ äßíåé�ç âÝë�éó�ç ëýóç.Proof. ¸ó�ù ü�é ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò äßíåé �çí ðáñáêÜ�ù ëýóç:

1 2 : : : k : : : np1w1

p2w2
: : : pkwk : : : pnwnx1 x2 : : : xk : : : xnêáé Ýó�ù ü�é ìéá âÝë�éó�ç ëýóç åßíáé:

1 2 : : : k : : : np1w1

p2w2
: : : pkwk : : : pnwnx′1 x′2 : : : x′k : : : x′n
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ost spanning tree 81¸ó�ù åëÜ÷éó�ï k �Ý�ïéï þó�å xi = x′i; ∀i < k êáé xk 6= x′k . Éó÷ýïõí:n
∑i=1

xiwi =
n

∑i=1

x′iwi = M ⇒ n
∑i=k xiwi =

n
∑i=k x′iwi(= M − k−1

∑i=1

xiwi) (6.1)(á) xk < x′k. Áí xk = 1 �ü�å èá Ýðñåðå x′k > 1 �ï ïðïßï åßíáé áäýíá�ï.Áí xk < 1, óçìáßíåé ü�é ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò äåí ðÞñå ïëüêëçñï �ïáí�éêåßìåíï äéü�é äåí ÷ùñïýóå ó�ï óÜêï êáé ìÜëéó�á ðÞñå �ï ìåãáëý�åñïäõíá�ü xk þó�å íá ãåìßóåé ï óÜêïò. ¢ñá äåí ìðïñåß xk < x′k.(â) xk > x′k. Áðü �ç ó÷Ýóç 6.1 Ý÷ïõìå:n
∑i=k+1

(x′i−xi)wi = (xk− x′k)wk ⇒ n
∑i=k+1

(x′i− xi)wi pkwk = (xk−x′k)wk pkwkÔá piwi åßíáé óå öèßíïõóá äéÜ�áîç êáé óõíåðþò éó÷ýåé pkwk ≥ piwi ; ∀i > k.Óõíåðþò n
∑i=k+1

(x′i − xi)wi pkwk ≥ n
∑i=k+1

(x′i − xi)piÄçëáäÞ
(xk − x′k)pk ≥ n

∑i=k+1

(x′i − xi)pi ⇒∑ni=k xipi ≥∑ni=k x′ipi
⇒∑ni=1 xipi ≥∑ni=1 x′ipiêáé åðåéäÞ ∑ni=1 x′ipi = MAXIMUM , ó�çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç éó÷ýåé çéóü�ç�á. ÄçëáäÞ ç ëýóç ðïõ ìáò äßíåé ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò åßíáéåðßóçò âÝë�éó�ç.

⊓⊔6.4 Åëá÷ßó�ïõ êüó�ïõò óõíäå�éêü äÝí�ñï,minimum 
ost spanning treeÓ�ï ðñüâëçìá áõ�ü Ý÷ïõìå Ýíá óõíåê�éêü ãñÜöï G(V;E) êáé Ýíá ðßíáêáêüó�ïõò 
|V |×|V | Ý�óé þó�å ãéá êÜèå ðëåõñÜ (u; v) ∈ E íá õðÜñ÷åé �ï áí�ßó�ïé÷ï(âÜñïò) êüó�ïò 
[v; u] > 0. Æç�Üìå Ýíá äÝí�ñï T (V ′; E ′) ãéá �ï ïðïßï éó÷ýåé:






V ′ = VE ′ ⊆ E
∑

(u;v)∈E′ 
[u; v] = MINIMUM



82 ÊåöÜëáéï 6. Ç Ôå÷íéêÞ GREEDY (Üðëçó�ç)äçëáäÞ Ýíá äÝí�ñï ðïõ óõíäÝåé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ V êáé �ï óõíïëéêü êüó�ïò�ùí ðëåõñþí �ïõ åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï äõíá�ü. Ôï äÝí�ñï áõ�ü ëÝãå�áé åëá÷ßó�ïõêüó�ïõò óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ ãñÜöïõ G (ó÷Þìá 6.1).
1 2

3 4 5

6 7

1 74 2 31 63 5 6 26
1 2

3 4 5

6 7

1213 6 2Ó÷Þìá 6.1: Ï ãñÜöïò G êáé Ýíá åëá÷ßó�ïõ êüó�ïõò óõíäå�éêü äÝíäñï áõ�ïýÔá åëÜ÷éó�á óõíäå�éêÜ äÝí�ñá âñßóêïõí åöáñìïãÞ ó�ï ó÷åäéáóìü �çëåðéêïéíùíéáêþíäéê�ýùí. Ïé êüìâïé �ïõ ãñÜöïõ áíáðáñéó�ïýí ðüëåéò êáé ïé áêìÝò áíáðáñéó�ïýíðéèáíïýò �çëåðéêïéíùíéáêïýò óõíäÝóìïõò ìå�áîý �ùí ðüëåùí. Ôï êüó�ïòêÜèå áêìÞò åßíáé �ï êüó�ïò êá�áóêåõÞò �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ óõíäÝóìïõ ãéá �ï�åëéêü äßê�õï. Ôï åëÜ÷éó�ï óõíäå�éêü äÝí�ñï áíáðáñéó�Ü Ýíá �çëåðéêïéíùíéáêüäßê�õï ðïõ åíþíåé üëåò �éò ðüëåéò êáé Ý÷åé �ï åëÜ÷éó�ï êüó�ïò êá�áóêåõÞò.Ç Üðëçó�ç ìÝèïäïò áñ÷ßæåé ìå �çí êåíÞ ëýóç êáé êá�áóêåõÜæåé �ï äÝí�ñïðëåõñÜ-ðëåõñÜ (edge-by-edge) áêïëïõèþí�áò åß�å �ï êñé�Þñéï �ïõ Prim åß�å�ï êñé�Þñéï �ïõ Kruskal, åß�å Üëëá êñé�Þñéá.Êñé�Þñéï �ïõ Prim: ÄéáëÝãïõìå êÜèå öïñÜ �çí ðëåõñÜ ðïõ Ý÷åé �ï åëÜ÷éó�ïêüó�ïò Ý�óé þó�å ï íÝïò õðïãñÜöïò íá ðáñáìÝíåé äÝí�ñï. Ç õëïðïßçóç ðïõ÷ñçóéìïðïéåß áõ�ü �ï êñé�Þñéï öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 6.2 åíþ ó�ï ó÷Þìá 6.2öáßíå�áé ç áêïëïõèßá �ùí ðëåõñþí ðïõ ðñïó�ßèåí�áé ó�ï åëÜ÷éó�ï óõíäå�éêüäÝí�ñï ìÝ÷ñé áõ�ü íá ðÜñåé �çí �åëéêÞ ìïñöÞ �ïõ.Êñé�Þñéï �ïõ Kruskal: ÄéáëÝãïõìå êÜèå öïñÜ �çí ðëåõñÜ åëá÷ßó�ïõ êüó�ïõòÝ�óé þó�å ï íÝïò õðïãñÜöïò íá ìçí Ý÷åé êýêëïõò. Ó÷çìá�ßæïõìå Ý�óé ÝíáäÜóïò �ï ïðïßï �åëéêÜ ãßíå�áé äÝí�ñï. Ç õëïðïßçóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß áõ�ü �ïêñé�Þñéï öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 6.3 åíþ ó�ï ó÷Þìá 6.3 öáßíå�áé ç áêïëïõèßá�ùí ðëåõñþí ðïõ ðñïó�ßèåí�áé ó�ï åëÜ÷éó�ï óõíäå�éêü äÝí�ñï ìÝ÷ñé áõ�ü íáðÜñåé �çí �åëéêÞ ìïñöÞ �ïõ.
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Áëãüñéèìïò 6.2 ¢ðëçó�ç ìÝèïäïò åýñåóçò åëá÷ßó�ïõ êüó�ïõò óõíäå�éêïýäÝí�ñïõ (minimum 
ost spanning tree) ìå �ï êñé�Þñéï �ïõ Primpro
edure Prim (E: set of edges;
ost: array[1..n,1..n℄ of real;var tree: array[1..n−1℄ of edges;var min
ost : real);var DistFromTree:array[1..n℄ of real;Edge:array[1..n℄ of edges; i,j,k,l : integer;(∗ Ôï DistFromTree[i℄ ðåñéÝ÷åé �ï åëÜ÷éó�ï áðü �á êüó�ç �ùí ðëåõñþíðïõ óõíäÝïõí �ïí êüìâï i ìå �ï ìÝ÷ñé ó�éãìÞò êá�áóêåõáóìÝíïóõíäå�éêü äÝí�ñï êáé �ï Edge[i℄ ðåñéÝ÷åé �çí ðëåõñÜ ìå áõ�ü�ï êüó�ïò ∗)begintree[1℄:=(k,l); min
ost:=
ost[k,l℄; (∗ (k,l)= edge with minimum 
ost ∗)for i:=1 to n dobegin DistFromTree[i℄:=min(
ost[k,i℄,
ost[l,i℄); update Edge[i℄ end;for i:=2 to n−1 dobeginsele
t j su
h that DistFromTree[j℄ is minimum but<>0;tree[i℄:=Edge[j℄; min
ost:=min
ost+DistFromTree[j℄;DistFromTree[j℄:=0;for k:=1 to n do begin update DistFromTree[k℄; update Edge[k℄ endendend
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1 2

3 4 5

6 7

1 74 2 31 63 5 6 26
1 2

3 4 5

6 7

1 74 2 31 63 5 6 26
1 2

3 4 5

6 7

1 74 2 31 63 5 6 26
1 2

3 4 5

6 7

1 74 2 31 63 5 6 26
1 2

3 4 5

6 7

1 74 2 31 63 5 6 26
1 2

3 4 5

6 7

1 74 2 31 63 5 6 26Ó÷Þìá 6.2: ÅöáñìïãÞ �ïõ êñé�çñßïõ �ïõ Prim ãéá �çí åýñåóç åëá÷ßó�ïõêüó�ïõò óõíäå�éêïý äÝíäñïõ
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1 2

3 4 5

6 7

1 74 2 31 63 5 6 26
1 2

3 4 5
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86 ÊåöÜëáéï 6. Ç Ôå÷íéêÞ GREEDY (Üðëçó�ç)Áëãüñéèìïò 6.3 ¢ðëçó�ç ìÝèïäïò åýñåóçò åëá÷ßó�ïõ êüó�ïõò óõíäå�éêïýäÝí�ñïõ (minimum 
ost spanning tree) ìå �ï êñé�Þñéï �ïõ Kruskalpro
edure Kruskal (...);(∗èåùñåß áêìÝò �áîéíïìçìÝíåò êá�Ü âÜñïò, áñêåß üìùò íá åßíáé óå heap∗)beginforest:=empty;while |forest| < n−1 dobeginsele
t Min Cost edge (u,w) and delete it from E;if (u,w) does not 
reate a 
y
le in forest thenadd it to forestelse dis
ard itendendÁí n = |V | êáé e = |E| �ü�å ï áëãüñéèìïò 6.2 (ìå �ï êñé�Þñéï �ïõ Prim)Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á O(n2) åíþ ï áëãüñéèìïò 6.3 (ìå �ï êñé�Þñéï �ïõ Kruskal)Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á O(e log e). �éá óõíåê�éêïýò ãñÜöïõò éó÷ýåé:n− 1 ≤ e ≤ n(n− 1)

2ÂëÝðïõìå ëïéðüí ü�é ï áëãüñéèìïò �ïõ Kruskal Ý÷åé êáëý�åñç áðüäïóç ó�ïõòáñáéïýò (sparse) ãñÜöïõò üðïõ ç ðïëõðëïêü�ç�Ü �ïõ åßíáé O(n logn), óåáí�ßèåóç ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ Prim ðïõ Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á O(n2).Èåþñçìá 6.4.1. Ç ëýóç ðïõ äßíåé ï áëãüñéèìïò �ïõ Kruskal ó�ï ðñüâëçìá�ïõ óõíäå�éêïý äÝí�ñïõ åßíáé ç âÝë�éó�ç.Proof. ¸ó�ù a1; a2; : : : ; an ïé áêìÝò óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò ó�ï äÝí�ñïK, �ï ïðïßï ðñïêýð�åé áðü �ïí áëãüñéèìï �ïõ Kruskal. ¸ó�ù b1; b2; : : : ; bnïé áêìÝò óå áýîïõóá óåéñÜ âÜñïõò ó�ï äÝí�ñï T �ï ïðïßï åßíáé �ï âÝë�éó�ïóõíäå�éêü äÝí�ñï åëá÷éó�ïý êüó�ïõò. ¸ó�ù ü�é �á äýï äÝí�ñá äåí �áõ�ßæïí�áé,äçëáäÞ ü�é õðÜñ÷åé i ãéá �ï ïðïßï ai 6= bi. ¸ó�ù k �ï åëÜ÷éó�ï �Ý�ïéï i,äçëáäÞ:
{ aj = bj; ∀j < kak 6= bk�åñßð�ùóç 1: Ôï êüó�ïò �çò ak åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï êüó�ïò �çò bk.Ôü�å ó�ï k−ïó�ü âÞìá ï áëãüñéèìïò èá ðñï�éìïýóå �çí ðëåõñÜ bk áðü �çíðëåõñÜ ak, äéü�é, áöïý �ï ìÝ÷ñé ó�éãìÞò äÝí�ñï åßíáé �ï ßäéï äåí ó÷çìá�ßæå�áéêýêëïò ïý�å ìå �ï bk. ¢�ïðï.
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bk TK T ′ak bl

Ó÷Þìá 6.4: �éá �çí áðüäåéîç ïñèü�ç�áò áëãïñßèìïõ Kruskal�åñßð�ùóç 2: Ôï êüó�ïò �çò ak åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï áðü �ï êüó�ïò �çòbk. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ðñïóèÝ�ïõìå ó�ï äÝí�ñï T �çí áêìÞ ak êé Ý�óéó÷çìá�ßæå�áé Ýíáò êýêëïò. Ï êýêëïò áõ�üò ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìéá áêìÞ bl ìål ≥ k ç ïðïßá äåí áíÞêåé ó�ï äÝí�ñï K, áëëéþò ï êýêëïò èá õðÞñ÷å ó�ï äÝí�ñïK. Åßíáé öáíåñü ü�é �ï êüó�ïò �çò bl åßíáé ìåãáëý�åñï Þ ßóï áðü �ï êüó�ïò �çòak, äéü�é ï áëãüñéèìïò Kruskal ðñï�ßìçóå �çí ak áðü �çí bl. Áí áöáéñÝóïõìåáðü �ï T ′ (âëÝðå ó÷Þìá 6.4) �çí bl �ü�å ðñïêýð�åé Ýíá äÝí�ñï ìå ìéêñü�åñïÞ ßóï âÜñïò áðü �ï åëÜ÷éó�ï. Áí �ï âÜñïò åßíáé ìéêñü�åñï Ý÷ïõìå êá�áëÞîåéóå Ü�ïðï. Áí åßíáé ßóï �ü�å åðáíáëáìâÜíïõìå �çí ßäéá äéáäéêáóßá Ý÷ïí�áò�þñá Ýíá âÝë�éó�ï äÝí�ñï ãéá �ï ïðïßï �ï k åßíáé ìåãáëý�åñï. Ìå�Ü áðü Ýíáíáñéèìü åðáíáëÞøåùí Þ êá�áëÞãïõìå óå Ü�ïðï, Þ �á äÝí�ñá �áõ�ßæïí�áé. ⊓⊔Åê�üò áðü �ïõò áëãüñéèìïõò Prim êáéKruskal õðÜñ÷ïõí êáé Üëëïé áëãüñéèìïéãéá åýñåóç óõíäå�éêïý äÝí�ñïõ åëá÷ßó�ïõ êüó�ïõò, üðùò ï áëãüñéèìïò �ïõYao O(e log(log n)), ï ïðïßïò áñ÷ßæåé äÝí�ñá ðáñÜëëçëá óå êÜèå êüìâï êáé�á óõíäÝåé ó�éò åðüìåíåò öÜóåéò. Ï áñéèìüò �ùí åíáðïìåéíÜí�ùí äÝí�ñùíõðïäéðëáóéÜæå�áé óå êÜèå öÜóç.6.5 Ôï ðñüâëçìá �ùí óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí,single sour
e shortest paths problemÌáò äßíå�áé Ýíáò êá�åõèõíüìåíïò ãñÜöïò ìå (èå�éêÜ) âÜñç êáé Ýíáò êüìâïò�ïõ óáí ðçãÞ (sour
e). Æç�Üìå íá âñïýìå �á óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá áðü �çíðçãÞ ðñïò üëåò �éò Üëëåò êïñõöÝò �ïõ ãñÜöïõ. Ôï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò �ïõóõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý áðü �çí ðçãÞ ðñïò Ýíá óõãêåêñéìÝíï êüìâï �ïõãñÜöïõ åßíáé åîßóïõ äýóêïëï.Ï áëãüñéèìïò ðïõ èá ðåñéãñÜøïõìå ó�çñßæå�áé ó�ç ìÝèïäï ðïõ áíáð�ý÷èçêåáðü �ïí Dijkstra (1959). Áñéèìïýìå �éò êïñõöÝò �ïõ ãñÜöïõ êáé óáí ðçãÞëáìâÜíïõìå �çí êïñõöÞ 1. ¸ó�ù V �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí �ïõ ãñÜöïõêáé S �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí ãéá �éò ïðïßåò �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü



88 ÊåöÜëáéï 6. Ç Ôå÷íéêÞ GREEDY (Üðëçó�ç)�çí ðçãÞ åßíáé Þäç ãíùó�ü. ×ñçóéìïðïéïýìå �ïõò ðßíáêåò C;D; P . ÌåC[i; j] óõìâïëßæïõìå �ï êüó�ïò ìå�Üâáóçò áðü �çí êïñõöÞ i ó�çí êïñõöÞj, äçëáäÞ �ï êüó�ïò ìå�Üâáóçò �çò ðëåõñÜò i → j. Áí ç ðëåõñÜ i → jäåí õðÜñ÷åé, �ü�å C[i; j] = ∞, äçëáäÞ ìéá �éìÞ ìåãáëý�åñç áðü ïðïéïäÞðï�åðñáãìá�éêü êüó�ïò. Ôï D[v] ðåñéÝ÷åé óå êÜèå âÞìá �ï êüó�ïò �ïõ �ñÝ÷ïí�ïòóõí�ïìü�åñïõ áðü �çí ðçãÞ ó�ïí êüìâï v, åíþ �ï P [v] ðåñéÝ÷åé �çí áìÝóùòðñïçãïýìåíç êïñõöÞ áðü �çí v ó�ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é. Ï áëãüñéèìïòîåêéíÜåé ìå S = 1 êáé ðñï÷ùñÜåé óå âÞìá�á êá�Ü �á ïðïßá åðéëÝãåé ìéá êïñõöÞw Ý�óé þó�å �ï D[w] íá åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï. Ó�ç óõíÝ÷åéá, áöáéñåß �çí êïñõöÞw áðü �ï V êáé �çí ðñïóèÝ�åé ó�ï S. ¸ðåé�á åðáíáûðïëïãßæåé �ïí ðßíáêá Dãéá êÜèå êïñõöÞ v ðïõ áíÞêåé ó�ï V − S ùò åîÞò:D[v] := min(D[v]; D[w] + C[w; v])Áí éó÷ýåé ü�é D[v] > D[w] + C[w; v] �ü�å èÝ�åé P [v] = w. Ï áëãüñéèìïòó�áìá�Ü ü�áí V − S = ∅. Ç õëïðïßçóç �çò ìåèüäïõ �ïõ Dijkstra öáßíå�áéó�ïí áëãüñéèìï 6.4.Áëãüñéèìïò 6.4 Åýñåóç óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí (single sour
e shortestpaths) ìå �ç ìÝèïäï �ïõ Dijkstrapro
edure Dijkstra;begin (∗ Áñ÷éêïðïßçóç ∗)S := {1};for i:=2 to n do begin D[i℄:=
ost[1,i℄; P[i℄:=1 end;for i:=2 to n−1 dobeginSele
t w from V − S su
h that D[w℄ is minimum;S := S + {w};for all v in V − S dobeginif D[v℄ > D[w℄ + C[w,v℄ thenbeginP[v℄ := w; D[v℄ := D[w℄ + C[w,v℄endendendendÁðü �ïí áëãüñéèìï 6.4 öáßíå�áé ü�é áñ÷éêÜ �ï óýíïëï V − S Ý÷åé n − 1ó�ïé÷åßá Üñá ãéá íá âñåèåß �ï åëÜ÷éó�ï èá ðñÝðåé íá ãßíïõí n− 2 óõãêñßóåéò.



6.5 Ôï ðñüâëçìá �ùí óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí 89Áêïëïýèùò to V −S èá Ý÷åé n−2 ó�ïé÷åßá Üñá èá ÷ñåéÜæïí�áé n−3 óõãêñßóåéòê.ï.ê. ÓõíïëéêÜ ëïéðüí ïé óõãêñßóåéò åßíáé:n−2
∑i=1

i =
(n− 1)(n− 2)

2
= O(n2)�áñÜäåéãìá 6.5.1. ¸ó�ù ü�é ìáò äßíå�áé ï ãñÜöïò ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 6.5.Ç åê�Ýëåóç �ïõ áëãïñßèìïõ öáßíå�áé ó�ïí ðßíáêá 6.1. �éá íá �õðþóïõìå �ïóõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü Ýíá êüìâï óå Ýíá Üëëï áíé÷íåýïõìå �ïõò ðñïêá�ü÷ïõò�ïõ �åëåõ�áßïõ êüìâïõ ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí ðßíáêá P . Áí ãéá ðáñÜäåéãìáèÝëïõìå �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï 1 ó�ïí êüìâï 5 âëÝðïõìåü�é P [5] = 3, äçëáäÞ ï 3 åßíáé ï ðñïêÜ�ï÷ïò �ïõ 5, P [3] = 4 äçëáäÞ ï 4 åßíáéðñïêÜ�ï÷ïò �ïõ 4. ¢ñá �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï 1 ó�ïí 5åßíáé �ï 1→ 4→ 3→ 5.

1 6

2 5

3 4

1010 703050 10
20 60Ó÷Þìá 6.5: Êá�åõèõíüìåíïò ãñÜöïò ìå âÜñç

D PÂÞìá S w 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6- {1} - 10 ∞ 30 ∞ 10 1 1 1 1 12 {1,2} 2 60 30 ∞ 10 23 {1,2,6} 6 60 30 80 64 {1,2,6,4} 4 50 80 45 {1,2,6,4,3} 3 60 36 {1,2,6,4,3,5} 5Table 6.1: ÅöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ �ïõ Dijkstra ãéá �ï ãñÜöï G
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ÊåöÜëáéï 7Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò(DYNAMIC PROGRAMMING)
7.1 �åíéêÜÏ äõíáìéêüò ðñïãñáììá�éóìüò åßíáé ìéá ãåíßêåõóç �çò Üðëçó�çò (greedy)ìåèüäïõ. ×ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �çí åðßëõóç ðñïâëçìÜ�ùí, �ùí ïðïßùí ç ëýóçìðïñåß íá èåùñçèåß óáí ìéá áêïëïõèßá áðïöÜóåùí. Ôá ðñïâëÞìá�á åßíáéóõíÞèùò ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò, óõíåðþò áíáæç�Üìå �çí áêïëïõèßá �ùíáðïöÜóåùí ðïõ �åëéêÜ äßíåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç. Ó' áõ�Þ �çí áëõóßäá �ùíáðïöÜóåùí ïé ðëçñïöïñßåò ðïõ ëáìâÜíïí�áé õðüøç åßíáé £�ïðéêÝò¤, ðåñéãñÜöïõíäçëáäÞ �çí êá�Üó�áóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò üðùò áõ�Þ Ý÷åé äéáìïñöùèåß ìå�Ü�ç ëÞøç �çò �åëåõ�áßáò áðüöáóçò. Óå ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á ïé áðïöÜóåéò ðïõåîáñ�þí�áé ìüíï áðü �ïðéêÝò ðëçñïöïñßåò ïäçãïýí ðÜí�á óå ìéá âÝë�éó�çóåéñÜ áðïöÜóåùí, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá �á ðñïâëÞìá�á ðïõ ëýíïí�áé ìå �çí�å÷íéêÞ greedy. Óå Üëëá ðñïâëÞìá�á üìùò áõ�ü äåí éó÷ýåé. Èá Ýðñåðå ëïéðüíêáíåßò íá äçìéïõñãÞóåé üëåò �éò óåéñÝò áðïöÜóåùí, íá �éò äïêéìÜóåé êáé íáåðéëÝîåé �çí êáëý�åñç. Ç �å÷íéêÞ �ïõ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý åðåìâáßíåéáêñéâþò åäþ, áðïêëåßïí�áò óåéñÝò áðïöÜóåùí, ÷áñáê�çñßæïí�Üò �éò ùò ìçâÝë�éó�åò. ¸�óé áõ�Ýò ïé óåéñÝò áðïöÜóåùí äåí äïêéìÜæïí�áé.Ç áñ÷Þ ðÜíù ó�çí ïðïßá âáóßæå�áé ï äõíáìéêüò ðñïãñáììá�éóìüò åßíáé çáñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò (prin
iple of optimality):£ÏðïéáäÞðï�å õðáêïëïõèßá �çò âÝë�éó�çò áêïëïõèßáò áðïöÜóåùíåßíáé åðßóçò âÝë�éó�ç ãéá �ï õðïðñüâëçìá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çóõãêåêñéìÝíç õðáêïëïõèßá¤�áñÜäåéãìá 7.1.1. ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå Ýíá ãñÜöï êáé �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é91



92ÊåöÜëáéï 7. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò (DYNAMIC PROGRAMMING)áðü �ïí êüìâï u ó�ïí êüìâï w:u→ w : u; u1; u2; : : : ; uk−1; uk; : : : ; wÔü�å åßíáé óáöÝò ü�é ç ëýóç u2; : : : ; uk−1; uk åßíáé ç âÝë�éó�ç ãéá �ï ðñüâëçìáðïõ æç�Ü �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï u2 ó�ïí uk (u2 → uk).Ç åöáñìïãÞ �çò áñ÷Þò �çò âåë�éó�ü�ç�áò ó�á ðñïâëÞìá�á äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïýïäçãåß óå ó÷åäéáóìü áëãïñßèìùí ðïõ åêöñÜæïí�áé óáí áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò.Ï �ñüðïò ðïõ ïñßæå�áé ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç åßíáé åß�å £ðñïò �á åìðñüò¤ (for-ward approa
h) åß�å £ðñïò �á ðßóù¤ (ba
kward approa
h). Áõ�ü óçìáßíåé ü�éãéá íá åêöñÜóïõìå ìéá áðüöáóç xi áðü �ç âÝë�éó�ç óåéñÜ x1; x2; : : : ; xn åß�åèá �çí åêöñÜóïõìå ìå �çí âïÞèåéá �ùí xi+1; : : : ; xn (£ðñïò �á åìðñüò¤) åß�åìå �ç âïÞèåéá �ùí x1; x2; : : : ; xi−1 (£ðñïò �á ðßóù¤).�áñÜäåéãìá 7.1.2. Ó�ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí£ðñïò �á åìðñüò¤ ïñéóìü �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò Ý÷ïõìå:MinPathCostu→w = min
∀k adja
ent to u(Cost(u; k) +MinPathCostk→w)åíþ ìå �ïí £ðñïò �á ðßóù¤ ïñéóìü Ý÷ïõìå:MinPathCostu→w = min
∀k adja
ent to w(MinPathCostu→k + Cost(k; w))7.2 Åýñåóç óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí óå ãñÜöï:áëãüñéèìïò Bellman-FordÌéá åöáñìïãÞ �çò ba
kward approa
h åßíáé êáé ï ðáñáêÜ�ù áëãüñéèìïòðïõ âñßóêåé �á óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá áðü Ýíáí êüìâï óå üëïõò �ïõò Üëëïõòêüìâïõò �ïõ ãñÜöïõ.Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìå åðáãùãÞ ü�é ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç �ïõ ó�áäßïõ(stage) k, ãéá êÜèå êüìâï v (ðïõ âñßóêå�áé óå áðüó�áóç �ï ðïëý k áêìþí áðü�ïí áñ÷éêü) �ï D[v] ðåñéÝ÷åé �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý áðü �ïí

1 ó�ïí v ðïõ Ý÷åé �ï ðïëý k áêìÝò êáé �ï P [v] ðåñéÝ÷åé �ïí ðñïçãïýìåíï êüìâïó�ï ìïíïðÜ�é áõ�ü. ÅðïìÝíùò, ìå�Ü áðü |V | − 1 ó�Üäéá èá Ý÷åé õðïëïãéó�åß�ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï 1 óå êÜèå êüìâï �ïõ ãñÜöïõ. Çðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé Ï(|V ||E|).�áñá�Þñçóç: óå áí�ßèåóç ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ Dijkstra, ï áëãüñéèìïòäïõëåýåé óùó�Ü áêüìç êáé áí õðÜñ÷ïõí áêìÝò áñíç�éêïý âÜñïõò, áñêåß íá ìçíõðÜñ÷ïõí êýêëïé áñíç�éêïý âÜñïõò. Áêüìç üìùò êáé áí õðÜñ÷ïõí �Ý�ïéïéêýêëïé ìðïñåß íá �ïõò åí�ïðßæåé ìå åê�Ýëåóç åíüò åðéðëÝïí ó�áäßïõ (¢óêçóç:âñåß�å �é áêñéâþò ðñÝðåé íá êÜíåé ï áëãüñéèìïò óå áõ�ü �ï ðñüóèå�ï ó�Üäéï).



7.3 Ôï ðñüâëçìá �ïõ óáêéäßïõ ìå �éò áêÝñáéåò ðïóü�ç�åò 93Áëãüñéèìïò 7.1 Åýñåóç óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí (single sour
e shortestpaths) ìå �ç ìåèüäï Bellman-FordD[1] := 0; (∗ ï áñ÷éêüò êüìâïò ∗)for i := 2 to |V | do D[i] :=∞;for stage := 1 to |V | − 1 dofor all edges (w; v) ∈ E doif D[v] > D[w] + C[w; v] thenbeginP [v] := w;D[v] := D[w] + C[w; v]end7.3 Ôï ðñüâëçìá �ïõ óáêéäßïõ ìå �éò áêÝñáéåòðïóü�ç�åò (Dis
rete Knapsa
k Problem)¸ó�ù ìéá óõëëïãÞ áí�éêåéìÝíùí U = {u1; u2; : : : ; un}. �éá êÜèå áí�éêåßìåíïu ∈ U åßíáé ïñéóìÝíïé äýï èå�éêïß áêÝñáéïé, Ýíá âÜñïò w êáé Ýíá êÝñäïò p.Äßíå�áé åðßóçò êáé Ýíáò èå�éêüò áêÝñáéïò M . Æç�Üìå �ç âÝë�éó�ç áêïëïõèßááðïöÜóåùí x1; x2; : : : ; xn ìå xi ∈ {0; 1}, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á u1; u2; : : : ; unÝ�óé þó�å:
{ ∑wixi ≤ M

∑ pixi = MAXIMUMÌå Üëëá ëüãéá, èÝëïõìå íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ï êÝñäïò �ïõ óáêéäßïõðáßñíïí�áò (xi = 1) Þ ü÷é (xi = 0) �ï êÜèå áí�éêåßìåíï ui.Åßíáé öáíåñü ü�é éó÷ýåé ç áñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò ãéá�ß, ãéá ðáñÜäåéãìá,Ýíá �åëéêü �ìÞìá xi; : : : ; xn �çò âÝë�éó�çò áêïëïõèßáò x1; : : : ; xn åßíáé âÝë�éó�ïãéá �ï õðïðñüâëçìá ìå �ïí áí�ßó�ïé÷ï èå�éêü áêÝñáéï M ′ = M −∑i−1k=1wkxk.×ñçóéìïðïéïýìå �ï óõìâïëéóìüKnap(X; Y )

{ X : �ï óýíïëï �ùí äåéê�þí �ïõ uY : ï åêÜó�ï�å èå�éêüò Mãéá íá óõìâïëßóïõìå �á äéÜöïñá ó�éãìéü�õðá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. (Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå�ïí ßäéï óõìâïëéóìü êáé ãéá �ï êÝñäïò �çò âÝë�éó�çò ëýóçò åíüò ó�éãìéï�ýðïõ).Áí ç áêïëïõèßá x1; x2; : : : ; xn åßíáé ç âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï Knap(1::n;M)�ü�å áí ðÜñïõìå ïðïéïäÞðï�å �åëéêü �ìÞìá áõ�Þò �çò áêïëïõèßáò, Ýó�ù �ï



94ÊåöÜëáéï 7. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò (DYNAMIC PROGRAMMING)xi; : : : ; xn, �ï �ìÞìá áõ�ü åßíáé âÝë�éó�ï ãéá �ï ó�éãìéü�õðïKnap(i::n;M − i−1
∑k=1

wkxk):Áí�ßó�ïé÷á, ãéá Ýíá áñ÷éêü �ìÞìá �çò áêïëïõèßáò, Ýó�ù �ï x1; : : : ; xi Ý÷ïõìåü�é åßíáé âÝë�éó�ï ãéá �ïKnap(1::i;M − n
∑k=i+1

wkxk):Ç áíáäñïìéêÞ ëýóç ìðïñåß íá áêïëïõèÞóåé �éò ãíùó�Ýò êá�åõèýíóåéò (For-ward Approa
h):Knap(1::n;M) = max{0 +Knap(2::n;M); p1 +Knap(2::n;M − w1)}Þ (Ba
kward Approa
h):Knap(1::n;M) = max{0+Knap(1::n−1;M); pn+Knap(1::n−1;M −wn)}�åíéêü�åñá:Knap(1::i; X) = max{0 +Knap(1::i− 1; X); pi +Knap(1::i− 1; X − wi)}üðïõ
• 0+Knap(1::i−1; X), åßíáé �ï ìÝãéó�ï êÝñäïò ðïõ Ý÷ïõìå áí äåí ðÜñïõìå�ï ui áí�éêåßìåíï êáé
• pi + Knap(1::i − 1; X − wi), åßíáé �ï ìÝãéó�ï êÝñäïò ðïõ Ý÷ïõìå áíðÜñïõìå �ï ui áí�éêåßìåíï.�áñÜäåéãìá 7.3.1. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïõò óõìâïëéóìïýò ðïõ ïñßóáìå ðáñáðÜíùÝó�ù ü�é U = {u1; u2; u3};~w = (3; 5; 6) êáé ~p = (2; 3; 5). Íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá ãéá M=10.Óýìöùíá ìå �ç ãåíéêÞ ðñïóÝããéóç ðïõ áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå:Knap(1::3; X) = max{Knap(1::2; X); Knap(1::2; X − w3) + p3}Knap(1::2; X) = max{Knap(1::1; X); Knap(1::1; X − w2) + p2}Knap(1::2; X − w3) + p3 =

max{Knap(1::1; X − w3) + p3; Knap(1::1; X − w3 − w2) + p3 + p2}Áíáëýïí�áò �çí êÜèå ðåñßð�ùóç îå÷ùñéó�Ü, Ý÷ïõìå:
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XÓ÷Þìá 7.1: �ñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò (á) Knap(1::1; X) êáé (â) Knap(1::1; X −w2) + p2Ó�ï ó÷Þìá 7.1(á):Knap(1::1; X) =







áäýíá�ï, X < 0
0; 0 ≤ X < 3
2; 3 ≤ XÓ�ï ó÷Þìá 7.1(â):Knap(1::1; X − w2) + p2 =







áäýíá�ï, X < 5
3; 5 ≤ X < 8
5; 8 ≤ XÏé äýï ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò (ó÷Þìá 7.1) ìå�Ü �çí åðéêÜëõøÞ �ïõò äßíïõí�ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 7.2.Ïé ãñáöéêÝò ðáñáó�Üóåéò �ùí Ó÷çìÜ�ùí 7.2 êáé 7.3, ìå�Ü áðü �çí åðéêÜëõøÞ�ïõò äßíïõí �ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 7.4. Aðü �çíðáñÜó�áóç áõ�Þ ðñïêýð�åé ü�é ãéá M = 10 �ï ìÝãéó�ï êÝñäïò ðïõ ìðïñåß íáÝ÷åé �ï óáêßäéï åßíáé 7 êáé áõ�ü ãßíå�áé ðáßñíïí�áò �á áí�éêåßìåíá u1 êáé u3.7.3.1 Ç ìÝèïäïò �ïõ ðßíáêáÇ áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç �çò ba
kward approa
hKnap(1::i; X) = max{0 +Knap(1::i− 1; X); pi +Knap(1::i− 1; X − wi)}
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XÓ÷Þìá 7.2: Ôï ãñÜöçìá Knap(1::2; X) üðùò ðñïêýð�åé áðü �çí åðéêÜëõøç�ùí Knap(1::1; X) êáé Knap(1::1; X − w2) + p2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11
Knap(1::2; X − w3) + p3

XÓ÷Þìá 7.3: Ôï ãñÜöçìá Knap(1::2; X − w3) + p3ïäçãåß Üìåóá óå Ýíáí bottom-up áëãüñéèìï ãéá �çí åðßëõóç �ïõ Dis
reteKnapsa
k. Ï áëãüñéèìïò áõ�üò õðïëïãßæåé �éò �éìÝò Knap(1::i; X) ãéá üëá�á i êáé ãéá üëá �á × áñ÷ßæïí�áò áðü �á ìéêñü�åñá i êáé óõíå÷ßæïí�áò ðñïò �áìåãáëý�åñá. ÓõãêåêñéìÝíá, ìðïñïýìå íá ö�éÜîïõìå Ýíáí äéäéÜó�á�ï ðßíáêáÊ [0::n; 0::M ] ï ïðïßïò ó�ç èÝóç [i; X] ðåñéÝ÷åé �çí �éìÞ Knap[1::i; X], äçëáäÞ�ç ìÝãéó�ç óõíïëéêÞ áîßá ðïõ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ÷ñçóéìïðïéþí�áò ó�ïé÷åßááðü �ï {u1; : : : ; ui} ðïõ Ý÷ïõí óõíïëéêü âÜñïò �ï ðïëý X. Ç 0-ó�Þ ãñáììÞêáé ç 0-ó�Þ ó�Þëç áñ÷éêïðïéïýí�áé ìå 0, äçëáäÞ K[0; × ] = 0; 0 ≤ × ≤ Ì ,
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XÓ÷Þìá 7.4: Ôï ãñÜöçìá Knap(1::3; X) üðùò ðñïêýð�åé áðü �çí åðéêÜëõøç�ùí Knap(1::2; X) êáé Knap(1::2; X − w3) + p3êáé K[i; 0] = 0; 1 ≤ i ≤ n. Ï ðßíáêáò ãåìßæåé ãñáììÞ-ãñáììÞ, îåêéíþí�áòáðü i = 1. ÊÜèå ãñáììÞ �ïõ ðßíáêá õðïëïãßæå�áé áðü �çí ðñïçãïýìåíç âÜóåé�ïõ ðáñáêÜ�ù �ýðïõ:K[i; X] = max{K[i− 1; X]; pi +K[i− 1; X − wi]}üðïõ ï äåý�åñïò üñïò pi+K[i−1; X−wi] ëáìâÜíå�áé õð'üøç ìüíï áí × ≥ wi.Ï ðßíáêáò ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï �áñÜäåéãìá 7.3.1 åßíáé ï �ßíáêáò 7.1.i(u3) 3 0 0 0 2 2 3 5 5 5 7 7(u2) 2 0 0 0 2 2 3 3 3 5 5 5(u1) 1 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10XTable 7.1: �ßíáêáò åðßëõóçò Dis
rete Knapsa
kÇ �éìÞ �çò âÝë�éó�çò ëýóçò åßíáé ç �éìÞ �ïõ ðßíáêá ó�ç èÝóçK[n;M ]. Áðü�ïí ðßíáêá áõ�üí ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå �ç ëýóç êáèåáõ�Þ, äçëáäÞ íáâñïýìå �ï õðïóýíïëï �ùí ó�ïé÷åßùí ðïõ �ï ÜèñïéóìÜ �ùí áîéþí �ïõò éóïý�áéìå K[n;M ] êáé �ï Üèñïéóìá �ùí âáñþí �ïõò åßíáé ≤ M , åê�åëþí�áò �çíðáñáêÜ�ù äéáäéêáóßá ãéá �ï ðñüâëçìá Knap[1::n;M ].



98ÊåöÜëáéï 7. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò (DYNAMIC PROGRAMMING)Äéáäéêáóßá åýñåóçò âÝë�éó�çò ëýóçò ãéá �ï Knap[1::i; X] ìÝóù �ïõðßíáêáK: �áñá�çñÞó�å ü�é ç �éìÞ �çò âÝë�éó�çò ëýóçò ãéá ãéá �ï õðïðñüâëçìáKnap[1::i; X] åßíáé ç K[i; X]. �éá íá äïýìå áí �ï áí�éêåßìåíï ui óõììå�Ý÷åéó�ç âÝë�éó�ç ëýóç óõãêñßíïõìå �éò �éìÝò ó�éò èÝóåéò K[i; X] êáé K[i− 1; X]:áí áíK[i; X] > K[i−1; X] �ü�å ó�ç âÝë�éó�ç ëýóç óõììå�Ý÷åé ïðùóäÞðï�å �ïáí�éêåßìåíï ui, áëëéþò (áí äçëáäÞ K[i; X] = K[i−1; X]) �ï ui äåí óõììå�Ý÷åéó�ç âÝë�éó�ç ëýóç (Þ õðÜñ÷åé âÝë�éó�ç ëýóç ó�çí ïðïßá äåí óõììå�Ý÷åé �ïui). Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç ç âÝë�éó�ç ëýóç áðï�åëåß�áé áðü �ï ui ìáæßìå �ç âÝë�éó�ç ëýóç �ïõ õðïðñïâëÞìá�ïò Knap[1::i − 1; X − wi] ç ïðïßáâñßóêå�áé åðáíáëáìâÜíïí�áò �ç äéáäéêáóßá áðü �ç èÝóç K[i − 1; X − wi],ê.ï.ê. Ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç ìéá âÝë�éó�ç ëýóç åßíáé ç âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ïõðïðñüâëçìá Knap[1::i − 1; X]. Ç äéáäéêáóßá ó�áìá�Üåé áí ó�çí �ñÝ÷ïõóáèÝóç ç �éìÞ åßíáé 0.Áðü �á ðáñáðÜíù ãßíå�áé öáíåñü ü�é ç äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý �çò âÝë�éó�çòëýóçò ãéá �ï Knap[1::n;M ] èá ó�áìá�Þóåé óå n �ï ðïëý âÞìá�á.Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á Ï(nM), åßíáé åðïìÝíùò øåõäïðïëõùíõìéêüò(âë. óõæÞ�çóç ó�ï �Ýëïò �çò åíü�ç�áò). ¸íáò ðéï áðïäï�éêüò áëãüñéèìïòðñïêýð�åé áí ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ìáò åíäéáöÝñïõí ïñéóìÝíåò ìüíï èÝóåéò �ïõðßíáêá áõ�ïý, óõãêåêñéìÝíá ïé èÝóåéò üðïõK[i; X] > K[i; X−1]. �áñá�çñÞó�åü�é ó�éò èÝóåéò áõ�Ýò �ï X éóïý�áé ìå �ï Üèñïéóìá �ùí âáñþí êÜðïéùí áðü �ááí�éêåßìåíá ìå äåßê�ç≤ i (äçëáäÞ �ï âÜñïò åíüò õðïóõíüëïõ �ïõ {u1; : : : ; ui}).Ïé �éìÝò ó�éò õðüëïéðåò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá ðñïêýð�ïõí Üìåóá áðü �éò �éìÝòó�éò £÷áñáê�çñéó�éêÝò¤ áõ�Ýò èÝóåéò. Ó�ïí �ßíáêá 7.1 ïé �éìÝò ó�éò (íÝåò)÷áñáê�çñéó�éêÝò èÝóåéò ðïõ ðñïêýð�ïõí óå êÜèå ãñáììÞ óçìåéþíïí�áé ìåÝí�ïíïõò (bold) ÷áñáê�Þñåò. ¸íáò âåë�éùìÝíïò áëãüñéèìïò ðïõ ïõóéáó�éêÜõðïëïãßæåé �éò �éìÝò ìüíï áõ�þí �ùí èÝóåùí ðåñéãñÜöå�áé ðáñáêÜ�ù.7.3.2 Âåë�éùìÝíïò áëãüñéèìïò ãéá �ï Dis
rete Knapsa
k�áñá�çñïýìå ü�é ç �åëéêÞ âáèìù�Þ óõíÜñ�çóç (step fun
tion) �ïõ ó÷. 7.4ìðïñåß íá ïñéó�åß ðëÞñùò áðü �á ðáñáêÜ�ù æåýãç âÜñïõò-êÝñäïõò (w; p) (ðïõáí�éó�ïé÷ïýí ó�éò £÷áñáê�çñéó�éêÝò¤ èÝóåéò �ïõ ðßíáêá K ðïõ áíáöÝñáìåðáñáðÜíù):
(0; 0); (3; 2); (5; 3); (6; 5); (9; 7); (11; 8); (14; 10)Ôá æåýãç áõ�Ü ìðïñïýìå íá �á âñïýìå ÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðßíáêá ÞáíáäñïìÞ, ó÷çìá�ßæïí�áò �á óýíïëá Si

0 êáé Si
1 ùò åîÞò:

• S0
0 = {(0; 0)}

• Si
1 = {(w + wi; p+ pi) | (w; p) ∈ Si−1

0 }; 1 ≤ i < n
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• Si

0 = merge-dis
ard(Si−1
0 ; Si

1); 1 ≤ i < nüðïõmerge-dis
ard(Si−1
0 ; Si

1) =Si−1
0 ∪ Si

1 − {(w; p) | ∃(w′; p′) : w′ ≤ w ∧ p′ ≥ p} − {(w; p) | w > M}Ìå Üëëá ëüãéá ç óõíÜñ�çóç merge-dis
ard åðéó�ñÝöåé �çí Ýíùóç �ùí äýïóõíüëùí äéáãñÜöïí�áò �á åðéêáëõð�üìåíá æåýãç (dominated pairs) êáé �áæåýãç ìå âÜñïò ìåãáëý�åñï �ïõ M. Ôá óýíïëá Si
0 êáé Si

1 ãéá �ï ðáñÜäåéãìáöáßíïí�áé ó�ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá 7.2.i Si
0

Si
10 {(0,0)}1 {(3,2)}1 {(0,0),(3,2)}2 {(5,3),(8,5)}2 {(0,0),(3,2),(5,3),(8,5)}3 {(6,5),(9,7),(11,8),(14,10)}3 {(0,0),(3,2),(5,3),(8,5),(6,5),(9,7),(11,8),(14,10)}Table 7.2: �áñÜäåéãìá Dis
rete Knapsa
k-óýíïëá Si

0 êáé Si
1ÄéáãñÜöïõìå �á æåýãç ðïõ öáßíïí�áé ó�ïí ðßíáêá êáé �ï ïëéêü âÜñïòðïõ èá Ý÷åé �ï óáêßäéï üðùò êáé �ï ìÝãéó�ï êÝñäïò �ïõ åêöñÜæïí�áé áðü �ï�åëåõ�áßï æåýãïò �ïõ S3

0 . ÄçëáäÞ Wtotal = 9 êáé Pmax = 7.Tá áí�éêåßìåíá ðïõ ðñÝðåé íá ðÜñïõìå ó�ï óáêßäéï �á âñßóêïõìå ùò åîÞò:ÅðåéäÞ �ï �åëåõ�áßï æåýãïò �ïõ S3
0 ; (9; 7), áíÞêåé ó�ï S3

1 óçìáßíåé ðùò ðñÝðåéíá ðÜñïõìå �ï áí�éêåßìåíï u3 (x3 = 1). ¸÷ïõìå (9; 7)− (6; 5) = (3; 2). Ôïæåýãïò (3; 2) äåí áíÞêåé ó�ï S2
1 óõíåðþò äåí ðñÝðåé íá ðÜñïõìå �ï áí�éêåßìåíïu2 (x2 = 0). To æåýãïò (3; 2) áíÞêåé ó�ï S1

1 Üñá ðñÝðåé íá ðÜñïõìå �ïáí�éêåßìåíï u1 (x1 = 1). ¸÷ïõìå (3; 2)−(3; 2) = (0; 0) êáé óõíåðþò �åëåéþóáìå.Ç ëýóç åßíáé (x1; x2; x3) = (1; 0; 1).Ç ìÝèïäïò ëýóçò �ïõ ãåíéêïý ðñïâëÞìá�ïò öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 7.2åíþ ó�ïí áëãüñéèìï 7.3 öáßíå�áé ç óõíÜñ�çóçmerge-dis
ard. ÔÝëïò ç äéáäéêáóßáTra
eba
k ðïõ èÝ�åé �éìÝò ó�á x1; x2; : : : ; xn öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 7.4.Ç ðëçèéêü�ç�á �ïõ óõíüëïõ Sn åßíáé:
|Sn| ≤ 2 · |Sn−1| ≤ · · · ≤ 2näçëáäÞ O(2n). �áñá�çñÞó�å ü�é ç óõíïëéêÞ ðëçèéêü�ç�á üëùí �ùí Si åßíáéêáé áõ�Þ O(2n). ¢ñá ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé O(2n) (ìå áðïäï�éêÞõëïðïßçóç �çò merge-dis
ard { ï ÷ñüíïò ãéá �çí Tra
eba
k åßíáé ìüíï O(n2)).



100ÊåöÜëáéï 7. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò (DYNAMIC PROGRAMMING)Áëãüñéèìïò 7.2 Åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò óáêéäßïõ ìå áêÝñáéåò ðïóü�ç�åò(Dis
rete Knapsa
k)pro
edure Dis
rete Knapsa
k (...);beginS0
0 := {(0; 0)};for i := 1 to n dobeginSi

1 := {(w + wi; p+ pi) | (w; p) in Si−1
0 };Si

0:=merge−dis
ard(Si−1
0 , Si

1);end;Tra
eba
k; (∗ to �nd xn; xn−1; :::; x1 ∗)endÁëãüñéèìïò 7.3 Ç óõíÜñ�çóç merge-dis
ardfun
tion Merge−Dis
ard (R;Q: set of items):set of items;varL: set of items;beginL := R +Q;for all (w; p) in L doif exists (w′; p′) in L: (w′ ≤ w and p′ ≥ p) thenL := L− {(w; p)};for all (w; p) in L do if w > M then L := L− {(w; p)};Merge−Dis
ard:= L;end;Áëãüñéèìïò 7.4 Ç äéáäéêáóßá Tra
eba
kpro
edure Tra
eba
k;beginA:=(the last pair of Sn
0 that is the pair with maximum 
ost);for i := n downto 1 doif A in Si

1 then begin xi := 1; A := (wA − wi; pA − pi) endelse xi := 0endÄçëáäÞ ï áëãüñéèìïò ðïõ ðåñéãñÜøáìå äåí åßíáé áðïäï�éêüò. ¼ðùò èá äïýìå



7.4 Óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áíÜìåóá óå êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí ãñÜöïõ 101óå åðüìåíï êåöÜëáéï, �ï Dis
rete Knapsa
k áíÞêåé óå ìéá êëÜóç ðñïâëçìÜ�ùíãéá �á ïðïßá, ìÝ÷ñé óÞìåñá, äåí Ý÷åé âñåèåß áðïäï�éêüò áëãüñéèìïò.ÄçëáäÞ, èåùñç�éêÜ ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ ðáñáðÜíù áëãïñßèìïõ åßíáé åêèå�éêÞ.�ñïóÝî�å üìùò ü�é ãéá üëá �á æåýãç p, w, �ï w öñÜóóå�áé ùò åîÞò: w ≤M .Åðßóçò éó÷ýåé p ≤ ∑ pj êáé M ≤ ∑wj (äéáöïñå�éêÜ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìåüëá �á áí�éêåßìåíá ó�ï óáêßäéï). Óõíåðþò, ìðïñåß êáíåßò íá öñÜîåé �çíóõíïëéêÞ ðëçèéêü�ç�á (êáé Üñá �ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á) �ùí óõíüëùí Siùò åîÞò: O(nM) = O(n∑wj) O(n∑ pj)Áò óçìåéùèåß ü�é �ï Üíù öñÜãìá O(nM) ðñïêýð�åé êáé áðü �ï ãåãïíüò ü�éï áëãüñéèìïò 7.2 áðï�åëåß âåë�ßùóç �çò ìåèüäïõ �ïõ ðßíáêá üðùò áíáöÝñå�áéó�ï �Ýëïò �çò Åíü�ç�áò 7.3.1.�ñáê�éêÜ åðïìÝíùò, áí ð.÷. M << 2n (ðïëý ìéêñü�åñï) Þ ∑ pj <<
2n, �ü�å Ý÷ïõìå Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï, ßóùò êáé ðïëõùíõìéêü. Ó�çíðñáãìá�éêü�ç�á ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò åßíáé øåõäïðïëõùíõìéêüò. ¸íáòáëãüñéèìïò ëÝãå�áé øåõäïðïëõùíõìéêüò ü�áí åßíáé ðïëõùíõìéêüò (ùò ðñïò�ï ìÞêïò �çò åéóüäïõ), ìå �çí ðñïûðüèåóç ïé áñéèìïß ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�çíåßóïäï íá åßíáé êùäéêïðïéçìÝíïé óå unary. ÄçëáäÞ ü�áí åßíáé ðïëõùíõìéêüòùò ðñïò �éò �éìÝò �ùí áñéèìþí ðïõ õðÜñ÷ïõí ó�çí åßóïäü �ïõ êáé ùò ðñïò�ï ðëÞèïò êáé �ï ìÝãåèïò �ùí äåäïìÝíùí. ÓõíÞèùò, ãéá �á ðñïâëÞìá�á ðïõõðÜñ÷åé øåõäïðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò õðÜñ÷åé êáé êáëüò ðñïóåããéó�éêüòáëãüñéèìïò.7.4 Óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áíÜìåóá óå êÜèåæåõãÜñé êïñõöþí åíüò ãñÜöïõ (All PairsShortest Paths Problem)¸÷ïõìå Ýíáí ðñïóáíá�ïëéóìÝíï (êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöï G(V;E) ó�ïíïðïßï êÜèå ðëåõñÜ v → w Ý÷åé Ýíá êüó�ïò C[v; w]. Ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõíêáé áñíç�éêÜ êüó�ç ü÷é üìùò êýêëïé ìå áñíç�éêü óõíïëéêü êüó�ïò. Æç�Üìå�ï ìéêñü�åñï ìÞêïò áðü üëá �á ìïíïðÜ�éá ðïõ åíþíïõí �ïí êüìâï v ìå �ïíêüìâï w, ãéá êÜèå äéá�å�áãìÝíï æåýãïò êüìâùí (v; w).Ìðïñïýìå íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá áí åöáñìüóïõìå n öïñÝò �ïí áëãüñéèìï�ïõ Dijkstra, ìå óõíïëéêü êüó�ïò O(n3). Èá åöáñìüóïõìå åäþ äõíáìéêüðñïãñáììá�éóìü ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ Floyd.



102ÊåöÜëáéï 7. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò (DYNAMIC PROGRAMMING)Áñéèìïýìå �ïõò êüìâïõò �ïõ ãñÜöïõ óáí 1; 2; 3 : : : êáé ÷ñçóéìïðïéïýìåÝíáí ðßíáêá An×n ãéá �ïí ïðïßï éó÷ýåé:A[i; j] =







0 ; i = jC[i; j] ; i 6= j & (i; j) ∈ E
∞ ; áëëéþò¸ó�ù i→ j �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �çí êïñõöÞ i ó�çí êïñõöÞ j êáéáò óõìâïëßóïõìå ìå K �ï óýíïëï �ùí ìå�áîý i êáé j êïñõöþí, áðü �éò ïðïßåòäéÝñ÷å�áé áõ�ü �ï ìïíïðÜ�é. Èåùñïýìå, ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, ü�é ó�ïìïíïðÜ�é áõ�ü äåí ðåñéÝ÷å�áé êýêëïò1 êáé ðáßñíïõìå ìéá êïñõöÞ k áðü �ïóýíïëï K. Åßíáé öáíåñü ü�é �ï ìïíïðÜ�é i→ k (k → j) åßíáé �ï óõí�ïìü�åñïáíÜìåóá ó�éò êïñõöÝò i; k(k; j) åéäÜëëùò ïý�å �ï ìïíïðÜ�é áðü �çí i ó�çíj (ðïõ ðåñíÜ áðü �çí êïñõöÞ k) èá Þ�áí �ï óõí�ïìü�åñï. Éó÷ýåé ëïéðüí çáñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò Üñá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí �å÷íéêÞ �ïõäõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý.Áëãüñéèìïò 7.5 Åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò All Pairs Shortest Pathspro
edure AllShortestPaths (...);beginfor i := 1 to n dofor j := 1 to n do A[i; j] := Cost[i; j];for k := 1 to n dofor i := 1 to n dofor j := 1 to n doA[i; j] := min(A[i; j]; A[i; k] + A[k; j])endÓõìâïëßæïí�áò ìå Ak[i; j] �ï êüó�ïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý áðü�çí êïñõöÞ i ó�çí êïñõöÞ j, �ï ïðïßï äéÝñ÷å�áé ìüíï áðü êïñõöÝò ìå äåßê�åòìéêñü�åñïõò Þ ßóïõò �ïõ k Ý÷ïõìå:Ak[i; j] = min(Ak−1[i; j]; Ak−1[i; k] + Ak−1[k; j])Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç Ý÷åé �çí áðëÞ åñìçíåßá ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 7.5.�éá íá õðïëïãßóïõìå �ï Ak[i; j] óõãêñßíïõìå �ï Ak−1[i; j], äçëáäÞ �ï êüó�ïò�ïõ i→ j ðïõ äåí ðåñíÜ áðü �ïí êüìâï ìå áñßèìçóç k (Þ ìåãáëý�åñç), ìå �ïAk−1[i; k] +Ak−1[k; j], äçëáäÞ �ï êüó�ïò �ïõ i→ j ðïõ ðåñíÜ áðü �ïí êüìâï1Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ õðÜñ÷åé êýêëïò �ïí áöáéñïýìå ÷ùñßò íá áõîÜíïõìå �ï óõíïëéêüìÞêïò �ïõ ìïíïðá�éïý, áöïý ó�ïí ãñÜöï äåí õðÜñ÷ïõí áñíç�éêïß êýêëïé.



7.4 Óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áíÜìåóá óå êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí ãñÜöïõ 103ìå áñßèìçóç k (áëëÜ ü÷é ìåãáëý�åñç). Ôï ðñüâëçìá ìáò ëïéðüí èá Ý÷åé ëõèåßáí ãéá êÜèå i; j õðïëïãßóïõìå �ï:A[i; j] = min{ min
1≤k≤n{Ak−1[i; k] + Ak−1[k; j]}; C[i; j]}k

i jAk−1[i; k] Ak−1[i; j] Ak−1[k; j]
Ó÷Þìá 7.5: Õðïëïãéóìüò �ïõ Ak[i; j] ùò �ï åëÜ÷éó�ï �ïõ êüó�ïõò �ùí äýïäéáäñïìþí�áñá�çñïýìå ü�é: A0[i; j] = C[i; j]Ak[i; k] = Ak−1[i; k]Ak[k; j] = Ak−1[k; j]ÔåëéêÜ �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �çí êïñõöÞ i ó�çí j èá åßíáé åêåßíïðïõ åðé�ñÝðå�áé íá ðåñíÜ áðü üëïõò �ïõò n êüìâïõò, äçëáäÞ �ï An[i; j].Óõíåðþò üëïé ïé õðïëïãéóìïß ìðïñïýí íá ãßíïõí ìÝóá ó�ïí ßäéï ðßíáêáAn×n. Ç õëïðïßçóç �çò ìåèüäïõ öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 7.5. Ç ðïëõðëïêü�ç�á�ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé �çò �Üîçò O(n3).�áñÜäåéãìá 7.4.1. Äßíå�áé ï ðñïóáíá�ïëéóìÝíïò ãñÜöïò ðïõ öáßíå�áé ó�ïó÷Þìá 7.6. Æç�Üìå �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áíÜìåóá óå êÜèå æåýãïò êïñõöþí�ïõ ãñÜöïõ.

1 2

4 3

2
3 43

67
Ó÷Þìá 7.6: ÁíáæÞ�çóç �ùí óõí�ïìü�åñùí ìïíïðá�éþí ó�ï ãñÜöï
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







0 2 ∞ 3
∞ 0 6 ∞
4 7 0 ∞
∞ ∞ 3 0







êáé ó�ç óõíÝ÷åéá ðñï÷ùñÜìå óå âÞìá�á, ó÷çìá�ßæïí�áò êÜèå öïñÜ �ïíðßíáêá Ak(A0 = C):A1 =









0 2 ∞ 3
∞ 0 6 ∞
4 6 0 7
∞ ∞ 3 0









; A2 =









0 2 8 3
∞ 0 6 ∞
4 6 0 7
∞ ∞ 3 0









A3 =









0 2 8 3
10 0 6 13
4 6 0 7
7 9 3 0









; A4 =









0 2 6 3
10 0 6 13
4 6 0 7
7 9 3 0







�áñá�çñïýìå ü�é ó�ïí ðßíáêá A1 Ý÷åé áëëÜîåé �ï ó�ïé÷åßï ó�ç èÝóç [3; 2],üðùò êáé ó�ç èÝóç [3; 4]. Áõ�ü óõìâáßíåé ãéá�ß ï ðßíáêáò A1 õðïëïãßæåé�á óõí�ïìü�åñá áíÜìåóá óå üëá �á æåýãç êïñõöþí �ïõ ãñÜöïõ ðïõ üìùòðåñíïýí �ï ðïëý áðü �çí êïñõöÞ 1 (êáé ü÷é êÜðïéá Üëëç êïñõöÞ ìå ìåãáëý�åñçáñßèìçóç). Áñ÷éêÜ ëïéðüí �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áíÜìåóá ó�éò êïñõöÝò3 êáé 2 Þ�áí ç ðëåõñÜ ðïõ áð' åõèåßáò �éò Ýíùíå, äçëáäÞ ç 3 → 2 ç ïðïßáåß÷å êüó�ïò 7. �áñüìïéá, äåí õðÞñ÷å ìïíïðÜ�é ðïõ íá Ýíùíå �çí êïñõöÞ 3 ìå�çí êïñõöÞ 4 (äçëáäÞ ç ðëåõñÜ 3 → 4). Êá�Ü �ï ó÷çìá�éóìü �ïõ ðßíáêá A1äéáðéó�þíïõìå ü�é �ï ìïíïðÜ�é 3 → 1 → 2 Ý÷åé ìéêñü�åñï óõíïëéêÜ êüó�ïòáðü �çí ðëåõñÜ 3 → 2 êáé ü�é õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é ðïõ åíþíåé �éò 3 êáé 4,�ï 3 → 1 → 4. Åíçìåñþíïõìå ëïéðüí �ïí ðßíáêá ìå �á êüó�ç áõ�þí �ùíìïíïðá�éþí. ÁíÜëïãá ó÷çìá�ßæïí�áé êáé ïé õðüëïéðåò ðßíáêåò.7.5 Óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é óå multistage ãñÜöï¸ó�ù G(V;E) Ýíáò ðñïóáíá�ïëéóìÝíïò ãñÜöïò �ïõ ïðïßïõ �ï óýíïëï�ùí êïñõöþí äéáìåñßæå�áé óå k > 1 õðïóýíïëá V1; V2; : : : ; Vk ðïõ åßíáé îÝíáìå�áîý �ïõò. �éá �ïõò õðïãñÜöïõòG(V1; E1); G(V2; E2); : : : ; G(Vk; Ek)2Ìðïñïýìå íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �ï ∞ �ïõ ðßíáêá C ìå êÜðïéá �éìÞ ìåãáëý�åñç �ïõ
(n− 1) ·M , üðïõ M åßíáé �ï max{C[i; j] | (i; j) ∈ E} áöïý êáíÝíá ìïíïðÜ�é äåí ìðïñåß íáîåðåñíÜ �çí �éìÞ áõ�Þ.



7.5 Óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é óå multistage ãñÜöï 105492 73 811117 221 64 5 456 253
21 345

6
87

91011 12s t
V1 V2 V3 V4 V5Ó÷Þìá 7.7: ÁíáæÞ�çóç óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý ó�ï multistage ãñÜöïéó÷ýåé ü�é E1 = E2 = : : : = Ek = ∅ êáé áí (u; v) ∈ E êáé u ∈ Vi �ü�å v ∈ Vi+1ãéá 1 ≤ i ≤ k−1. Áêüìç |V1| = |Vk| = 1. Ôçí ìïíáäéêÞ êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõV1 �çí ïíïìÜæïõìå áöå�çñßá êáé �ç óõìâïëßæïõìå ìå s, åíþ �çí ìïíáäéêÞêïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ Vk �çí ïíïìÜæïõìå �Ýñìá êáé �çí óõìâïëßæïõìå ìå t. ÏãñÜöïò G(V;E) ïíïìÜæå�áé multistage ãñÜöïò (ð.÷. ó÷Þìá 7.7). Æç�Üìå �ïóõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é ðïõ åíþíåé �çí áöå�çñßá ìå �ï �Ýñìá.Áñéèìïýìå �éò êïñõöÝò �ïõ ãñÜöïõ, áí�éó�ïé÷þí�áò ó�çí êïñõöÞ s �ïíáñéèìü 1 êáé ó�ç óõíÝ÷åéá ó�éò êïñõöÝò �ïõ V2 �ïõò áñéèìïýò 2; 3; : : : ìÝ÷ñé íáåîáí�ëçèïýí. Óõíå÷ßæïõìå ìå �ï óýíïëï V3; : : :êáé êá�áëÞãïõìå ó�çí êïñõöÞt ó�çí ïðïßá áí�éó�ïé÷ïýìå �ïí áñéèìü n. Ìå �çí áñßèìçóç áõ�Þ êÜèå êïñõöÞáðïê�Ü êáé Ýíá äåßê�ç. ¼ëïé ïé äåßê�åò �ïõ Vi+1 åßíáé ìåãáëý�åñïé áðü üëïõò�ïõò äåßê�åò �ïõ Vi ãéá êÜèå 1 ≤ i ≤ n.�éá íá äçìéïõñãçèåß �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �çí êïñõöÞ s ó�çí tðñÝðåé íá ðáñèïýí k − 2 áðïöÜóåéò. ÊÜèå áðüöáóç, ð.÷. ç i , óõíåðÜãå�áéåðéëïãÞ ìéáò áðü �éò êïñõöÝò �ïõ Vi ãéá íá óõìðåñéëçöèåß óå áõ�ü �ï åëá÷ßó�ïõêüó�ïõò ìïíïðÜ�é. Ï áëãüñéèìïò 7.6 ðïõ âñßóêåé �ï ìïíïðÜ�é åëá÷ßó�ïõêüó�ïõò áðü �çí êïñõöÞ 1 ó�çí n âáóßæå�áé ó�çí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞó÷Ýóç: OptCost[1; n] = minr∈V2

{
ost[1; r] +OptCost[r; n]}üðïõ OptCost[1; n] óçìáßíåé ìïíïðÜ�é åëá÷ßó�ïõ êüó�ïõò áðü �çí êïñõöÞ 1ó�çí n êáé 
ost[1; r] óçìáßíåé �ï êüó�ïò �çò áêìÞò 1→ r.H äéáäéêáóßá �çò åðéëïãÞò �çò êïñõöÞò r Ý÷åé êüó�ïò O(out deg(j)), ç äåóõíïëéêÞ äéáäéêáóßá Ý÷åé êüó�ïò O(n + e), üðïõ n ïé êïñõöÝò �ïõ ãñÜöïõêáé ïé e ïé áêìÝò �ïõ. ¸íá áðü �á óõí�ïìü�åñá ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñÜöïõ ó�ïó÷Þìá 7.7 åßíáé �ï s → 2 → 7 → 10 → t ìå ìÞêïò 16 (Ýíá Üëëï åßíáé �ïs→ 3→ 6→ 10→ t üðùò åýêïëá ìðïñåß íá äéáðéó�þóåé êáíåßò).



106ÊåöÜëáéï 7. Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò (DYNAMIC PROGRAMMING)Áëãüñéèìïò 7.6 Åýñåóç óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý óå multistage ãñÜöïpro
edure ShortestPathInMultistageGraph (...)beginDistFromN[n℄:=0;for j:=n−1 downto 1 dobeginsele
t r with min{
ost[j,r℄+DistFromN[r℄};DistFromN[j℄:=
ost[j,r℄+DistFromN[r℄; next[j℄:=r;endend7.6 Ôï ðñüâëçìá �ïõ ðëáíüäéïõ ðùëç�Þ (The Trav-eling Salesman Problem)Ó�ï ðñüâëçìá �ïõ ðëáíüäéïõ ðùëç�Þ ìáò äßíå�áé Ýíáò (óõíÞèùò ðëÞñçò)ãñÜöïò ìå âÜñç êáé �ï æç�ïýìåíï åßíáé Ýíáò êýêëïò åëá÷ßó�ïõ êüó�ïõò (min-imum 
ost tour) ðïõ íá ðåñíÜ ìßá áêñéâþò öïñÜ áðü êÜèå êüìâï êáé íáêá�áëÞãåé ó�ïí êüìâï áðü �ïí ïðïßï îåêßíçóå. Ï ãñÜöïò ìðïñåß íá åßíáéðñïóáíá�ïëéóìÝíïò Þ ü÷é.Ìðïñïýìå åýêïëá íá äïýìå ü�é éó÷ýåé ç áñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò, áöïý áíäéáëÝîïõìå, ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, óáí áñ÷Þ �ïí êüìâï 1:MinCostTour1→1 = mink 6=1
{
ost[1; k] +MinCostTourk→1}Ïñßæïõìå g(i; S) íá åßíáé �ï êüó�ïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý áðü�ïí êüìâï i ó�ïí êüìâï 1, ðïõ ðåñíÜ áðü üëïõò �ïõò êüìâïõò �ïõ S. Ôü�åg(1; V − {1}) = min

2≤k≤n{
ost[1; k] + g(k; V − {1; k})}êáé ãåíéêÜ éó÷ýåé g(i; S) = minj∈S {
ost[i; j] + g(j; S − {j})}Åðßóçò g(i; ∅) = 
ost[i; 1].�áñÜäåéãìá 7.6.1. ¸ó�ù êá�åõèõíüìåíïò ãñÜöïò ìå �ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêáêüó�ïõò: C =









0 10 15 20
5 0 9 10
6 13 0 12
8 8 9 0











7.6 Ôï ðñüâëçìá �ïõ ðëáíüäéïõ ðùëç�Þ (TSP) 107Åßíáé öáíåñü ü�é áí õðïëïãßóïõìå �ï g(1; {2; 3; 4}), �ï ðñüâëçìÜ ìáòèá Ý÷åé ëõèåß. Áñ÷ßæïõìå ëïéðüí íá õðïëïãßæïõìå �á äéÜöïñá g ãéá |V | =
0; |V | = 1; |V | = 2 êáé|V | = 3.Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ |V | = 0 Ý÷ïõìå :g(2; ∅) = Cost[2; 1] = 5g(3; ∅) = Cost[3; 1] = 6g(4; ∅) = Cost[4; 1] = 8Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ |V | = 1 Ý÷ïõìå:g(2; {3}) = Cost[2; 3] + g(3; ∅) = 9 + 6 = 15g(2; {4}) = Cost[2; 4] + g(4; ∅) = 10 + 8 = 18g(3; {2}) = Cost[3; 2] + g(2; ∅) = 13 + 5 = 18g(3; {4}) = Cost[3; 4] + g(4; ∅) = 12 + 8 = 20g(4; {2}) = Cost[4; 2] + g(2; ∅) = 8 + 5 = 13g(4; {3}) = Cost[4; 3] + g(3; ∅) = 9 + 6 = 15Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ |V | = 2 Ý÷ïõìå:g(2; {3; 4ւ}) = min(Cost[2; 3] + g(3; {4}); Cost[2; 4] + g(4; {3}))

= min(9 + 20; 10 + 15) = 25g(3; {2; 4ւ}) = min(Cost[3; 2] + g(2; {4}); Cost[3; 4] + g(4; {2}))
= min(13 + 18; 12 + 13) = 25g(4; {2ւ; 3}) = min(Cost[4; 2] + g(2; {3}); Cost[4; 3] + g(3; {2}))
= min(8 + 15; 9 + 18) = 23ÔåëéêÜ ãéá |V | = 3 Ý÷ïõìå:g(1; {2ւ; 3; 4}) = min(Cost[1; 2] + g(2; {3; 4}); Cost[1; 3] + g(3; {2; 4});Cost[1; 4] + g(4; {2; 3}))

= min(10 + 25; 15 + 25; 20 + 23) = 35Ôá âÝëç £ւ¤ äçëþíïõí �ïí êüìâï ðïõ êÜèå öïñÜ äéáëÝîáìå. ¸�óé ëïéðüí,ó�ï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöï, áñ÷ßæïí�áò áðü �ï 1 ï äåßê�çò ìáò ïäçãåß ó�ï 2.Áðü �ï 2 ðçãáßíïõìå ó�ï 4 êáé áðü åêåß áíáãêáó�éêÜ ïäçãïýìáó�å ó�ï3 áöïý áõ�ü åßíáé �ï ìüíï óçìåßï ðïõ äåí Ý÷ïõìå åðéóêåöèåß êáé �åëéêÜï êýêëïò êëåßíåé ó�ï 1. ÔåëéêÜ ï æç�ïýìåíïò êýêëïò åßíáé ï 1 → 2 →
4 → 3 (ó÷Þìá 7.8) êáé öõóéêÜ äåí ðáßæåé ñüëï ï êüìâïò áðü �ïí ïðïßï èáîåêéíÞóïõìå.Óå êÜèå ó�Üäéï k õðïëïãßæïõìå �á g(i; S) ãéá n − 1 äéáöïñå�éêÜ i. ¼ëá�á n−2 ó�ïé÷åßá ðïõ áðïìÝíïõí (åê�üò �ïõ (1; j)) óõíäõÜæïí�áé áíÜ |S| = k,
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1 2

4 3Ó÷Þìá 7.8: Êýêëïò åëá÷ßó�ïõ êüó�ïõòäçëáäÞ õðÜñ÷ïõí (n−2k ) äõíá�ïß óõíäõáóìïß (äéáöïñå�éêÝò �éìÝò �çò g). Ï÷þñïò ëïéðüí ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å åßíáé:Spa
e = (n− 1)

n−2
∑k=0

(n− 2k )

= (n− 1)(1 + 1)n−2 = (n− 1) · 2n−2¢ñá ç ðïëõðëïêü�ç�á ÷þñïõ åßíáé �çò �Üîçò O(n2n) . �áñá�çñïýìå ü�éáõ�üò ï áëãüñéèìïò ëýóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò äåí åßíáé áðïäï�éêüò. ¼ðùò èáäïýìå óå åðüìåíï êåöÜëáéï, �ï ðñüâëçìá TSP (üðùò êáé �ï ðñüâëçìá �ïõäéáêñé�ïý óáêéäßïõ) áíÞêåé åðßóçò óå ìéá êëÜóç ðñïâëçìÜ�ùí ãéá �á ïðïßáÝùò óÞìåñá äåí Ý÷åé âñåèåß áðïäï�éêüò áëãüñéèìïò.



ÊåöÜëáéï 8Ç �å÷íéêÞ �çò ïðéóèïäñüìçóçò(BACKTRACKING)
8.1 �åíéêÜÅßíáé ãåãïíüò ü�é áñêå�Ü óõ÷íÜ âñéóêüìáó�å áí�éìÝ�ùðïé ìå ðñïâëÞìá�á,ãéá �ç ëýóç �ùí ïðïßùí äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå êÜðïéá ãíùó�Þ �å÷íéêÞ.Ç ìüíç äéÝîïäïò �ü�å, åßíáé ç åîáí�ëç�éêÞ áíáæÞ�çóç (exhaustive sear
h) üëùí�ùí ìåñéêþí ëýóåùí ðïõ öáßíå�áé íá ïäçãïýí ó�çí �åëéêÞ ëýóç. Ó' áõ�Þ�çí ðáñÜãñáöï èá áíáöåñèïýìå óå ìéá �å÷íéêÞ, ðïõ óõó�çìá�ïðïéþí�áò �çíåîáí�ëç�éêÞ áíáæÞ�çóç ìáò âïçèÜåé ó�çí åðßëõóç �Ý�ïéïõ �ýðïõ ðñïâëçìÜ�ùí.Óå ãåíéêÝò ãñáììÝò, êáèþò áðü �éò ìåñéêÝò ëýóåéò, ïé ïðïßåò äéáìïñöþíïí�áéóå âÞìá�á, ðñïóðáèïýìå íá ö�Üóïõìå ó�ç �åëéêÞ ëýóç, åßíáé ðéèáíü óå êÜðïéïóçìåßï íá äéáðéó�þóïõìå ü�é ïé åðéëïãÝò ðïõ êÜíáìå äåí ðñüêåé�áé íá ìáòïäçãÞóïõí ðëÝïí óå áõ�Þ. Ôü�å ó�áìá�Üìå êáé £ïðéóèï÷ùñïýìå¤ óå êÜðïéïðñïçãïýìåíï âÞìá, áð' üðïõ öáßíå�áé ü�é áîßæåé íá óõíå÷ßóïõìå ðñïò Üëëçêá�åýèõíóç �çí ðñïóðÜèåéá áíåýñåóçò �çò �åëéêÞò ëýóçò. Óõ÷íÜ äå, ìðïñïýìåíá åöáñìüóïõìå êáé �å÷íéêÝò ðïõ ìåéþíïõí êá�Ü ðïëý �ï êüó�ïò �çò åîáí�ëç�éêÞòáíáæÞ�çóçò (A-B prunning, bran
h and bound).8.2 ÄÝí�ñá ðáé÷íéäéþí (Game Trees)Áò öáí�áó�ïýìå äýï ðáßê�åò ðïõ ðáßæïõí �ï ãíùó�ü ðáé÷íßäé �çò �ñßëéæáò(ti
-ta
-toe). Ôï �áìðëü �ïõ ðáé÷íéäéïý åßíáé Ýíáò ðßíáêáò 3 × 3 êáé ïéäýï ðáß÷�åò ðáßæïõí äéáäï÷éêÜ ï Ýíáò Ýíá X, óå êÜðïéá èÝóç �ïõ ðßíáêá,êáé ï Üëëïò Ýíá O. Åßíáé öáíåñü ü�é õðÜñ÷åé Ýíáò ðåðåñáóìÝíïò áñéèìüòáðü äéáöïñå�éêÝò êá�áó�Üóåéò �ïõ ðßíáêá êáé åðßóçò åßíáé óßãïõñï ü�é ìå�Üáðü Ýíáí ïñéóìÝíï áñéèìü êéíÞóåùí �ï ðáé÷íßäé èá �åëåéþóåé. Ìðïñïýìå109
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0

X X XOO OX
−11X X XOO OX X X XOO OX01X X XOO O

X X XOO OX
−1

OX X XOO OX O0X X XOO OX0 XO
X X XOO OX0 OX X XOO OX0 OX

X X XOO OXO1X X XOO OXO1 X
êßíçóç �ïõ Xêßíçóç �ïõ X
êßíçóç �ïõ Oêßíçóç �ïõ X

. . .

Ó÷Þìá 8.1: ÔìÞìá áðü ðéèáíü ðáé÷íßäé �ñßëéæáòíá áí�éó�ïé÷ßóïõìå ó�ï ðáé÷íßäé áõ�ü Ýíá äÝí�ñï, ó�ï ïðïßï êÜèå êüìâïòáíáðáñéó�Ü êÜðïéá êá�Üó�áóç �ïõ ðßíáêá. Ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ áí�éó�ïé÷åßó�çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �ïõ ðáé÷íéäéïý (�ïí êåíü ðßíáêá) êáé ãåíéêÜ, áí çêá�Üó�áóç x �ïõ ðáé÷íéäéïý áí�éó�ïé÷åß ó�ïí êüìâï n �ïõ äÝí�ñïõ, �ü�åüëá �á ðáéäéÜ �ïõ n áí�éó�ïé÷ïýí óå üëåò �éò äõíá�Ýò êáé åðé�ñåðüìåíåòêá�áó�Üóåéò ó�éò ïðïßåò ìðïñåß íá ðåñéÝëèåé �ï ðáé÷íßäé, ìå�Ü �çí êá�Üó�áóçx. Ó�ï ó÷Þìá 8.1 öáßíå�áé Ýíá ìÝñïò áðü Ýíá ðéèáíü ðáé÷íßäé �ñßëéæáò. Ôáöýëëá �ïõ äÝí�ñïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå êá�áó�Üóåéò �ïõ ðßíáêá üðïõ ç åðüìåíçêßíçóç åßíáé áäýíá�ç, åß�å ãéá�ß êÜðïéïò ðáßê�çò íßêçóå, åß�å ãéá�ß õðÜñ÷åééóïðáëßá. Ïé �éìÝò −1; 0; Þ 1 ðïõ öáßíïí�áé ó�á öýëëá, áí�éó�ïé÷ïýí óåÞ��á, éóïðáëßá Þ íßêç �ïõ ðñþ�ïõ ðáß÷�ç (ðïõ óçìáßíåé X).Ïé �éìÝò áõ�Ýòìå�áäßäïí�áé ðñïò �á ðÜíù ó�ï äÝí�ñï, ìå �Ý�ïéï �ñüðï, þó�å áí Ýíáò êüìâïòáí�éó�ïé÷åß óå êá�Üó�áóç �ïõ ðßíáêá üðïõ åßíáé ç óåéñÜ �ïõ ðñþ�ïõ ðáß÷�çíá êéíçèåß, ï êüìâïò áõ�üò íá ðáßñíåé �ç ìÝãéó�ç �éìÞ áðü åêåßíåò ðïõ Ý÷ïõí�á ðáéäéÜ �ïõ. Áí ï êüìâïò áí�éó�ïé÷åß óå êá�Üó�áóç �ïõ ðßíáêá üðïõ åßíáé çóåéñÜ �ïõ äåý�åñïõ ðáß÷�ç íá êéíçèåß, �ü�å ç �éìÞ ðïõ ðáßñíåé áõ�üò ï êüìâïòåßíáé ç åëÜ÷éó�ç áðü åêåßíåò ðïõ Ý÷ïõí �á ðáéäéÜ �ïõ. ÕðïèÝ�ïõìå äçëáäÞü�é ï ðñþ�ïò ðáß÷�çò äéáëÝãåé �çí êáëý�åñç ãé' áõ�üí êßíçóç åíþ ï äåý�åñïò



8.3 Õëïðïßçóç �çò ïðéóèïäñüìçóçò 111äéáëÝãåé �çí êáëý�åñç êßíçóç ðïõ èá êá�áëÞîåé, áí åßíáé äõíá�ü, óå Þ��á �ïõáí�éðÜëïõ, ìå �çí éóïðáëßá óáí äåý�åñç åðéëïãÞ.Ç áðïíïìÞ �éìþí ó�ïõò êüìâïõò óõíå÷ßæå�áé ìÝ÷ñé íá ö�Üóïõìå ó�ç ñßæá.Áí �åëéêÜ ç ñßæá ðÜñåé �çí �éìÞ 1 �ü�å ï ðñþ�ïò ðáß÷�çò Ý÷åé ìéá ó�ñá�çãéêÞðïõ �ïí ïäçãåß óßãïõñá óå íßêç. Áêïëïõèþí�áò áõ�Þ �çí ó�ñá�çãéêÞ, ü�áíåßíáé ç óåéñÜ �ïõ äåý�åñïõ ðáß÷�ç, äåí õðÜñ÷åé ãé' áõ�üí Üëëç åðéëïãÞ ðáñÜíá êéíçèåß Ý�óé þó�å �åëéêÜ íá ÷Üóåé. Ôï ãåãïíüò ü�é �ï ðáé÷íßäé åßíáéðåðåñáóìÝíï ïäçãåß �ïí ðñþ�ï ðáß÷�ç ó�çí �åëéêÞ íßêç. Áí�ßó�ïé÷á áí çñßæá ðÜñåé �çí �éìÞ -1, �ü�å ï äåý�åñïò ðáß÷�çò Ý÷åé �çí íéêçöüñá ó�ñá�çãéêÞ.�Üí�ï�å üìùò, ó�ï ðáé÷íßäé �çò �ñßëéæáò, ç ñßæá ðáßñíåé �çí �éìÞ 0, ðñÜãìáðïõ óçìáßíåé ü�é êáíÝíáò ðáß÷�çò äåí Ý÷åé óßãïõñç ó�ñá�çãéêÞ, ðáñÜ ìüíïìðïñåß íá ïäçãÞóåé �ï ðáé÷íßäé óå éóïðáëßá, êÜíïí�áò �éò êáëý�åñåò ãéá �ïíåáõ�ü �ïõ êéíÞóåéò.Ç éäÝá �ïõ äÝí�ñïõ ðáé÷íéäéþí ìå êüìâïõò ðïõ Ý÷ïõí �éìÝò −1; 0; êáé 1ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß êáé óå äÝí�ñá ðïõ ó�á öýëëá äßíå�áé ïðïéáäÞðï�å �éìÞêáé �ï õðüëïéðï äÝí�ñï õðïëïãßæå�áé ìå �ïí ßäéï êáíüíá ðïõ ðåñéãñÜøáìåðñïçãïýìåíá. Ç ãåíßêåõóç áõ�Þ åßíáé ÷ñÞóéìç ãéá ðáé÷íßäéá ðéï ðåñßðëïêááðü �çí �ñßëéæá, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá �ï óêÜêé. Ôï äÝí�ñï �ïõ óêáêéïý, áíêáé ðåðåñáóìÝíï, åßíáé �üóï �åñÜó�éï þó�å ç áðï�ßìçóÞ �ïõ áðü �á öýëëáðñïò �ç ñßæá íá åßíáé áäýíá�ç. Ôá óêáêéó�éêÜ ðñïãñÜììá�á, êÜèå öïñÜ ðïõ÷ñåéÜæå�áé íá êÜíïõí ìéá êßíçóç, ö�éÜ÷íïõí �ï äÝí�ñï �ïõ ðáé÷íéäéïý ìå ñßæá�çí �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç �çò óêáêéÝñáò. Ó�ç óõíÝ÷åéá åðåê�åßíïõí áõ�ü �ïäÝí�ñï ìåñéêÜ åðßðåäá, ï áñéèìüò �ùí ïðïßùí åîáñ�Ü�áé áðü �éò äõíá�ü�ç�åò�ïõ õðïëïãéó�Þ ðïõ äïõëåýïõí. Åßíáé öáíåñü ü�é ãéá �á ðåñéóóü�åñá öýëëá�ïõ äÝí�ñïõ äåí èá éó÷ýåé ü�é áí�éó�ïé÷ïýí óå íßêç, Þ��á Þ éóïðáëßá. �é'áõ�ü �ï ëüãï �ï ðñüãñáììá ÷ñçóéìïðïéåß ìéá óõíÜñ�çóç êá�áó�Üóåùí ðïõðñïóðáèåß íá õðïëïãßóåé �çí ðéèáíü�ç�á íá êåñäßóåé o õðïëïãéó�Þò. �éáðáñÜäåéãìá, ç õëéêÞ õðåñï÷Þ åíüò ðáßê�ç ðáßæåé óçìáí�éêü ñüëï ó�ïí õðïëïãéóìüáõ�Þò �çò ðéèáíü�ç�áò, üðùò êáé Üëëïé ðáñÜãïí�åò óáí �çí ïñãáíùìÝíç äýíáìçÜìõíáò ãýñù áðü �ïõò äýï âáóéëéÜäåò. ×ñçóéìïðïéþí�áò áõ�Þ �ç óõíÜñ�çóç,ï õðïëïãéó�Þò ìðïñåß íá ðñïóåããßóåé �çí ðéèáíü�ç�á �çò íßêçò, ìå�Ü áðü �éòåðüìåíåò äõíá�Ýò �ïõ êéíÞóåéò, ìå �çí ðáñáäï÷Þ ü�é êáé ïé äýï ðëåõñÝò êÜíïõí�éò êáëý�åñåò äõíá�Ýò êéíÞóåéò.8.3 Õëïðïßçóç �çò ïðéóèïäñüìçóçòÁò õðïèÝóïõìå ü�é ìáò äßíå�áé Ýíá ðáé÷íßäé ìå �ïõò êáíüíåò �ïõ, üðùòïé åðé�ñåð�Ýò êéíÞóåéò êáé ïé üñïé �åñìá�éóìïý �ïõ. Ôï ðñüâëçìÜ ìáò åßíáéíá êá�áóêåõÜóïõìå �ï äÝí�ñï �ïõ êáé íá áðï�éìÞóïõìå �ç ñßæá �ïõ. Çêá�áóêåõÞ �ïõ äÝí�ñïõ èá ãßíåé ìå �ïí ðñïöáíÞ �ñüðï êáé ìå�Ü ç äéÜó÷éóÞ



112 ÊåöÜëáéï 8. Ç �å÷íéêÞ �çò ïðéóèïäñüìçóçò (BACKTRACKING)�ïõ èá ãßíåé ìå�áäéá�å�áãìÝíá (postorder). Ç ìå�áäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç ìáòåîáóöáëßæåé ü�é åðéóêåð�üìáó�å Ýíáí êüìâï n ìå�Ü áðü üëá �á ðáéäéÜ �ïõ.¸�óé ëïéðüí ìðïñïýìå íá áðï�éìÞóïõìå �ïí åêÜó�ï�å êüìâï ëáìâÜíïí�áòêÜèå öïñÜ �ï ìÝãéó�ï Þ �ï åëÜ÷éó�ï �ùí �éìþí �ùí êüìâùí �ùí ðáéäéþí �ïõ.Ï ÷þñïò ó�ïí ïðïßï èá ÷ñåéáó�åß íá áðïèçêåýóïõìå �ï äÝí�ñï ìðïñåß íáêá�áëÞîåé íá åßíáé áðáãïñåõ�éêÜ ìåãÜëïò, üìùò ìå ðñïóåê�éêïýò ÷åéñéóìïýòìðïñïýìå íá åîå�Üæïõìå ìüíï Ýíá ìïíïðÜ�é áðü �ç ñßæá ðñïò êÜðïéï êüìâï.Óå áõ�ü �ï óçìåßï ðñÝðåé íá åðéóçìÜíïõìå ü�é äåí åßíáé ìüíï ó�ñá�çãéêÝòãéá ðáé÷íßäéá ðïõ ìðïñïýí íá âñåèïýí ìå �éò �å÷íéêÝò ðïõ ðåñéãñÜöïõìå.¸íá ðáé÷íßäé, ìðïñåß ð.÷. íá áíáðáñéó�Ü ìéá ëýóç åíüò ðñáê�éêÜ ÷ñÞóéìïõðñïâëÞìá�ïò.8.4 Álpha - Beta prunning
≥ 20

≤ 1520

15

MINMAX a

 b2b1 b3

Ó÷Þìá 8.2: Alpha - Beta prunningÊá�Ü �ç äéÜñêåéá õðïëïãéóìïý åíüò äÝí�ñïõ ìðïñïýìå óõ÷íÜ íá êÜíïõìåìéá áðëÞ ðáñá�Þñçóç ðïõ èá ìáò åðé�ñÝøåé íá áãíïÞóïõìå, Ýíá ìåãÜëï ìÝñïò�ïõ. Ó�ï ó÷Þìá 8.2 Ýó�ù ü�é Ý÷ïõìå Þäç áðï�éìÞóåé �ïí êüìâï b1 ìå �çí�éìÞ 20. Áöïý ï êüìâïò a áðï�éìÜ�áé ìå �ï ìÝãéó�ï �ùí �éìþí �ùí ðáéäéþí�ïõ, åßíáé öáíåñü ü�é ç �éìÞ �ïõ èá åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �ï 20. Áí õðïèÝóïõìåü�é óõíå÷ßæïí�áò âñßóêáìå ü�é ï êüìâïò 
 Ý÷åé �çí �éìÞ 15, �ü�å áöïý ï 
åßíáé áðüãïíïò �ïõ b2 êáé ï b2 áðï�éìÜ�áé ìå �ï åëÜ÷éó�ï �ùí �éìþí �ùíðáéäéþí �ïõ, êá�áëÞãïõìå ó�ï ü�é, ç �éìÞ �ïõ b2 äåí ìðïñåß íá îåðåñíÜ �ï 15.ÏðïéáäÞðï�å �éìÞ ëïéðüí Ý÷åé ï b2 äåí ìðïñåß íá åðçñåÜóåé �çí �éìÞ �ïõ a,ïý�å ïðïéïõäÞðï�å ðñïãüíïõ �ïõ.Ó�çí ðáñáðÜíù ðåñßð�ùóç ìðïñïýìå íá áãíïÞóïõìå �üóï �ïí êüìâï b2,üóï êáé üëïõò �ïõò áðïãüíïõò �ïõ ðïõ äåí Ý÷ïõí áêüìç åîå�áóèåß. Ïéãåíéêïß êáíüíåò ðïõ ìáò âïçèïýí íá £êëáäåýïõìå¤ (prune) êüìâïõò åîå�Üæïõí



8.5 Bran
h and Bound 113�éò �éìÝò �ùí öýëëùí �ïõ äÝí�ñïõ üðùò åðßóçò êáé �á ðÜíù êáé êÜ�ù üñéá(áíÜëïãá ìå �ï ðþò áðï�éìÜ�áé êÜðïéïò êüìâïò) �ùí �éìþí �ùí åóù�åñéêþíêüìâùí �ïõ äÝí�ñïõ.8.5 Bran
h and Bound×ñçóéìïðïéþí�áò ìéá éäÝá ðáñüìïéá ìå áõ�Þ �ïõ á-â-prunning ìðïñïýìåíá åëá��þóïõìå áêüìç ðåñéóóü�åñï �ïõò êüìâïõò �ïõ äÝí�ñïõ ðïõ ðñÝðåéíá åîå�Üóïõìå. Áò õðïèÝóïõìå ü�é Ý÷ïõìå ìéá ìÝèïäï ðïõ ìáò åðé�ñÝðåé íáðÜñïõìå Ýíá êÜ�ù üñéï �ïõ êüó�ïõò ïðïéáóäÞðï�å ìåñéêÞò ëýóçò áðü áõ�Ýòðïõ áíáðáñéó�Ü êÜðïéïò êüìâïò n. Aí ç êáëý�åñç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ Ý÷ïõìåìÝ÷ñé ó�éãìÞò êïó�ßæåé ëéãü�åñï áðü �ï êÜ�ù üñéï �ïõ êüìâïõ, �ü�å ìðïñïýìåíá ðáñáëåßøïõìå áðü �çí åîÝ�áóÞ ìáò üëïõò �ïõò êüìâïõò êÜ�ù áðü �ï n.¸ó�ù ëïéðüí ü�é åîå�Üæïõìå �á ðáéäéÜ åíüò êüìâïõ êáé âñßóêïõìå ü�é�ï êÜ�ù üñéï åíüò ðáéäéïý åßíáé ßóï Þ ìåãáëý�åñï áðü �çí êáëý�åñç ìåñéêÞëýóç ðïõ Ý÷ïõìå âñåé ìÝ÷ñé åêåßíç �ç ó�éãìÞ. Ìðïñïýìå �ü�å íá êëáäÝøïõìåáõ�ü �ï ðáéäß êáé íá ìçí ìáò áðáó÷ïëÞóïõí ïé áðüãïíïß �ïõ. ÅíäéáöÝñïõóåòåßíáé ïé ðåñéð�þóåéò üðïõ �ï êÜ�ù üñéï åíüò êüìâïõ åßíáé ìéêñü�åñï áðü �çíêáëý�åñç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ õðÜñ÷åé ìÝ÷ñé ó�éãìÞò, êáé óõíÜìá ìðïñïýìå íáêëáäÝøïõìå üëá �á ðáéäéÜ �ïõ ãéá�ß �á êÜ�ù üñéÜ �ïõò åßíáé ìåãáëý�åñá áðü�çí êáëý�åñç ìåñéêÞ ëýóç. Áí äåí ìðïñïýìå íá êëáäÝøïõìå êáíÝíá ðáéäß,�ü�å åðéëÝãïõìå ðñþ�á áõ�ü ìå �ï ìéêñü�åñï êÜ�ù üñéï, ìå �çí åëðßäá íáö�Üóïõìå ãñçãïñü�åñá óå ëýóç ìå öèçíü�åñï êüó�ïò áðü �ï êáëý�åñï ðïõÝ÷ïõìå. Ìå�Ü áðü �çí åîÝ�áóç åíüò ðáéäéïý, ðñÝðåé íá åðáíåîå�áóèåß �ï áí�á áäÝëöéá �ïõ ìðïñïýí íá êëáäåõ�ïýí, ìéáò êáé ìðïñåß íá Ý÷åé âñåèåß ìéá íÝáêáëý�åñç ìåñéêÞ ëýóç.



.



ÊåöÜëáéï 9ÁíáæÞ�çóç êáé äéÜó÷éóç óå äÝíäñáêáé ãñÜöïõò
9.1 �åíéêÜ¸íá ðñüâëçìá ðïõ ðñïêýð�åé áñêå�Ü óõ÷íÜ, åßíáé íá äéáó÷ßóïõìå (tra-verse) ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí Ý�óé þó�å íá åðéóêåöèïýìå üëá �á ó�ïé÷åßá �çò ìåêÜðïéï óõó�çìá�éêü �ñüðï.Áõ�ü ðïõ æç�Üìå åßíáé íá äéáó÷ßóïõìå �ç äïìÞ äåäïìÝíùí ìå Ýíáí �ñüðïðïõ âáóßæå�áé ó�ç äïìÞ �çò. Åéäéêü�åñá ãéá ãñÜöïõò ùò äéÜó÷éóç åííïïýìå�çí åðßóêåøç üëùí �ùí êüìâùí ìå ìå�áêßíçóç áðü êüìâï óå êüìâï ìÝóùáêìþí �ïõ ãñÜöïõ. Áõ�ü ìðïñïýìå íá �ï ðå�ý÷ïõìå ìå ìéá ðïéêéëßá ìåèüäùíáðü �éò ïðïßåò èá îå÷ùñßóïõìå �éò óðïõäáéü�åñåò ðïõ áöïñïýí �á äÝí�ñá êáé�ïõò ãñÜöïõò.9.2 ÄéÜó÷éóç äÝí�ñùíÏé óðïõäáéü�åñïé �ñüðïé äéÜó÷éóçò åíüò äÝí�ñïõ åßíáé ç ðñïäéá�å�áãìÝíç(preorder), ç åíäïäéá�å�áãìÝíç (inorder) êáé ç ìå�áäéá�å�áãìÝíç (postorder).Ïé äéáó÷ßóåéò áõ�Ýò ðáñÜãïõí �éò äéá�Üîåéò (orderings) �ùí êüìâùí ìå �ááí�ßó�ïé÷á ïíüìá�á.¸ó�ù ìéá äéáäñïìÞ ãýñù áðü �ï äÝí�ñï ðïõ îåêéíÜåé áðü �ç ñßæá êáéðñï÷ùñÜ ìå öïñÜ áí�ßèå�ç áðü áõ�Þ �ùí äåéê�þí �ïõ ñïëïãéïý ìÝíïí�áò üóï�ï äõíá�üí ðëçóéÝó�åñá ó�ï äÝí�ñï, üðùò áõ�Þ ó�ï ó÷Þìá 9.1. Ç ðñïäéá�å�áãìÝíçäéÜ�áîç ðáñÜãå�áé ü�áí êá�Ü �ç äéÜñêåéá �çò äéáäñïìÞò êá�áãñÜøïõìå êÜèåêüìâï �çí ðñþ�ç öïñÜ ðïõ �ïí óõíáí�Üìå, åíþ ç ìå�áäéá�å�áãìÝíç ü�áí �ïíêá�áãñÜøïõìå �çí �åëåõ�áßá öïñÜ. Ç åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜ�áîç ðñïêýð�åéü�áí êá�áãñÜøïõìå �á öýëëá �ç ðñþ�ç öïñÜ ðïõ �á óõíáí�Üìå, áëëÜ �ïõò115



116 ÊåöÜëáéï 9. ÁíáæÞ�çóç êáé äéÜó÷éóç óå äÝíäñá êáé ãñÜöïõò
24 5 36

1
Ó÷Þìá 9.1: ÄéÜó÷éóç äÝíäñïõÜëëïõò êüìâïõò �ç äåý�åñç öïñÜ. �éá �ï äÝí�ñï �ïõ ó÷Þìá�ïò 9.1 ïé �ñåéòäéá�Üîåéò �ùí êüìâùí åßíáé ïé áêüëïõèåò:

• ðñïäéá�å�áãìÝíç: 1 2 4 5 3 6

• ìå�áäéá�å�áãìÝíç: 4 5 2 6 3 1

• åíäïäéá�å�áãìÝíç: 4 2 5 1 6 3O áëãüñéèìïò 9.1 åßíáé ç õëïðïßçóç �çò åíäïäéá�å�áãìÝíçò äéÜó÷éóçò óåÝíá äõáäéêü äÝí�ñï. Ó�çí õëïðïßçóç áõ�Þ õðïèÝ�ïõìå ü�é Ý÷ïõí ãßíåé ïéêá�Üëëçëåò äçëþóåéò ãéá �çí ìå�áâëç�Þ T , åíþ ç ðïëõðëïêü�ç�á ÷þñïõ êáé÷ñüíïõ åßíáé öáíåñü ü�é åßíáé O(n). Ìðïñïýìå íá åîáëåßøïõìå �ç äåý�åñçáíáäñïìÞ ìå �çí õëïðïßçóç ðïõ öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 9.2. Ìéá ìç áíáäñïìéêÞõëïðïßçóç ÷ñçóéìïðïéåß ìéá ó�ïßâá (sta
k) êáé õðïèÝ�åé ü�é üëï �ï äÝí�ñïåßíáé �ï äåîß ðáéäß ìéáò åéêïíéêÞò (dummy) ìå�áâëç�Þò T . Ç õëïðïßçóç áõ�Þöáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 9.3.Ïé áíáäñïìéêÝò õëïðïéÞóåéò ãéá �çí ðñïäéá�å�áãìÝíç êáé ìå�áäéá�å�áãìÝíçäéÜó÷éóç åíüò äõáäéêïý äÝí�ñïõ öáßíïí�áé ó�ïí áëãüñéèìï 9.4 êáé ó�ïí áëãüñéèìï 9.5.Ïé ìç áíáäñïìéêÝò õëïðïéÞóåéò ãé' áõ�Ýò �éò äéáó÷ßóåéò ãßíïí�áé ìå �ñüðïáíÜëïãï �çò åíäïäéá�å�áãìÝíçò.9.3 ÄéÜó÷éóç ãñÜöùí9.3.1 �åíéêÜÏé �å÷íéêÝò äéÜó÷éóçò ãñÜöùí ìáò âïçèïýí ó�ï íá åðéóêåð�üìáó�å óõó�çìá�éêÜ�ïõò êüìâïõò åíüò ãñÜöïõ G(V,E) Ý�óé þó�å íá äßíïõìå ãñÞãïñá áðáí�Þóåéòóå ðñïâëÞìá�á üðùò �á ðáñáêÜ�ù (G.A.P., Graph A

essibility Problem):
• Ó�ï ãñÜöï G õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï v ó�ïí êüìâï u;



9.3 ÄéÜó÷éóç ãñÜöùí 117Áëãüñéèìïò 9.1 Åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóçpro
edure Inorder (T: bintree);beginif T<>empty thenbeginInorder(left
hlild(T)); Visit(T);Inorder(right
hild(T))endendÁëãüñéèìïò 9.2 Åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç ÷ùñßò äåý�åñç áíáäñïìÞpro
edure Inorder (T);beginwhile T<>empty dobeginInorder(left
hild(T)); Visit(T);T:=right
hild(T)endendÁëãüñéèìïò 9.3 Åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç ÷ùñßò áíáäñïìÞpro
edure Inorder (T);(∗ ÕðïèÝ�ïõìå ü�é Ý÷ïõìå ìéá åéêïíéêÞ ìå�áâëç�Þ T ãéá �çíïðïßá éó÷ýåé right
hild(T)=tree ∗)beginsta
k:=empty; push(T);repeatwhile right
hild(T)<>empty dobeginT:=right
hild(T);while left
hild(T)<>empty dobegin push(T); T:=left
hild(T) end;Visit(T)end;pop(T); Visit(T)until sta
k=emptyend
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edure Preorder (T:bintree);beginif T<>empty thenbeginVisit(T); Preorder(left
hlild(T));Preorder(right
hild(T))endendÁëãüñéèìïò 9.5 Ìå�áäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóçpro
edure Postorder (T);beginwhile T<>empty dobeginPostorder(left
hild(T)); Postorder(right
hild(T));Visit(T)endend
• O ãñÜöïò G åßíáé áêõêëéêüò;
• �ïéåò åßíáé ïé óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò (strong 
omponents) �ïõ ãñÜöïõG; ÄçëáäÞ æç�Üìå íá âñåèïýí üëá �á õðïóýíïëá �ïõ óõíüëïõ V ðïõåßíáé �Ý�ïéá þó�å üëïé ïé êüìâïé ðïõ áíÞêïõí óå áõ�Ü íá åßíáé ìå�áîý�ïõò óõíäåäåìÝíïé.
• �ïéá åßíáé �á óçìåßá óýíäåóçò (arti
ulation points) �ïõ ãñÜöïõ G;ÄçëáäÞ æç�Üìå üëïõò åêåßíïõò �ïõò êüìâïõò �ïõ ãñÜöïõ, ðïõ áí áöáéñåèïýíìáæß ìå �éò ðñïóðßð�ïõóåò ðëåõñÝò �ïõò, ÷ùñßæïõí �ï ãñÜöï óå äýï Þðåñéóóü�åñåò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò.9.3.2 ÁíáæÞ�çóç êá�Ü ðëÜ�ïò (Breadth First Sear
h)Ó�çí áíáæÞ�çóç êá�Ü ðëÜ�ïò áðü êÜèå êüìâï v ðïõ åðéóêåð�üìáó�å,áíáæç�ïýìå êüìâïõò üóï �ï äõíá�üí êá�Ü ðëÜ�ïò, äçëáäÞ áìÝóùò ìå�Ü �çíåðßóêåøç �ïõ êüìâïõ v åðéóêåð�üìáó�å üëïõò �ïõò ãåé�ïíéêïýò �ïõ êüìâïõò.¸�óé ëïéðüí, êá�Ü �ç äéÜñêåéá �çò äéáäéêáóßáò áõ�Þò ìðïñïýìå íá îå÷ùñßóïõìåäýï êá�çãïñßåò êüìâùí:
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• êüìâïõò ðïõ Ý÷ïõìå åðéóêåöèåß (visited nodes)
• êüìâïõò ðïõ Ý÷ïõìå åðéóêåöèåß áõ�ïýò êáé üëïõò �ïõò ãåé�ïíéêïýò �ïõò(explored nodes)

761 2 38 94 510 11Ó÷Þìá 9.2: �áñÜäåéãìá ãñÜöïõ ó�ïí ïðïßï èá ãßíåé áíáæÞ�çóçÌå�Ü �ï �Ýëïò �çò äéáäéêáóßáò �çò áíáæÞ�çóçò êá�Ü ðëÜ�ïò ó�ï ãñÜöïG, ðñïêýð�åé �ï óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå ðñï�åñáéü�ç�á ðëÜ�ïõò (breadth �rstspanning tree) �ïõ ãñÜöïõ G. Ç õëïðïßçóç �çò äéáäéêáóßáò öáßíå�áé ó�ïíáëãüñéèìï 9.6.Áëãüñéèìïò 9.6 ÁíáæÞ�çóç êá�Ü ðëÜ�ïòpro
edure bfs(v:vertex);begininitialize queue with v; visited[v℄:=true;repeat dequeue(u);for all verti
es w adja
ent to u doif not visited[w℄ thenbegin visited[w℄ := true; enqueue(w) enduntil queue is emptyend�áñÜäåéãìá 9.3.1. ¸ó�ù ï ãñÜöïò ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 9.2. Áí êáëÝóïõìå�ç äéáäéêáóßá bfs ìå bfs(1) Ý÷ïõìå �á âÞìá�á ðïõ öáßíïí�áé ó�ï ðßíáêá 9.1.Ôï óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå ðñï�åñáéü�ç�á ðëÜ�ïõò, åßíáé áõ�ü ðïõ öáßíå�áé ó�ïó÷Þìá 9.3. ÏðïéáäÞðï�å õëïðïßçóç êáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß, ï áëãüñéèìïò 9.6÷ñåéÜæå�áé �ïí åðéðëÝïí ÷þñï ìéáò ïõñÜò ìÞêïõò n êáé Ýíá ðßíáêá åðßóçòìÞêïõò n. Óõíåðþò ï ÷þñïò ðïõ ÷ñåéÜæå�áé åßíáé �çò �Üîçò O(n). Áí ï ãñÜöïòõëïðïéçèåß ìå ðßíáêá ãåé�ïíßáò, ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ãéá íá äéá�ñÝîïõìå�ïí ðßíáêá åßíáé O(n2), åíþ áí Ý÷ïõìå ëßó�åò ãåé�ïíéêþí êïñõöþí ï ÷ñüíïòåßíáé O(n+ e).
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54 83
2 1 67 119 10

Ó÷Þìá 9.3: ÁíáæÞ�çóç êá�Ü ðëÜ�ïò ó�ïí ãñÜöï
visited nodes Queue1 12 26 2-611 2-6-113 6-11-37 11-3-79 3-7-910 3-7-9-104 7-9-10-48 7-9-10-4-85 7-9-10-4-8-5- 9-10-4-8-5- 10-4-8-5- 4-8-5- 8-5- 5- �Table 9.1: Åê�Ýëåóç áíáæÞ�çóçò êá�Ü ðëÜ�ïò



9.3 ÄéÜó÷éóç ãñÜöùí 121�éá íá âñïýìå üëåò �éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõ ãñÜöïõ G äéáó÷ßæïõìå�ï ãñÜöï ìå ðñï�åñáéü�ç�á ðëÜ�ïõò (breadth �rst traversing). Ç õëïðïßçóçáõ�Þò �çò äéÜó÷éóçò öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 9.7. Ó�ïí áëãüñéèìï áõ�ü åßíáéöáíåñü ü�é áí ï ãñÜöïò åßíáé óõíåê�éêüò, �ü�å ìå �çí ðñþ�ç êëÞóç �çò bfs èáåðéóêåöèïýìå üëïõò �ïõò êüìâïõò �ïõ.Áëãüñéèìïò 9.7 Åýñåóç óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþípro
edure bft(G);begininitialize visited with false;for i:=1 to n doif not visited[i℄ then bfs(i)end
9.3.3 ÁíáæÞ�çóç êá�Ü âÜèïò (Depth First Sear
h)Ó�çí áíáæÞ�çóç êá�Ü âÜèïò áðü êÜèå êüìâï v ðïõ åðéóêåð�üìáó�å áíáæç�ÜìåÜëëïõò êüìâïõò üóï �ï äõíá�ü âáèý�åñá. Ìå�Ü �ï �Ýëïò �çò äéáäéêáóßáòðñïêýð�åé �ï óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå ðñï�åñáéü�ç�á âÜèïõò (depth �rst span-ning tree). Ç õëïðïßçóç �çò äéáäéêáóßáò öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 9.8, åíþ�ï óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå ðñï�åñáéü�ç�á âÜèïõò åßíáé áõ�ü ðïõ öáßíå�áé ó�ïó÷Þìá 9.4.Áëãüñéèìïò 9.8 ÁíáæÞ�çóç êá�Ü âÜèïòpro
edure dfs(v:vertex);beginvisited[v℄:=true;for all verti
es u adja
ent to v doif not visited[u℄ then dfs(u)endÇ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ dfs åßíáé ßäéá ìå �ï bfs.Ï Áëãüñéèìïò dft åßíáé áêñéâþò óáí �ïí bft, üðïõ üìùò áí�éêáèéó�ïýìå�çí êëÞóç bfs ìå �çí êëÞóç �çò dfs. Åê�üò áðü �ï bfs êáé �ï dfs õðÜñ÷åé êáé�ï ëåãüìåíï D-sear
h ðïõ åßíáé áêñéâþò ç ßäéá äéáäéêáóßá ìå �ï bfs åê�üòáðü �ï ü�é ÷ñçóéìïðïéåß ìéá ó�ïßâá (sta
k) áí�ß ïõñÜò.
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4 32

1
5 87 96 1011Ó÷Þìá 9.4: ÁíáæÞ�çóç êá�Ü âÜèïò ó�ïí ãñÜöï9.4 Ôï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò ñïÞò (Max Flow)¸íá ðñüâëçìá ðïõ, üðùò èá äïýìå, áíÜãå�áé ó�ï ðñüâëçìá �çò äéÜó÷éóçòåßíáé �ï �ñüâëçìá ÌÝãéó�çò ÑïÞò (Max Flow Problem): ÄïèÝí�ïò åíüòäéê�ýïõ, äçëáäÞ åíüò êá�åõèõíüìåíïõ ãñÜöïõ ìå âÜñç ðïõ áí�éðñïóùðåýïõí÷ùñç�éêü�ç�åò êáé äýï êüìâùí s (sour
e, ðçãÞ), t (target, ó�ü÷ïò), æç�åß�áéíá äñïìïëïãçèåß üóï �ï äõíá�üí ìåãáëý�åñç ñïÞ áðü �ïí s ó�ïí t Ý�óé þó�å íáéó÷ýåé ç áñ÷Þ äéá�Þñçóçò �çò ñïÞò êáé íá ìçí ðáñáâéÜæïí�áé ïé ÷ùñç�éêü�ç�åò�ùí áêìþí.Áò óçìåéùèåß ü�é ç ñïÞ (üðùò êáé ç ÷ùñç�éêü�ç�á) ïñßæå�áé �õðéêÜ ùòìéá óõíÜñ�çóç ðÜíù ó�éò áêìÝò ðïõ ðáßñíåé ìç áñíç�éêÝò ðñáãìá�éêÝò �éìÝòf : E → R+ (ãéá �çí ÷ùñç�éêü�ç�á óõìâïëßæïõìå ìå 
 : E → R+).Ç áñ÷Þ äéá�Þñçóçò �çò ñïÞò áðáé�åß óå êÜèå êüìâï åê�üò �ùí s; t �ïÜèñïéóìá �çò f ó�éò åéóåñ÷üìåíåò áêìÝò íá åßíáé ßäéï ìå �ï Üèñïéóìá �çò fó�éò åîåñ÷üìåíåò áêìÝò (ðñâë. íüìï Kir
hho�). Ç �éìÞ �çò ñïÞò ïñßæå�áé ùòç êáèáñÞ ñïÞ ðïõ åîÝñ÷å�áé áðü �ïí êüìâï s (Þ éóïäýíáìá, ðïõ åéóÝñ÷å�áéó�ïí êüìâï t), äçëáäÞ �ï Üèñïéóìá �çò f ó�éò åîåñ÷üìåíåò áêìÝò �ïõ êüìâïõs ìåßïí �ï Üèñïéóìá �çò f ó�éò åéóåñ÷üìåíåò áêìÝò �ïõ êüìâïõ s.1Éó÷ýåé �ï ðáñáêÜ�ù óçìáí�éêü èåþñçìá:1Ó�ç âéâëéïãñáößá ÷ñçóéìïðïéïýí�áé êáé ïñéóìïß �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ðïõ åðé�ñÝðïõíáñíç�éêÞ ñïÞ, Þ/êáé áðáé�ïýí äéá�Þñçóç �çò ñïÞò êáé ó�ïõò êüìâïõò s; t (ìå ðñïóèÞêç ìéáòáêìÞò (t; s) åÜí äåí õðÜñ÷åé). Ìðïñåß íá äåé÷èåß ü�é üëïé áõ�ïß ïé ïñéóìïß åßíáé éóïäýíáìïéìå áõ�üí ðïõ äßíïõìå åäþ.



9.4 Ôï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò ñïÞò (Max Flow) 123Èåþñçìá 9.4.1. (Max Flow { Min Cut) Ç ìÝãéó�ç ñïÞ éóïý�áé ìå �çíåëÜ÷éó�ç (ùò ðñïò ÷ùñç�éêü�ç�á) �ïìÞ (óýíïëï áêìþí) ðïõ äéá÷ùñßæåé �ïís áðü �ïí t.Ç áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò áõ�ïý, ìáæß ìå �ïí áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé�ç ìÝãéó�ç ñïÞ, äüèçêå áðü �ïõò Ford êáé Fulkerson(1962).Áëãüñéèìïò 9.9 Áëãüñéèìïò Ford-Fulkerson1. ÅðéëïãÞ ìïíïðá�éïý áðü �ïí s ó�ïí t. Äñïìïëüãçóç ñïÞò ßóçò ìå �çíåëÜ÷éó�ç ÷ùñç�éêü�ç�á áêìÞò ó�ï ìïíïðÜ�é.2. Õðïëïãéóìüò �çò ðáñáìÝíïõóáò ÷ùñç�éêü�ç�áò óå êÜèå áêìÞ �ïõìïíïðá�éïý p (êáèþò êáé ó�éò áí�ßèå�Ýò �ïõò): êá�áóêåõÞ �ïõðáñáìÝíïí�ïò äéê�ýïõ (residual network)3. ÅðáíÜëçøç �çò äéáäéêáóßáò ó�ï ðáñáìÝíïí äßê�õï (residual network)åö'üóïí õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ïí s ó�ïí t.×ñåéÜæå�áé íá åîçãÞóïõìå ëßãï ðåñéóóü�åñï �ï âÞìá 2. ¸ó�ù fi ç ñïÞðïõ ðñïó�ßèå�áé ó�çí i-ïó�Þ åðáíÜëçøç (äçëáäÞ fi = mine∈p 
i−1(e), üðïõ 
i−1åßíáé ç óõíÜñ�çóç ÷ùñç�éêü�ç�áò ó�ï �Ýëïò �çò (i−1)-ïó�Þò åðáíÜëçøçò). ÓåêÜèå ìßá áðü �éò áêìÝò �ïõ ìïíïðá�éïý p áöáéñïýìå ÷ùñç�éêü�ç�á ßóç ìå fi êáéó�éò áí�ßèå�åò áêìÝò ðñïóèÝ�ïõìå ÷ùñç�éêü�ç�á ßóç ìå fi (áí äåí õðÜñ÷ïõíêÜðïéåò áðü �éò áí�ßèå�åò �éò ðñïóèÝ�ïõìå). Ôï äßê�õï ðïõ ðñïêýð�åé åßíáé�ï ðáñáìÝíïí äßê�õï.Ç �åëéêÞ ñïÞ åßíáé �ï Üèñïéóìá üëùí �ùí fi. Áí óå êÜðïéï æåýãïò áí�ßèå�ùíáêìþí õðÜñ÷åé ñïÞ êáé ó�éò äýï áêìÝò, �ü�å ç äéáöïñÜ �ïõò áðïäßäå�áé ó�çíáêìÞ ðïõ åß÷å �ç ìåãáëý�åñç ñïÞ, åíþ ç ñïÞ �çò áí�ßèå�çò áêìÞò ìçäåíßæå�áé.¸íá ðáñÜäåéãìá �çò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ äßíå�áé ó�á Ó÷Þìá�á 9.5, 9.6, 9.7.Ôá ìïíïðÜ�éá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ï áëãüñéèìïò ëÝãïí�áé óõíÞèùò ìïíïðÜ�éáåðáýîçóçò (augmenting paths). �ïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ: ãéá áêÝñáéåò÷ùñç�éêü�ç�åò ç ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé O(|f ∗||E|), üðïõ f ∗ ç ìÝãéó�ç ñïÞ,êáèþò óå êÜèå åðáíÜëçøç ç ñïÞ áõîÜíå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí êá�Ü 1 ìïíÜäá, êáéç åýñåóç ìïíïðá�éïý áðü �ïí s ó�ïí t ãßíå�áé óå ÷ñüíï Ï(|Å|). ÅðïìÝíùò,ï áëãüñéèìïò áõ�üò äåí åßíáé ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç(ãéá�ß;). ÅÜí üìùò åðéëÝãå�áé êÜèå öïñÜ �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é, �ü�å ïáñéèìüò �ùí åðáíáëÞøåùí ãßíå�áé ðïëõùíõìéêüò, üðùò áðÝäåéîáí ïé Edmonds-Karp (1972) - ï áí�ßó�ïé÷ïò áëãüñéèìïò Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á O(|V ||E|2).Áêüìç �á÷ý�åñïò åßíáé ï áëãüñéèìïò �ïõ Goldberg (1986-87) ìå ðïëõðëïêü�ç�áO(|V |2|E|) êáé O(|V |3) (ìÝèïäïò pre
ow-push).
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tMat
hing (ÔÝëåéï Ôáßñéáóìá) ëýíå�áé ìå áíáãùãÞ ó�ï ðñüâëçìáMaximumFlow.
1

1
2

ts

5

2
1

4

3

3

Ó÷Þìá 9.5: Ôï áñ÷éêü äßê�õï êáé ç ðñþ�ç ñïÞ ìåãÝèïõò 3 áðü �ïí êüìâï só�ïí t.
1

1
2

ts
2

3

3

1

3

1

2

Ó÷Þìá 9.6: Ôï ðáñáìÝíïí äßê�õï êáé ç äåý�åñç ñïÞ ìåãÝèïõò 1 áðü �ïí êüìâïs ó�ïí t.
ts

1

4

1

4

3

1

3

1

1Ó÷Þìá 9.7: Ôï ðáñáìÝíïí äßê�õï. Äåí õðÜñ÷åé ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï só�ïí t.



ÊåöÜëáéï 10Õðïëïãéóéìü�ç�á (Computability)
10.1 Éó�ïñßá - ÅéóáãùãÞÇ Óõëëïãéó�éêÞ �ïõ Áñéó�ï�Ýëç áðï�Ýëåóå �çí ðñþ�ç ðñïóðÜèåéá èåìåëßùóçò�çò ëïãéêÞò êáé �ùí ìáèçìá�éêþí. Ï Leibni(t)z ðñü�åéíå �ï åîÞò ðñüãñáììá:1. Íá äçìéïõñãçèåß ìéá �õðéêÞ ãëþóóá (formal language), ìå �çí ïðïßá íáìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå üëåò �éò ìáèçìá�éêÝò Ýííïéåò êáé ðñï�Üóåéò.2. Íá äçìéïõñãçèåß ìéá ìáèçìá�éêÞ èåùñßá (äçë. Ýíá óýíïëï áðü áîéþìá�áêáé óõìðåñáóìá�éêïýò êáíüíåò óõíåðáãùãÞò), ìå �çí ïðïßá íá ìðïñïýìåíá áðïäåéêíýïõìå üëåò �éò ïñèÝò ìáèçìá�éêÝò ðñï�Üóåéò.3. Íá áðïäåé÷èåß ü�é áõ�Þ ç èåùñßá åßíáé óõíåðÞò (
onsistent), (äçë. ü�éç ðñü�áóç £Á êáé ü÷é Á¤ (A ∧ ¬A) äåí åßíáé äõíá�üí íá áðïäåé÷èåß ó'áõ�Þ �ç èåùñßá).Ç ðñáãìÜ�ùóç áõ�ïý �ïõ ðñïãñÜììá�ïò Üñ÷éóå ðïëý áñãü�åñá, ðñïò �ï�Ýëïò �ïõ 19ïõ áéþíá. �ïëëïß åðéó�Þìïíåò áó÷ïëÞèçêáí ìå �ïí ïñéóìü �çòåíéáßáò ãëþóóáò �çò ìáèçìá�éêÞò (Þ óõìâïëéêÞò) ëïãéêÞò (Boole, Frege, ê.á).¢ëëïé áó÷ïëÞèçêáí ìå �ïí ïñéóìü �çò åíéáßáò èåùñßáò �ùí óõíüëùí (Cantor,ê.á.) êáé Üëëïé ìå �çí ðáñáãùãÞ (derivation) üëùí �ùí áëçèþí ìáèçìá�éêþíðñï�Üóåùí ìå ÷ñÞóç �çò Óõíïëïèåùñßáò (Russel, Whitehead, ê.á.).Ó�çí áñ÷Þ áõ�ïý �ïõ áéþíá ï Hilbert âÜëèçêå íá ðñáãìá�ïðïéÞóåé �ï3ï ìÝñïò �ïõ ðñïãñÜììá�ïò �ïõ Leibni(t)z, äçëáäÞ íá âñåé Ýíáí áëãüñéèìïðïõ íá áðïêñßíå�áé (de
ides) ãéá �çí ïñèü�ç�á êÜèå ìáèçìá�éêÞò ðñü�áóçò.ÔåëéêÜ, üìùò, �ï 1931 ï G�odel áðÝäåéîå ü�é:
• Äåí õðÜñ÷åé �Ý�ïéïò áëãüñéèìïò.125
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• Åßíáé áäýíá�ïí íá áðïäåé÷èåß ç óõíÝðåéá �çò Óõíïëïèåùñßáò.
• ÅðéðëÝïí, ïðïéáäÞðï�å (äçë. ü÷é ìüíï ç Óõíïëïèåùñßá) áîéùìá�éêÞèåùñßá �ùí Ìáèçìá�éêþí, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí �çí Áñéèìïèåùñßá,èá ðåñéëáìâÜíåé êáé ìç áðïêñßóéìåò (unde
idable) ðñï�Üóåéò.
• Êùäéêïðïéþí�áò ðñï�Üóåéò ìå öõóéêïýò áñéèìïýò (áõ�Þ ç êùäéêïðïßçóçëÝãå�áé óÞìåñá £�êåí�åëïðïßçóç¤ (G�odelization)) ìðüñåóå íá ðáñïõóéÜóåéìéá óõãêåêñéìÝíç ðñü�áóç ðïõ åßíáé ìç áðïêñßóéìç.Ôï áðï�Ýëåóìá áõ�ü �ïõ G�odel Þ�áí ç áé�ßá ìéáò óçìáí�éêÞò êñßóçò ó�áêëáóóéêÜ ìáèçìá�éêÜ, ìá óõã÷ñüíùò êáé ç áðáñ÷Þ �ùí ìïí�Ýñíùí äõíáìéêþíìáèçìá�éêþí. Ôï êåí�ñéêü åñþ�çìá äåí åßíáé ðéá áðëÜ áí ìéá ðñü�áóç åßíáéáëçèÞò ç øåõäÞò, áëëÜ áí åßíáé £áðïêñßóéìç Þ ìç áðïêñßóéìç¤, äçëáäÞ áí åßíáé£õðïëïãéó�Þ (
omputable) Þ ü÷é¤. Áõ�ü áêñéâþò åßíáé êáé �ï áí�éêåßìåíï�çò Èåùñßáò �çò Õðïëïãéó�ü�ç�áò (
omputability). Áí äïèåß ü�é ìéáóõíÜñ�çóç f åßíáé õðïëïãéó�Þ, ðïéï åßíáé �ï êüó�ïò Þ �á áãáèÜ (resour
es)ðïõ ÷ñåéÜæïí�áé ãéá íá õðïëïãßóïõìå �çí f; Áõ�ü åßíáé �ï âáóéêü åñþ�çìá �çòÈåùñßáò �çò �ïëõðëïêü�ç�áò (
omplexity)1.ÄéÜöïñïé åðéó�Þìïíåò (Turing, Chur
h, Kleene, Post, Markov, ê.á.) âÜëèçêáííá îåêáèáñßóïõí �éò Ýííïéåò: õðïëïãéó�ü Þ åðéëýóéìï (solvable) ìå áëãüñéèìï,õðïëïãéó�Þ óõíÜñ�çóç êáé áðïêñßóéìï ðñüâëçìá. Êá�Ýëçîáí, ëïéðüí, óåäéáöïñå�éêÜ õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá, �á ïðïßá üìùò áðïäåß÷èçêáí üëá éóïäýíáìáìå�áîý �ïõò.Ç ðåñßöçìçÈÝóç (thesis) �ùí Chur
h-Turing ëÝåé ëïéðüí áðëïõó�åõìÝíá:£¼ëá �á ãíùó�Ü êáé �á £Üãíùó�á¤ ìïí�Ýëá �çò Ýííïéáò £õðïëïãéó�üò¤ åßíáéìç÷áíéó�éêÜ éóïäýíáìá (e�e
tively equivalent)¤. ÄçëáäÞ äïèÝí�ïò åíüò áëãïñßèìïõóå Ýíá ìïí�Ýëï ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç óõíÜñ�çóç f, ìðïñïýìå ìç÷áíéó�éêÜ (ìå�ç âïÞèåéá ìç÷áíÞò) íá êá�áóêåõÜóïõìå áëãüñéèìï óå Ýíá Üëëï ìïí�Ýëï ãéá�çí ßäéá óõíÜñ�çóç f.Áò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åäþ Ýíá ãíùó�ü ìïí�Ýëï õðïëïãéóìïý, ìéá ãëþóóáðñïãñáììá�éóìïý õøçëïý åðéðÝäïõ. Ìéá óõíÜñ�çóç2 �ü�å, èá ëÝãå�áé õðïëïãéó�Þ,áí õðÜñ÷åé ðñüãñáììá ðïõ õðïëïãßæåé �çí �éìÞ �çò ãéá êÜèå üñéóìá. ÅßíáéðñïöáíÝò ü�é õðÜñ÷ïõí óõíáñ�Þóåéò ìç õðïëïãéó�Ýò, ãéá�ß:
• ÕðÜñ÷ïõí Üðåéñá ìåí, áëëÜ ìüíï áñéèìÞóéìá (
ountable) äéáöïñå�éêÜðñïãñÜììá�á. Åê�üò áõ�ïý ìðïñïýìå ÷ñçóéìïðïéþí�áò êùäéêïðïßçóç1Óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåß�áé êáé ï üñïò õðïëïãßóéìïò áí�ß ãéá õðïëïãéó�üò2èá ðñÝðåé åäþ íá äéåõêñéíßóïõìå ü�é áíáöåñüìáó�å óå óõíáñ�Þóåéò f : INn → IN,áöïý �á äåäïìÝíá óå Ýíá ðñáãìá�éêü õðïëïãéó�Þ êùäéêïðïéïýí�áé ìå öõóéêïýò áñéèìïýò(áêïëïõèßåò áðü 0 êáé 1). �åíéêü�åñá, áíáöåñüìáó�å óå óõíáñ�Þóåéò áðü áñéèìÞóéìáóýíïëá óå áñéèìÞóéìá óýíïëá



10.1 Éó�ïñßá - ÅéóáãùãÞ 127íá �á áðáñéèìÞóïõìå ìç÷áíéó�éêÜ (e�e
tively enumerate)3
• Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ üìùò, îÝñïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí ìç áñéèìÞóéìåò Üðåéñåò(un
ountable) äéáöïñå�éêÝò óõíáñ�Þóåéò. Áõ�ü áðïäåéêíýå�áé ìå äéáãùíéïðïßçóç(diagonalization), áíÜëïãç ìå áõ�Þ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá äåßîïõìåü�é �ï óýíïëï IR åßíáé ìç áñéèìÞóéìï4Áò ó�ñáöïýìå óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ðïõ åßíáé ìç áðïêñßóéìï.¼ðùò îÝñïõìå ï ìå�áãëù��éó�Þò (
ompiler) ìéáò ãëþóóáò ðñïãñáììá�éóìïýìðïñåß íá åëÝãîåé áí Ýíá ðñüãñáììá åßíáé óõí�áê�éêÜ ïñèü Þ ü÷é. Ôé ãßíå�áéüìùò ìå �á ëÜèç ÷ñüíïõ åê�Ýëåóçò (run time errors); Èá Þ�áí ùñáßï íáåß÷áìå Ýíá ðñüãñáììá ðïõ èá ìðïñïýóå íá åëÝã÷åé áí Ýíá óõí�áê�éêÜ ïñèüðñüãñáììá èá ó�áìá�Þóåé êÜðï�å Þ áí èá �ñÝ÷åé ãéá ðÜí�á. Äõó�õ÷þò �Ý�ïéïðñüãñáììá äåí õðÜñ÷åé.Èåþñçìá 10.1.1. Ôï halting problem (HP) åßíáé ìç áðïêñßóéìï.Proof. ¸ó�ù ü�é �0; �1; �2; : : : åßíáé ìéá ìç÷áíéó�éêÞ áðáñßèìçóç (e�e
tiveenumeration) üëùí �ùí ðñïãñáììÜ�ùí. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �ï HP åßíáéåðéëýóéìï. Ôü�å êá�áóêåõÜæïõìå Ýíá ðñüãñáììá �, ðïõ åëÝã÷åé áí �ï ðñüãñáììá�n ìå åßóïäï n ó�áìá�Üåé Þ ü÷é êáé áíÜëïãá ìå �çí áðÜí�çóç óå áõ�üí �ïíÝëåã÷ï, �ï ðñüãñáììá � ó�áìá�Üåé áí �ï �n(n) äåí ó�áìá�Üåé, êáé áí�éó�ñüöùò:ð : read(n); if ðn(n) terminates then loop forever else halt3Áðüäåéîç: ÊÜèå ðñüãñáììá ìéáò ãëþóóáò ðñïãñáììá�éóìïý åßíáé ó�ïé÷åßï �ïõ Ó∗,üðïõ Ó = {a1; a2; : : : ; am} �ï áëöÜâç�ï �çò ãëþóóáò. Ôï Ó∗ üìùò áðï�åëåß �çí Ýíùóç

⋃

∞n=0
Ón, üðïõ Ón �ï óýíïëï �ùí óõìâïëïóåéñþí �ïõ áëöÜâç�ïõ Ó ðïõ Ý÷ïõí ìÞêïò n.ÊÜèå óýíïëï Ón åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé Ý�óé áí äéá�Üîïõìå �á ó�ïé÷åßá �ïõ áëöáâç�éêÜìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå �çí áêüëïõèç áñßèìçóç ãéá �ï Ó∗:Ó0 : {"}Ó1 : {a1; a2; : : : ; am}Ó2 : {a1a1; a1a2; : : : ; a1am; : : : ; amam}...Ç ðáñáðÜíù áñßèìçóç �ïõ Ó∗åßíáé ìç÷áíéó�éêÞ, äçëáäÞ ìðïñåß íá ãßíåé ìå ðñüãñáììá.ÅðïìÝíùò, ìå êá�Üëëçëç ÷ñÞóç 
ompiler ãéá �ïí Ýëåã÷ï ïñèü�ç�áò ìðïñïýìå íáêá�áóêåõÜóïõìå ìç÷áíéó�éêÞ áñßèìçóç �ùí óõí�áê�éêÜ ïñèþí n ðñïãñáììÜ�ùí4Áðüäåéîç:Áò èåùñÞóïõìå �ï óýíïëï �ùí ïëéêþí óõíáñ�Þóåùí � : IN → IN êáé Ýó�ù�0; �1; �2; : : : ìéá áñßèìçóç �ïõò (ïëéêÝò ïíïìÜæïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò ðïõ ïñßæïí�áé ãéáêÜèå x ∈ IN).Ïñßæïõìå ìéá óõíÜñ�çóç f ùò åîÞò: f(x) = �x(x) + 1; ∀x ∈ IN. H fåßíáé ðñïöáíþò ïëéêÞ óõíÜñ�çóç êáé åðïìÝíùò èá áí�éó�ïé÷ßæå�áé óå êÜðïéï äåßê�ç y ó�çíðáñáðÜíù áñßèìçóç ìáò, äçëáäÞ f = �y . Ôü�å üìùò èá éó÷ýåé ü�é �y(y) = f(y) = �y(y)+1ðïõ åßíáé Ü�ïðï.ÅðïìÝíùò �ï óýíïëï �ùí ïëéêþí óõíáñ�Þóåùí äåí åßíáé áñéèìÞóéìï.



128 ÊåöÜëáéï 10. Õðïëïãéóéìü�ç�á (Computability)ÖõóéêÜ áõ�ü �ï ðñüãñáììá � êÜðïõ èá åìöáíßæå�áé ó�çí ðáñáðÜíù áñßèìçóç.Áò ðïýìå ü�é ï äåßê�çò ãéá �ï � åßíáé i, äçëáäÞ � = �i. Ç éäÝá �çò äéáãùíéïðïßçóçòåßíáé íá äþóïõìå �ï äåßê�ç i ãéá input ó�ï �i. Ôü�å �ï �i(i) ó�áìá�Üåé áíêáé ìüíï áí �ï �(i) ó�áìá�Üåé êáé áõ�ü óõìâáßíåé áí êáé ìüíï áí �ï �i(i) äåíó�áìá�Üåé. Áí�ßöáóç. ⊓⊔ÔåëéêÜ ðïëëÜ Üëëá ðñïâëÞìá�á åßíáé åðßóçò ìç åðéëýóéìá. Áí êáé �ïHP äåí åßíáé åðéëýóéìï, ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå ìå ìç÷áíéó�éêü �ñüðïìéá Üðåéñç ëßó�á üëùí �ùí ðñïãñáììÜ�ùí, ìå �çí áí�ßó�ïé÷ç åßóïäï ãéá �çíïðïßá ó�áìá�ïýí. Áõ�ü äåí óçìáßíåé öõóéêÜ ü�é ìðïñïýìå íá åðéëýóïõìå �ïHP, ãéá�ß áí ãéá ðáñÜäåéãìá �ï �k(n) äåí Ý÷åé åìöáíéóèåß ó�ç ëßó�á ìáò,äåí îÝñïõìå áí èá ðñïó�åèåß ó�ç ëßó�á áñãü�åñá Þ áí äå èá åìöáíéóèåß ðï�Ýó�ç ëßó�á. �éá íá áêñéâïëïãïýìå ëßãï ðåñéóóü�åñï äßíïõìå �ïõò ðáñáêÜ�ùïñéóìïýò.Ïñéóìüò 10.1.2. ¸íá óýíïëï S ëÝãå�áé áðïêñßóéìï Þ õðïëïãéó�ü Þ åðéëýóéìï(de
idable, 
omputable, solvable) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõó�áìá�Üåé Þ ìéá õðïëïãéó�éêÞ ìç÷áíÞ ðïõ äßíåé Ýîïäï £íáé¤ ãéá êÜèå åßóïäïa ∈ S êáé Ýîïäï £ü÷é¤ ãéá êÜèå åßóïäï a =∈ S.Ïñéóìüò 10.1.3. ¸íá óýíïëï S ëÝãå�áé êá�áãñÜøéìï (ìå ìç÷áíéó�éêÞ ãåííÞ�ñéá)(listable, e�e
tively generatable) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ìéá ãåííÞ�ñéá äéáäéêáóßáÞ ìç÷áíÞ ðïõ êá�áãñÜöåé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ S. Ó�çí, ðéèáíþò Üðåéñç,ëßó�á åîüäïõ åðé�ñÝðïí�áé ïé åðáíáëÞøåéò êáé äåí õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüò ãéá �çíäéÜ�áîç �ùí ó�ïé÷åßùí.ÌåñéêÝò áðëÝò éäéü�ç�åò:
• Áí �ï S åßíáé áðïêñßóéìï �ü�å êáé �ï S åßíáé áðïêñßóéìï.
• Áí �ï S åßíáé áðïêñßóéìï �ü�å �ï S åßíáé êáé êá�áãñÜøéìï.
• Áí �ï S êáé �ï S åßíáé êá�áãñÜøéìá �ü�å �ï S åßíáé áðïêñßóéìï.
• Áí �ï S åßíáé êá�áãñÜøéìï ìå ãíçóßùò áýîïõóá äéÜ�áîç �ü�å �ï S åßíáéáðïêñßóéìï.10.2 Ìç÷áíÝò TURINGÌéá ìç÷áíÞ Turing (TM) åßíáé Ýíá áðëüò éäåá�üò õðïëïãéó�Þò, äçëáäÞ Ýíáõðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï. Áò èåùñÞóïõìå ìéá ðåðåñáóìÝíç ìç÷áíéêÞ óõóêåõÞìå ìéá �áéíßá ðïõ ðñïåê�åßíå�áé (äõíç�éêÜ) ìÝ÷ñé �ï Üðåéñï êáé ðñïò �éò äýïêá�åõèýíóåéò êáé õðïäéáéñåß�áé óå êý��áñá ðïõ �ï êáèÝíá ðåñéÝ÷åé 1 Þ 0,



10.2 Ìç÷áíÝò TURING 129äçëáäÞ �ï áëöÜâç�ï �çò ìç÷áíÞò åßíáé �ï Σ = {0; 1}. Óå êÜèå ÷ñïíéêÞó�éãìÞ ç êåöáëÞ �çò TM âñßóêå�áé óå Ýíá êý��áñï, �ï ïðïßï èá ëÝãå�áé �ï�ñÝ÷ïí.Ïé âáóéêÝò ëåé�ïõñãßåò ìéáò TM åßíáé:
• ÄéÜâáóå �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ �ñÝ÷ïí�ïò êõ��Üñïõ
• �ñÜøå 1 Þ 0 ó�ï �ñÝ÷ïí êý��áñï
• ÊÜíå �ñÝ÷ïí �ï áìÝóùò áñéó�åñü�åñï Þ �ï áìÝóùò äåîéü�åñï êý��áñïÇ TM Ý÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü åóù�åñéêþí êá�áó�Üóåùí (internalstates): Q = {q0; q1; : : :}¸íá ðñüãñáììá ãéá ìéá TM åßíáé Ýíá óýíïëï áðü �å�ñÜäåò �çò ìïñöÞòqi; e; d; qj üðïõ qi; qj ∈ Q; e ∈ Σ, d ∈ A = Σ

⋃{L;R} ìå �ïí åîÞò óõíáñ�çóéáêü(í�å�åñìéíéó�éêü) ðåñéïñéóìü: �éá êÜèå < qi; e > õðÜñ÷åé �ï ðïëý Ýíá <d; qj > Ý�óé þó�å ç �å�ñÜäá < qi; e; d; qj > íá áíÞêåé ó�ï ðñüãñáììá, äçëáäÞðñüêåé�áé ãéá ìéá óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò (transition fun
tion) Æ : Q× Σ→A × Q. Ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò êáèïñßæåé ìå âÜóç �çí ðáñïýóá êá�Üó�áóçêáé �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ �ñÝ÷ïí�ïò êõ��Üñïõ ðïéá áðü �éò âáóéêÝò ëåé�ïõñãßåòèá åê�åëåó�åß êáé ðïéá èá åßíáé ç åðüìåíç êá�Üó�áóç. Êá�Ü óýìâáóç ç ìç÷áíÞó�áìá�Üåé ó�ï æåýãïò êá�Üó�áóçò-óõìâüëïõ < qi; e > óå ðåñßð�ùóç ðïõ ç�éìÞ Æ(qi; e) äåí åßíáé ïñéóìÝíç.Óå êÜèå TM ìðïñïýìå íá áí�éó�ïé÷Þóïõìå ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç áðü �ïIN ó�ï IN. Ç åßóïäïò n ∈ IN ðáñéó�Üíå�áé ìå n+ 1 óõíå÷üìåíá 1 (Ý�óé ïáñéèìüò 0 ðáñéó�Üíå�áé ìå 1). Óáí áñ÷éêü ó�éãìéü�õðï Ý÷ïõìå �çí êåöáëÞ(�ñÝ÷ïí êý��áñï) íá äåß÷íåé ó�ï áñéó�åñü�åñï 1 êáé íá âñßóêå�áé ó�çí êá�Üó�áóçq0. Óáí Ýîïäï ëáìâÜíïõìå �ï óõíïëéêü áñéèìü áðü 1 ðïõ âñßóêå�áé ó�çí�áéíßá, ü�áí êáé åÜí ç ìç÷áíÞ ó�áìá�Þóåé.�áñÜäåéãìá 10.2.1. Íá êá�áóêåõáó�åß ìéá TM ðïõ õðïëïãßæåé �ï 2 ∗ x. ÇTM èá åñãÜæå�áé óýìöùíá ìå �ï ðáñáêÜ�ù ðñüãñáììá (�ï ïðïßï ãñÜöå�áéðÜí�á ðñþ�á óå Ü�õðç ãëþóóá õøçëïý åðéðÝäïõ):áñ÷éêïðïßçóç; (* äéáãñáöÞ �ïõ ðñþ�ïõ 1 *) while åßóïäïò<>0 do beginäéÜãñáøå Ýíá 1 áðü åßóïäï;ìå�áêßíçóå êåöáëÞ äåîéÜ ðÝñá áðü åßóïäï êáé Ýîïäï;ðñüóèåóå äýï 1 ó�çí Ýîïäï;ìå�áêßíçóå êåöáëÞ áñéó�åñÜ ðÝñá áðü Ýîïäï êáé åßóïäïend



130 ÊåöÜëáéï 10. Õðïëïãéóéìü�ç�á (Computability)< q0 1 0 q1 >< q1 0 R q2 >< q2 1 0 q3 > | halt ãéá < q2 0 >< q3 0 R q4 >< q4 1 R q4 >< q4 0 R q5 >< q5 1 R q5 >< q5 0 1 q6 >< q6 1 R q6 >< q6 0 1 q7 >< q7 1 L q7 >< q7 0 L q8 >< q8 1 L q8 >< q8 0 R q2 >Table 10.1: TM ðñüãñáììá.Ôï ðñüãñáììá �çò TM öáßíå�áé ó�ï ðßíáêá 10.1. Åßíáé öáíåñü ü�é çìç÷áíÞ ãéá êÜèå ïìÜäá x+ 1 ìïíÜäùí ìå �çí ïðïßá �ñïöïäï�åß�áé, ðñÝðåé íáóâÞíåé ìéá êáé �éò õðüëïéðåò íá �éò äéðëáóéÜæåé. Ï äéðëáóéáóìüò ìðïñåß íáãßíåé ìå åðáíåéëçììÝíåò ðáëéíäñïìÞóåéò �çò êåöáëÞò, üðïõ êá�Ü �çí êßíçóçðñïò �á äåîéÜ óâÞíåé ìéá ìïíÜäá áðü �á áñéó�åñÜ �çò åéóüäïõ êáé ðñïóèÝ�åéäýï ó�á äåîéÜ �çò åîüäïõ. Ç åßóïäïò êáé ç Ýîïäïò ÷ùñßæïí�áé áðü Ýíáêåíü. Ó�çí åðáíáöïñÜ åëÝã÷åé áí Ý÷ïõí áðïìåßíåé ìïíÜäåò ó�çí åßóïäï.Ç ßäéá TM óå ìïñöÞ ðßíáêá öáßíå�áé ó�ïí ðßíáêá 10.2. Åðßóçò óå ìïñöÞäéáãñÜììá�ïò êá�áó�Üóåùí ç ßäéá TM öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 10.1. Åßíáé äõíá�üíá áðëïðïéÞóïõìå �ï äéÜãñáììá áí ðáñáëåßøïõìå �á ïíüìá�á �ùí êá�áó�Üóåùíó�ïõò êüìâïõò. Åðßóçò äåí ÷ñåéÜæïí�áé ïé åíäåßîåéò L (Þ R) ó�éò áêìÝò áíöÝñïõìå ðÜí�ï�å �éò áí�ßó�ïé÷åò áêìÝò ðñïò �á áñéó�åñÜ (Þ äåîéÜ áí�ßó�ïé÷á)êáé êá�áêüñõöá ü�áí ç êåöáëÞ äåí êéíåß�áé.q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q80 R=q2 halt R=q4 R=q5 1=q6 1=q7 L=q8 R=q21 0=q1 0=q3 R=q4 R=q5 R=q6 L=q7 L=q8Table 10.2: TM óå ìïñöÞ ðßíáêá.�éá óõíáñ�Þóåéò ìå ðåñéóóü�åñá �ïõ åíüò ïñßóìá�á ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï0 óáí äéá÷ùñéó�éêü ìå�áîý �ùí äéáöüñùí åéóüäùí, ð.÷. Ý÷ïõìå �çí åßóïäï: : : 0111011011110 : : : ãéá íá ðáñáó�Þóïõìå �ï (2; 1; 3).
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1→ 0

0→ R 1→ R
0→ R

1→ R
0→ 1

0→ R 1→ 00
1→ R

0→ 1

1→ L 0→ R
1→ L0→ L

Ó÷Þìá 10.1: TM óå ìïñöÞ äéáãñÜììá�ïò êá�áó�Üóåùí.10.3 Ìç÷áíÞ �õ÷áßáò ðñïóðÝëáóçò (RANDOMACCESS MACHINE)Ç ìç÷áíÞ �õ÷áßáò ðñïóðÝëáóçò (RAM) åßíáé Ýíá õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï,ðïõ ìïéÜæåé ìå ìéá �õðéêÞ ãëþóóá assembly. Ïñßó�çêå áñ÷éêÜ �ï 1963 áðü�ïõò Sheperdson êáé Sturgis (URM êáé SRM) êáé áñãü�åñá ðñïóáñìüó�çêåó�éò áíÜãêåò �çò èåùñßáò �ïëõðëïêü�ç�áò áðü �ïí Elgott êáé Ma
lane. ÇRAM áðï�åëåß�áé áðü ìéá �áéíßá åéóüäïõ, ìéá �áéíßá åîüäïõ, ðñüãñáììá êáéìíÞìç. Ç �áéíßá åéóüäïõ åßíáé ìéá óåéñÜ áðü êåëéÜ, �ï êáèÝíá áðü �á ïðïßáìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Ýíá áêÝñáéï (ðéèáíüí áñíç�éêü). ÊÜèå öïñÜ ðïõ äéáâÜæå�áéÝíá óýìâïëï áðü �çí �áéíßá åéóüäïõ ç êåöáëÞ ìå�áêéíåß�áé ó�ï áìÝóùò äåîéü�åñïêåëß. Ç �áéíßá åîüäïõ áðï�åëåß�áé åðßóçò áðü êåëéÜ �á ïðïßá áñ÷éêÜ åßíáé üëáêåíÜ. ÊÜèå öïñÜ ðïõ åê�åëåß�áé ìéá åí�ïëÞ ãéá ãñÜøéìï, �õðþíå�áé ÝíáòáêÝñáéïò ó�ï êåëß ðïõ äåß÷íåé ç êåöáëÞ åîüäïõ êáé ç êåöáëÞ ìå�áêéíåß�áé ìéáèÝóç ðñïò �á äåîéÜ. Áðü �çí ó�éãìÞ ðïõ ãñÜöå�áé Ýíá óýìâïëï ó�çí �áéíßáåîüäïõ, äåí ìðïñåß íá áëëÜîåé.Ç ìíÞìç áðï�åëåß�áé áðü Ýíá ðßíáêá êá�á÷ùñç�þí (registers) êáèÝíáòáðü �ïõò ïðïßïõò ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Ýíáí áêÝñáéï. Ôï ðñüãñáììá åßíáé ìéááêïëïõèßá åí�ïëþí. Ïé åí�ïëÝò åßíáé áñéèìç�éêÝò, åéóüäïõ-åîüäïõ, äéáêëÜäùóçòê.á. ¼ëïé ïé õðïëïãéóìïß ãßíïí�áé óå Ýíá óõóóùñåõ�Þ (a

umulator). ¸íá�õðéêü óýíïëï åí�ïëþí öáßíå�áé ó�ïí ðßíáêá 10.3. ÊÜèå åí�ïëÞ áðï�åëåß�áéáðü Ýíá êùäéêü êáé ìéá äéåýèõíóç. �ñüãñáììá RAM ìå åîÞãçóç óå ìéááí�ßó�ïé÷ç £high level¤ øåõäïãëþóóá êáé identi�er-labels: pos while 
ontinueendwhile endelse.



132 ÊåöÜëáéï 10. Õðïëïãéóéìü�ç�á (Computability)Êþäéêáò åí�ïëÞò Äéåýèõíóç1. LOAD operand2. STORE operand3. ADD operand4. SUB operand5. MULT operand6. DIV operand7. READ operand8. WRITE operand9. JUMP operand10. JGTZ label11. JZERO label12. HALT labelTable 10.3: Ôõðéêü óýíïëï åí�ïëþí RAM.ÕðÜñ÷åé åðßóçò Ýíáò ìå�ñç�Þò (program 
ounter) ðïõ áñ÷éêïðïéåß�áé ó�çíðñþ�ç åí�ïëÞ �ïõ ðñïãñÜììá�ïò êáé êÜèå ó�éãìÞ êáèïñßæåé �çí åðüìåíç åí�ïëÞðïõ èá åê�åëåó�åß. Ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç �çò k-ïó�Þò åí�ïëÞò ï ìå�ñç�Þò ðáßñíåéáõ�üìá�á �çí åí�ïëÞ k + 1 (äçëáäÞ �çí åðüìåíç åí�ïëÞ) åê�üò áí ç k-ïó�Þåí�ïëÞ åßíáé JUMP,HALT,JGTZ Þ ZERO.Áò õðïèÝóïõìå ü�é Ýíá ðñüãñáììá äéáâÜæåé áêåñáßïõò áðü �çí �áéíßáåéóüäïõ êáé ãñÜöåé �ï ðïëý Ýíáí áêÝñáéï n ó�çí �áéíßá åîüäïõ. ¸ó�ùx1; x2; : : : ; xn ïé áêÝñáéïé ðïõ âñßóêïí�áé ó�á ðñþ�á n êåëéÜ �çò �áéíßáòåéóüäïõ êáé ü�é �ï ðñüãñáììá ãñÜöåé �ïí áêÝñáéï y ó�ï ðñþ�ï êåëß �çò�áéíßáò åîüäïõ êáé ìå�Ü ó�áìá�Ü. Ôü�å ëÝìå ü�é �ï ðñüãñáììá õðïëïãßæåé�çí óõíÜñ�çóç f(x1; x2; : : : ; xn) = y. ¸íá �õðéêü ðñüãñáììá RAM öáßíå�áéó�ïí ðßíáêá 10.4.10.4 Ó÷Ýóç ìå�áîý TM êáé RAMÈåþñçìá 10.4.1. Äßíå�áé ìéá multitape (ìå ðïëëáðëÝò �áéíßåò) TM ç ïðïßáëýíåé êÜðïéï ðñüâëçìá óå ÷ñüíï T (n). Ôü�å õðÜñ÷åé RAM ðïõ ëýíåé �ïßäéï ðñüâëçìá óå O(T (n)), áí õðïèÝóïõìå ü�é êÜèå êá�á÷ùñç�Þò ìðïñåß íááðïèçêåýóåé áñéèìïýò ïóïõäÞðï�å ìÞêïõò êáé óå ÷ñüíï O(T (n) log T (n)), áíëÜâïõìå õðüøç ìáò êáé �ï ìÞêïò �ùí áñéèìþí óå bits.Èåþñçìá 10.4.2. Äßíå�áé ìéá RAM ðïõ ëýíåé êÜðïéï ðñüâëçìá óå ÷ñüíïT (n) (ìå ðåñéïñéóìü �ïõ ìÞêïõò �ùí áñéèìþí ðïõ ìðïñïýí íá áðïèçêåõèïýíó�ïõò êá�á÷ùñç�Ýò). Ôü�å õðÜñ÷åé multitape (ìå ðïëëáðëÝò �áéíßåò) TMðïõ ëýíåé �ï ßäéï ðñüâëçìá óå O(T 2(n)) ÷ñüíï.



10.5 Õðïëïãéó�éêÜ Ìïí�Ýëá 133�ñüãñáììá RAM Áí�ßó�ïé÷ç øåõäïãëþóóáREAD 1 read r1LOAD 1JGTZ pos if r1 <= 0 then write 0WRITE =0JUMP endelsepos: LOAD 1 else beginSTORE 2LOAD 1 r2← r1SUB =1STORE 3 r3← r1− 1while: LOAD 3JGTZ 
ontinueJUMP endwhile while r3 > 0 do begin
ontinue: LOAD 2MULT 1STORE 2LOAD 3 r2← r1 ∗ r1SUB =1STORE 3 r3← r3− 1JUMP whileendwhile: WRITE 2 write r2endelse: HALTTable 10.4: Ôõðéêü ðñüãñáììá RAM.�üñéóìá 10.4.3. Ôá õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá RAM êáé multitape TM Ý÷ïõíðïëõùíõìéêÞ ó÷Ýóç ìå�áîý �ïõò (polynomial related - äåò Ïñéóìü 1.1.3)10.5 Õðïëïãéó�éêÜ Ìïí�ÝëáËüãù �çò èÝóçò �ïõ Chur
h äåí ÷ñåéÜæå�áé íá êáèïñßóïõìå Ýíá óõãêåêñéìÝíïõðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï ãéá �ç ëýóç êÜðïéïõ ðñïâëÞìá�ïò: üëá �á í�å�åñìéíéó�éêÜõðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá åßíáé éóïäýíáìá ìå�áîý �ïõò, ìå �çí Ýííïéá ü�é áí Ýíáðñüâëçìá ëýíå�áé áðü êÜðïéï õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï, �ü�å èá ëýíå�áé êáéáðü ïðïéïäÞðï�å Üëëï, ìå �ï ðïëý ðïëõùíõìéêÞ áðþëåéá ÷ñüíïõ. ÌåñéêÜõðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá åßíáé �á åîÞò:
• ðñïãñÜììá�á Pas
al
• ðñïãñÜììá�á Pas
al ÷ùñßò áíáäñïìÞ (áöáßñåóç áíáäñïìÞò ìå ÷ñÞóç
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• ðñïãñÜììá�á Pas
al ÷ùñßò áíáäñïìÞ êáé ÷ùñßò Üëëïõò �ýðïõò äåäïìÝíùíåê�üò áðü �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò (åðé�õã÷Üíå�áé ìå êùäéêïðïéÞóåéò)
• ðñïãñÜììá�á WHILE ( ìüíç äïìÞ åëÝã÷ïõ �ï WHILE )
• ðñïãñÜììá�á GOTO êáé IF
• Assembler-like RAM (random a

ess ma
hine), URM (universal regis-ter ma
hine)
• SRM (single register ma
hine) Ýíáò êá�á÷ùñç�Þò
• Ìç÷áíÞ Turing (ðñüóâáóç ìüíï óå ìéá êõøÝëç ¤
ell¤ �çò �áéíßáò êÜèåöïñÜ)Ôá ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ùí ðáñáðÜíù ìïí�Ýëùí åßíáé:
• í�å�åñìéíéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á óå äéáêñé�Ü âÞìá�á
• ðåðåñáóìÝíï óýíïëï åí�ïëþí ðïõ åê�åëïýí�áé áðü åðåîåñãáó�Þ
• áðåñéüñéó�ç ìíÞìç¢ëëá ìïí�Ýëá åßíáé:
• ðáñáëëáãÝò áðü ìç÷áíÝò Turing
• Thue: êáíüíåò åðáíåããñáöÞò (re-writing rules)
• Post: êáíïíéêÜ óõó�Þìá�á (normal systems)
• Chur
h: ëïãéóìüò ë (ë-
al
ulus)
• Curry: óõíäõáó�éêÞ ëïãéêÞ (
ombinatory logi
)
• Markov: M. áëãüñéèìïé
• Kleene: ãåíéêÜ áíáäñïìéêÜ ó÷Þìá�á (general re
ursive s
hemes)
• Shepherdson-Sturgis, Elgott: URM, SRM, RAM, RASP
• Ó÷Þìá�á M
Carthy (If ... then ... else ... ⇒ LISP)Èåþñçìá 10.5.1. f åßíáé TÌ õðïëïãéó�Þ áíí
• f åßíáé WHILE-õðïëïãéó�Þ
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• f åßíáé GOTO-õðïëïãéó�Þ
• f åßíáé PASCAL-õðïëïãéó�Þ
• f åßíáé ìåñéêÜ áíáäñïìéêÞ (partial re
ursive)�áñáëëáãÝò Ìç÷áíþí Turing ðïõ Ý÷ïõí �çí ßäéá õðïëïãéó�éêÞ äõíá�ü�ç�á,ü÷é üìùò êáé áðïäï�éêü�ç�á (eÆ
ien
y) åßíáé:
• ðïëëÝò �áéíßåò, ìíÞìç ðëÝãìá�ïò (grid memory), ìíÞìç ðåñéóóï�Ýñùíäéáó�Üóåùí
• ìåãáëý�åñï Ó
• ðïëëÝò ðáñÜëëçëåò êåöáëÝò
• ìç í�å�åñìéíéó�éêÝò ìå�áâÜóåéò
• ìßáò êá�åõèýíóåùò, áðåßñïõ ìÞêïõò �áéíßá
• åããñáöÞ êáé êßíçóç �çò êåöáëÞò óå êÜèå âÞìá



.



ÊåöÜëáéï 11ÁöçñçìÝíç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áò(Abstra
t Theory of Complexity)
11.1 �åíéêÜÇ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åíüò áëãïñßèìïõ ðïõ åðéëýåé êÜðïéï õðïëïãéó�éêüðñüâëçìá åßíáé ìßá áýîïõóá óõíÜñ�çóç T (n) üðïõ n �ï ìÝãåèïò �çò åéóüäïõ(input). ÓõãêåêñéìÝíá:T (n) = max{#steps for inputx | |x| = n}Ôï ìÝãåèïò �ïõ input åîáñ�Ü�áé öõóéêÜ áðü �çí áíáðáñÜó�áóÞ �ïõ. ¼ìùòáí èåùñÞóïõìå ü�é:
• Ó�çí áíáðáñÜó�áóÞ �ïõ äåí ÷ñçóéìïðïéïýí�áé óýìâïëá ðïõ íá ìçíåêöñÜæïõí �ßðï�á Þ íá åêöñÜæïõí ðëçñïöïñßåò ðïõ äåí ÷ñåéÜæïí�áé.
• Êá�Ü �çí êùäéêïðïßçóç (áí�éó�ïß÷çóç �ùí åéóüäùí óå áñéèìïýò), ïéáñéèìïß ðïõ ìÝíïõí á÷ñçóéìïðïßç�ïé åßíáé £ëßãïé¤. ÓõãêåêñéìÝíá õðÜñ÷åéðïëõþíõìï p(n) þó�å ãéá êÜèå n, ï n-ïó�üò ìåãáëý�åñïò êùäéêüò íáåßíáé ìéêñü�åñïò áðü p(n).
• �éá �çí áíáðáñÜó�áóç áñéèìþí ÷ñçóéìïðïéåß�áé �ï äõáäéêü, �ï äåêáäéêüÞ ïðïéïäÞðï�å Üëëï óýó�çìá åê�üò áðü �ï åíáäéêü, �ü�å:ÊÜèå áíáðáñÜó�áóç (en
oding) �çò åéóüäïõ ìðïñåß íá äéáöÝñåé ìüíï ðïëõùíõìéêÜáðü ìßá Üëëç. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é áí ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïòåßíáé ðïëõùíõìéêÞ, �ü�å ïðïéáäÞðï�å áíáðáñÜó�áóç ãéá �çí åßóïäï åíüò ó�éãìéï�ýðïõ(instan
e) �ïõ ðñïâëÞìá�ïò êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, ç T (n) ðáñáìÝíåé ðïëõùíõìéêÞ,áöïý ç óýíèåóç ðïëõùíýìùí åßíáé ðïëõþíõìï.137



138 ÊåöÜëáéï 11. ÁöçñçìÝíç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áòÏñéóìüò 11.1.1. Áí õðÜñ÷åé êÜðïéï ðïëõþíõìï Ñ �Ý�ïéï þó�å: ∀n; T (n) ≤p(n)(T (n) = O(poly)) �ü�å ëÝìå ü�é ï áëãüñéèìïò åßíáé áðïäï�éêüò (eÆ
ient),äçëáäÞ åðéëýåé �ï ðñüâëçìá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (Edmonds '68).¸�óé ëïéðüí, ü�áí åîå�Üæïõìå �çí £áöçñçìÝíç¤ ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïò,ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå êá�Ü íïõ �á åîÞò:
• Äåí ìáò åíäéáöÝñåé êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï.
• Äåí ìáò åíäéáöÝñåé êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç êùäéêïðïßçóç �çò åéóüäïõ.
• Äåí ìáò åíäéáöÝñåé ï óõãêåêñéìÝíïò âáèìüò �ïõ ðïëõùíýìïõ.Äõó�õ÷þò õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ åíäéáöÝñïí�á ðñïâëÞìá�á ãéá �á ïðïßá äåíåßíáé ãíùó�ü áí åßíáé åðéëýóéìá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (tra
table), ðñïâëÞìá�áãéá �á ïðïßá üëïé ïé ãíùó�ïß áëãüñéèìïé åßíáé åêèå�éêïß. Ôá õðïëïãéó�éêÜðñïâëÞìá�á ìðïñïýìå íá �á åí�Üîïõìå óå êá�çãïñßåò ìå âÜóç äéÜöïñá ÷áñáê�çñéó�éêÜ�ïõò.¸�óé ëïéðüí, Ý÷ïõìå ðñïâëÞìá�á áíáæÞ�çóçò, âåë�éó�ïðïßçóçò, áðüöáóçò,ê.Ü.11.2 �ñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò (OptimizationProblems)Ó�á ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò æç�Üìå �ç ëýóç ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß (Þìåãéó�ïðïéåß) êÜðïéá áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç. �éá êÜèå ó�éãìéü�õðï x åíüòðñïâëÞìá�ïò âåë�éó�ïðïßçóçò A, õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï åöéê�þí (feasible) ëýóåùíF (x). Óå êÜèå ëýóç s ∈ F (x), áí�éó�ïé÷ïýìå ìÝóù ìéáò áí�éêåéìåíéêÞòóõíÜñ�çóçò 
 Ýíá èå�éêü áêÝñáéï 
(s). Æç�Üìå åêåßíç �ç ëýóç s ∈ F (x),ãéá �çí ïðïßá �ï 
(s) åßíáé åëÜ÷éó�ï (Þ ìÝãéó�ï).�áñÜäåéãìá: Ôï ðñüâëçìá �ïõ �ëáíüäéïõ �ùëç�Þ (Traveling SalesmanProblem): Äßíå�áé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï C = {
1; 
2; : : : ; 
n} áðü ðüëåéòêáé ìéá áðüó�áóç d(
i; 
j) ∈ Z+; ∀(
i; 
j) ∈ C2. Æç�Üìå ìéá äéáäñïìÞ (tour)ðïõ íá ðåñíÜ áêñéâþò ìéá öïñÜ áðü êÜèå ðüëç êáé íá åðéó�ñÝöåé ó�çí áñ÷éêÞ,ìå åëÜ÷éó�ï óõíïëéêü ìÞêïò. ÄçëáäÞ èÝëïõìå íá ïñßóïõìå ìéá ìå�Üèåóç�çò áêïëïõèßáò < 
�1; 
�2; : : : ; 
�n > �Ý�ïéá þó�å íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �çíðáñáêÜ�ù Ýêöñáóç: n−1

∑i=1

d(
�i; 
�i+1
) + d(
�n; 
�1)



11.3 �ñïâëÞìá�á áðüöáóçò (De
ision Problems) 13911.3 �ñïâëÞìá�á áðüöáóçò (De
ision Problems)Ôá ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò åðéäÝ÷ïí�áé áðáí�Þóåéò �çò ìïñöÞò £íáé¤ Þ £ü÷é¤.Áí èåùñÞóïõìå �ï óýíïëï A üëùí �ùí åéóüäùí x ãéá �éò ïðïßåò ç áðÜí�çóçåßíáé £íáé¤ �ü�å êÜèå ðñüâëçìá áðüöáóçò éóïäõíáìåß ìå Ýíá ðñüâëçìá �çòìïñöÞò £x ∈ A;¤.¸ó�ù Ýíá ïðïéïäÞðï�å ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò ó�ï ïðïßï ãéá åßóïäï xæç�Üìå ìéá åöéê�Þ ëýóç s ðïõ âåë�éó�ïðïéåß ìéá áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç 
. Ó'áõ�Ü �ï ðñüâëçìá ìðïñïýìå íá áí�éó�ïé÷ßóïõìå �ï åîÞò ðñüâëçìá áðüöáóçò:£�éá åßóïäï x; n õðÜñ÷åé åöéê�Þ ëýóç s ãéá �ï x ìå 
(s) êáëý�åñï �ïõ n¤.�áñÜäåéãìá 11.3.1. Äßíå�áé Ýíáò ãñÜöïò G(V;E). �ïéá åßíáé ç ìÝãéó�çêëßêá; Áõ�ü åßíáé Ýíá ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò. Ôï áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìááðüöáóçò åßíáé: £Äßíå�áé ãñÜöïò G(V;E) êáé áñéèìüò n. ÕðÜñ÷åé ó�ïíG(V;E) êëßêá ìå n (Þ ðåñéóóü�åñá) ó�ïé÷åßá;¤, Þ áëëéþò, £ÁíÞêåé �ï <G(V;E); n >, ó�ï A;¤, üðïõ:A = {< G(V;E); n >| G(V;E) ãñÜöïò ðïõ ðåñéÝ÷åé êëßêá ìå n ó�ïé÷åßá}�éï �õðéêÜ, Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò � áðï�åëåß�áé áðü Ýíá óýíïëï D�áðü ó�éãìéü�õðá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò êáé áðü êÜðïéï õðïóýíïëï Y� ⊆ D� áðü£íáé¤ ó�éãìéü�õðá. Ç ðåñéãñáöÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò áðüöáóçò ãßíå�áé ùò åîÞò:Êá�' áñ÷Üò ïñßæïõìå ìéá ãåíéêÞ ìïñöÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (ðïõ ðåñéãñÜöåé üëá�á ó�éãìéü�õðá áõ�ïý), ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé äéÜöïñïõò ìå�áâëç�ïýò üñïõò, üðùòóýíïëá, ãñÜöïõò, óõíáñ�Þóåéò, áñéèìïýò, êëð. Ôï óýíïëï D� ïñßæå�áé ùòåîÞò:
• ¸íá ó�éãìéü�õðï áíÞêåé ó�ïD� áí êáé ìüíï áí ìðïñïýìå íá �ï êá�áóêåõÜóïõìåáðü �ï £ãåíéêü¤ ó�éãìéü�õðï áí�éêáèéó�þí�áò óõãêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá(ð.÷. óõãêåêñéìÝíá óýíïëá, ê.ë.ð.) óå üëïõò �ïõò ìå�áâëç�ïýò üñïõò�ïõ ãåíéêïý ó�éãìéï�ýðïõ.¸ðåé�á èÝ�ïõìå ìéá åñþ�çóç óå ó÷Ýóç ìå �ïõò üñïõò �ïõ £ãåíéêïý¤'ó�éãìéï�ýðïõ (generi
 instan
e), ç ïðïßá ìðïñåß íá áðáí�çèåß ìå Ýíá £váé¤Þ ìå Ýíá £ü÷é¤. Ôï óýíïëï Y� ïñßæå�áé ùò åîÞò:
• ¸íá ó�éãìéü�õðï áíÞêåé ó�ï Y� ü�áí êáé ìüíï ü�áí ç áðÜí�çóç ó�çíåñþ�çóç ãé'áõ�ü �ï óõãêåêñéìÝíï ðëÝïí ó�éãìéü�õðï åßíáé £íáé¤.�áñÜäåéãìá 11.3.2. Ôï ðñüâëçìá ýðáñîçò éóïìïñöéêïý õðïãñÜöïõ (sub-graph isomorphism).�åíéêü ó�éãìéü�õðï: Äýï ãñÜöïé G1(V1; E1), G2(V2; E2) (D� = {(G1; G2) |G1; G2 : ãñÜöïé}).



140 ÊåöÜëáéï 11. ÁöçñçìÝíç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áòÅñþ�çóç: ÕðÜñ÷åé õðïãñÜöïò �ïõG1 éóïìïñöéêüò ìå �ïíG2; ÄçëáäÞ õðÜñ÷ïõíV ′ ⊆ V1 êáé E ′ ⊆ E1 Ý�óé þó�å |V ′| = |V2| êáé |E ′| = |E2| êáé óõíÜñ�çóçf : V2 → V ′; 1−1 êáé �Ý�ïéá þó�å (u; v) ∈ E2 áí êáé ìüíï áí (f(u); f(v)) ∈ E ′;(Y� = {G1; G2} | ∃V ′ ∃E ′ : : :}).Ôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá áöïñÜ �ï ðñüâëçìá �ïõ ðëáíüäéïõ ðùëç�Þ (TSP)�ï ïðïßï ïñßóáìå Þäç óáí ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò. Áò ïñßóïõìå �þñá �ïáí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò.�áñÜäåéãìá 11.3.3. Ôï ðñüâëçìá TSP.�åíéêü ó�éãìéü�õðï: ¸íá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï C = {
1; 
2; : : : ; 
n} áðüðüëåéò, Ýíáò ðßíáêáò áðïó�Üóåùí d(
i; 
j) ∈ Z+; ∀(
i; 
j) ∈ C êáé êÜðïéïüñéï B ∈ Z+.Åñþ�çóç: ÕðÜñ÷åé äéáäñïìÞ ðïõ ðåñíÜ áðü üëåò �éò ðüëåéò ðïõ áíÞêïõíó�ï C, ìå óõíïëéêü ìÞêïò ≤ B; ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé äéÜ�áîç �çò áêïëïõèßáò< 
�1 ; 
�2; : : : ; 
�n > �Ý�ïéá þó�å:n−1
∑i=1

d(
�i; 
�i+1
) + d(
�n; 
�1) ≤ B;Ó�ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá öáßíå�áé ï �ñüðïò áí�éó�ïß÷çóçò åíüò ðñïâëÞìá�ïòâåë�éó�ïðïßçóçò óå ðñüâëçìá áðüöáóçò. Åäþ âëÝðïõìå ü�é �ï ðñüâëçìááðüöáóçò äå ìðïñåß íá åßíáé ðéï äýóêïëï áð' �ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò.ÄçëáäÞ áí ìðïñïýóáìå íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò åýêïëá(äçëáäÞ óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, í�å�åñìéíéó�éêÜ) �ü�å óßãïõñá èá ìðïñïýóáìåíá áðïöáíèïýìå ãéá �ï áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò, óõãêñßíïí�áò áðëÜ�ï åëÜ÷éó�ï óõíïëéêü ìÞêïò �çò äéáäñïìÞò ìå �ï B.Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ áí áðïäåéêíýáìå ü�é �ï ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáéäýóêïëï, �ü�å �ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò èá åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �üóï äýóêïëï.Óå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò �ï ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé �ï ßäéï äýóêïëï ìå �ïáí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò.11.4 �ñïâëÞìá�á áðüöáóçò êáé ãëþóóåò¸íáò áðü �ïõò ëüãïõò ðïõ ìå�á�ñÝðïõìå üëá �á ðñïâëÞìá�á óå ðñïâëÞìá�ááðüöáóçò êáé ìåëå�ïýìå áõ�Ü, åßíáé ü�é �á ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò Ý÷ïõí Üìåóçó÷Ýóç ìå �éò �õðéêÝò ãëþóóåò.�éá Ýíá ïðïéïäÞðï�å ðåðåñáóìÝíï óýíïëï Ó áðü óýìâïëá (áëöÜâç�ï),ïñßæïõìå ùò Ó∗ �ï óýíïëï áðü üëåò �éò ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò óõìâïëïóåéñÝò(strings) ðïõ áðï�åëïýí�áé áðü �á óýìâïëá �ïõ Ó. �éá ðáñÜäåéãìá, áí Ó =



11.5 Ïé êëÜóåéò Ñ êáé NÑ 141
{0; 1}, �ü�å Ó∗ = {"; 0; 1; 01; 001; 101; : : :}. ÄçëáäÞ |Ó∗| = ∞. Áí L ⊆ Ó∗,�ü�å ëÝìå ü�é ç L åßíáé ìéá ãëþóóá (language) ó�ï áëöÜâç�ï Ó.Ç áí�éó�ïé÷ßá áíÜìåóá ó�á ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò êáé ó�éò ãëþóóåò öáßíå�áéáðü �ï ü�é ãéá íá åéóá÷èåß Ýíá ó�éãìéü�õðï êÜðïéïõ ðñïâëÞìá�ïò óå Ýíáõðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï ðñÝðåé íá ðåñéãñáöåß óáí ìéá áêïëïõèßá óõìâüëùí(string) áðü êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï óõìâüëùí (áëöÜâç�ï).¸�óé ëïéðüí Ýíá ðñüâëçìá � êáé ï �ñüðïò êùäéêïðïßçóÞò �ïõ e ÷ùñßæïõí�ï Ó∗, óå �ñåéò êëÜóåéò áðü strings:
• Ç ðñþ�ç êëÜóç ðåñéÝ÷åé åêåßíá �á strings �á ïðïßá äåí åßíáé êùäéêïðïéÞóåéòó�éãìéï�ýðùí �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.
• Ç äåý�åñç êëÜóç ðåñéÝ÷åé �á strings ðïõ åßíáé êùäéêïðïéÞóåéò ó�éãìéï�ýðùíãéá �á ïðïßá ç áðÜí�çóç ó�ï ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé £ü÷é¤.
• ÔÝëïò ç �ñß�ç êëÜóç ðåñéÝ÷åé �á strings ðïõ åßíáé êùäéêïðïéÞóåéò ó�éãìéï�ýðùíãéá �á ïðïßá ç áðÜí�çóç åßíáé £íáé¤.Áõ�Þ ç �åëåõ�áßá êëÜóç, ïñßæïõìå ü�é åßíáé ìßá ãëþóóá, L ⊑ Ó∗, ç ïðïßáåîáñ�Ü�áé êÜèå öïñÜ áðü �ï ðñüâëçìá � êáé �ïí �ñüðï êùäéêïðïßçóçò e.ÄçëáäÞ:L(�; e) = {x ∈ Ó∗ | x áíáðáñéó�Ü (ìÝóù �ïõ e) Ýíá ó�éãìéü�õðï I ∈ Y�}¸�óé ëïéðüí, Ýíá string x áíÞêåé ó�ç ãëþóóá L áíí �ï ðñüâëçìá áðüöáóçòãéá �ï ó�éãìéü�õðï �ïõ � �ï ïðïßï áíáðáñßó�á�áé (ìÝóù �ïõ e) ìå �ï strßngx äßíåé áðÜí�çóç £íáé¤.11.5 Ïé êëÜóåéò Ñ êáé NÑÏíïìÜæïõìå P (Ñolynomial) �çí êëÜóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí �á ïðïßá åðéëýïí�áéóå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áðü êÜðïéï í�å�åñìéíéó�éêü áëãüñéèìï. Ï í�å�åñìéíéó�éêüòáëãüñéèìïò èá õëïðïéåß�áé óå êÜðïéï õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï. Ôï õðïëïãéó�éêüìïí�Ýëï ó�ï ïðïßï èá áíáöåñüìáó�å áðü åäþ êáé ó�ï åîÞò åßíáé ç í�å�åñìéíéó�éêÞìç÷áíÞ Turing (Deterministi
 Ôuring Ma
hine, DTM).ËÝìå ü�é Ýíá DTM ðñüãñáììá M ìå Ýíá áëöÜâç�ï Ó áðïäÝ÷å�áé (a
-
epts) �ï string x ∈ E áí êáé ìüíï áí �ïM ó�áìá�Ü óå êá�Üó�áóç áðïäï÷ÞòqY ãéá �ï x. Óõíåðþò ç ãëþóóá LM �çí ïðïßá áíáãíùñßæåé �ï ðñüãñáììá Måßíáé: LM = {x ∈ Ó∗ : ÌáðïäÝ÷å�áé �ï x}Áõ�üò ï ïñéóìüò äåí áðáé�åß áðü �ï M íá ó�áìá�Ü ãéá üëåò �éò åéóüäïõò,ðáñÜ ìüíï ãéá åêåßíåò ðïõ áíÞêïõí ó�çí LM . ÄçëáäÞ áí x ∈ Ó∗ −LM , �ü�å



142 ÊåöÜëáéï 11. ÁöçñçìÝíç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áò�ï M ìå åßóïäï x ìðïñåß íá ó�áìá�Ü óå êá�Üó�áóç áðüññéøçò qN , Þ ìðïñåßíá óõíå÷ßæåé åð' Üðåéñïí.Ìéá ãëþóóá åßíáé áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìç (re
ursively enumerable, RE)áíí õðÜñ÷åé DTM ðñüãñáììá M ðïõ �çí áðïäÝ÷å�áé. Áí åðéðëÝïí ãéá êÜèåx ∈ Ó∗ − LM �ï M ó�áìá�Ü ó�çí êá�Üó�áóç qN �ü�å ëÝìå ü�é �ï DTMðñüãñáììá M áðïêñßíå�áé (de
ides) ãéá �ç ãëþóóá L. Ìßá ãëþóóá L åßíáéáíáäñïìéêÞ (Re
ursive) áí õðÜñ÷åé DTM ðñüãñáììá M ðïõ áðïêñßíå�áéãéá �çí L.¸íá DTM ðñüãñáììá M ðïõ áðïêñßíå�áé ãéá ìßá ãëþóóá LM , ëÝìå ü�éëýíåé Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò � �ï ïðïßï áí�éó�ïé÷åß óå ìßá ãëþóóá L(�; e),áí êáé ìüíï áí LM = L(�; e).Ï ÷ñüíïò ìéáò DTM (Deterministi
 Turing Ma
hine) M ãéá êÜðïéï n =ìÞêïò �ïõ input ïñßæå�áé ùò ï ìÝãéó�ïò ÷ñüíïò ãéá íá áðïêñéèåß ç M ãéáïðïéïäÞðï�å x ìÞêïõò n. ÄçëáäÞ:T (n) = max
|x|=n{steps to de
ide x}¸íá DTM ðñüãñáììá M êáëåß�áé ðñüãñáììá ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áíõðÜñ÷åé Ýíá ðïëõþíõìï p �Ý�ïéï þó�å: ∀n ∈ Z+ : TM(n) ≤ p(n).Ôþñá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �çí êëÜóç Ñ ùò åîÞò: Ç êëÜóç P (Ñïlyno-mial Time) ðåñéÝ÷åé åêåßíåò �éò ãëþóóåò ðïõ åßíáé áðïêñßóéìåò óå ðïëõùíõìéêü÷ñüíï áðü ìßá ìç÷áíÞ.P = {L | ∃ ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ DTM ðïõ áðïêñßíå�áé ãéá �çí ãëþóóá L}¸íáò éóïäýíáìïò ïñéóìüò åßíáé:P = {L | ∃ ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ DTM ðïõ áðïäÝ÷å�áé �çí ãëþóóá L}�éá íá äåßîïõìå �çí éóïäõíáìßá �ùí äýï ïñéóìþí áñêåß íá äåßîïõìå ü�é:Áí õðÜñ÷åé ðïëõùíõìéêüò í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ðïõ áðïäÝ÷å�áé ìßáãëþóóá L, �ü�å õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ ìðïñåß íá áðïêñéèåß ãéá �çí L óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (�ï áí�ßó�ñïöï åßíáé ðñïöáíÝò). Ç áðüäåéîç ãßíå�áé ùòåîÞò: ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå ìßá ãëþóóá L ãéá �çí ïðïßá îÝñïõìå ü�é õðÜñ÷åé Ýíáòí�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò A ðïõ �çí áðïäÝ÷å�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï,O(nk). Áõ�ü óçìáßíåé ü�é õðÜñ÷åé ó�áèåñÜ 
 �Ý�ïéá þó�å, o áëãüñéèìïò Aíá áðïäÝ÷å�áé �çí L �ï ðïëý óå T = 
nk âÞìá�á. Ö�éÜ÷íïõìå Ýíáí Üëëïáëãüñéèìï A′, ï ïðïßïò (ìå �ï ßäéï input string x) åîïìïéþíåé �ïí A ãéá÷ñüíï T . Áí ó�ï �Ýëïò �ïõ ÷ñüíïõ T ï A áðïäÝ÷å�áé �ï x �ü�å ï A′ �ïáðïäÝ÷å�áé åðßóçò. Áí ó�ï �Ýëïò �ïõ ÷ñüíïõ T ï A äåí Ý÷åé áðïäå÷èåß �ï x,�ü�å ï A′ �ï áðïññßð�åé. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå Ýíáí í�å�åñìéíéó�éêü áëãüñéèìï oïðïßïò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áðïêñßíå�áé (de
ides) ãéá �ç ãëþóóá L.



11.5 Ïé êëÜóåéò Ñ êáé NÑ 143ÏíïìÜæïõìå NP (Non-deterministi
 Ñolynomial Time) �çí êëÜóç �ùíðñïâëçìÜ�ùí �á ïðïßá åðéëýïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áðü êÜðïéï ìç-í�å�åñìéíéó�éêü áëãüñéèìï. Ï ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò åßíáé Ýíá éäåá�üìïí�Ýëï �ï ïðïßï óå êÜèå âÞìá ìðïñåß íá êÜíåé åðéëïãÝò. ÁðïäÝ÷å�áé �çíåßóïäï x áí õðÜñ÷åé Ýíá ìïíïðÜ�é ó�ï äÝí�ñï åðéëïãþí, ó�ï �Ýëïò �ïõ ïðïßïõáðïäÝ÷å�áé �ï x êáé áðïññßð�åé �ï x áí üëá �á ìïíïðÜ�éá ïäçãïýí óå áðüññéøç�ïõ x. ¼ðùò êáé ðáñáðÜíù, åðåéäÞ õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüò ó�ï äéá�éèÝìåíï÷ñüíï, £áðïäÝ÷å�áé¤ åßíáé éóïäýíáìï ìå £áðïêñßíå�áé¤.Åíáëëáê�éêÜ ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é, Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïòäïõëåýåé óå äýï ó�Üäéá: ÄåäïìÝíïõ åíüò ó�éãìéü�õðïõ É åíüò ðñïâëÞìá�ïò,ó�ï ðñþ�ï ó�Üäéï ï áëãüñéèìïò ìáí�åýåé êÜðïéá ðéèáíÞ ëýóç S. Ó�ï äåý�åñïó�Üäéï, ï áëãüñéèìïò åðáëçèåýåé ü�é ç S åßíáé ðñÜãìá�é ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò(áí áõ�ü éó÷ýåé).�áñÜäåéãìá 11.5.1. ÁíáæÞ�çóç óå ìç-�áîéíïìçìÝíï ðßíáêá a[n]. Í�å�åñìéíéó�éêÜ÷ñåéáæüìáó�å ÷ñüíï È(n). Ìç-í�å�åñìéíéó�éêÜ ÷ñåéáæüìáó�å ÷ñüíï È(1). Ïìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò äïõëåýåé ùò åîÞò:
hoose a[i℄verify : if a[i℄=x then found�áñÜäåéãìá 11.5.2. Ôáîéíüìçóç n ó�ïé÷åßùí. Í�å�åñìéíéó�éêÜ ÷ñåéáæüìáó�å÷ñüíï È(n log n). Ìç-í�å�åñìéíéó�éêÜ ÷ñåéáæüìáó�å ÷ñüíï È(n). Ï ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò äïõëåýåé ùò åîÞò:
hoose a permutationverify : a[i℄<a[i+1℄ for all iÇ ýðáñîç ðïëõùíõìéêïý, ìç-í�å�åñìéíéó�éêïý áëãïñßèìïõ ÷áñáê�çñßæåéðñïâëÞìá�á ãéá �á ïðïßá ç åýñåóç �çò ëýóçò åßíáé ÷ñïíïâüñá (åêèå�éêÞ) åíþ ïÝëåã÷ïò �çò ïñèü�ç�áò áõ�Þò (ð.÷. ìéá áðüäåéîç) åßíáé ãñÞãïñïò (ðïëõùíõìéêüò).�áñÜäåéãìá 11.5.3. Ôï ðñüâëçìá SAT. ¸ó�ù xi ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýòðïõ ðáßñíïõí �éìÞ True Þ False. ÏíïìÜæïõìå:
• literals, �ïõò üñïõò xi;¬xi,
• 
lauses, �éò äéáæåýîåéò (disjun
tions) áðü literals literal1∨literal2∨: : :∨literalm
• CNF (Conju
tive Normal Form), �çí áêüëïõèç ìïñöÞ:
lause1 ∧ 
lause2 ∧ : : : ∧ 
lausen



144 ÊåöÜëáéï 11. ÁöçñçìÝíç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áòÏñßæïõìå óáí ðñüâëçìá �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (SATis�ability) �ï åîÞò:SATÄåäïìÝíá: Ìßá boolean Ýêöñáóç óå CNFÅñþ�çóç: ÕðÜñ÷åé áíÜèåóç �éìþí ó�éò ìå�áâëç�Ýò ðïõ íá éêáíïðïéåß�çí Ýêöñáóç (äçëáäÞ ç Ýêöñáóç íá áðï�éìÜ�áé óå True);Í�å�åñìéíéó�éêÜ ïé ãíùó�ïß �ñüðïé ÷ñåéÜæïí�áé O(2n) ÷ñüíï (åêèå�éêü).Ìç-í�å�åñìéíéó�éêÜ ÷ñåéáæüìáó�å ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ï ìç-í�å�åñìéíéó�éêüòáëãüñéèìïò äïõëåýåé ùò åîÞò:
• ÄéÜëåîå ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò
• ¸ëåãîå áí áõ�Þ ç áðïíïìÞ éêáíïðïéåß �çí boolean ÝêöñáóçÅßíáé öáíåñü ü�é ç åðáëÞèåõóç ãßíå�áé åýêïëá óå ãñáììéêü ÷ñüíï ùò ðñïò�ï ìÞêïò �ïõ �ýðïõ.Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ìßáò NDTM (Non-Deterministi
 Turing Ma
hine)ãéá Ýíá input x åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ ìïíïðá�éïý ó�ï �Ýëïò �ïõïðïßïõ áðïäÝ÷å�áé �ï x. ÄçëáäÞ Ýíá NDTM ðñüãñáììá M êÜíåé êÜèå öïñÜåêåßíç �çí åðéëïãÞ ç ïðïßá �ï ïäçãåß ó�ï íá áðïäå÷èåß �ï input x (áí áõ�üãßíå�áé) üóï �ï äõíá�üí ãñçãïñü�åñá. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ NDTMðñïãñÜììá�ïò M ïñßæå�áé ùò åîÞò:T (n) =







max
|x|=n{min # âçìÜ�ùí ãéá áðïäï÷Þ x}; áí êÜðïéï �Ý�ïéï x áðïäåê�ü
1; áëëéþò¸íá NDTM ðñüãñáììá M åßíáé ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áí:

∃ ðïëõþíõìï p : T (n) ≤ p(n); ∀n¸�óé ìðïñïýìå �þñá íá ïñßóïõìå êáé �õðéêÜ �çí êëÜóç NP ùò åîÞò:NP = {L | ∃ NDTM ðñüãñáììá M �ï ïðïßï ìÝóá óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíïáðïäÝ÷å�áé �ç ãëþóóá L}Óõíåðþò �á ðñïâëÞìá�á ðïõ áíÞêïõí ó�ï NP Ý÷ïõí �çí éäéü�ç�á ü�é �ïìÞêïò �ïõ ìïíïðá�éïý ðïõ áêïëïõèåß ï ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ãéáíá êá�áëÞîåé óå áðïäï÷Þ �ïõ input x åßíáé ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò�ïõ x. Éóïäýíáìá ìðïñïýìå íá ðïýìå ü�é Ýíá ðñüâëçìá áíÞêåé ó�ï NP áí çåðáëÞèåõóç �çò ëýóçò �ïõ ìðïñåß íá ãßíåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.



11.6 Ç Ýííïéá �çò áíáãùãÞò - Ôï èåþñçìá �ïõ Cook 14511.5.1 Ó÷Ýóç ìå�áîý P êáé NP�ñïöáíþò éó÷ýåé P ⊆ NP . ÄçëáäÞ ïðïéïäÞðï�å ðñüâëçìá ëýíå�áé óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áðü Ýíáí í�å�åñìéíéó�éêü áëãüñéèìï ìðïñåß íá ëõèåß óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï åðßóçò êáé áðü Ýíáí ìç- í�å�åñìéíéó�éêü áëãüñéèìï, åðåéäÞï í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò åßíáé åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ìç- í�å�åñìéíéó�éêïýáëãïñßèìïõ (óå êÜèå âÞìá Ý÷ïõìå ìßá ìüíï åðéëïãÞ). Ôï åñþ�çìá åßíáé áí�á ðñïâëÞìá�á ðïõ ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ìå Ýíá NDTM ìðïñïýííá ëõèïýí óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï êáé ìå Ýíá DTM, äçëáäÞ áí P = NP .�íùñßæïõìå ðÜí�ùò, ü�é Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ìðïñåß íáåîïìïéùèåß áðü Ýíáí í�å�åñìéíéó�éêü ìå åêèå�éêÞ üìùò áðþëåéá ÷ñüíïõ. ÄçëáäÞéó÷ýåé: NP ⊆ DEXPTIMEÏé ðåñéóóü�åñïé åñåõíç�Ýò ðéó�åýïõí ðùò �ï P åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �ïNP . �áñ' üëá áõ�Ü ç áðüäåéîç áõ�Þò �çò åéêáóßáò ðáñáìÝíåé ùò óÞìåñá ÝíáÜëõ�ï ðñüâëçìá.11.6 Ç Ýííïéá �çò áíáãùãÞò - Ôï èåþñçìá �ïõCook11.6.1 ÁíáãùãÞ êá�Ü Karp (Karp redu
tion)ËÝìå ü�é Ýíá ðñüâëçìá A áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ êá�ÜKarp óå Ýíá ðñüâëçìáB êáé óõìâïëßæïõìå, A ≤pm B, �ü�å êáé ìüíï �ü�å, ü�áí õðÜñ÷åé ìßá óõíÜñ�çóçf õðïëïãßóéìç óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï f ∈ Pf 1 �Ý�ïéá þó�å ∀x(x ∈ A ⇐⇒f(x) ∈ B). ÄçëáäÞ:A ≤pm B : ∃f ∈ Pf ; ∀x(x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B)Éó÷ýïõí ïé åîÞò éäéü�ç�åò:1. Áíáêëáó�éêÞ: A ≤pm A.2. Ìå�áâá�éêÞ: Áí A ≤pm B êáéB ≤pm C �ü�å A ≤pm C. Áõ�ü áðïäåéêíýå�áéåýêïëá ùò åîÞò:
• A ≤pm B : ∃f ∈ Pf ; ∀x(x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B)

• B ≤pm C : ∃g ∈ Pf ; ∀x(x ∈ B ⇐⇒ g(x) ∈ C)1Pf åßíáé ç êëÜóç �ùí óõíáñ�Þóåùí ðïõ õðïëïãßæïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.



146 ÊåöÜëáéï 11. ÁöçñçìÝíç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áòÄçëáäÞ:∃f; g ∈ Pf ; ∀x((x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B) ⇐⇒ g(f(x)) ∈ C).¢ñá
∃h ∈ Pf ; ∀x(x ∈ Ax ⇐⇒ h(x) ∈ C)üðïõ h åßíáé ç óýíèåóç �ùí f; g êáé åßíáé ðïëõùíõìéêÞ áöïý ç óýíèåóçðïëõùíýìùí åßíáé ðïëõþíõìï. Óõíåðþò A ≤pm C.3. Áí A ≤pm B êáé B ≤pm A �ü�å A ≡pm B, êáé ëÝìå ü�é �á ðñïâëÞìá�áA;B åßíáé éóïäýíáìá ùò ðñïò ≤pm, (ð.÷. áí A; B ∈ P ⇒ A ≡pm B).4. Áí A ≤pm B êáé B ∈ P ⇒ A ∈ P . Áõ�ü áðïäåéêíýå�áé åýêïëá ùòåîÞò: Áöïý A ≤pm B óçìáßíåé ü�é õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç f õðïëïãßóéìç óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï �Ý�ïéá þó�å:

∀x(x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B)ÊÜèå ó�éãìéü�õðï x �ïõ ðñïâëÞìá�ïò A ëïéðüí, ðïõ ìáò äßíå�áé ìðïñïýìåíá �ï ìå�áó÷çìá�ßæïõìå (ìÝóù �çò f ) óå Ýíá ó�éãìéü�õðï f(x), �ïõ ðñïâëÞìá�ïòB. Åê�üò áõ�ïý, �ï ìÞêïò �ïõ f(x) åßíáé ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò �ï ìÞêïò �ïõx. ¼ìùò B ∈ P , äçëáäÞ õðÜñ÷åé í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ï ïðïßïò ëýíåéóå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï �ï B. ÔñÝ÷ïõìå áõ�üí �ïí áëãüñéèìï êáé áí áðáí�Üü�é f(x) ∈ B �ü�å óçìáßíåé ü�é x ∈ A, åéäÜëëùò, áí äçëáäÞ f(x) =∈ B �ü�åx =∈ A. ¢ñá Ý÷ïõìå Ýíáí í�å�åñìéíéó�éêü áëãüñéèìï, ï ïðïßïò óå ðïëõùíõìéêü÷ñüíï áðïöáóßæåé �ï A. Óõíåðþò A ∈ P .11.6.2 Hardness - CompletenessÁí Ý÷ïõìå ìßá êëÜóç ðñïâëçìÜ�ùí C êáé éó÷ýåé ü�é: ∀B ∈ C : B ≤ A�ü�å �ï ðñüâëçìá A ïíïìÜæå�áé C-äýóêïëï (C-hard) ùò ðñïò ≤. Áí åðéðëÝïíA ∈ C �ü�å �ï A ïíïìÜæå�áé C-ðëÞñåò (C-
omplete), äçëáäÞ áíÞêåé ó�á ðéïäýóêïëá ðñïâëÞìá�á �çò êëÜóçò C (÷áñáê�çñßæåé �çí äõóêïëßá �çò êëÜóçòC).¸íá ðñüâëçìá L åßíáé NP-
omplete ùò ðñïò ≤pm áí:
(L ∈ NP ) ∧ (∀L′ ∈ NP : L′ ≤pm L)Ôá NP-
omplete åßíáé �á ðéï äýóêïëá ðñïâëÞìá�á �çò êëÜóçò NP . ÁíÝíá NP-
omplete ðñüâëçìá áðïäåé÷èåß ü�é áíÞêåé ó�ï P , �ü�å (áöïý üëá�á ðñïâëÞìá�á ðïõ áíÞêïõí ó�ï NP áíÜãïí�áé ó' áõ�ü), óýìöùíá ìå �çíéäéü�ç�á (4), üëá �á ðñïâëÞìá�á �ïõ NP èá áíÞêïõí ó�ï P .ËÞììá 11.6.1. Áí L1 ≤pm L2, �ï L1 åßíáé NP-
omplete êáé L2 ∈ NP �ü�å�ï L2 åßíáé NP-
omplete.
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omplete óçìáßíåé ü�é ãéá ïðïéïäÞðï�å L3 ∈ NPéó÷ýåé L3 ≤pm L1. ¼ìùò áðü �çí õðüèåóç Ý÷ïõìå: L1 ≤pm L2 êáé óýìöùíá ìå�çí éäéü�ç�á (2) �çò áíáãùãÞò ≤pm, Ý÷ïõìå L3 ≤pm L2. Óõíåðþò �ï L2 åßíáéNÑ-
omplete. ⊓⊔Ôï ðáñáðÜíù ëÞììá õðïäåéêíýåé �ïí �ñüðï ìå �ïí ïðïßï ÷ñçóéìïðïéïýìå�çí áíáãùãÞ. �ñïóðáèïýìå íá áíÜãïõìå Ýíá ãíùó�üNP-
omplete ðñüâëçìáóå Ýíá ðñüâëçìá ãéá �ï ïðïßï îÝñïõìå ü�é áíÞêåé ó�ï ÍÑ, áðïäåéêíýïí�áò Ý�óéü�é êáé áõ�ü åßíáé ÍÑ-
omplete. �éá íá äåßîïõìå üìùò ü�é êÜðïéá ðñïâëÞìá�áåßíáé ÍÑ-
omplete, ÷ñåéáæüìáó�å Ýíá ðñüâëçìá ðïõ íá îÝñïõìå ü�é åßíáé NP-
omplete ðñïêåéìÝíïõ íá �ï áíÜãïõìå óå áõ�Ü. Áõ�ü �ï £ðñþ�ï¤ NP-
omplete ðñüâëçìá ìáò �ï Ýäùóå ï Cook ìå �ï èåþñçìÜ �ïõ ðïõ èá äéá�õðþóïõìåóå åðüìåíç ðáñÜãñáöï.11.6.3 ÁíáãùãÞ êá�Ü Cook (Cook redu
tion)ËÝìå ü�é Ýíá ðñüâëçìá A áíÜãå�áé êá�Ü Cook óå Ýíá ðñüâëçìá B êáéóõìâïëßæïõìå, A ≤PT B, áí �ï A ìðïñåß íá áðïöáóéó�åß áðü ìßá ðïëõùíõìéêïý÷ñüíïõ í�å�åñìéíéó�éêÞ ìç÷áíÞ Turing ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåß Ýíá ìáí�åßï (ora-
le) ãéá �ïB. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ç DTM ìðïñåß íá êÜíåé ïóåóäÞðï�å åñù�Þóåéòãéá ïðïéïäÞðï�å ó�éãìéü�õðï �ïõ B êáé íá ðÜñåé ó�éãìéáßá óùó�Ýò áðáí�Þóåéò.�éá íá �ï åðé�ý÷åé áõ�ü ç ìç÷áíÞ Turing M Ý÷åé ìéá åðéðëÝïí �áéíßáïíïìáæüìåíç query -tape ó�çí ïðïßá ð.÷. �ïðïèå�åß Ýíá string ðïõ êùäéêïðïéåßó�éãìéü�õðï x �ïõ ðñïâëÞìá�ïò B. Ôï ìáí�åßï �ü�å áðïöáßíå�áé x ∈ B Þ x =∈B åðÜíù ó�çí query -tape óå ÷ñüíï ðïõ äåí ìå�ñÜåé ãéá �çí ðïëõðëïêü�ç�á�çòM . ÇM ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé �çí áðÜí�çóç êáé áñãü�åñá íá �ïðïèå�ÞóåéÜëëá åñù�Þìá�á -strings ó�çí query -tape.Óõìâïëßæïõìå ìå PA �çí êëÜóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá ëõèïýíìå Ýíá DTM óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéþí�áò ìáí�åßï ãéá �ï A, Þáëëéþò: PA = {L | L ≤PT A}Åí�åëþò áíÜëïãá ìå �çí áíáãùãÞ êá�Ü Karp, éó÷ýïõí êáé åäþ ïé éäéü�ç�åò:
• áíáêëáó�éêÞ,
• ìå�áâá�éêÞ,
• ≡PTÅðßóçò ïñßæïí�áé åí�åëþò áíÜëïãá ïé Ýííïéåò:
• NP-hard ùò ðñïò ≤PT
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• ÍÑ-
omplete ùò ðñïò ≤PTÅðéðëÝïí éó÷ýåé ü�é:A ≤pm B ⇒ A ≤PT BÓõíåðþò áí Ýíá ðñüâëçìá åßíáé ÍÑ-
omplete ùò ðñïò ≤pm �ü�å åßíáé NP-
omplete ùò ðñïò ≤PT . Ôï áí�ßó�ñïöï üìùò äåí éó÷ýåé. Áðü åäþ êáé ó�ï åîÞò(äçëáäÞ ó�éò áíáãùãÝò �ùí ðñïâëçìÜ�ùí, áëëÜ êáé ó�ï èåþñçìá �ïõ Cook),èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí áíáãùãÞ êá�Ü Êarp (≤pm) äéü�é åßíáé ðéï åý÷ñçó�ç.11.6.4 Ôï Èåþñçìá �ïõ Cook�ñéí äéá�õðþóïõìå �ï èåþñçìá �ïõ Cook, êñßíå�áé óêüðéìç ìéá åðáíÜëçøçâáóéêþí ó�ïé÷åßùí �ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïý. Ïé ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ÷ñçóéìïðïéïýìå ó�ïí ðñï�áóéáêü ëïãéóìü, ðáßñíïõí �éìÝò ó�ï óýíïëï {T; F}.Ïé �åëåó�Ýò ðïõ óõíäÝïõí ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò ãéá �ï ó÷çìá�éóìü ëïãéêþíåêöñÜóåùí (boolean formulas) åßíáé: ∧;∨;→;↔;¬.¸�óé ëïéðüí áí p1; p2 åßíáé ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò �ü�å áõ�Ýò ìðïñïýí íáäþóïõí �éò ðáñáêÜ�ù ëïãéêÝò åêöñÜóåéò:
• ¬p
• p1 ∧ p2

• p1 ∨ p2

• p1 → p2

• p1 ↔ p2Äýï ëïãéêÝò åêöñÜóåéò ëÝãïí�áé éóïäýíáìåò ü�áí Ý÷ïõí �çí ßäéá áëçèï�éìÞãéá üëåò �éò äõíá�Ýò áðïíïìÝò áëçèï�éìþí ó�éò ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò. Áõ�üìðïñåß íá åëåã÷èåß ð.÷. ìå ðßíáêåò áëçèåßáò.Ç ëïãéêÞ Ýêöñáóç p1 ↔ p2 åßíáé éóïäýíáìç ìå �çí (p1 → p2)∧ (p2 → p1).Óõíåðþò äåí ÷ñåéáæüìáó�å �ïí äõáäéêü �åëåó�Þ ↔ . Åðßóçò ç Ýêöñáóç p1 →p2 åßíáé éóïäýíáìç ìå �çí ¬p1 ∨ p2. ¢ñá äåí ÷ñåéáæüìáó�å ïý�å �ïí �åëåó�Þ
→. �áñ' üëï ðïõ êáé áðü �ïõò �ñåéò åíáðïìåßíáí�åò �åëåó�Ýò, äåí åßíáé üëïéáíáãêáßïé, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé �ïõò �ñåéò ãéá ìåãáëý�åñç åõêïëßá.Ïñéóìüò 11.6.2. Áí x1; x2; : : : åßíáé ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò, ïíïìÜæïõìå:
• literals: üñïõò üðùò x1; x3;¬x1;¬x5

• 
lauses: äéáæåýîåéò (disjun
tions) áðü litetals, ð.÷. (x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x5)
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• Conju
tive Normal Form (CNF) �çí áêüëïõèç ìïñöÞ ðïõ ìðïñåß íáÝ÷åé ç boolean formula:

(
lause1 ∧ 
lause2 ∧ : : : ∧ 
lausem)Èåþñçìá 11.6.3. ÊÜèå ëïãéêÞ Ýêöñáóç åßíáé éóïäýíáìç ìå ìßá óå CNF.Ïñéóìüò 11.6.4. ÉêáíïðïéÞóéìç (satis�able) ïíïìÜæå�áé ìßá boolean for-mula ü�áí õðÜñ÷åé áðïíïìÞ áëÞèåéáò (truth assignment) ó�éò ðñï�áóéáêÝòìå�áâëç�Ýò ðïõ �çí áðï�åëïýí, Ý�óé þó�å ç Ýêöñáóç íá ðáßñíåé �çí �éìÞ True(T). Ôï ðñüâëçìá SATÄåäïìÝíá: Ìßá boolean formula óå CNF.Åñþ�çóç: Åßíáé ç boolean fïrmula éêáíïðïéÞóéìç;�áñÜäåéãìá 11.6.5. Ç öüñìïõëá (x1∨¬x2)∧(¬x1∨x2) åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.Ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ �çí éêáíïðïéåß åßíáé ç (x1; x2) = (T; T ). Ç öüñìïõëá,
(x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ ¬x2) ∧ ¬x1 äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìç.Èåþñçìá 11.6.6. (Cook) Ôï ðñüâëçìá SAT åßíáé NP-
omplete.Proof. Êá�' áñ÷Üò ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ü�é SAT ∈ NP . Áõ�ü üìùò åßíáéåýêïëï. ¸íáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé �ï SAT åßíáé ï åîÞò:1. ìÜí�åøå ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò2. Ýëåãîå áí ç Ýêöñáóç áðï�éìÜ�áé óå TrueÏ Ýëåã÷ïò ìðïñåß íá ãßíåé óå ãñáììéêü ÷ñüíï ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �çò öüñìïõëáòêáé óõíåðþò SAT ∈ NP .Ôï åðüìåíï ðïõ ðñÝðåé íá äåßîïõìå åßíáé ü�é üëá �á ðñïâëÞìá�á ðïõáíÞêïõí ó�ï NP , áíÜãïí�áé (êá�Ü Karp) ó�ï SAT. ¼ëá áõ�Ü �á ðñïâëÞìá�áüìùò, ìðïñïýí íá åðéëõèïýí (åî ïñéóìïý áöïý áíÞêïõí ó�ï NP) áðü ìßáNDTM ðïõ �ñÝ÷åé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. ¸�óé ëïéðüí, áñêåß íá áðïäåßîïõìå�ï åîÞò: ¸íáò ïðïéïóäÞðï�å õðïëïãéóìüò ðïõ êÜíåé ìßá NDTM ðïëõùíõìéêïý÷ñüíïõM ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß áðü ìßá boolean formula Ö ðïëõùíõìéêïýìÞêïõò Ý�óé þó�å, íá õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò �ïõM ðïõ áðïäÝ÷å�áé �ï x áí êáéìüíï áí õðÜñ÷åé áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ éêáíïðïéåß �çí boolean fïrmulá Ö(x).Ôï NDTM ðñüãñáììá M èá äÝ÷å�áé ëïéðüí, óáí åßóïäï Ýíá string x ìå
|x| = n. Áí õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò ó�ï �Ýëïò �ïõ ïðïßïõ �ï M áðïäÝ÷å�áé �ïx , áõ�üò ï õðïëïãéóìüò èá ãßíå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï TM(n). ÄçëáäÞèá õðÜñ÷åé Ýíá ðïëõþíõìï p(n) Ý�óé þó�å:TM(n) ≤ p(n); ∀n



150 ÊåöÜëáéï 11. ÁöçñçìÝíç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áòÈåùñïýìå ü�é ç êåöáëÞ âñßóêå�áé áñ÷éêÜ ó�ç èÝóç 0 êáé åöüóïí ï áñéèìüòâçìÜ�ùí åßíáé �ï ðïëý p(n), ìðïñïýí íá ãñáö�ïýí ïé èÝóåéò �çò �áéíßáò áðü
−p(n) Ýùò p(n). Ïé äéáöïñå�éêÝò ÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò åßíáé p(n)+1 ãéá�ß ìÝóá ó'áõ�ü �ï ÷ñüíï ãßíïí�áé p(n) âÞìá�á. ÄçëáäÞ áí �ï ðñüãñáììáM áðïäÝ÷å�áé�ï x, óçìáßíåé ü�é ìå�Ü áðü p(n) âÞìá�á ö�Üíåé óå êá�Üó�áóç qY . ÖõóéêÜìðïñåß íá ö�Üóåé êáé ðéï íùñßò. Ó' áõ�Þí �çí �åëåõ�áßá ðåñßð�ùóç èåùñïýìåü�é �ï 
on�guration ðáñáìÝíåé ó�áèåñü óå üëåò �éò ìå�áãåíÝó�åñåò ÷ñïíéêÝòó�éãìÝò. èåùñïýìå ðùò ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ ó�çí ïðïßá áñ÷ßæïõí ïé õðïëïãéóìïßãéá �çí åðáëÞèåõóç åßíáé ç ó�éãìÞ 0. ¢ñá ç �åëåõ�áßá ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ åßíáé çp(n).Ôï óýíïëï �ùí êá�áó�Üóåùí ó�éò ïðïßåò ìðïñåß íá âñåèåß ç T.M. åßíáé,Q = {q0; q1; : : : ; qr}; r = |Q| − 1; q1 = qY ; q2 = qNÔï óýíïëï �ùí óõìâüëùí ðïõ ìðïñåß íá ãñÜöåé ç T.M. åßíáé,� = {s0; s1; : : : ; sv}; v = |�| − 1; s0 = blankÏé ëïãéêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá íá êá�áóêåõÜóïõìå�ç öüñìïõëá Ö(x) åßíáé:
• Q[i; k]; 0 ≤ i ≤ p(n); 0 ≤ k ≤ r êùäéêïðïéïýí �çí êá�Üó�áóç qkó�çí ïðïßá âñßóêå�áé ç T.M. �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i . ÄçëáäÞ ç ìå�áâëç�ÞQ[i; k] èá åßíáé True áí êáé ìüíï áí �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i ç Ô.Ì. âñßóêå�áéó�çí êá�Üó�áóç qk. Ï áñéèìüò áõ�þí �ùí ìå�áâëç�þí åßíáé (r + 1) · (p(n) + 1).
• H[i; j]; 0 ≤ i ≤ p(n); −p(n) ≤ j ≤ p(n) êùäéêïðïéïýí �ç èÝóçj ó�çí ïðïßá âñßóêå�áé ç êåöáëÞ �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i . ÄçëáäÞ çìå�áâëç�Þ H[i; j] èá åßíáé True áíí �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i ç êåöáëÞâñßóêå�áé ó�ç èÝóç (êõøÝëç) j. Ï áñéèìüò áõ�þí �ùí ìå�áâëç�þí åßíáé

(p(n) + 1) · (2p(n) + 1).
• S[i; j; l]; 0 ≤ i ≤ p(n); −p(n) ≤ j ≤ p(n); 0 ≤ l ≤ v êùäéêïðïéïýí�ï óýìâïëï sl, �ï ïðïßï ðåñéÝ÷å�áé ó�ç èÝóç j �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i.ÄçëáäÞ ç ìå�áâëç�Þ S[i; j; l] èá åßíáé True áíí �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i,ó�ç èÝóç j ðåñéÝ÷å�áé �ï óýìâïëï sl. Ï áñéèìüò áõ�þí �ùí ìå�áâëç�þíåßíáé (p(n) + 1) · (2p(n) + 1) · (v + 1).Ï áñéèìüò üëùí �ùí ìå�áâëç�þí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åßíáé O(p2(n)) (r; våßíáé ó�áèåñÝò �çò ìç÷áíÞò), äçëáäÞ ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõinput n.Ôá 
lauses ðïõ èá ðåñéÝ÷åé ç öüñìïõëá Ö(x) åßíáé ÷ùñéóìÝíá óå 6 groups:
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• G1: Ôï group áõ�ü èá åêöñÜæåé �ï ãåãïíüò, ü�é óå ìßá äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞó�éãìÞ ç Ô.Ì. èá âñßóêå�áé áêñéâþò óå ìßá êá�Üó�áóç. ÄçëáäÞ ìßáäåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i, èá åßíáé True áêñéâþò ìßá áðü �éò ìå�áâëç�ÝòQ[i; k]; 0 ≤ k ≤ r. Áõ�ü èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ.Ôï G1 ëïéðüí, èá ëÝåé ü�é ìßá äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i, êÜðïéá áðü �éòìå�áâëç�ÝòQ[i; k] åßíáé True åíþ ç óýæåõîç ïðïéùíäÞðï�å äýï ìå�áâëç�þíáð' áõ�Ýò åßíáé False. Áõ�ü êùäéêïðïéåß�áé åýêïëá, üðùò ìðïñåß íáåðáëçèåýóåé êáíåßò ùò åîÞò:

∧p(n)i=0 ((∨rj=0Q[i; j]) ∧ (∧rj=0 ∧j−1k=0 (¬Q[i; j] ∨ ¬Q[i; k]))) (11.1)Ï ðñþ�ïò üñïò �çò ðáñáðÜíù Ýêöñáóçò åîáóöáëßæåé ü�é óå ìßá äåäïìÝíç÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ ç ìç÷áíÞ âñßóêå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí óå ìßá êá�Üó�áóç êáéï äåý�åñïò üñïò ü�é âñßóêå�áé �ï ðïëý óå ìßá êá�Üó�áóç. Ï ïëéêüòáñéèìüò �ùí literals ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé ó' áõ�Ü �á 
lauses åßíáé:
(p(n) + 1) · [(r + 1) +

r(r + 1)

2
· 2] = (p(n) + 1) · (r + 1)2 = O(p(n))

• G2: Ôï group áõ�ü èá åêöñÜæåé �ï ãåãïíüò ü�é óå ìßá äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞó�éãìÞ, ç êåöáëÞ èá âñßóêå�áé óå ìßá áêñéâþò èÝóç. ÄçëáäÞ ìßá äåäïìÝíç÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i, èá åßíáé True áêñéâþò ìßá áðü �éò ìå�áâëç�ÝòH[i; j];−p(n) ≤j ≤ p(n) êáé áõ�ü èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ. Åí�åëþòáíÜëïãá ëïéðüí, ìå �ï group G1, �ï G2 êùäéêïðïéåß�áé ùò åîÞò:
∧p(n)i=0 ((∨p(n)j=−p(n)H[i; j])∧(∧p(n)j=−p(n)∧

j−1k=−p(n)(¬H[i; j]∨¬H[i; k]))) (11.2)Ï ïëéêüò áñéèìüò �ùí literals ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé ó' áõ�Ü �á 
lauses åßíáé,
(p(n) + 1) · (2p(n) + 1)2) = O(p3(n))

• G3: Ôï group áõ�ü èá åêöñÜæåé �ï ãåãïíüò ü�é óå ìßá äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞó�éãìÞ, óå êÜèå èÝóç ó�çí �áéíßá ðåñéÝ÷å�áé áêñéâþò Ýíá óýìâïëï.ÄçëáäÞ ìßá äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i, ãéá ìßá óõãêåêñéìÝíç èÝóç j,èá åßíáé True áêñéâþò ìßá áðü �éò ìå�áâëç�Ýò S[i; j; l]; 0 ≤ l ≤ v êáéáõ�ü èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ êáé ãéá êÜèå èÝóç.Åí�åëþò áíÜëïãá ëïéðüí, ìå �á groups G1 êáé G2, �ï G3 èá áðï�åëåß�áéáðü �á åîÞò 
lauses:
∧p(n)i=0 ∧p(n)j=−p(n)((∨vl=0S[i; j; l])∧(∧vl=0∧l−1k=0(¬S[i; j; l]∨¬S[i; j; k]))) (11.3)ÓõíïëéêÜ ï áñéèìüò �ùí literals ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé ó�á 
laõses �ïõ G3åßíáé:

(p(n) + 1) · (2p(n) + 1) · (v + 1)2 = O(p2(n))



152 ÊåöÜëáéï 11. ÁöçñçìÝíç èåùñßá ðïëõðëïêü�ç�áò
• G4: Ôï group áõ�ü èá äçëþíåé ü�é �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ 0 ç T.M. âñßóêå�áéó�ï áñ÷éêü 
on�guration. ÄçëáäÞ: Ç êá�Üó�áóç ó�çí ïðïßá âñßóêå�áéç Ô.Ì. åßíáé q0 : Q[0; 0], ç êåöáëÞ âñßóêå�áé ó�ç èÝóç 1: H[0; 1], ü�éó�éò èÝóåéò 1 Ýùò n åßíáé ãñáììÝíï �ï input x : S[0; 1; l1] ∧ S[0; 2; l2] ∧: : : ∧ S[0; n; ln], áí õðïèÝóïõìå ü�é x = Sl1 ; Sl2; : : : Sln êáé áðü �ç èÝóçn+ 1 Ýùò �ç èÝóç p(n) Ý÷ïõìå êåíÜ (blanks):S[0; n+ 1; 0] ∧ S[0; n+ 2; 0] ∧ : : : ∧ S[0; p(n); 0]Áêüìá, ïé èÝóåéò −p(n) Ýùò 0 �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ 0 ðåñéÝ÷ïõí �ïí êåíü÷áñáê�Þñá (S[0; 0; 0], ê.�.ë.).Ç óýæåõîç üëùí áõ�þí �ùí 
lauses áðï�åëåß �ï group G4. Ï óõíïëéêüòáñéèìüò �ùí literals åßíáé 2p(n) + 3 = O(p(n)).
• G5: Ôï group áõ�ü áðï�åëåß�áé ìüíï áðü Ýíá 
lause �ï ïðïßï Ý÷åé Ýíálite�al ðïõ äçëþíåé, ü�é �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ p(n), ç êá�Üó�áóç ó�çí ïðïßáâñßóêå�áé ç T.M. åßíáé ç q1 = qY . ÄçëáäÞ:Q[p(n); 1]

• G6: Ôï �åëåõ�áßï áõ�ü group èá äçëþíåé ðùò �ï 
on�guration �çò Ô.Ì.�ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i + 1 ðñïêýð�åé áðü �çí åöáñìïãÞ �çò óõíÜñ�çóçòìå�Üâáóçò (transition fun
tion) ä, ó�ï 
on�guration �çò ÷ñïíéêÞò ó�éãìÞòi. Êá�' áñ÷Üò �ï G6 èá äçëþíåé ðùò �ï ðåñéå÷üìåíï �çò èÝóçò j, äåíìðïñåß íá áëëÜîåé �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i + 1, áí �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i çêåöáëÞ äåí âñéóêü�áí ó�ç èÝóç j. ÄçëáäÞ:
(¬H[i; j] ∧ S[i; j; l])→ S[i + 1; j; l];Þ áëëéþò:

{

(H[i; j] ∨ ¬S[i; j; l]) ∨ S[i+ 1; j; l]
0 ≤ i ≤ p(n);−p(n) ≤ j ≤ p(n); 0 ≤ l ≤ v¸÷ïõìå äçëáäÞ 3(2p(n) + 1) · p(n) · (v + 1) literals. ÅðéðëÝïí �ï G6èá äçëþíåé ðùò ïé áëëáãÝò ðïõ ãßíïí�áé ó�ï 
on�guration �ç ÷ñïíéêÞó�éãìÞ i+ 1 ðñïêýð�ïõí áðü �çí åöáñìïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò ìå�Üâáóçòä, ó�ï 
on�guration �çò ÷ñïíéêÞò ó�éãìÞò i. ÄçëáäÞ:

(H[i; j] ∧Q[i; k] ∧ S[i; j; l])→
∨|ä(qk;sl)|m=1 (H[i+ 1; j +Äm] ∧Q[i + 1; k′m] ∧ S[i+ 1; j; l′m]) (11.4)



11.6 Ç Ýííïéá �çò áíáãùãÞò - Ôï èåþñçìá �ïõ Cook 153Áõ�ü óçìáßíåé ðùò áí �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i ç T.M. âñßóêå�áé ó�çí êá�Üó�áóçqk ìå �çí êåöáëÞ ó�ç èÝóç j íá äéáâÜæåé �ï óýìâïëï sl, �ü�å �ç ÷ñïíéêÞó�éãìÞ i + 1, �ï ðåñéå÷üìåíï �çò èÝóçò j, ç êá�Üó�áóç êáé ç èÝóç �çòêåöáëÞò èá ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí �çí ìç í�å�åñìéíéó�éêÞ óõíÜñ�çóçìå�Üâáóçò. äçëáäÞ, áí qk ∈ Q{qY ; qN} �ü�å ïé �éìÝò �ùí Äm; k′m; l′måßíáé �Ý�ïéåò þó�å íá éó÷ýåé:
(qk′m; sl′m ; Äm) ∈ ä(qk; sl), üðïõÄm ∈ {−1; 0; 1}:Ôçí ðáñáðÜíù Ýêöñáóç ìðïñïýìå íá �çí öÝñïõìå óå CNF êÜíïí�áòìåñéêÝò ðñÜîåéò êáé �åëéêÜ ï ïëéêüò áñéèìüò �ùí literals ãéá äåäïìÝíái; j; k; l åßíáé (
 + 3)3
, üðïõ 
 = |ä(qk; sl)|. Áí qk ∈ {qY ; qN} �ü�åÄ = 0; k′ = k; l′ = l (äçëáäÞ áí ç T.M. Ý÷åé Þäç áðïäå÷èåß Þ áðïññßøåé�ï x ðñéí �ç ó�éãìÞ p(n), äéá�çñåß �ï 
on�guration üðùò åßíáé ìÝ÷ñé �çó�éãìÞ p(n)). Ï ïëéêüò áñéèìüò �ùí literals ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé ó�á 
lauses�ïõ G6 åßíáé: O(p2(n)).Ç �åëéêÞ öüñìïõëá ëïéðüí, åßíáé:Ö(x) = G1 ∧G2 ∧G3 ∧G4 ∧G5 ∧G6Ôï ìÞêïò �çò åßíáé: O(p3(n)) (êáèïñéó�éêü åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ G2). Óõíåðþòìðïñïýìå íá �çí êá�áóêåõÜóïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ùò ðñïò n.ÅðéðëÝïí, áí õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò �ïõ NDTM ðñïãñÜììá�ïòM ðïõ êÜíåéáðïäå÷�ü �ï x óå ÷ñüíï p(n), �ü�å óßãïõñá ç Ö(x) Ý÷åé áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ�çí éêáíïðïéåß, ëüãù �çò êá�áóêåõÞò �çò.Áí�ßó�ñïöá, áí ç Ö(x) Ý÷åé áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ �çí éêáíïðïéåß, �ü�åëüãù �çò êá�áóêåõÞò �çò, áõ�Þ ç áðïíïìÞ áëÞèåéáò áí�éó�ïé÷åß óå Ýíáíõðïëïãéóìü �ïõ M ðïõ êÜíåé áðïäå÷�ü �ï x. ¢ñá �ï SAT åßíáé NP-
omplete. ⊓⊔



.



ÊåöÜëáéï 12Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùí(transformations of problems)
12.1 �åíéêÜ�ïëëÝò öïñÝò Ý÷ïõìå íá áí�éìå�ùðßóïõìå ðñïâëÞìá�á �ùí ïðïßùí ç ëýóç,áí êáé áðëÞ, äåí åßíáé ðñïöáíÞò. Ôü�å ìå�áó÷çìá�ßæïõìå �ï áñ÷éêü ðñüâëçìáóå Ýíá Üëëï ðñüâëçìá �ïõ ïðïßïõ ìðïñïýìå åýêïëá íá âñïýìå �ç ëýóç.¸ðåé�á (ìå âÜóç �ï ìå�áó÷çìá�éóìü) ìå�áöÝñïõìå �ç ëýóç ó�ï áñ÷éêü ìáòðñüâëçìá.�áñÜäåéãìá: ¸ó�ù �ï åîÞò ðñüâëçìá:ÄåäïìÝíá: Ìéá óêáêéÝñá 3×3 ìå ìáýñá (X) êáé ëåõêÜ (O) áëïãÜêéáüðùò öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.1.Åñþ�çóç: �ùò ìðïñïýìå íá áí�áëëÜîïõìå �éò èÝóåéò �ùí ëåõêþíìå �á ìáýñá áëïãÜêéá ÷ñçóéìïðïéþí�áò íüìéìåò êéíÞóåéò;XO XOÓ÷Þìá 12.1: �ñüâëçìá ßððùí åðß óêáêéÝñáòËýóç: Ö�éÜ÷íïõìå Ýíáí äáê�ýëéï üðùò öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.2. Ôá ìáýñááëïãÜêéá âñßóêïí�áé ó�éò èÝóåéò 1, 3 êáé �á ëåõêÜ ó�éò èÝóåéò 5, 7. Ç ëýóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò �þñá åßíáé ðñïöáíÞò. Ìå óõíå÷åßò äéáäï÷éêÝò êõêëéêÝòìå�áèÝóåéò, �á ìáýñá áëïãÜêéá èá áí�áëëÜîïõí �åëéêÜ èÝóåéò ìå �á ëåõêÜ.ÄçëáäÞ åê�åëþí�áò ìßá ðåñéó�ñïöÞ êá�Ü �ç öïñÜ �ùí äåéê�þí �ïõ ñïëïãéïý,�ï Üëïãï ðïõ âñßóêå�áé ó�ç èÝóç 1 èá ìå�áêéíçèåß ó�ç èÝóç 2, åêåßíï ðïõ155
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O XOX 48 6

217 53
Ó÷Þìá 12.2: Ìå�áó÷çìá�éóìüò ðñïâëÞìá�ïò ßððùí åðß óêáêéÝñáòâñßóêå�áé ó�ç èÝóç 3 èá ðÜåé ó�ç èÝóç 4, ê.ï.ê, Ýùò ü�ïõ ìå�Ü áðü 4 ìå�áèÝóåéòêáèåíüò áëüãïõ, �á ìáýñá áí�áëëÜîïõí èÝóåéò ìå �á ëåõêÜ.¸�óé ëïéðüí, áí îáíáãõñßóïõìå ó�ï áñ÷éêü ðñüâëçìá, �ï ìüíï ðïõ áðïìÝíåéåßíáé íá áñéèìÞóïõìå �ç óêáêéÝñá ìå âÜóç �éò íüìéìåò êéíÞóåéò �ùí áëüãùí.Áõ�ü öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.3. ÄçëáäÞ ç ðïñåßá ðïõ èá áêïëïõèÞóåé �ï Üëïãï1 èá åßíáé 1→ 2→ 3→ 4→ 5 åíþ ðáñÜëëçëá �ï Üëïãï 3 èá áêïëïõèåß �çíðïñåßá 3→ 4→ 5→ 6→ 7, ê.ï.ê.1 37 564 82Ó÷Þìá 12.3: Áñßèìçóç óêáêéÝñáò 3× 3Åäþ ÷ñçóéìïðïéïýìå �ç ìÝèïäï �çò áíáãùãÞò ãéá íá äåßîïõìå ü�é ÝíáíÝï ðñüâëçìá åßíáé äõóåðßëõ�ï: ÁíÜãïõìå ìå åýêïëï ìå�áó÷çìá�éóìü Ýíáãíùó�ü äõóåðßëõ�ï ðñüâëçìá ó�ï íÝï ìáò ðñüâëçìá êáé Ý�óé äåß÷íïõìå �çäõóåðéëõóéìü�ç�Ü �ïõ (åéäÜëëùò áõ�Þ ç áíáãùãÞ èá ïäçãïýóå óå åýêïëç ëýóç�ïõ üìùò ãíùó�ïý äõóåðßëõ�ïõ ðñïâëÞìá�ïò).�éá íá äåßîïõìå ü�é Ýíá ðñüâëçìá � åßíáé NP-
omplete áêïëïõèïýìå �áðáñáêÜ�ù âÞìá�á:1. Äåß÷íïõìå ü�é � ∈ NP .2. ÄéáëÝãïõìå Ýíá ãíùó�ü NP-
omplete ðñüâëçìá � ′ êáé êá�áóêåõÜæïí�áòìéá óõíÜñ�çóç f , �ï ìå�áó÷çìá�ßæïõìå ó�ï ðñüâëçìá � .



12.2 Ïñéóìïß �ñïâëçìÜ�ùí Áðüöáóçò 1573. Äåß÷íïõìå ü�é ï ìå�áó÷çìá�éóìüò f ãßíå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï4. Áðïäåéêíýïõìå ü�é x ∈ � ′ ⇐⇒ f(x) ∈ � .Ïé áíáãùãÝò ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ èá äïýìå ó�ç óõíÝ÷åéá, Ýãéíáí ìå �ç óåéñÜðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.4 êáé éó�ïñéêÜ, ïé ðåñéóóü�åñåò áðü áõ�Ýò ðáñïõóéÜó�çêáíáðü �ïí Karp (1972).
Any NPproblem SAT 3SAT 3DM VC HC TSPClique SubgraphIsomorphismPartition DKnapsa
k3-Graph ColorabilityCook

Ó÷Þìá 12.4: ÁíáãùãÝò ðñïâëçìÜ�ùí ó�çí êëÜóç NP�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�éò áíáãùãÝò, èá ïñßóïõìå üëá �á ðñïâëÞìá�á áðüöáóçòðïõ áíáöÝñïí�áé ó�ï äéÜãñáììá.12.2 Ïñéóìïß �ñïâëçìÜ�ùí ÁðüöáóçòSAT (SATISFIABILITY)ÄåäïìÝíá: Ìßá ëïãéêÞ Ýêöñáóç (boolean formula) óå êáíïíéêÞóõæåõê�éêÞ ìïñöÞ (CNF).Åñþ�çóç: Åßíáé ç ëïãéêÞ Ýêöñáóç éêáíïðïéÞóéìç; ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åéáðïíïìÞ áëÞèåéáò ó�éò ìå�áâëç�Ýò �éò �Ý�ïéá þó�å ç boolean formulaíá áðï�éìÜ�áé óå �éìÞ True.3SATÄåäïìÝíá: Ìéá boolean formula óå CNF, êÜèå 
lause �çò ïðïßáòÝ÷åé áêñéâþò 3 literals.Åñþ�çóç: Åßíáé ç boolean formula éêáíïðïéÞóéìç;VC (VERTEX COVER)ÄåäïìÝíá: ¸íáò ãñÜöïò G(V;E) êáé Ýíáò èå�éêüò áêÝñáéïò k ≤
|V |.Åñþ�çóç: ÕðÜñ÷åé Ýíá vertex 
over üëùí �ùí áêìþí �ïõ E,ìåãÝèïõò ≤ k; ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï V ′ ⊆ V �Ý�ïéï þó�å
|V ′| ≤ k êáé ∀{u; v} ∈ E : u ∈ V ′ ∨ v ∈ V ′;



158 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùí3DM (3-DIMENSIONAL MATCHING)ÄåäïìÝíá: ¸íá óýíïëï M ⊆ W × X × Y , üðïõ W;X; Y åßíáéóýíïëá îÝíá ìå�áîý �ïõò (disjoint) ìå |W | = |X| = |Y | = q.Åñþ�çóç: �åñéÝ÷åé �ï M Ýíá �áßñéáóìá (mat
hing); ÄçëáäÞ,õðÜñ÷åé óýíïëï M ′ ⊆ M �Ý�ïéï þó�å |M ′| = q êáé Ý�óéþó�å 2 ïðïéáäÞðï�å ó�ïé÷åßá �ïõ M ′ íá ìçí Ý÷ïõí êáìßá êïéíÞóõí�å�áãìÝíç;GRAPH 3-COLORABILITYÄåäïìÝíá: ¸íáò ãñÜöïò G(V;E).Åñþ�çóç: Ìðïñïýìå íá âÜøïõìå �ïõò êüìâïõò �ïõ ãñÜöïõG ÷ñçóéìïðïéþí�áò 3 ÷ñþìá�á êáé Ý�óé þó�å 2 ïðïéïäÞðï�åãåé�ïíéêïß êüìâïé íá Ý÷ïõí äéáöïñå�éêü ÷ñþìá; ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åéóõíÜñ�çóç f : V → {1; 2; 3} �Ý�ïéá þó�å, ∀(u; v) ∈ E : f(u) 6=f(v);HC (Hamilton Cir
uit)ÄåäïìÝíá: ¸íáò ãñÜöïò G(V;E).Åñþ�çóç: ¸÷åé ï ãñÜöïò êýêëï Hamilton; ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åé ìßáäéÜ�áîç �ùí êüìâùí �ïõ ãñÜöïõ G, < v1; v2; : : : ; vn >; n = |V |,�Ý�ïéá þó�å
(vi; vi+1) ∈ E; 1 ≤ i ≤ n− 1; (vn; v1) ∈ E;TSP (TRAVELING SALESMAN PROBLEM)ÄåäïìÝíá: Äßíå�áé Ýíáò ðëÞñçò ãñÜöïò G(V;E) ìå âÜñç êáé Ýíáòáñéèìüò B.Åñþ�çóç: ÕðÜñ÷åé ìéá êëåéó�Þ äéáäñïìÞ (tour) ðïõ íá ðåñíÜ áð'üëïõò �ïõò êüìâïõò �ïõ G, < v�(1)

; v�(2)
; : : : ; v�(m)

> Ý�óé þó�å:
∑w(v�(i); v�(i+1)

) + w(v�(m)
; v�(1)

) ≤ B;CLIQUEÄåäïìÝíá: ¸íáò ãñÜöïò G(V;E) êáé Ýíáò èå�éêüò áêÝñáéïò j ≤
|V |.Åñþ�çóç: �åñéÝ÷åé ï ãñÜöïò G êëßêá ìåãÝèïõò ≥ j; ÄçëáäÞõðÜñ÷åé V ′ ⊆ V , �Ý�ïéï þó�å: |V ′| ≥ j êáé ∀u; v ∈ V ′ : (u; v) ∈ E;Ç åñþ�çóç ìðïñåß íá ãßíåé ùò åîÞò: �åñéÝ÷åé ï ãñÜöïò G ðëÞñçõðïãñÜöï ìå ðëÞèïò êüìâùí ≥ j;



12.3 ÁíáãùãÞ �ïõ SAT ó�ï 3SAT 159SUBGRAPH ISOMORPHISMÄåäïìÝíá: Äýï ãñÜöïé G(V1; E1) êáé H(V2; E2).Åñþ�çóç: ¸÷åé ï ãñÜöïò G õðïãñÜöï éóïìïñöéêü ìå �ïí ãñÜöï H;ÄçëáäÞ, õðÜñ÷ïõí V ⊆ V1; E ⊆ E1 �Ý�ïéá þó�å |V | = |V2|; |E| =
|E2| êáé óõíÜñ�çóç f : V2 → V , £1-1¤ êáé £åðß¤ (bije
tion) þó�å íáéó÷ýåé, (u; v) ∈ E2 ⇐⇒ (f(u); f(v)) ∈ E;PARTITIONÄåäïìÝíá: ¸íá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A ìå âÜñç, w(a) ∈ Z+; ∀a ∈A.Åñþ�çóç: Åßíáé äõíá�üí �ï óýíïëï A íá ìïéñáó�åß óå äýï éóïâáñÞõðïóýíïëá; ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åé A′ ⊆ A �Ý�ïéï þó�å,

∑a∈A′

w(a) =
∑a∈(A−A′)

w(a);DKNAPSACK (DISCRETE KNAPSACK)ÄåäïìÝíá: ¸íá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï U , ìéá óõíÜñ�çóç âÜñïõòw(u) ∈ Z+; ∀u ∈ U , ìéá óõíÜñ�çóç êüó�ïõò p(u) ∈ Z+; ∀u ∈ Uêáé äýï èå�éêïß áêÝñáéïé W;P .Åñþ�çóç: Ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ìåñéêÜ áí�éêåßìåíá áðü �ï óýíïëïU êáé íá �á âÜëïõìå ìÝóá óå Ýíá óáêßäéï, Ý�óé þó�å �ï ïëéêü âÜñïò�ïõ óáêéäßïõ íá åßíáé ≤ W êáé ç ïëéêÞ �ïõ áîßá ≥ P ; ÄçëáäÞõðÜñ÷åé U ′ ⊆ U �Ý�ïéï þó�å,
∑u∈U ′

w(u) ≤W êáé ∑u∈U ′

p(u) ≥ P ;Áðü �á ðáñáðÜíù ðñïâëÞìá�á Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé ðùò �ï SAT åßíáéNP-
omplete.12.3 ÁíáãùãÞ �ïõ SAT ó�ï 3SATÈåþñçìá 12.3.1. Ôï 3SAT åßíáé NP-
omplete.Proof. Êá�' áñ÷Üò åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é �ï 3SAT ∈ NP . �ñÜãìá�é,Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò, áöïý ìáí�Ýøåé ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò,ìðïñåß ðÜí�á íá åëÝãîåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, áí áõ�Þ éêáíïðïéåß �ç booleanformula ðïõ äßíå�áé (�ï 3SAT åßíáé Ýíá õðïðñüâëçìá �ïõ SAT).



160 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùí�éá íá áðïäåßîïõìå ü�é �ï 3SAT åßíáé NP-
omplete èá áíÜãïõìå �ï SAT ó'áõ�ü (SAT ≤pm 3SAT). ¸ó�ù ü�é ìáò äßíå�áé Ýíá ïðïéïäÞðï�å ó�éãìéü�õðï�ïõ SAT äçëáäÞ Ýíá óýíïëï C áðü m 
lauses, C = {
1; 
2; : : : ; 
m} ðïõ÷ñçóéìïðïéïýí ìå�áâëç�Ýò áðü Ýíá óýíïëï áðü n ìå�áâëç�Ýò, U = {z1; z2; : : : ; zn}.Èá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá êáéíïýñéï óýíïëï áðü 
lauses C ′ êáé Ýíá êáéíïýñãéïóýíïëï ìå�áâëç�þí V ′, Ý�óé þó�å êÜèå 
lause ðïõ áíÞêå ó�ï C ′ íá áðï�åëåß�áéáðü 3 áêñéâþò literals. Ç êá�áóêåõÞ ãßíå�áé ùò åîÞò:
• �éá êÜèå 
lause 
 ∈ C �çò áñ÷éêÞò öüñìïõëáò ðïõ áðï�åëåß�áé áðü 1literal 
 = z, êá�áóêåõÜæïõìå �á åîÞò 4 
lauses (öõóéêÜ ïé ìå�áâëç�Ýòy1 êáé y2 åßíáé íÝåò, äåí ðåñéÝ÷ïí�áé ó�çí C):

(z ∨ y1 ∨ y2) ∧ (z ∨ y1 ∨ ¬y2) ∧ (z ∨ ¬y1 ∨ y2) ∧ (z ∨ ¬y1 ∨ ¬y2)Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é ç �éìÞ �çò ðáñáðÜíù Ýêöñáóçò, åßíáé ðÜí�áßäéá ìå �çí �éìÞ �ïõ z. ÁíåîÜñ�ç�ç, äçëáäÞ, áðü �éò �éìÝò �ùí y1; y2(dummy variables).
• �éá êÜèå 
lause 
 ∈ C �çò áñ÷éêÞ öüñìïõëáò ðïõ áðï�åëåß�áé áðü 2 lßter-als 
 = z1 ∨ z2, êá�áóêåõÜæïõìå �á ðáñáêÜ�ù 2 
lauses (íÝá ìå�áâëç�Þy1):

(z1 ∨ z2 ∨ y1) ∧ (z1 ∨ z1 ∨ ¬y1)Êáé åäþ åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é ç �éìÞ �çò ðáñáðÜíù ðáñÜó�áóçòåßíáé ðÜí�á ßäéá ìå �çí �éìÞ �çò Ýêöñáóçò (z1 ∨ z2).
• ÊÜèå 
lause �çò áñ÷éêÞò öüñìïõëáò ðïõ áðï�åëåß�áé áðü 3 literals �ïðáßñíïõìå üðùò åßíáé ó�çí êáéíïýñãéá ìáò öüñìïõëá.
• ÔÝëïò, ãéá êÜèå 
lause �çò áñ÷éêÞò öüñìïõëáò ðïõ Ý÷åé ðáñáðÜíù áðü3 lßterals, Ýó�ù 
 = (z1 ∨ z2 ∨ : : : zk), êá�áóêåõÜæïõìå �á åîÞò 
lauses(yi íÝåò ìå�áâëç�Ýò):

(z1 ∨ z2 ∨ y1) ∧ (¬y1 ∨ z3 ∨ y2) ∧ (¬y2 ∨ z4 ∨ y3) ∧ : : :
∧ (¬yk−4 ∨ zk−2 ∨ yk−3) ∧ (¬yk−3 ∨ zk−1 ∨ zk)Ïé yi åßíáé dummy ìå�áâëç�Ýò, åíþ ï áñéèìïß �ùí êáéíïýñãéùí 
lauses åßíáék−2. Ç êá�áóêåõÞ �çò êáéíïýñãéáò öüñìïõëáò Ö′, ç ïðïßá åßíáé ó�éãìéü�õðï�ïõ 3SAT Ý÷åé �åëåéþóåé.Áí �ï ìÞêïò �çò áñ÷éêÞò öüñìïõëáò Ö (ìÝãåèïò �ïõ input) åßíáé n ·m (m
lauses ìå n �ï ðïëý literals �ï êáèÝíá), �ü�å �ï ìÞêïò �çò öüñìïõëáò Ö′,èá åßíáé 3m(n− 2), äçëáäÞ m(n− 2) 
lauses ìå 3 literals �ï êáèÝíá. ÄçëáäÞ�ï ìÞêïò Ö′ èá åßíáé O(m · n), ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò �ï ìÞêïò �çò Ö êáé



12.3 ÁíáãùãÞ �ïõ SAT ó�ï 3SAT 161óõíåðþò ï ìå�áó÷çìá�éóìüò ãßíå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Áõ�ü ðïõ ìÝíåéíá áðïäåßîïõìå ëïéðüí, åßíáé ü�é:£ç áñ÷éêÞ öüñìïõëá Ö Ý÷åé áðïíïìÞ áëÞèåéáòðïõ �çí éêáíïðïéåß¤, áíí ç íÝá öüñìïõëá Ö′ Ý÷åé áðïíïìÞ áëçèåßáò ðïõ �çíéêáíïðïéåß.¼ðùò åßðáìå êá�Ü �çí äéÜñêåéá �çò êá�áóêåõÞò, áí Ýíá 
lause �çò áñ÷éêÞòöüñìïõëáò ìå 1, 2 Þ 3 literals éêáíïðïéåß�áé, �ü�å èá éêáíïðïéïýí�áé êáé �ááí�ßó�ïé÷á 
lauses �çò Ö′ êáé áí�ßó�ñïöá. Áí Ý÷ïõìå Ýíá 
lause ó�çí áñ÷éêÞöüñìïõëá , 
 = (z1 ∨ z2 ∨ : : : ∨ zk), ìå k ≥ 4 �ü�å ãéá íá éêáíïðïéåß�áé �ï
 èá ðñÝðåé íá Ý÷åé �éìÞ True �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü �á literals �ïõ. ¸ó�ùëïéðüí t(zl) = True. Èá äþóïõìå ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ éêáíïðïéåß �ááí�ßó�ïé÷á 
lauses ó�ç öüñìïõëá Ö′:t(yi) =

{True; 1 ≤ i ≤ l − 2False; l − 1 ≤ i ≤ k − 3Êáé åäþ �á áí�ßó�ïé÷á 
lauses �çò Ö′ éêáíïðïéïýí�áé (áõ�Ü ðïõ âñßóêïí�áéðñéí áðü �ï 
lause i, áðü �á literals yi êáé åêåßíá ðïõ âñßóêïí�áé ìå�Ü �á
lause i, áðü �á literals ¬yi).Ç áðüäåéîç �ïõ áí�éó�ñüöïõ, ü�é äçëáäÞ áí éêáíïðïéïýí�áé �á 
lauses �çòÖ′ �ü�å éêáíïðïéåß�áé �ï áí�ßó�ïé÷ï 
lause �çò Ö ãßíå�áé ùò åîÞò: ¸ó�ù ü�éäåí éêáíïðïéåß�áé ç Ö(x), äçëáäÞ ∀i zi = false. Ôü�å ìðïñïýìå åýêïëá íáäåßîïõìå (åðáãùãÞ) ü�é ãéá íá éêáíïðïéïýí�áé �á n ðñþ�á 
lauses �çò Ö′(x)ðñÝðåé ïé ìå�áâëç�Ýò y1; y2; : : : ; yn íá ðáßñíïõí �çí áëçèï�éìÞ true. Ëüãù �ïõðáñáðÜíù ãéá n = k − 3 �ï �åëåõ�áßï 
lause ðáßñíåé �çí �éìÞ false. ⊓⊔�áñá�Þñçóç 12.3.2. Ôï ðñüâëçìá 2SAT áíÞêåé ó�ï P. Èá ìðïñïýóáìå íáìå�áó÷çìá�ßóïõìå �ï SAT, Þ �ï éóïäýíáìï �ïõ ðëÝïí 3SAT ó�ï 2SAT. ¼ìùòï áñéèìüò �ùí 
lauses �çò êáéíïýñéáò öüñìïõëáò ðïõ èá ðñïêýøåé, èá åßíáéåêèå�éêüò ùò ðñïò �çí áñ÷éêÞ öüñìïõëá.¸íá Üëëï õðïðñüâëçìá �ïõ SAT , �ï ïðïßï áíÞêåé ó�ï P , åßíáé �ï HORN-SAT. Ç äåäïìÝíç boolean formula áðï�åëåß�áé áðü Horn 
lauses. Horn 
lauseïíïìÜæå�áé Ýíá 
lause �ï ïðïßï Ý÷åé �ï ðïëý Ýíá èå�éêü literal. ÄçëáäÞ, üëá�á literals åê�üò ðéèáíüí áðü Ýíá, åßíáé áñíç�éêÜ, ð.÷.:
(¬x2 ∨ x3); (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3); (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3 ∨ x4)Ôá 
lauses ðïõ Ý÷ïõí áêñéâþò Ýíá èå�éêü literal (üðùò �ï ðñþ�ï êáé �ï�åëåõ�áßï ðáñÜäåéãìá), ïíïìÜæïí�áé impli
ations äéü�é ìðïñïýí íá ãñáö�ïýíùò åîÞò: (¬x2∨x3) = (x2 → x3), (¬x1∨¬x2∨¬x3∨x4) = ((x1∧x2∧x3)→ x4).Ï áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé �ï HORNSAT âáóßæå�áé ó' áõ�Þí áêñéâþò �çí im-pli
ational ìïñöÞ �ùí 
lauses.



162 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùí12.4 ÁíáãùãÞ �ïõ 3SAT óå Üëëá ðñïâëÞìá�á�åíéêÜ, ü�áí áíÜãïõìå �ï 3SAT óå êÜðïéï Üëëï ðñüâëçìá, �á äåäïìÝíáìáò åßíáé Ýíá óýíïëï ìå�áâëç�þí u1; : : : ; un êáé Ýíá óýíïëï áðü 
lauses
1; : : : ; 
m. Ôá ó�ïé÷åßá ðïõ óõíèÝ�ïõí �çí áíáãùãÞ ìáò åßíáé:
• Truthsetting: Åîáóöáëßæïõìå ü�é êÜèå ìå�áâëç�Þ Ý÷åé ìßá êáé ìïíáäéêÞáëçèï�éìÞ (truth value) óå üëá �á 
lauses.
• Satisfa
tion: Åîáóöáëßæïõìå ü�é êÜèå 
lause ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáliteral ðïõ éêáíïðïéåß�áé (Ý÷åé �éìÞ True).
• Remaining (inter
onne
tions)-garbage 
olle
tion: Åîáóöáëßæïõìå ü�éÝ÷ïõìå Ýíá óùó�ü ðñüâëçìá �ïõ êáéíïýñãéïõ �ýðïõ.12.5 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï VERTEXCOVERÈåþñçìá 12.5.1. Ôï ðñüâëçìá VERTEX COVER (VC) åßíáé NP-
omplete.Proof. Éó÷ýåé V C ∈ NP , äéü�é Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ìáí�åýåéÝíá óýíïëï êüìâùí V ′ êáé ìå�Ü åëÝã÷åé áí �ï V ′ ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáendpoind áðü êÜèå ðëåõñÜ êáé áí |V ′| ≤ k óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Èáäåßîïõìå ü�é �ï VC åßíáé NP-
omplete áíÜãïí�áò �ï 3SAT ó' áõ�ü (3SAT ≤pmV C).Ìáò äßíå�áé Ýíá óýíïëï áðü 
lauses C = {
1; : : : ; 
m} ðïõ ðåñéÝ÷åé ìå�áâëç�Ýòáðü Ýíá óýíïëï ìå�áâëç�þí U = {u1; : : : ; un}. Èá êá�áóêåõÜóïõìå ÝíáíãñÜöï G(V;E) êáé Ýíáí èå�éêü áêÝñáéï k ≤ |V | �Ý�ïéá þó�å ï G íá Ý÷åévertex 
over ìåãÝèïõò ≤ k áí êáé ìüíï áí ç öüñìïõëá (
1 ∧ 
2 ∧ : : : ∧ 
m)åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Ç êá�áóêåõÞ ãßíå�áé ùò åîÞò:
• �éá êÜèå ìå�áâëç�Þ ui ∈ U åéóÜãïõìå 2 êüìâïõò ó�ï V , �ïõò ui;¬uiêáé 1 ðëåõñÜ ó�ï E, (ui;¬ui). ¢ñá óõíïëéêÜ ðáßñíïõìå 2n êüìâïõò êáén ðëåõñÝò. Áõ�ü åßíáé �ï ó�Üäéï truthsetting.
• �éá êÜèå 
lause 
i ∈ C åéóÜãïõìå 3 êüìâïõò ó�ï V �ïõò 
1[i]; 
2[i]; 
3[i]êáé 3 ðëåõñÝò ó�ïE, �éò (
1[i]; 
2[i]); (
2[i]; 
3[i])(
3[i]; 
1[i]) . ¢ñá óõíïëéêÜÝ÷ïõìå 3m êáéíïýñãéïõò êüìâïõò êáé 3m ðëåõñÝò(áõ�ü åßíáé �ï ó�Üäéïsatisfa
tion).
• ÔÝëïò ðñïóèÝ�ïõìå �éò ðëåõñÝò ðïõ ÷ñåéÜæïí�áé þó�å êÜèå (satisfa
tion)�ñßãùíï íá óõíäÝå�áé ìå �ñßá áí�ßó�ïé÷á (truthsetting) literals êáé �ï



12.5 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï VERTEX COVER 163êáéíïýñéï ðñüâëçìá íá åßíáé �ï VERTEX COVER (remaining inter-
onne
tions). �éá êÜèå êüìâï 
k[i]; 1 ≤ k ≤ 3 ðñïóèÝ�ïõìå �çí ðëåõñÜ
(
k[i]; uj) Þ (
k[i];¬uj) áíÜëïãá ìå �ï áí ó�çí k−ïó�Þ èÝóç �ïõ 
laõse
i åìöáíßæå�áé �ï literal uj Þ ¬uj áí�ßó�ïé÷á. Ïé êáéíïýñéåò ðëåõñÝòëïéðüí, åßíáé 3m (3 ãéá êÜèå 
lause). Ç êá�áóêåõÞ �ïõ ãñÜöïõ Ý÷åé�åëåéþóåé.To ðëÞèïò �ùí êüìâùí �ïõ ãñÜöïõ åßíáé |V | = 2n + 3m, åíþ �ï ðëÞèïò�ùí ðëåõñþí åßíáé |E| = n+ 6m. Ôï ìÝãåèïò �ïõ ãñÜöïõ åßíáé ðïëõùíõìéêüùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �çò öüñìïõëáò (3m) êáé ç êá�áóêåõÞ ìðïñåß íá ãßíåé óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ïñßæïõìå k = n+ 2m. Õðïó�çñßæïõìå ðùò ç öüñìïõëá�ïõ ðñïâëÞìá�ïò 3SAT éêáíïðïéåß�áé áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé vertex 
overâáèìïý ≤ k ó�ï ãñÜöï G(V;E). �ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�çí áðüäåéîç �ïõéó÷õñéóìïý, äßíïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá.u1 ¬u1 u2 ¬u2 u3 ¬u3 u4 ¬u4
1[1] 
1[2]


2[1] 
3[1] 
2[2] 
3[2]Ó÷Þìá 12.5: ÁíáãùãÞ 3SAT ó�ï VERTEX COVER�áñÜäåéãìá: ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �ç öüñìïõëáÖ : (u1 ∨ ¬u3 ∨ ¬u4) ∧ (¬u1 ∨ u2 ∨ ¬u4)Ç Ö åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ �çí éêáíïðïéåß åßíáé çt(u1; u2; u3; u4) = (T; T; T; T ). Óõíåðþò ï ãñÜöïò G(V;E) ðïõ ðñïêýð�åé áð'áõ�Þí �ç öüñìïõëá êáé öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.5, ðñÝðåé íá Ý÷åé vertex 
overìåãÝèïõò ≤ n + 2m = 4 + 2 · 2 = 8.Ïé 8 êüìâïé ðïõ áðï�åëïýí Ýíá vertex 
over �ïõ ãñÜöïõ åßíáé ïé êüìâïéðïõ óçìåéþíïí�áé ìå êïõêêßäåò.Áðüäåéîç �ïõ éó÷õñéóìïý: ¸ó�ù ü�é ç öüñìïõëá Ö åßíáé éêáíïðïéÞóéìç êáéÝó�ù t ìéá áðïíïìÞ áëçèåßáò ðïõ éêáíïðïéåß �çí Ö, �ü�å âñßóêïõìå Ýíá vertex
over ùò åîÞò: �áßñíïõìå åêåßíïõò �ïõò êüìâïõò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå liter-als ïé ïðïßïé Ý÷ïõí �éìÞ True. Áõ�ïß ïé êüìâïé èá åßíáé áêñéâþò n, áöïý èá



164 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùíéó÷ýåé t(ui) = True, åß�å t(¬ui) = True áëëÜ ü÷é óõã÷ñüíùò (truthsetting).Óõíåðþò áõ�ïß ïé êüìâïé èá êáëýð�ïõí n + m ðëåõñÝò �ïõëÜ÷éó�ïí, áöïýêÜèå 
lause �çò áñ÷éêÞò öüñìïõëáò Ö, èá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá literal ðïõ�ï éêáíïðïéåß (satisfa
tion). Ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ëïéðüí, äçëáäÞ ü�áíêÜèå 
lause éêáíïðïéåß�áé áðü Ýíá áêñéâþò literal, Ý÷ïõí ìåßíåé 5m ðëåõñÝòáêÜëõð�åò. Ôéò êáëýð�ïõìå ðáßñíïí�áò 2 êüìâïõò áðü êÜèå �ñéãùíÜêé (óõíïëéêÜ
2m êüìâïõò), åêåßíïõò ðïõ óõíäÝïí�áé ìå literals ðïõ Ý÷ïõí �éìÞ False.�åíéêþò, åðåéäÞ êÜèå 
lause éêáíïðïéåß�áé áðü �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá literal, �ïõëÜ÷éó�ïíìéá óýíäåóç (satisfa
tion) �ñßãùíï ìå truthsetting åßíáé Þäç êáëõììÝíç. Ïðü�åðáßñíïí�áò �éò 2 Üëëåò êïñõöÝò �ïõ �ñéãþíïõ êáëýð�ïõìå óßãïõñá üëåò �éòõðüëïéðåò ðëåõñÝò. ¸�óé êáëýð�ïí�áé üëåò ïé ðëåõñÝò �ïõ ãñÜöïõ ìå n+2mêüìâïõò.Áí�ßó�ñïöá, áí ï G Ý÷åé vertex 
over V ′ ⊑ V ìåãÝèïõò |V ′| ≤ k = n+2m,�ï V ′ ðåñéëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáí êüìâï áðü êÜèå ðëåõñÜ (truthsetting)�çò ìïñöÞò ui ¬ui (åéäÜëëùò èá õðÜñ÷åé ðëåõñÜ áõ�Þò �çò ìïñöÞò ðïõ äåí èáêáëýð�å�áé) êáé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï êüìâïõò áðü êÜèå �ñßãùíï (åéäÜëëùò äåíèá êáëýð�ïí�áé üëåò ïé ðëåõñÝò �ïõ �ñéãþíïõ). ÄçëáäÞ �ï V ′ èá ðåñéÝ÷åé�ïõëÜ÷éó�ïí n+2m êüìâïõò. Óõíåðþò (áöïý áðü �çí õðüèåóç V ′ ≤ n+2m,�ï V ′ èá ðåñéÝ÷åé áêñéâþò 1 êüìâï áðü êÜèå ðëåõñÜ �çò ìïñöÞò ui ¬ui êáéáêñéâþò 2 êüìâïõò áðü êÜèå �ñßãùíï. Èá äþóïõìå ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõéêáíïðïéåß �çí Ö: t(ui) =

{True; ui ∈ V ′False; ¬ui ∈ V ′:Ïé äýï êüìâïé ðïõ Ý÷ïõìå ðÜñåé áðü êÜèå �ñßãùíï ìðïñïýí íá êáëýð�ïõíìüíï äýï áðü �éò ðëåõñÝò �çò ìïñöÞò (
k[i]; uj). Ç �ñß�ç ðëåõñÜ ðñÝðåéõðï÷ñåù�éêÜ íá êáëýð�å�áé áðü êÜðïéï ui Þ ¬ui ðïõ áíÞêåé ó�ï V ′. ÄçëáäÞ,êÜèå �ñéãùíÜêé óõíäÝå�áé ìå êÜðïéï áðü �á ui Þ ¬ui ðïõ áíÞêïõí ó�ï V ′.¢ñá êÜèå 
lause �çò öüñìïõëáò Ö, Ý÷åé Ýíá literal ui Þ ¬ui ìå t(ui) Þ t(¬ui)True. Óõíåðþò ç Ö éêáíïðïéåß�áé. ⊓⊔12.6 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï3-DIMENSIONAL MATCHINGÈåþñçìá 12.6.1. Ôï ðñüâëçìá 3-DIMENSIONAL MATCHING åßíáé NP-
omplete.Proof. Éó÷ýåé 3DM ∈ NP , äéü�é Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ìáí�åýåéÝíá óýíïëï M ′ ⊆ M = W × X × Y áðü q �ñéÜäåò êáé ìå�Ü åëÝã÷åé óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ü�é áíÜ 2 äåí Ý÷ïõí êïéíÝò óõí�å�áãìÝíåò. Èá äåßîïõìåü�é �ï 3DM åßíáé NP-
omplete áíÜãïí�áò �ï 3SAT ó' áõ�ü (3SAT ≤pm 3DM).



12.6 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï 3-DIMENSIONAL MATCHING 165Ìáò äßíå�áé Ýíá óýíïëï ìå�áâëç�þí U = {u1; : : : ; un} êáé Ýíá óýíïëï áðü
lauses C = {
1; : : : ; 
m}. Èá êá�áóêåõÜóïõìå 3 îÝíá ìå�áîý �ïõò óýíïëáW;X; Y ìå |W | = |X| = |Y | êáé Ýíá óýíïëï M ⊆ W ×X × Y Ý�óé þó�å �ïM íá Ý÷åé mat
hing áí êáé ìüíï áí ç öüñìïõëá Ö : 
1 ∧ 
2 ∧ : : : ∧ 
m åßíáééêáíïðïéÞóéìç. Ç êá�áóêåõÞ ãßíå�áé ùò åîÞò:ÂÜæïõìå ó�ï W üëá �á ó�ïé÷åßá ui[j];¬ui[j]; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ i ≤ n (2mn�ï ðëÞèïò). Ó�ï óýíïëï X âÜæïõìå �á ó�ïé÷åßá:
• ai[j]; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ i ≤ n, (nm �ï ðëÞèïò, �á ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéçèïýíó�ï truthsetting)
• S1[j]; 1 ≤ j ≤ m, (m �ï ðëÞèïò, �á ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ó�ïsatisfa
tion)
• g1[k]; 1 ≤ k ≤ (n−1)m ((n−1)m �ï ðëÞèïò, �á ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéçèïýíó�ï garbage 
olle
tion).¼ìïéá ìå �ï óýíïëïX ö�éÜ÷íïõìå êáé �ï óýíïëï Y âÜæïí�áò �á ó�ïé÷åßá:
• bi[j]; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ i ≤ n.
• S2[j]; 1 ≤ j ≤ m.
• g2[k]; 1 ≤ k ≤ (n− 1)m.Ôï óýíïëï M ⊆ W × X × Y �ï êá�áóêåõÜæïõìå ùò åîÞò: �éá êÜèåìå�áâëç�Þ ui âÜæïõìå ó�ï M �á óýíïëá �ñéÜäùí T ti êáé T fi üðïõ:T ti = {(¬ui[j]; ai[j]; bi[j]); 1 ≤ j ≤ m}T fi = {(ui[j]; ai[j + 1]; bi[j]); 1 ≤ j ≤ m} ∪ {(ui[m]; ai[1]; bi[m])}¼ëåò áõ�Ýò ïé �ñéÜäåò åßíáé 2nm ó�ï ðëÞèïò êáé ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �ïtruthsetting. �éá êÜèå 
lause 
j âÜæïõìå ó�ï M �ï óýíïëï �ñéÜäùí Cj üðïõ:Cj = {(ui[j]; s1[j]; s2[j]) | ui ∈ 
j 
lause} ∪

{(¬ui[j]; s1[j]; s2[j]) | ¬ui ∈ 
j 
lause}; 1 ≤ j ≤ m}ÓõíïëéêÜ åßíáé 3m �ñéÜäåò êáé ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �ï satisfa
tion.ÔÝëïò âÜæïõìå ó�ïM �á ó�ïé÷åßá ðïõ ëåßðïõí ãéá íá áíÞêåé �ï ó�éãìéü�õðüìáò ó�ï ðñüâëçìá 3DM (garbage 
olle
tion). ÂÜæïõìå äçëáäÞ �ï óýíïëï�ñéÜäùí G üðïõ:G = {(ui[j]; g1[k]; g2[k]); (¬ui[j]; g1[k]; g2[k])};
1 ≤ k ≤ m(n− 1); 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m}



166 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùíÄçëáäÞ �ï G áðï�åëåß�áé óõíïëéêÜ áðü 2nm2(n− 1) ó�ïé÷åßá.¸íá ïðïéïäÞðï�å mat
hingM ′ ⊆M èá ðñÝðåé íá ðåñéëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïínm �ñéÜäåò áðü �á T fi ; T ti þó�å íá êáëýøïõìå üëá �á ai[j] êáé bi[j], �á ïðïßáåìöáíßæïí�áé ìüíï óå �ñéÜäåò ó�á T fi ; T ti . Åðßóçò, åðåéäÞ õðÜñ÷ïõí áêñéâþòmn äéáöïñå�éêÜ ai[j] ðñïêýð�åé ü�é �ï M ′ ðåñéëáìâÜíåé áêñéâþò mn �ñéÜäåòáðü �á T fi ; T ti . ÌÜëéó�á �ï M ′ èá ðåñéëáìâÜíåé ãéá êÜèå ui, åß�å ïëüêëçñï�ï T fi åß�å ïëüêëçñï �ï T ti . Åðßóçò �ï mat
hing M ′ ðñï�åßíåé ìéá áðïíïìÞáëÞèåéáò ðïõ éêáíïðïéåß �ç öüñìïõëá Ö:t(ui) =

{True; T ti ⊆M ′False; T fi ⊆M ′¸íá ïðïéïäÞðï�å mat
hing M ′ èá ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ãéá êÜèå 
lauseìßá áêñéâþò �ñéÜäá (óýíïëï m �ñéÜäåò). Ôï literal ui[j] (Þ ¬ui[j]) ðïõ èáåìöáíßæå�áé ó�çí �ñéÜäá Cj ó�ï mat
hing M ′ èá åßíáé áêñéâþò åêåßíï ðïõéêáíïðïéåß �ï 
lause 
j, áöïý ãéá íá õðÜñ÷åé ó�ï M ′, óçìáßíåé ü�é T ti ⊆M ′(T fi ⊆ M ′).Ôï mat
hing M ′ Ý÷åé ùò �þñá nm + m �ñéÜäåò êáé óõíåðþò �ïõ ëåßðïõí
2mn − nm − m = m(n − 1) �ñéÜäåò. Áõ�Ýò èá ìðïñåß ðÜí�á íá �éò ðÜñåéáðü �ï G, áöïý èá õðÜñ÷ïõí m(n − 1) literals ðïõ äåí Ý÷åé ùò �þñá �ïM ′. Ç êá�áóêåõÞ Ý÷åé �åëåéþóåé êáé óõíïëéêÜ �ï ðëÞèïò �ùí �ñéÜäùí ðïõðåñéÝ÷åé �ï M åßíáé |M | = 2nm + 3m + 2m2n(n − 1). Óõíåðþò êáé åöüóïíï �ñüðïò êá�áóêåõÞò �ïõ áðü �ï 3SAT åßíáé ó÷åäüí Üìåóïò, �ï M ìðïñåß íáêá�áóêåõáó�åß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.¹äç áðïäåßîáìå ðùò áí �ï M ðåñéÝ÷åé Ýíá mat
hing, �ü�å ç öüñìïõëá Öåßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Áí ç öüñìïõëá Ö åßíáé éêáíïðïéÞóéìç, �ü�å èá êá�áóêåõÜóïõìåÝíá mat
hing M ′ ùò åîÞò:
• ÄéáëÝãïõìå üëá �á óýíïëá T ti ãéá �á ïðïßá t(ui) = True êáé üëá �áóýíïëá T fi ãéá �á ïðïßá t(ui) = False. ÄçëáäÞ, üëá �á literals ðïõ èááíÞêïõí ó' áõ�Ýò �éò �ñéÜäåò èá Ý÷ïõí �éìÞ False êáé èá åßíáé áêñéâþòmn.
• Åðßóçò äéáëÝãïõìå m �ñéÜäåò �çò ìïñöÞò

(ui[j]; s1[j]; s2[j]) Þ (¬ui[j]; s1[j]; s2[j])ïé ïðïßåò ðñïöáíþò èá ðåñéÝ÷ïõí literals ìå �éìÞ True (åéäÜëëùò èáêá�áó�ñÝöå�áé �ï mat
hing). Èá õðÜñ÷ïõí ðÜí�á m �Ý�ïéåò �ñéÜäåò,áöïý êÜèå 
lause èá Ý÷åé Ýíá literal ðïõ �ï éêáíïðïéåß.
• ÔÝëïò ðáßñíïõìå Ýíá óýíïëï G′ ⊆ G ìå m(n − 1) �ñéÜäåò ïé ïðïßåò èáðåñéÝ÷ïõí literals ìå �éìÞ True. ÎÝñïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí m(n−1) �Ý�ïéåò



12.6 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï 3-DIMENSIONAL MATCHING 167�ñéÜäåò áöïý Ý÷ïõìå ðÜñåé ìüíï m ìå literals ðïõ Ý÷ïõí �éìÞ True ùò�þñá. Óõíåðþò �ï M ′ ðåñéÝ÷åé 2nm äéáöïñå�éêÝò �ñéÜäåò êáé Üñá åßíáéÝíá �áßñéáóìá �ïõ M .
⊓⊔

ui[1] ui[2]

¬ui[1]

¬ui[2]

ai[2]

ai[1]T ti ∪ T fi : bi[1] bi[2]

Ó÷Þìá 12.6: ÁíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï 3DM: Truthsetting
�áñÜäåéãìá 12.6.2. ¸÷ïõìå �ç öüñìïõëá Ö : (u1∨¬u3∨¬u4)∧(¬u1∨u2∨
¬u4) ç ïðïßá åßíáé éêáíïðïéÞóéìç. Ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ �çí éêáíïðïéåßåßíáé ç t(u1; u2; u3; u4) = (T; T; F; T ). �éá êÜèå ìå�áâëç�Þ ui, �ï M èáðåñéëáìâÜíåé �ï óýíïëï ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.6. Åðßóçò �ï M èáðåñéëáìâÜíåé �á óýíïëá C1 êáé C2 ðïõ öáßíïí�áé ó�ï ó÷Þìá 12.7. ÔÝëïò�ï M èá ðåñéëáìâÜíåé �ï óýíïëï G ìå �á ó�ïé÷åßá ðïõ áðïìÝíïõí. ¸íás1[1]s2[1]

u1[1]

¬u4[1]C1

¬u3[1] u2[2]s1[2]s2[2]

¬u4[2]C2

¬u1[2]

Ó÷Þìá 12.7: ÁíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï 3DM: Satisfa
tion



168 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùímat
hing M ′ ⊆M ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áðïíïìÞ (T; T; F; T ) åßíáé �ï åîÞò:M ′ = {¬u1[1]; a1[1]; b1[1]);
(¬u1[2]; a1[2]; b1[2]);
(¬u2[1]; a2[1]; b2[1]);
(¬u2[2]; a2[2]; b2[2]);
(u3[1]; a3[1]; b3[1]);
(u3[2]; a3[2]; b3[2]);
(¬u4[1]; a4[1]; b4[1]);
(¬u4[2]; a4[2]; b4[2])}⋃T ′ ⋃G′üðïõ T ′ = {(u1[1]; s1[1]; s2[1]); (u2[2]; s1[2]; s2[2])}êáé G′ = {(u1[2]; g1[1]; g2[1]); (u2[1]; g1[2]; g2[2]);

(¬u3[1]; g1[3]; g2[3]); (¬u3[2]; g1[4]; g2[4]);
(u4[1]; g1[5]; g2[5]); (u4[2]; g1[6]; g2[6])}�áñá�Þñçóç 12.6.3. Ôï ðñüâëçìá 2-DIMENSIONAL MATCHING áíÞêåéó�ï P . ÄçëáäÞ, ü�áí Ý÷ïõìå 2 óýíïëá n ó�ïé÷åßùí êáé èÝëïõìå íá âñïýìå Ýíá�áßñéáóìá, ìðïñïýìå íá �ï êÜíïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ìå Ýíáí í�å�åñìéíéó�éêüáëãüñéèìï. Ôï ðñüâëçìá 2DM áíáöÝñå�áé êáé óáí ðñüâëçìá ãÜìïõ (mar-riage problem) ëüãù �ùí ðñïöáíþí ðñïåê�Üóåùí ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ó�ç æùÞ(�ï Ýíá óýíïëï ðåñéÝ÷åé n Üí�ñåò êáé �ï Üëëï n ãõíáßêåò). Åðßóçò, Üëëáðáñüìïéá ðñïâëÞìá�á åßíáé �á åîÞò:

• Ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí 8 âáóßëéóóåò (queens) óå ìéá óêáêéÝñá (8×8)Ý�óé þó�å êáìéÜ âáóßëéóóá íá ìçí áðåéëåß êÜðïéá Üëëç;
• Ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí 8 ðýñãïé óå ìéá óêáêéÝñá (8× 8) Ý�óé þó�åêáíÝíáò ðýñãïò íá ìçí áðåéëåß êÜðïéïí Üëëï; (åýêïëï)
• Ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí 8 ðýñãïé üðùò êáé ðñéí, óå Ýíá äåäïìÝíïõðïóýíïëï �çò óêáêéÝñáò; (äýóêïëï, áëëÜ ó�ï P : åßíáé �ï ðñüâëçìáãÜìïõ)12.7 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï GRAPH3-COLORABILITYÈåþñçìá 12.7.1. Ôï ðñüâëçìá GRAPH 3-COLORABILITY åßíáé NP-
om-plete.



12.7 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï GRAPH 3-COLORABILITY 169Proof. Ôï GRAPH 3-COLORABILITY áíÞêåé ó�ïNP , áöïý Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüòáëãüñéèìïò ìðïñåß íá åëÝãîåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, áí ç f ðïõ ìÜí�åøå(ç áðïíïìÞ �ùí ÷ñùìÜ�ùí ó�ïõò êüìâïõò äçëáäÞ), éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêçf(u) 6= f(v); ∀(u; v) ∈ E.Èá äåßîïõìå ü�é �ï GRAPH 3-COLORABILITY åßíáé NP-
omplete áíÜãïí�áò�ï 3SAT ó' áõ�ü (3SAT ≤pm GRAPH3− COLORABILITY ).Ìáò äßíå�áé Ýíá óýíïëï ìå�áâëç�þí U = {u1; : : : ; un} êáé Ýíá óýíïëï áðü
lauses C = {
1; : : : ; 
m}.Èá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíáí ãñÜöï G(V;E) Ý�óé þó�å ç öüñìïõëá Ö : (
1 ∧
2 ∧ : : : ∧ 
m) íá åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ï ãñÜöïò G âÜöå�áé ìå3 ÷ñþìá�á. Ç êá�áóêåõÞ �ïõ G ãßíå�áé ùò åîÞò:
• �éá êÜèå ìå�áâëç�Þ ui ∈ U âÜæïõìå ó�ï V �ïõò êüìâïõò ui;¬ui êáéó�ï E �éò ðëåõñÝò (ui;¬ui). Åðßóçò âÜæïõìå ó�ï V �ïõò êüìâïõò a; bêáé ó�ï E �éò ðëåõñÝò (a; b); (ui; b); (¬ui; b). ÄçëáäÞ ùò �þñá |V | =

2n + 2; |E| = 3n + 1. Ï ãñÜöïò G ðáßñíåé �ç ìïñöÞ ðïõ öáßíå�áé ó�ïó÷Þìá 12.8. Áõ�ü åßíáé �ï ó�Üäéï truthsetting.
a

b
¬u1 ¬u2 ¬u3

u3u2u1

Ó÷Þìá 12.8: ÁíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï 3-Colorability: Truthsetting
• �éá êÜèå 
lause 
j ðñïóèÝ�ïõìå ó�ï ãñÜöï G, Ýíáí õðïãñÜöï óáíáõ�üí ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.9. Åðßóçò âÜæïõìå ó�ï E �éò ðëåõñÝò

(
j[k]; ui) Þ (
j[k];¬ui) áíÜëïãá ìå �ï áí �ï k-ïó�ü literal �ïõ 
j åßíáé�ï ui Þ ¬ui áí�ßó�ïé÷á. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå 6m êáéíïýñãéïõò êüìâïõò ãéá�ï V êáé 10m êáéíïýñéåò ðëåõñÝò ãéá �ï E. Áõ�ü åßíáé �ï ó�Üäéï satis-fa
tion.
• ÔÝëïò êÜíïõìå �éò óõíäÝóåéò ðïõ áðïìÝíïõí (remaining inter
onne
-tions) ãéá íá åßíáé �ï ðñüâëçìÜ ìáò, �ïõ óùó�ïý �ýðïõ. �ñïóèÝ�ïõìå,äçëáäÞ, �éò ðëåõñÝò (Oj; b) êáé �éò ðëåõñÝò (Oj; a) (2m ó�ï ðëÞèïò). Çêá�áóêåõÞ ìáò Ý÷åé �åëåéþóåé.
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j [1]


j [2] 
j [3]

Oj sj [2]sj [1]

Ó÷Þìá 12.9: ÁíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï 3 Colorability: Satisfa
tion¸÷ïõìå óõíïëéêÜ |V | = 2n + 6m + 2; |E| = 3n + 12m + 1 óõíåðþòï ìå�áó÷çìá�éóìüò ãßíå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �çòöüñìïõëáò Ö. ÌÝíåé, ëïéðüí íá äåßîïõìå ü�é ç Ö åßíáé éêáíïðïéÞóéìç �ü�å êáéìüíï �ü�å, ü�áí ïG(V;E) âÜöå�áé ìå 3 ÷ñþìá�á. ¸ó�ù ü�é ç Ö éêáíïðïéåß�áé.ÂÜöïõìå �ïí êüìâï b ìå �ï ÷ñþìá 2 êáé �ïí êüìâï a ìå �ï ÷ñþìá 1. Óõíåðþò,üëåò ïé êïñõöÝò Oj ðñÝðåé íá âáöïýí ìå �ï ÷ñþìá 0. Åðßóçò âÜöïõìå �ïõòêüìâïõò ui;¬ui ùò åîÞò:f(ui) =

{

1; t(ui) = True
0; t(ui) = False êáé f(¬ui) =

{

0; t(ui) = True
1; t(ui) = False

0

0 0Ó÷Þìá 12.10: ÕðïãñÜöïò ìç éêáíïðïéÞóéìçò 
lauseÄçëáäÞ, üëá �á literals ðïõ ãßíïí�áé True ìå �çí áðïíïìÞ ðïõ éêáíïðïéåß�çí Ö �á âÜöïõìå ìå �ï ÷ñþìá 1 êáé üëá �á literals ðïõ ãßíïí�áé False�á âÜöïõìå ìå �ï ÷ñþìá 0. ÁðïìÝíåé íá âÜøïõìå �ïõò õðïãñÜöïõò ðïõáí�éó�ïé÷ïýí ó�á 
lauses. ÅðåéäÞ ç öüñìïõëá Ö éêáíïðïéåß�áé óçìáßíåé ü�éõðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò êüìâïò ui Þ ¬ui ãåé�ïíéêüò åíüò êüìâïõ 
j[k], ïïðïßïò Ý÷åé âáöåß ìå �ï ÷ñþìá 1. Åßíáé ï êüìâïò ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï literal�ï ïðïßï éêáíïðïéåß �ï 
lause 
j. Óõíåðþò äå ìðïñåß íá õðÜñ÷åé õðïãñÜöïòðïõ Ý÷åé ÷ñùìá�éó�åß üðùò ó�ï ó÷Þìá 12.10. ¼ëåò ïé äõíá�Ýò ðåñéð�þóåéò,



12.7 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3SAT ó�ï GRAPH 3-COLORABILITY 171åßíáé áõ�Ýò ðïõ öáßíïí�áé ó�ï ó÷Þìá 12.11 êáé ïé óõììå�ñéêÝò �ïõò. ¢ñá óåïðïéáäÞðï�å ðåñßð�ùóç �ï G âÜöå�áé ìå 3 ÷ñþìá�á.1 0 2100 012
1 0 21001 1 0012 2100 0101 1 101

0 1201 1 120 120
Ó÷Þìá 12.11: Äõíá�Ýò ðåñéð�þóåéò ÷ñùìá�éóìþí�áñÜäåéãìá: ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �ç öüñìïõëáÖ : (u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧ (¬u1 ∨ ¬u2 ∨ u3)Ìßá áðïíïìÞ ðïõ �çí éêáíïðïéåß åßíáé ç t(u1; u2; u3) = (T; T; T ). Ï ãñÜöïòG(V;E) öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.12. Ï ÷ñùìá�éóìüò �ïõ ãñÜöïõ G(V;E) ìå3 ÷ñþìá�á öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.13.

b 
2[1]


2[2] 
2[3]

O2
1[3]

s1[2]O1
1[2]

s2[2]as1[1] s2[1]


1[1]

u1 u2

¬u2¬u1 ¬u3

u3

Ó÷Þìá 12.12: �ñÜöïò ðñïò ÷ñùìá�éóìüÁí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ü�é ï ãñÜöïò G âÜöå�áé ìå 3 ÷ñþìá�á.¸ó�ù ü�é �ï b Ý÷åé âáöåß ìå �ï ÷ñþìá 2, �ï a ìå �ï ÷ñþìá 1 êáé �ïOj ìå �ï ÷ñþìá 0. Ôü�å ïé êüìâïé ui;¬ui ðñÝðåé íá âáöïýí ìå �á ÷ñþìá�á0, 1. Èåùñïýìå �çí áðïíïìÞ t(ui) = True ü�áí �ï ui Ý÷åé ÷ñþìá 1 êáé
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2
2 1 1 1

000
10 0

01
10 01

22 1
Ó÷Þìá 12.13: ×ñùìá�éóìüò ãñÜöïõ ìå �ñßá ÷ñþìá�át(ui) = False ü�áí �ï ui Ý÷åé ÷ñþìá 0. Áõ�Þ ç áðïíïìÞ èá éêáíïðïéåß �çöüñìïõëá Ö, äéü�é áí äåí �çí éêáíïðïéåß, óçìáßíåé ü�é èá õðÜñ÷åé 
lause �ïõïðïßïõ üëá �á literals èá åßíáé False. ÄçëáäÞ ó�ïí ãñÜöï G èá õðÜñ÷åéõðïãñÜöïò óáí áõ�üí �ïõ ó÷Þìá�ïò 12.14. Áõ�üò ï õðïãñÜöïò, üðùò åýêïëáìðïñåß íá äéáðéó�þóåé êáíåßò, äåí âÜöå�áé ìå 3 ÷ñþìá�á. ÁÔÏ�Ï. ⊓⊔

0

0 0

0

Ó÷Þìá 12.14: ÕðïãñÜöïò ðïõ äåí ÷ñùìá�ßæå�áé ìå 3 ÷ñþìá�á



12.8 Ç áíáãùãÞ �ïõ VERTEX COVER ó�ï HAMILTON CIRCUIT 17312.8 Ç áíáãùãÞ �ïõ VERTEXCOVER ó�ï HAMIL-TON CIRCUITÈåþñçìá 12.8.1. Ôï ðñüâëçìá HAMILTON CIRCUIT (HC) åßíáé NP-
omplete.Proof. Ôï HC áíÞêåé ó�ï NP , äéü�é Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïòìðïñåß íá åëÝãîåé áí ç äéá�å�áãìÝíç n-Üäá êüìâùí ðïõ ìÜí�åøå åßíáé ëýóç�ïõ HC, óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Èá äåßîïõìå ü�é �ï HC åßíáé NP-
ompleteáíÜãïí�áò �ï VERTEX COVER (VC) ó' áõ�ü (V C ≤pm HC).Ìáò äßíå�áé Ýíáò ãñÜöïò G(V;E) êáé Ýíáò èå�éêüò áêÝñáéïò k ≤ |V |. Èáêá�áóêåõÜóïõìå Ýíáí ãñÜöï G′(V ′; E ′) Ý�óé þó�å ï ãñÜöïò G(V;E) íá Ý÷åévertex 
over ìåãÝèïõò k ≤ |V | áí êáé ìüíï áí ï ãñÜöïò G′(V ′; E ′) Ý÷åé êýêëïHamilton. Ç êá�áóêåõÞ ãßíå�áé ùò åîÞò:
• ÂÜæïõìå ó�ï V ′, k êüìâïõò a1; a2; : : : ; ak ïé ïðïßïé ïíïìÜæïí�áé êáésele
tor verti
es äéü�é èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá íá åðéëÝîïõí k êüìâïõòáðü �ï óýíïëï V �ïõ G.
• �éá êÜèå ðëåõñÜ (u; v), âÜæïõìå ó�ï ãñÜöï G′ ìéá £ãÝöõñá¤, äçëáäÞ�ï 
omponent ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.15. ÄçëáäÞ, ðñïóèÝ�ïõìåó�ï V ′ 12|E| êüìâïõò êáé ó�ï E ′ 14|E| ðëåõñÝò. Áõ�Ýò ïé ãÝöõñåòáðï�åëïýí �á 
over testing 
omponents, äéü�é èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéáíá åîáóöáëßæïõí ü�é �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò áðü �ïõò êüìâïõò u, v áíÞêåéó�ïõò k êüìâïõò ðïõ áðï�åëïýí vertex 
over ãéá �ï G.

(u; e; 1)

(u; e; 2)

(u; e; 3)

(u; e; 4)

(u; e; 5)

(u; e; 6)

(v; e; 2)

(v; e; 1)

(v; e; 3)

(v; e; 4)

(v; e; 5)

(v; e; 6)Ó÷Þìá 12.15: �Ýöõñá ãéá �çí áíáãùãÞ �ïõ VC ó�ï HC
• Áò èåùñÞóïõìå, ∀v ∈ V , ìßá ìå�Üèåóç üëùí �ùí ðëåõñþí ðïõ îåêéíïýíáð' �ï v:

〈ev(1) ; ev(2) ; : : : ; ev(d(v))〉üðïõ d(v) åßíáé ï âáèìüò �çò êïñõöÞò v. Èåùñïýìå, äçëáäÞ, n �Ý�ïéåòìå�áèÝóåéò (|V | = n), ìßá ãéá êÜèå êüìâï �ïõ V . Ç êÜèå ìßá áð' áõ�Ýò



174 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùíèá Ý÷åé ìÞêïò ßóï ìå �ï âáèìü �çò áí�ßó�ïé÷çò êïñõöÞò (n−1 �ï ðïëý).�éá êÜèå êüìâï v, åíþíïõìå üëåò �éò ãÝöõñåò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ìéá�Ý�ïéá áêïëïõèßá. �ñïóèÝ�ïõìå, äçëáäÞ, ó�ï E ′ �ï óýíïëï �ùí ðëåõñþíE ′v, üðïõE ′v = {((v; ev(i); 6); (v; ev(i−1)
; 1))}; 1 ≤ i ≤ d(v); ∀v ∈ VÓ�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ï áñéèìüò ðëåõñþí ðïõ ðñïóèÝ�ïõìå åßíáéO(n2) (

∑v∈V (d(v) − 1)). ¸�óé ëïéðüí, �þñá Ý÷ïõí äçìéïõñãçèåß ó�ïG′, n ìïíïðÜ�éá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò n ìå�áèÝóåéò.1 23 45Ó÷Þìá 12.16: �ñÜöïò ðáñáäåßãìá�ïò áíáãùãÞò VC ó�ï HC�áñÜäåéãìá: ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �ï ãñÜöï ðïõ öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.16.ÅðéëÝãïõìå �éò ìå�áèÝóåéò:
• �éá �ïí êüìâï 1: < (1; 2); (1; 3); (1; 5) >
• �éá �ïí êüìâï 2: < (2; 1); (2; 4) >
• �éá �ïí êüìâï 3: < (3; 1); (3; 5) >
• �éá �ïí êüìâï 4: < (4; 2); (4; 5) >
• �éá �ïí êüìâï 5: < (5; 1); (5; 4); (5; 3) >Ôá n ìïíïðÜ�éá ðïõ äçìéïõñãïýí�áé öáßíïí�áé ó�ï ó÷Þìá 12.17.ÔÝëïò, óõíäÝïõìå �á äýï Üêñá �ïõ êÜèå ìïíïðá�éïý ìå üëá �á óçìåßáa1; a2; : : : ; ak. ÄçëáäÞ, ðñïóèÝ�ïõìå ó�ï E ′ �ï óýíïëï E >> �ï ïðïßïáðï�åëåß�áé áðü �éò åîÞò 2kn ðëåõñÝò:E >>= {((v; ev(1) ; 1); ai); ((v; ev(d(v)); 6); ai)}; 1 ≤ i ≤ k; ∀v ∈ VÇ êá�áóêåõÞ �ïõG′ Ý÷åé �åëåéþóåé êáé åöüóïí �á V ′; E ′ Ý÷ïõí ðïëõùíõìéêüìÝãåèïò ùò ðñïò �á V;E áí�ßó�ïé÷á, �ï G′ ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.



12.8 Ç áíáãùãÞ �ïõ VERTEX COVER ó�ï HAMILTON CIRCUIT 1752
2 4

4
5

5
5

1
1
1

3

3
Ó÷Þìá 12.17: �Ýöõñåò ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü ãñÜöï ðáñáäåßãìá�ïò



176 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùí¸�óé ëïéðüí, �ï ìüíï ðïõ áðïìÝíåé íá äåßîïõìå åßíáé ü�é �ï G(V;E)Ý÷åé vertex 
over ìåãÝèïõò ≤ k áí êáé ìüíï áí �ï G′(V ′; E ′) Ý÷åé êýêëïHamilton. ¸ó�ù ü�é ï ãñÜöïò G Ý÷åé vertex 
over ìåãÝèïõò ≤ k. Ôü�åóßãïõñá õðÜñ÷ïõí êáé áêñéâþò k êüìâïé ðïõ êáëýð�ïõí üëåò �éò ðëåõñÝò �ïõG. Óõìâïëßæïõìå �ï óýíïëï áõ�þí �ùí k êüìâùí ìå V
. Èá ðåñéãñÜøïõìåÝíáí êýêëï Hamilton ó�ï ãñÜöï G′.ÎåêéíÜìå áðü Ýíáí êüìâï ai, Ýó�ù ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, �ïí a1 êáéáðü åêåß ðçãáßíïõìå ó�ïí êüìâï (v; ev(1) ; 1) üðïõ v ∈ V
. �éá íá äéá�ñÝîïõìå�çí ãÝöõñá ðïõ îåêéíÜ ìå �ïí êüìâï (v; ev(1) ; 1), ðåñíþí�áò ìßá áêñéâþò öïñÜáðü êÜèå óçìåßï �çò, ðñÝðåé íá åðéëÝîïõìå Ýíáí áðü �ïõò äýï �ñüðïõò ðïõöáßíïí�áé ó�ï ó÷Þìá 12.18.

(â)(á)Ó÷Þìá 12.18: Ïé äýï �ñüðïé äéÜó÷éóçò �çò êÜèå ãÝöõñáòÁí u =∈ V
 ðåñíÜìå �çí ãÝöõñá ìå �ïí �ñüðï (á). Áí u ∈ V
 ðåñíÜìå �çíãÝöõñá ìå �ïí �ñüðï (â). Ìå�Ü ðçãáßíïõìå ó�ç ãÝöõñá ðïõ îåêéíÜ ìå �ïíêüìâï (v; ev(2) ; 1) êáé áí�éó�ïé÷åß ó�çí ðëåõñÜ (v; u′) �ïõ G. Ôçí ðåñíÜìå êéáõ�Þ ìå �ïí ßäéï �ñüðï (áíÜëïãá ìå �ï áí (u′ ∈ V
 Þ u′ =∈ V
). ¸�óé ðåñíÜìåêáé �çí �åëåõ�áßá ãÝöõñá �ïõ êüìâïõ v êá�áëÞãïí�áò óå Ýíáí Üëëï êüìâïáðü �ïõò k sele
tors, Ýó�ù a2.Áðü �ï a2 ðåñíÜìå ó�á testing 
omponents åíüò Üëëïõ êüìâïõ ðïõ áíÞêåéó�ï V
, ê.ï.ê., Ýùò ü�ïõ ðåñÜóïõìå k �Ý�ïéá ìïíïðÜ�éá êá�áëÞãïí�áò �åëéêÜó�ï óçìåßï a1 áðü �ï ïðïßï îåêéíÞóáìå. Áõ�Þ ç äéáäñïìÞ åßíáé êýêëïò Hamil-ton, äéü�é áí õðÞñ÷å ãÝöõñá áðü �çí ïðïßá äåí ðåñíïýóáìå, èá óÞìáéíå ü�é çáí�ßó�ïé÷ç ðëåõñÜ ó�ï G äåí åß÷å êáëõöèåß. ÁÔÏ�Ï.Åðßóçò, áí äåí Ýö�áíáí �á k sele
tors ãéá íá ðÜñïõìå üëá �á testing
omponents, �ü�å ï G äåí èá åß÷å vertex 
over ìåãÝèïõò k. ÁÔÏ�Ï.Áí�ßó�ñïöá, áí �ï G′ Ý÷åé êýêëï Hamilton, �ü�å åðåéäÞ äéá�ñÝ÷ïõìå kìïíïðÜ�éá, óçìáßíåé ü�é êÜèå ãÝöõñá ðñÝðåé íá áíÞêåé óå Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áð'áõ�Ü �á ìïíïðÜ�éá. Óõíåðþò êÜèå ðëåõñÜ �ïõ G (ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå êÜðïéá



12.9 Ç áíáãùãÞ �ïõ HAMILTON CIRCUIT ó�ï TSP 177ãÝöõñá �ïõ G′) êáëýð�å�áé �ïõëÜ÷éó�ïí áðü 1 êüìâï �ïõ G (ðïõ áí�éó�ïé÷åßóå êÜðïéï áðü �á k ìïíïðÜ�éá). ⊓⊔12.9 Ç áíáãùãÞ �ïõ HAMILTONCIRCUIT ó�ïTRAVELING SALESMAN PROBLEMÈåþñçìá 12.9.1. Ôï TRAVELING SALESMAN PROBLEM (TSP) åßíáéNP-
omplete.Proof. Ôï TSP áíÞêåé ó�ï NP, äéü�é Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïòìáí�åýåé ìéá äéÜ�áîç �ùí êüìâùí êáé åëÝã÷åé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áí �ïÜèñïéóìá �ùí âáñþí �ùí áí�ßó�ïé÷ùí ðëåõñþí åßíáé ≤ B. Èá äåßîïõìå ü�é �ïTSP åßíáé NP-
omplete áíÜãïí�áò �ï HC ó' áõ�ü (HC ≤pm TSP ).Ìáò äßíå�áé Ýíáò ãñÜöïò G(V;E). ÈÝëïõìå íá êá�áóêåõÜóïõìå ÝíáíðëÞñç ãñÜöï G′(V ′; E ′) ìå âÜñç d(u; v); ∀(u; v) ∈ E ′ êáé Ýíáí èå�éêü áêÝñáéïB, Ý�óé þó�å ï ãñÜöïò G(V;E) íá Ý÷åé êýêëï Hamilton áí êáé ìüíï áí ïG′(V ′; E ′) Ý÷åé tour ìå âÜñïò ≤ B. Ç êá�áóêåõÞ ãßíå�áé ùò åîÞò:
• Óáí ãñÜöï G′(V ′; E ′), ðáßñíïõìå �ïí ãñÜöï G(V;E), ðñïóèÝ�ïí�áòüëåò �éò áêìÝò ðïõ õðïëåßðïí�áé ãéá íá ãßíåé ðëÞñçò. ÂÜæïõìå âÜñçó�éò áêìÝò �ïõ G′ ùò åîÞò:d(u; v) =

{

1; (u; v) ∈ G
2; (u; v) =∈ G

• ÔÝëïò, ðáßñíïõìå B = |V ′| = |V |. Ç êá�áóêåõÞ Ý÷åé �åëåéþóåé êáéìðïñåß, ðñïöáíþò íá ãßíåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.¸ó�ù ü�é ï G(V;E) Ý÷åé êýêëï Hamilton. Ôü�å ðáßñíïí�áò áõ�üí �ïíêýêëï óáí tour ó�ïí ãñÜöï G′, ðñïöáíþò ðåñíÜ ìßá áêñéâþò öïñÜ áðü êÜèåêüìâï êáé Ý÷åé óõíïëéêü âÜñïò B = |V ′| = |V | åöüóïí êÜèå ðëåõñÜ Ý÷åéâÜñïò 1 (áöïý áíÞêå ó�ïí G).Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ü�é ï ãñÜöïò G′ Ý÷åé êÜðïéï tour ìå óõíïëéêü âÜñïò
≤ B = |V ′| = |V |. Áöïý üìùò �ï G′ Ý÷åé |V ′| êüìâïõò, �ï tour èá ðåñíÜ áðü
|V ′| ðëåõñÝò êáé óõíåðþò �ï óõíïëéêü âÜñïò èá åßíáé áêñéâþò B = |V ′|. Áõ�üüìùò ìðïñåß íá óõìâåß ìüíï ü�áí êÜèå ìßá áðü �éò |V ′| ðëåõñÝò Ý÷åé âÜñïò1. ¢ñá üëåò áõ�Ýò ïé ðëåõñÝò áíÞêïõí ó�ïí G êáé óõíåðþò ï G Ý÷åé êýêëïHamilton (åßíáé �ï tour �ïõ G′). ⊓⊔



178 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùí12.10 Ç áíáãùãÞ �ïõ VERTEX COVER ó�ïCLIQUEÈåþñçìá 12.10.1. Ôï ðñüâëçìá CLIQUE åßíáé NP-
omplete.Proof. Ôï CLIQUE áíÞêåé ó�ï NP, äéü�é Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò,áöïý ìáí�Ýøåé Ýíá óýíïëï êüìâùí V ′ ⊆ V ìå |V ′| ≥ j ìðïñåß íá åëÝãîåé óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áí êÜèå äýï êüìâïé ðïõ áíÞêïõí ó�ï V ′ åíþíïí�áé ìå ìßáðëåõñÜ ðïõ áíÞêåé ó�ï E. Èá äåßîïõìå ü�é �ï CLIQUE åßíáé NP-
ompleteáíÜãïí�áò �ï VERTEX COVER (VC) ó' áõ�ü (VC ≤pm Clique).Ìáò äßíå�áé Ýíáò ãñÜöïò G(V;E) êáé Ýíáò èå�éêüò áêÝñáéïò k ≤ |V |. Èáêá�áóêåõÜóïõìå Ýíáí ãñÜöï G′(V ′; E ′) êáé Ýíáí èå�éêü áêÝñáéï j ≤ |V ′| Ý�óéþó�å ï ãñÜöïò G íá Ý÷åé vertex 
over ìåãÝèïõò ≤ k áí êáé ìüíï áí ï ãñÜöïòG′ Ý÷åé êëßêá ìåãÝèïõò ≥ j. Ç êá�áóêåõÞ ãßíå�áé ùò åîÞò:
• �áßñíïõìå óáí G′ �ï óõìðëçñùìá�éêü ãñÜöï �ïõ G. ÄçëáäÞ V ′ = Vêáé E ′ = {(u; v) | (u; v) =∈ E}. Åðßóçò ðáßñíïõìå j = |V |−k = |V ′|−k.Ç êá�áóêåõÞ ãßíå�áé ðñïöáíþò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.¸ó�ù ü�é ï ãñÜöïò G(V;E) Ý÷åé Ýíá óýíïëï êüìâùí V
 ⊆ V ìå |V
| ≤ k�ï ïðïßï êáëýð�åé üëåò �éò ðëåõñÝò �ïõ G. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é üëïé ïé êüìâïéðïõ áíÞêïõí ó�ï V − V
 åßíáé áíÜ äýï ìç-ãåé�ïíéêïß (äéü�é áí õðÞñ÷å ðëåõñÜðïõ Ýíùíå äýï �Ý�ïéïõò êüìâïõò, �ü�å áõ�Þ ç ðëåõñÜ äåí èá åß÷å êáëõöèåßáðü �ï V
). ¢ñá ëïéðüí, üëïé áõ�ïß ïé êüìâïé óõíäÝïí�áé áíÜ äýï ìå�áîý �ïõòó�ïí ãñÜöï G′. Óõíåðþò ï G′ Ý÷åé êëßêá ìåãÝèïõò |V | − |V
| ≥ |V | − k = j.Áí�ßó�ñïöá, áí ï ãñÜöïò G′(V ′; E ′) Ý÷åé êëßêá ìåãÝèïõò ≥ j = |V ′| − k �ü�åó�ïí ãñÜöï G(V;E) èá õðÜñ÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí |V ′| − k = |V | − k êüìâïé ðïõäåí èá óõíäÝïí�áé ìå�áîý �ïõò. Óõíåðþò ïé õðüëïéðïé (�ï ðïëý k) êüìâïé èáöñïõñïýí õðï÷ñåù�éêÜ üëåò �éò áêìÝò �ïõ G. ¢ñá ï ãñÜöïò G Ý÷åé vertex
over ìåãÝèïõò ≤ k. ⊓⊔12.11 Ç áíáãùãÞ �ïõ CLIQUE ó�ï SUBGRAPHISOMORPHISMÈåþñçìá 12.11.1. Ôï ðñüâëçìá SUBGRAPH ISOMORPHISM åßíáé NP-
omplete.Proof. Ôï SUBGRAPH ISOMORPHISM áíÞêåé ó�ï NP, äéü�é Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüòáëãüñéèìïò ìðïñåß íá åëÝãîåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ü�é ç f ðïõ Ý÷åé ìáí�Ýøåé,áðåéêïíßæåé �ï V2 (âë. ïñéóìü �ïõ ðñïâëÞìá�ïò) óå Ýíá õðïóýíïëï �ïõ V�Ý�ïéï þó�å,∀u; v[(u; v) ∈ E2 ⇐⇒ (f(u); f(v)) ∈ E]. Èá äåßîïõìå ü�é �ï
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omplete áíÜãïí�áò �ï CLIQUE ó'áõ�ü (CLIQUE ≤pm SUBGRAPH ISOMORPHISM).Ìáò äßíå�áé Ýíáò ãñÜöïò G(V;E) êáé Ýíáò èå�éêüò áêÝñáéïò k ≤ |V |. Èáêá�áóêåõÜóïõìå äýï ãñÜöïõò G1(V1; E1) êáé H(V2; E2) Ý�óé þó�å ï ãñÜöïòG(V;E) íá Ý÷åé êëßêá ìåãÝèïõò ≥ k áí êáé ìüíï áí ï ãñÜöïò G1(V1; E1) Ý÷åéõðïãñÜöï éóïìïñöéêü ìå �ïí H(V2; E2). �áßñíïõìå óáí ãñÜöï G1 �ïí ãñÜöïG êáé óáí H, Ýíá ðëÞñç ãñÜöï ìå k êüìâïõò.¸ó�ù ü�é ï ãñÜöïò G Ý÷åé êëßêá ìå V
 = k. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ï G1 Ý÷åéõðïãñÜöï éóïìïñöéêü ìå �ïí H (åî ïñéóìïý). Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ü�é ï G1Ý÷åé õðïãñÜöï éóïìïñöéêü ìå �ïí H ðïõ åßíáé ðëÞñçò ãñÜöïò ìå k êüìâïõò.Óõíåðþò ï G Ý÷åé êëßêá ìåãÝèïõò k �ïõëÜ÷éó�ïí. ⊓⊔12.12 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3DM ó�ï PARTITIONÈåþñçìá 12.12.1. Ôï ðñüâëçìá PARTITION åßíáé NP-
omplete.Proof. Ôï PARTITION áíÞêåé ó�ï NP, äéü�é Ýíáò ìç-í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïòìáí�åýåé Ýíá A′ ⊆ A (âëÝðå ïñéóìü �ïõ ðñïâëÞìá�ïò) êáé ìðïñåß íá åëÝãîåéóå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ü�é ∑a∈A′ w(a) =
∑a∈(A−A′) w(a). Èá äåßîïõìå ü�é �ïPARTITION åßíáé NP-
omplete áíÜãïí�áò �ï 3-DIMENSIONAL MATCH-ING ó' áõ�ü (3DM ≤pm PARTITION).Ìáò äßíïí�áé �ñßá îÝíá ìå�áîý �ïõò óýíïëá W;X; Y ìå |W | = |X| = |Y |êáé Ýíá óýíïëï M ⊆ W × X × Y . Èá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá óýíïëï A êáéêÜðïéá óõíÜñ�çóç âÜñïõò w(a) ∈ Z+; ∀a ∈ A, Ý�óé þó�å �ï óýíïëï M íáÝ÷åé Ýíá mat
hing M ′ ⊆ M áí êáé ìüíï áí �ï óýíïëï A ìðïñåß íá ÷ùñéó�åßóå äýï éóïâáñÞ õðïóýíïëá. Ç êá�áóêåõÞ ãßíå�áé ùò åîÞò:

• ¸ó�ù W = {w1; w2; : : : ; wq}X = {x1; x2; : : : ; xq}Y = {y1; y2; : : : ; yq}M = {m1; m2; : : : ; mq}; üðïõ mi = (wr; xl; yn)ÂÜæïõìå ó�ï óýíïëï A; k ó�ïé÷åßá a1; a2; : : : ; ak êáèÝíá áðü �á ïðïßááí�éó�ïé÷åß óå êÜðïéï mi. Ôï âÜñïò w(ai) èá ïñéó�åß ùò åîÞò:{ Áíáðáñéó�ïýìå �ï êÜèå w(ai) ìå ìßá áêïëïõèßá äõáäéêþí øçößùí.Ç áêïëïõèßá áõ�Þ áðï�åëåß�áé áðü 3q æþíåò êáé ç êÜèå æþíç áðüp = ⌈log2(k+ 1)⌉ äõáäéêÜ øçößá (ó÷Þìá 12.19). Áí âÜëïõìå êÜ�ùáðü �éò æþíåò óáí labels �áw1; w2; : : : ; wq x1; x2; : : : ; xq y1; y2; : : : ; yq



180 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùíüðùò öáßíå�áé ó�ï ó÷Þìá 12.19, Ý÷ïõìå ìéá áí�éó�ïß÷çóç ìå�áîýai êáé mi.qp qp qppw1

p p pw2 wq p px1 x2

p ppy1 y2 yqxqÓ÷Þìá 12.19: Áêïëïõèßá áðü bits ó�çí áíáãùãÞ �ïõ 3DM ó�ï PARTITIONÁí mi = (wr; xl; yn), �ü�å ó�éò áí�ßó�ïé÷åò èÝóåéò wr; xl; yn �ïõw(ai) êÜíïõìå �ï äåîéü�åñï áð' üëá �á bits 1 êáé üëá �' Üëëá bits0. ÄçëáäÞ êÜèå áíáðáñÜó�áóç �ùí w(ai) èá Ý÷åé �ñåéò Üóóïõò,Ýíá óå êÜèå æþíç ìÞêïõò q, êáé üëá �' Üëëá øçößá 0. Óõíåðþò áíìå�á�ñÝøïõìå áõ�üí �ïí äõáäéêü áñéèìü óå äåêáäéêü Ý÷ïõìå:w(ai) = 2p(3q−r) + 2p(2q−l) + 2p(q−n)ÈÝëïõìå ëïéðüí, k �Ý�ïéåò áêïëïõèßåò �ùí 3qp bits. Óõíåðþòìðïñïýìå íá �ï êÜíïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.{ �ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå èá åîçãÞóïõìå ãéá�ß åðéëÝ÷èçêå �ï p ßóï ìå
⌈log2(k + 1)⌉. Áí ëýóïõìå ùò ðñïò k Ý÷ïõìå 2p ≥ k + 1 ⇒ k ≤
2p − 1. ÄçëáäÞ, áêüìá êáé áí üëá �á ó�ïé÷åßá mi åß÷áí ìßá êïéíÞóõí�å�áãìÝíç, áí ðñïóèÝ�áìå üëá �á w(ai), ç Üèñïéóç ó�çí æþíçðïõ áí�éó�ïé÷åß ó' áõ�Þí �çí êïéíÞ �ïõò óõí�å�áãìÝíç èá åßíáé:p

0 0 · · · 0 1... k
0 0 · · · 0 1Ôï Üèñïéóìá, äçëáäÞ, ó' áõ�Þ �ç æþíç èá åßíáé ï áñéèìüò k ≤ 2p−1,Ýíáò áñéèìüò ï ïðïßïò ìðïñåß ðÜí�á íá ðáñáó�áèåß ìå p bits. Áõ�üóçìáßíåé ðùò äåí åßíáé äõíá�üí íá Ý÷ïõìå ìå�áöïñÝò êñá�ïõìÝíùíáðü êÜðïéá æþíç ó�çí åðüìåíç. ÄçëáäÞ áí ãéá ðáñÜäåéãìá ó�éòmk�ñéÜäåò äåí ðåñéëáìâÜíå�áé êáèüëïõ êÜðïéá óõí�å�áãìÝíç, Ýó�ùç wr, �ü�å ç æþíç ìå label wr èá Ý÷åé ìüíï ìçäåíéêÜ êáé äå èáìðïñïýóå íá áðïê�Þóåé ðï�Ý 1 áí áèñïßæáìå üëá �á w(ai).



12.12 Ç áíáãùãÞ �ïõ 3DM ó�ï PARTITION 181{ Ïñßæïõìå �ïí áñéèìü B ùò åîÞò:B = 23qp−p + 23qpp−2p + : : :+ 20 =

3q−1
∑j=0

2pjÄçëáäÞ, ç äõáäéêÞ áíáðáñÜó�áóç �ïõB Ý÷åé Ýíáí Üóóï ó�ç äåîéü�åñçèÝóç êÜèå æþíçò p. �áñá�çñïýìå ü�é óå Ýíá mat
hing, êÜèå óõí�å�áãìÝíçèá ëáìâÜíå�áé áêñéâþò ìßá öïñÜ. Óõíåðþò, üðùò åýêïëá ìðïñåßíá äéáðéó�þóåé êáíåßò,
∃A′ ⊆ A :

∑ai∈A′ w(ai) = B ⇐⇒
∃M ′ ⊆M : M ′ åßíáé mat
hing �ïõ M ìå M ′ = {mi | ai ∈ A′} (∗)

• ÔÝëïò, ðñïóèÝ�ïõìå äýï áêüìá ó�ïé÷åßá ó�ï A. Ôï ó�ïé÷åßï b1 ìåâÜñïò w(b1) = 2
∑ki=1w(ai) − B êáé �ï ó�ïé÷åßï b2 ìå âÜñïò w(b2) =

∑ki=1w(ai) + B. Áõ�Ü �á äýï áèñïßóìá�á ìðïñïýí íá õðïëïãéó�ïýíåðßóçò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.Áõ�ü ðïõ ìÝíåé íá áðïäåßîïõìå åßíáé ü�é �ï M Ý÷åé mat
hing áí êáé ìüíïáí �ï A ìðïñåß íá ÷ùñéó�åß óå äýï éóïâáñÞ óýíïëá. ¸ó�ù ü�é �ï M Ý÷åé Ýíámat
hing M ′. Ôü�å ëüãù �çò (∗), ∃A′ ⊆ A :
∑ai∈A w(ai) = B.¼ëï �ï âÜñïò �ïõ A åßíáé:Wtot =

k
∑i=1

w(ai) + w(b1) + w(b2) = 4

k
∑i=1

w(ai):Áí ðÜñïõìå ó�ï Ýíá óýíïëï �á ai ∈ A′ êáé �ï b1 èá Ý÷ïõìå âÜñïò
2

k
∑i=1

w(ai)−B +B = 2

k
∑i=1

w(ai):Óõíåðþò �ï Üëëï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �á ai ∈ (A− A′) êáé �ï b2 èá Ý÷åéâÜñïò Wtot − 2

k
∑i=1

w(ai) = 2

k
∑i=1

w(ai):Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ü�é �ï A ÷ùñßæå�áé óå äýï éóïâáñÞ óýíïëá. Ï êáèÝíáòèá Ý÷åé âÜñïò 2
∑ki=1w(ai). Óõíåðþò äåí ìðïñåß ó�ï ßäéï óýíïëï íá õðÜñ÷ïõí



182 ÊåöÜëáéï 12. Ìå�áó÷çìá�éóìïß ðñïâëçìÜ�ùí�á b1; b2. Ôï óýíïëï ó�ï ïðïßï èá áíÞêåé �ï b1 èá ðåñéÝ÷åé êáé êÜðïéá ai ∈ A′Ý�óé þó�å: w(b1) +
∑ai∈A′

w(ai) = 2
k

∑i=1

w(ai)⇒ ∑ai∈A′

w(ai) = B¼ìùò, ëüãù �çò (∗), áõ�ü óçìáßíåé ü�é ∃M ′ ⊆ M : M ′ = {mi | ai ∈ A′} êáéM ′ åßíáé mat
hing. ⊓⊔12.13 Ç áíáãùãÞ �ïõ PARTITION ó�ï DIS-CRETE KNAPSACKÈåþñçìá 12.13.1. Ôï ðñüâëçìá DISCRETE KNAPSACK åßíáé NP-
om-plete.Proof. Ôï DKNAPSACK áíÞêåé ó�ï NP, äéü�é Ýíáò ìç í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïòìáí�åýåé Ýíá U ′ ⊆ U (âë. ïñéóìü �ïõ ðñïâëÞìá�ïò) êáé ìå�Ü åëÝã÷åé óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áí ∑u∈U ′ w(u) ≤ W êáé ∑u∈U ′ p(u) ≥ p. Èá äåßîïõìåü�é �ï DKNAPSACK åßíáé NP-
omplete áíÜãïí�áò �ï PARTITION ó' áõ�ü(PARTITION ≤pm DKNAPSACK).Ìáò äßíå�áé Ýíá óýíïëï A êáé ìßá óõíÜñ�çóç âÜñïõò w(ai); ∀ai ∈ A. Èáêá�áóêåõÜóïõìå Ýíá óýíïëï U , ìéá óõíÜñ�çóç âÜñïõò w′(ui); ∀ui ∈ U , ìéáóõíÜñ�çóç êüó�ïõò p(ui); ∀ui ∈ U êáé äýï èå�éêïýò áêÝñáéïõòW;P Ý�óé þó�å�ï óýíïëï A íá ÷ùñßæå�áé óå äýï éóïâáñÞ óýíïëá áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé,U ′ ⊆ U :
∑u∈U ′ w′(u) ≤W; ∑u∈U ′ p(u) ≥ p. Ç êá�áóêåõÞ ãßíå�áé ùò åîÞò:

• Óáí óýíïëï U ðáßñíïõìå �ï óýíïëï A
• Óáí w′(u); ∀u ∈ U ðáßñíïõìå �ï w(a); ∀a ∈ A
• Óáí p(u); ∀u ∈ U ðáßñíïõìå �ï w(a); ∀a ∈ A
• ÄçëáäÞ, ðáßñíïõìå �ï ßäéï óýíïëï üðùò Ý÷åé ìå �á ßäéá âÜñç êáé �ïêüó�ïò êÜèå áí�éêåéìÝíïõ �ï ðáßñíïõìå ßóï ìå �ï âÜñïò �ïõ. ÔÝëïò,�ïõò áñéèìïýò W;P �ïõò ðáßñíïõìå ùò åîÞò:W = P =

1

2

∑a∈Aw(a) =
1

2

∑u∈U w′(u)Ç êá�áóêåõÞ Ý÷åé �åëåéþóåé êáé åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ìðïñåß íá ãßíåé óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.



12.13 Ç áíáãùãÞ �ïõ PARTITION ó�ï DISCRETE KNAPSACK 183¸ó�ù ëïéðüí, ü�é �ï óýíïëï A ÷ùñßæå�áé óå äýï éóïâáñÞ õðïóýíïëá,ó�ïí A′ êáé ó�ïí A − A′. ÅðåéäÞ �ï ïëéêü âÜñïò �ïõ A åßíáé ∑a∈A w(a),óçìáßíåé ü�é �ï âÜñïò �ïõ õðïóõíüëïõ A′, ãéá ðáñÜäåéãìá, åßíáé 1
2

∑a∈A w(a). ¢ñá áí ðÜñïõìå óáí U ′ �ï óýíïëï A′ Ý÷ïõìå, ∑u∈U ′ w′(u) = W ≤ W êáé
∑u∈U ′ p(u) = P ≥ PÁí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ü�é ∃U ′ ⊆ U :

∑u∈U ′ w′(u) ≤ W êáé ∑u∈U ′ p(u) ≥ p.¼ìùò ∑u∈U ′ w′(u) =
∑u∈U ′ p(u) = B = P = 1

2

∑u∈U w′(u). Óõíåðþò, áíðÜñïõìå óáí A′ �ï U ′, �ü�å �ï A ÷ùñßæå�áé óå äýï éóïâáñÞ õðïóýíïëá, A′ êáéA− A′. ⊓⊔



.



ÊåöÜëáéï 13ÊëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò¼ðùò åßíáé Þäç êá�áíïç�ü, ðïëëÜ áðü �á ðñïâëÞìá�á ãéá �á ïðïßá Ý÷åéáðïäåé÷èåß ü�é åßíáé NP-
omplete Ý÷ïõí ìåãÜëç ðñáê�éêÞ áîßá. ¸�óé ëïéðüí, çðñïóðÜèåéá ãéá êá�Ü�áîç êÜðïéïõ ðñïâëÞìá�ïò óå êÜðïéá êëÜóç, äåß÷íïí�áòü�é åßíáé 
omplete ó' áõ�Þí �çí êëÜóç, �éò ðåñéóóü�åñåò öïñÝò åê�üò áðüèåùñç�éêü, Ý÷åé êáé �åñÜó�éï ðñáê�éêü åíäéáöÝñïí.�áñÜ �éò óõíå÷åßò êáé ìáêñï÷ñüíéåò ðñïóðÜèåéåò ðïëëþí åðéó�çìüíùí,õðÜñ÷ïõí áñêå�Ü áíïé÷�Ü ðñïâëÞìá�á. �ñïâëÞìá�á äçëáäÞ, �á ïðïßá áí êáéáíÞêïõí ó�ï NP, äåí Ý÷åé âñåèåß ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãé' áõ�Ü áëëÜ ïý�åáðüäåéîç ü�é åßíáé NP-
omplete.¸íá ðñüâëçìá ðïõ áíÞêåé ó' áõ�Þí �çí êá�çãïñßá åßíáé �ï GRAPH ISO-MORPHISM. ÄçëáäÞ, äåäïìÝíùí äýï ãñÜöùí åßíáé éóïìïñöéêïß; (ðñâë ìå �ïSUBGRAPH ISOMORPHISM.)¸íá ðñüâëçìá ðïõ áíÞêå ìÝ÷ñé ðñüóöá�á ó�çí êá�çãïñßá áõ�Þ åßíáé�ï PRIMALITY. ÄçëáäÞ, äåäïìÝíïõ åíüò áêÝñáéïõ áñéèìïý k, õðÜñ÷ïõíáêÝñáéïém;n > 1 Ý�óé þó�å k = m·n; Ìå Üëëá ëüãéá åßíáé ï k ðñþ�ïò áñéèìüòÞ ü÷é; Ôï 2002 áðåäåß÷èç áðü �ïõò Agrawal, Kayal êáé Saxena (áëãüñéèìïòAKS) ü�é �ï PRIMALITY áíÞêåé ó�çí êëÜóç P.¸íá Üëëï ðñüâëçìá ðïõ ðáñÝìåíå ãéá ÷ñüíéá áíïé÷�ü åßíáé �ï LINEARPROGRAMMING. ÄçëáäÞ, äåäïìÝíïõ åíüò óõó�Þìá�ïò ãñáììéêþí åîéóþóåùíêáé áíéóï�Þ�ùí êáé ìéáò ãñáììéêÞò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò (ìåãéó�ïðïßçóçòÞ åëá÷éó�ïðïßçóçò) íá åõñåèåß ìéá âÝë�éó�ç åöéê�Þ ëýóç. �éá áõ�ü �ï ðñüâëçìáõðÞñ÷å áðü �çí äåêáå�ßá �ïõ 1950 ç ìÝèïäïò Simplex �ïõ Dantzig ç ïðïßáüìùò ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç ÷ñåéáæü�áí åêèå�éêü ÷ñüíï. Ôï 1979 ï Kha
hiyanáíáêÜëõøå �ïí ðñþ�ï ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ãéá �ïí ãñáììéêü ðñïãñáììá�éóìü,�çí åëëåéøïåéäÞ ìÝèïäï, ç ïðïßá üìùò äåí åß÷å ìåãÜëï ðñáê�éêü åíäéáöÝñïíãéá�ß ó�éò ðåñéóóü�åñåò ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò Ýäéíå ÷åéñü�åñá áðï�åëÝóìá�ááðü �ç ìÝèïäï Simplex. ÔåëéêÜ �ï 1984 ï Karmarkar áíáêÜëõøå Ýíáí Üëëï185



186 ÊåöÜëáéï 13. ÊëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áòðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ðïõ åß÷å êáé ðñáê�éêÜ áðï�åëÝóìá�á êáëý�åñá áðü�ç ìÝèïäï Simplex.Ç DSPACE(f(n)) (NSPACE(f(n))) åßíáé ç êëÜóç ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ ëýíïí�áéìå í�å�åñìéíéó�éêü �ñüðï (ìç í�å�åñìéíéó�éêü �ñüðï, áí�ßó�ïé÷á) óå ÷þñïf(n) (ìüíï ï åðéðëÝïí ÷þñïò åñãáóßáò ìå�ñéÝ�áé ü÷é ï ÷þñïò �çò åéóüäïõ êáé�çò åîüäïõ)Ó�ç óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå ìåñéêÝò ãíùó�Ýò ó÷Ýóåéò ìå�áîý äéáöüñùí êëÜóåùíðïëõðëïêü�ç�áò.Ïñßæïõìå,
• P = PTIME =

⋃i≥1DTIME(ni)
• NP = NPTIME =

⋃i≥1NTIME(ni)
• PSPACE =

⋃i≥1DSPACE(ni)
• NPSPACE =

⋃i≥1NSPACE(ni)
• L = DSPACE(logn)

• NL = NSPACE(logn)Áí ç f åßíáé ìßá óõíÜñ�çóç ðïëõðëïêü�ç�áò1 �ü�å éó÷ýïõí:
• DSPACE(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n))

• DTIME(f(n)) ⊆ NTIME(f(n))äéü�é êÜèå í�å�åñìéíéó�éêÞ ìç÷áíÞ Turing ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìç í�å�åñìéíéó�éêÞìå ìßá ìüíï åðéëïãÞ óå êÜèå âÞìá.
• DTIME(f(n)) ⊆ DSPACE(f(n))

• NTIME(f(n)) ⊆ DSPACE(f(n))äéü�é óå ÷ñüíï f(n) äåí ìðïñåß íá åîå�áó�åß ÷þñïò (áñéèìüò èÝóåùí ó�çí�áéíßá �çò T:M:) ðáñáðÜíù áðü f(n).
• NSPACE(f(n)) ⊆ DTIME(klogn+f(n))Áí f(n) > log n �ü�å:
• DSPACE(f(n)) ⊆ DTIME(
f(n))1Ç f ðñÝðåé íá åßíáé 
onstru
tible, äçëáäÞ ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ìßá TM �Ý�ïéá þó�å:

∀ input x ìå |x| = n, áðïäÝ÷å�áé �ï input óå ÷ñüíï O(n+f(n)) êáé working spa
e O(f(n))
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• NTIME(f(n)) ⊆ DTIME(
f(n))

• NSPACE(f(n)) ⊆ DSPACE(f 2(n)) (áðü �ï èåþñçìá �ïõ Savit
h)óõíåðþò PSPACE = NPSPACE
• L ⊂ PSPACEÁðü �éò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ðñïêýð�åé ç åîÞò éåñáñ÷ßá:L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE = NPSPACE�íùñßæïõìå ü�é L 6= PSPACE êáé NL 6= PSPACEÁíïé÷�Ü ðáñáìÝíïõí �á ðñïâëÞìá�á:L ⊇ NL ⊇ P ⊇ NP ⊇ PSPACEÏ êüóìïò ìïéÜæåé, ùò �þñá, íá åßíáé üðùò ó�ï ó÷Þìá 13.1.

LNLP
NPPSPACE = NPSPACE

Ó÷Þìá 13.1: ÊëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò



.



ÊåöÜëáéï 14Øåõäïðïëõùíõìéêïß êáé�ñïóåããéó�éêïß Áëãüñéèìïé
14.1 �ñïâëÞìá�á Âåë�éó�ïðïßçóçòÓå Ýíá ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò óå êÜèå ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïòáí�éó�ïé÷ïýí êÜðïéåò åöéê�Ýò (feasible) -äçëáäÞ åðé�ñåð�Ýò- ëýóåéò, ðïõ êÜèåìéá �ïõò Ý÷åé ìßá �éìÞ ùò ðñïò ìéá áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç. Æç�Üìå ìéáâÝë�éó�ç ëýóç, äçëáäÞ ìéá åöéê�Þ ëýóç ðïõ Ý÷åé âÝë�éó�ç �éìÞ.Ôá ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé Þ ìåãéó�ïðïßçóçò (ïðü�å æç�Üìå�ç ëýóç ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç áíÜìåóá óå üëåò �éòåöéê�Ýò ëýóåéò) Þ åëá÷éó�ïðïßçóçò (ïðü�å æç�Üìå �çí åöéê�Þ ëýóç ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß�çí áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç).�áñÜäåéãìá 14.1.1. Ôï ðñüâëçìá Vertex Cover. Èõìçèåß�å ü�é ó�ï ðñüâëçìááõ�ü, áíáæç�ïýìå Ýíá óýíïëï áðü êüìâïõò �ïõ ãñÜöïõ ìå åëÜ÷éó�ï ðëçèÜñéèìï,Ý�óé þó�å êÜèå áêìÞ �ïõ ãñÜöïõ íá êáëýð�å�áé áðü �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáí êüìâï.Åßíáé áí�ßó�ïé÷ï ìå �ï íá èåùñÞóïõìå �ï óýíïëï �ùí áêìþí �ïõ ãñÜöïõóáí Ýíá óýíïëï áðü äéáäñüìïõò óå Ýíá ìïõóåßï êáé íá ðñïóðáèÞóïõìå íá�ïðïèå�Þóïõìå öýëáêåò ó�éò äéáó�áõñþóåéò �ùí äéáäñüìùí (êïñõöÝò �ïõ ãñÜöïõ)êá�Ü �Ý�ïéï �ñüðï, þó�å íá öñïõñïýí�áé üëïé ïé äéÜäñïìïé, åíþ óõã÷ñüíùòðñïóðáèïýìå íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ïí áñéèìü �ùí öõëÜêùí. �éá �ï ðñüâëçìááõ�ü Ý÷ïõìå:
• Åßíáé ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò
• Ó�éãìéü�õðï åßíáé Ýíáò ãñÜöïò
• ÊÜèå Vertex Cover åßíáé åöéê�Þ ëýóç (ð.÷. V (G))
• Áí�éêåéìåíéêÞ ÓõíÜñ�çóç: Ï ðëçèÜñéèìïò �ïõ Vertex Cover189



190 ÊåöÜëáéï 14. Øåõäïðïëõùíõìéêïß êáé �ñïóåããéó�éêïß Áëãüñéèìïé
• ÂÝë�éó�ç ëýóç: ¸íá Vertex Cover ìå åëÜ÷éó�ï ðëçèÜñéèìï14.2 ÊëÜóåéò ðñïóåããéó�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí14.2.1 Ç êëÜóç POÇ êëÜóç PO ðåñéÝ÷åé üëá �á ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò �ùí ïðïßùí �ïáí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé ó�ï P. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ðåñéÝ÷åé üëá �áðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò �á ïðïßá ìðïñïýí íá åðéëõèïýí óå ðïëõùíõìéêü÷ñüíï.Áò äïýìå üìùò �é åííïïýìå ìå �ç öñÜóç £áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò¤:åííïïýìå Ýíá ðñüâëçìá ó�ï ïðïßï ìðïñïýìå íá áíáãÜãïõìå �ï ðñüâëçìáâåë�éó�ïðïßçóçò -óå ðïëõùíõìéêü ðÜí�á ÷ñüíï-, Ý�óé þó�å ëýíïí�áò �ï ðñüâëçìááðüöáóçò (ãéá êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíåò åéóüäïõò ðïõ èá äïýìå ðáñáêÜ�ù) íáìðïñïýìå íá âñïýìå �çí �éìÞ ìßáò âÝë�éó�çò ëýóçò ó�ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò.Ï ëüãïò ðïõ áíáöåñüìáó�å óå áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò, åßíáé ü�é ùò�þñá ç ðïëõðëïêü�ç�á êáé �á äéÜöïñá õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá ðïõ Ý÷ïõìå,áíáöÝñïí�áé áðïêëåéó�éêÜ óå ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò. Ùò åê �ïý�ïõ, ãéá íáìåëå�Þóïõìå �á ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò ìå ðéï �õðéêü �ñüðï, ðñïóðáèïýìåíá �á áí�éó�ïé÷ßóïõìå óå ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò.Ó�çí ðñïêåßìåíç ðåñßð�ùóç, �á áí�ßó�ïé÷á ðñïâëÞìá�á åßíáé:�ñüâëçìá Âåë�éó�ïðïßçóçò (Ýó�ù åëá÷éó�ïðïßçóçò): ÄïèÝí�ïò åíüòó�éãìéï�ýðïõ ìåãÝèïõò n, âñåò ìßá åöéê�Þ ëýóç ìå åëÜ÷éó�ç �éìÞ �çò áí�éêåéìåíéêÞòóõíÜñ�çóçò.�ñüâëçìá áðüöáóçò: ÄïèÝí�ïò åíüò ó�éãìéï�ýðïõ ìåãÝèïõò n êáé åíüòáñéèìïý k, õðÜñ÷åé åöéê�Þ ëýóç ìå �éìÞ ≤ k;Áí ìðïñïýìå íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò �ü�å �å�ñéììÝíáìðïñïýìå íá áðáí�Þóïõìå êáé ó�ï ðñüâëçìá áðüöáóçò.Éó÷ýåé üìùò êáé �ï áí�ßó�ñïöï: áí �ï ðñüâëçìá áðüöáóçò åðéëýå�áéóå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò n êáé log k (äçëáäÞ ùò ðñïò �ï ìÝãåèïòáíáðáñÜó�áóçò �ïõ áñéèìïý k), �ü�å ìðïñïýìå íá ëýóïõìå êáé �ï áí�ßó�ïé÷ïðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò óå ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò n ÷ñüíï.Ìßá ðñþ�ç éäÝá åßíáé íá �ñÝîïõìå �ïí áëãüñéèìï ãéá �ï ðñüâëçìá áðüöáóçò(Ýó�ù Á) K öïñÝò, ãéá k = 1; : : : ; K (üðïõ K Ýíáò êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíïòìåãÜëïò áñéèìüò, �Ý�ïéïò þó�å íá õðÜñ÷åé åöéê�Þ ëýóç ìå êüó�ïò ëéãü�åñïáðü Ê) êáé íá åðéó�ñÝøïõìå �çí ðñþ�ç ëýóç ãéá �çí ïðïßá ï Á åðéó�ñÝöåé yes.



14.3 Ç êëÜóç NPO êáé ïé ðñïóåããéó�éêïß áëãüñéèìïé 191Äõó�õ÷þò ìßá �Ý�ïéá ðñïóÝããéóç, èá áðáé�ïýóå íá �ñÝîïõìå �ïí áëãüñéèìïÁ ó�ç ÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç Ê öïñÝò, äçëáäÞ èá áðáé�ïýóå ÷ñüíï åêèå�éêü ùòðñïò �ï ìÝãåèïò áíáðáñÜó�áóçò �ïõ Ê .Áí�' áõ�ïý åðéëÝãïõìå �çí åîÞò ðéï ãñÞãïñç ëýóç: øÜ÷íïõìå íá âñïýìåêÜðïéï k, �Ý�ïéï þó�å íá õðÜñ÷åé ìßá åöéê�Þ ëýóç ìå êüó�ïò ≤ k áëëÜ ü÷éìå êüó�ïò ≤ k=2. To k áõ�ü, ìðïñåß íá âñåèåß åýêïëá óå log k âÞìá�á(äïêéìÜæïí�áò äéáäï÷éêÜ �éò �éìÝò 20; 21; : : : ). Áöïý âñïýìå áõ�ü �ï k åöáñìüæïõìåäõáäéêÞ áíáæÞ�çóç ó�ï äéÜó�çìá [k; k=2], þó�å íá âñïýìå �ç ìéêñü�åñç �éìÞ kãéá �çí ïðïßá ï Á åðéó�ñÝöåé yes. Ç äõáäéêÞ áíáæÞ�çóç êïó�ßæåé åðßóçò log k
2÷ñüíï, ïðü�å óõíïëéêÜ, �ñÝ÷ïí�áò O(log k) öïñÝò �ïí áëãüñéèìï Á (äçëáäÞðïëõùíõìéêü áñéèìü öïñþí ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �çò åéóüäïõ) ìðïñïýìå íáëýóïõìå êáé �ï áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò.�áñá�Þñçóç. �ñïóÝî�å ü�é ìå �çí ðáñáðÜíù ìÝèïäï, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ï ðñüâëçìá áðüöáóçò ãéá íá âñïýìå �çí �éìÞ ìßáò âÝë�éó�çò ëýóçò �ïõðñïâëÞìá�ïò âåë�éó�ïðïßçóçò· ü÷é ãéá íá âñïýìå ìßá âÝë�éó�ç ëýóç áõ�Þêáèåáõ�Þ (ð÷ áí �ï ðñüâëçìá åßíáé �ï Vertex Cover, ìå âÜóç �çí ðáñáðÜíùìÝèïäï èá ìðïñÝóïõìå íá âñïýìå �ï ìÝãåèïò åíüò åëÜ÷éó�ïõ Vertex Cover,áëëÜ ü÷é áðü ðïéïõò êüìâïõò áðï�åëåß�áé Ýíá åëÜ÷éó�ï VC). ÓõíÞèùò üìùò,ü�áí ìðïñïýìå íá âñïýìå �çí �éìÞ ìßáò âÝë�éó�çò ëýóçò, ìðïñïýìå íá âñïýìåêáé ìßá âÝë�éó�ç ëýóç êáèåáõ�Þ, åîå�Üæïí�áò ðéèáíÜ ó�ïé÷åßá �çò ëýóçò Ýíá-Ýíá (¢óêçóç: óêåö�åß�å ðþò ìðïñåß íá ãßíåé áõ�ü ãéá �ï Vertex Cover).14.3 Ç êëÜóç NPO êáé ïé ðñïóåããéó�éêïß áëãüñéèìïé�ñïâëÞìá�á ó�çí PO ìðïñïýí íá åðéëõèïýí óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ôþñáèá óõæç�Þóïõìå ãéá ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò ó�ï NP, äçëáäÞ �Ý�ïéá ðïõ�ï áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé ó�ï ÍÑ êáé ìÜëéó�á åßíáé NP-
omplete.Åê�üò áí P=NP äåí ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï �çâÝë�éó�ç �éìÞ åíüò ðñïâëÞìá�ïò âåë�éó�ïðïßçóçò ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá NP-hard ðñüâëçìá áðüöáóçò, Üñá

• åß�å åðéëýïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï �ï ðñüâëçìá áêñéâþò, ü÷éüìùò ãéá üëá �á ó�éãìéü�õðá,
• åß�å åðéëýïõìå �ï ðñüâëçìá áêñéâþò, ãéá üëá �á ó�éãìéü�õðá, ìå÷ñÞóç êÜðïéïõ åêèå�éêïý áëãïñßèìïõ ìå ÷áìçëÞ exponentiality (âÜóç�çò äýíáìçò) üìùò (ð.÷. ìå ðïëõðëïêü�ç�á Ï(1:01n)),
• åß�å âñßóêïõìå ðñïóåããéó�éêïýò áëãïñßèìïõò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ,ãéá üëá �á ó�éãìéü�õðá.



192 ÊåöÜëáéï 14. Øåõäïðïëõùíõìéêïß êáé �ñïóåããéó�éêïß ÁëãüñéèìïéÓ�ï õðüëïéðï ìÝñïò �ïõ êåöáëáßïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå êÜðïéåò âáóéêÝòÝííïéåò �ùí ðñïóåããéó�éêþí áëãïñßèìùí, êáèþò êáé óõãêåêñéìÝíïõò áëãüñéèìïõò,ãéá ìåñéêÜ ðïëý ãíùó�Ü NP-hard ðñïâëÞìá�á.Óõìâïëéóìïß1:
• �: �ï ðñüâëçìá
• I: ó�éãìéü�õðï
• SOLA(�; É) : ç �éìÞ �çò ëýóçò ãéá �ï ó�éãìéü�õðï É �ïõ ðñïâëÞìá�ïò� ðïõ åðéó�ñÝöåé ï áëãüñéèìïò Á
• OPT (�; É): ç âÝë�éó�ç �éìÞ ëýóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò � ãéá �ï ó�éãìéü�õðïÉÌå âÜóç �á ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �ï ëüãï ðñïóÝããéóçò (ap-proximation ratio Þ approximation fa
tor) åíüò ðñïóåããéó�éêïý áëãïñßèìïõùò åîÞò:Ïñéóìüò 14.3.1. ¸íáò áëãüñéèìïò Á ãéá Ýíá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò �,Ý÷åé ëüãï ðñïóÝããéóçò ñÁ(n), áí ãéá êÜèå ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò É (ìå

|É | = n) éó÷ýåé: SOLA(I)OPT (I) ≤ �Á(n)O ðáñáðÜíù ïñéóìüò ìðïñåß åðßóçò íá äéá�õðùèåß ùò åîÞò:OPT (I) ≤ SOLA(I) ≤ �Á(n) ·OPT (I)Ç ðáñáðÜíù ìïñöÞ êáèéó�Ü ðéï óáöÝò �ï íüçìá �ïõ ðáñÜãïí�á ðñïóÝããéóçòóå Ýíáí ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï Á: äïèÝí�ïò åíüò ó�éãìéï�ýðïõ �ïõ ðñïâëÞìá�ïòÉ ìåãÝèïõò n, ï áëãüñéèìïò åðéó�ñÝöåé ìßá ëýóç SOLA(I) ç ïðïßá åßíáé÷åéñü�åñç (ìåãáëý�åñç) áðü �ç âÝë�éó�ç (åëÜ÷éó�ç) ëýóç, áëëÜ �ï ðïëý �Á(n)öïñÝò ÷åéñü�åñç. Ìå Üëëá ëüãéá Ý÷ïõìå Ýíá åßäïò £åããýçóçò¤, ü�é ãéá ïðïéïäÞðï�åinput ï áëãüñéèìïò áõ�üò äåí èá ìáò äþóåé ìßá ëýóç ðïõ èá áðÝ÷åé ðïëý áðü�ç âÝë�éó�ç.Áí�ßó�ïé÷á ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå êáé �ïí ïñéóìü ãéá ðñïâëÞìá�áìåãéó�ïðïßçóçò:1óõíÞèùò ðáñáëåßðïõìå �ï �, É êáé Á áðü �ïõò ðáñáêÜ�ù óõìâïëéóìïýò



14.3 Ç êëÜóç NPO êáé ïé ðñïóåããéó�éêïß áëãüñéèìïé 193Ïñéóìüò 14.3.2. ¸íáò áëãüñéèìïò Á ãéá Ýíá ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçò �,Ý÷åé ëüãï ðñïóÝããéóçò �Á(n), áí ãéá êÜèå ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò É (ìå
|É | = n) éó÷ýåé: SOLA(I)OPT (I) ≥ �Á(n)Ôïí áëãüñéèìï áõ�ü �ïí ëÝìå �Á(n) - ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï.Ôï åðüìåíï öõóéêü åñþ�çìá åßíáé, �é áêñéâþò êñýâå�áé ðßóù áðü �ï �Á(n);¸÷ïõìå ëïéðüí �éò åîÞò ðåñéð�þóåéò:
• �Á(n) = ∪iO(ni), äçëáäÞ ï ðáñÜãïí�áò ðñïóÝããéóçò åßíáé ìßá ðïëõùíõìéêÞóõíÜñ�çóç �ïõ ìåãÝèïõò �çò åéóüäïõ. Ôá ðñïâëÞìá�á ðïõ Ý÷ïõí �Ý�ïéïáëãüñéèìï ðñïóÝããéóçò áíÞêïõí ó�çí êëÜóç poly-APX.
• �Á(n) = O(logn), äçëáäÞ ï ðáñÜãïí�áò ðñïóÝããéóçò åßíáé ìßá ëïãáñéèìéêÞóõíÜñ�çóç �ïõ ìåãÝèïõò �çò åéóüäïõ. Ôá ðñïâëÞìá�á ðïõ Ý÷ïõí �Ý�ïéïáëãüñéèìï ðñïóÝããéóçò áíÞêïõí ó�çí êëÜóç log-APX.
• �Á(n) = �, ïðü�å ï ðáñÜãïí�áò ðñïóÝããéóçò åßíáé ó�áèåñüò (áíåîÜñ�ç�ïò�ïõ ìåãÝèïõò �çò åéóüäïõ). Ôá ðñïâëÞìá�á ðïõ Ý÷ïõí �Ý�ïéï áëãüñéèìïðñïóÝããéóçò áíÞêïõí ó�çí êëÜóç APX.Áðü �éò �ñåéò ðáñáðÜíù ðåñéð�þóåéò, ç APX åßíáé ç ðéï åðéèõìç�Þ, áöïýìáò åîáóöáëßæåé ü�é ãéá ïðïéáäÞðï�å (ïóïäÞðï�å ìåãÜëç) åßóïäï, ìðïñïýìå íáðñïóåããßóïõìå ìßá ëýóç ðïõ äéáöÝñåé êá�Ü Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðáñÜãïí�á áðü�ç âÝë�éó�ç. Áí�ßó�ïé÷á ç log-APX ðåñßð�ùóç åßíáé êáëý�åñç áðü �çí poly-APX, áöïý -ãéá äåäïìÝíï ìÝãåèïò åéóüäïõ- ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñ�çóç ìáòäßíåé êáëý�åñï ðáñÜãïí�á (ìéêñü�åñï) ðñïóÝããéóçò áðü ìßá ðïëõùíõìéêÞ.�ñïóÝî�å �þñá, ü�é ç êëÜóç APX ðåñéÝ÷åé ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçòðïõ åðéäÝ÷ïí�áé ó�áèåñü ðáñÜãïí�á ðñïóÝããéóçò. ¸�óé, ëÝãïí�áò ãéá ðáñÜäåéãìáü�é �ï Vertex Cover åðéäÝ÷å�áé Ýíáí 2-ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï, åííïïýìåü�é åðéäÝ÷å�áé Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ åðéó�ñÝöåé Ýíá VC ìå �ï ðïëý �ï äéðëÜóéïáñéèìü êüìâùí áðü Ýíá åëÜ÷éó�ï VC. ÉäáíéêÜ èá èÝëáìå ãéá êÜèå ðáñÜãïí�áðñïóÝããéóçò � íá ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíáí �-ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï. ÌåÜëëá ëüãéá èá Þ�áí ðïëý ÷ñÞóéìï áí ìðïñïýóáìå íá êá�áóêåõÜóïõìå ìßáïéêïãÝíåéá ðñïóåããéó�éêþí áëãïñßèìùí, Ýíáí ãéá êÜèå ðáñÜãïí�á ðñïóÝããéóçò�, ãéá �ï ðñüâëçìá.�éï �õðéêÜ èá ïñßóïõìå �çí ïéêïãÝíåéá áõ�Þ �ùí áëãïñßèìùí óáí Ýíáðñïóåããéó�éêü ó÷Þìá (approximation s
heme) ùò åîÞò:Ïñéóìüò 14.3.3. OA åßíáé Ýíá ðñïóåããéó�éêü ó÷Þìá (approximation s
heme)ãéá �ï ðñüâëçìá Π, áí ãéá åßóïäï (I; "), üðïõ I åßíáé Ýíá ó�éãìéü�õðï êáé " > 0ç ðáñÜìå�ñïò ëÜèïõò Ý÷ïõìå:
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• OPT (I) ≤ SOLA(I; ") ≤ (1+")·OPT (I), ãéá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò
• OPT (I) ≥ SOLA(I; ") ≥ (1−")·OPT (I), ãéá ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçòÅðßóçò ëÝìå ü�é ï A åßíáé PTAS (Polynomial Time Approximation S
heme)áí ãéá êÜèå " > 0 ÷ñåéÜæå�áé ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ I.Ï A åßíáé FPTAS (Fully PTAS) áí ãéá êÜèå " > 0 ÷ñåéÜæå�áé ðïëõùíõìéêü÷ñüíï ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ I êáé ùò ðñïò �çí �éìÞ 1=".Ôá ðñïóåããéó�éêÜ ó÷Þìá�á PTAS êáé FPTAS ëïéðüí åßíáé áëãüñéèìïéðïõ äÝ÷ïí�áé ùò åßóïäï, ðÝñá áðü �ï ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, êáéÝíáí öõóéêü áñéèìü " ðïõ åßíáé ç ðáñÜìå�ñïò ëÜèïõò êáé ìðïñåß�å íá äåß�åðþò ó÷å�ßæå�áé ìå �ïí ðáñÜãïí�á ðñïóÝããéóçò � óå êÜèå åßäïò ðñïâëÞìá�ïòâåë�éó�ïðïßçóçò. Áí ï áëãüñéèìïò áõ�üò �ñÝ÷åé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ùòðñïò �ï |É | Ý÷ïõìå �çí ðåñßð�ùóç �ïõ PTAS. �áñüëá áõ�Ü, áõ�ü ìðïñåß íáìçí åßíáé áñêå�ü: ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñåß íá Ý÷ïõìå âñåé Ýíáí PTAS ðïõåðéëýåé �ï ðñüâëçìá ìå ðïëý ìéêñü óöÜëìá ", áëëÜ ï ÷ñüíïò åê�ÝëåóÞò�ïõ áõîÜíåé åêèå�éêÜ üóï ìåéþíå�áé �ï " (äçëáäÞ üóï áõîÜíå�áé �ï 1=").�éá áõ�ü �ï ëüãï èåùñïýìå �çí ïéêïãÝíåéá FPTAS üðïõ ðñïóèÝ�ïõìå �çíáðáß�çóç ï áëãüñéèìïò íá åßíáé ðïëõùíõìéêüò êáé ùò ðñïò 1=". ¸�óé, íáé ìåí÷ñåéáæüìáó�å ðáñáðÜíù ÷ñüíï ãéá ðåñéóóü�åñç áêñßâåéá ðñïóÝããéóçò, áëëÜìüíï ðïëõùíõìéêÜ ðåñéóóü�åñï.Áðü �çí ðáñáðÜíù óõæÞ�çóç ðñÝðåé íá Ý÷åé ãßíåé êá�áíïç�ü ü�é �á FPTASóõíéó�ïýí (ìÜëëïí) �çí êáëý�åñç êá�çãïñßá ðñïóåããéó�éêþí áëãïñßèìùí.Äõó�õ÷þò áñêå�Ü ðñïâëÞìá�á äåí åðéäÝ÷ïí�áé FPTAS (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá�ï Traveling Salesperson Problem), åíþ ãéá áñêÝ�á Üëëá äå ãíùñßæïõìå áíåðéäÝ÷ïí�áé Þ ü÷é (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá �ï Vertex Cover).�áñá�Þñçóç. �ñïóÝî�å ü�é ó�á FPTAS ðñÝðåé ï áëãüñéèìïò íá åßíáé ðïëõùíõìéêüòùò ðñïò �ï 1=". Áõ�ü åßíáé ðïëý óçìáí�éêü, äéü�é áí ï áëãüñéèìïò Þ�áíðïëõùíõìéêüò ùò ðñïò �ï ìÞêïò �çò áíáðáñÜó�áóçò �ïõ 1=", èá ìðïñïýóáìåíá åðéëÝîïõìå êá�Üëëçëá �ï " þó�å ç ðñïóåããéó�éêÞ ëýóç íá åßíáé ìå�áîý�ïõ OPT êáé �ïõ OPT+1. Áõ�ü üìùò ðñáê�éêÜ èá óÞìáéíå (ãéá ðñïâëÞìá�áìå output áêÝñáéåò �éìÝò) ü�é ìðïñïýìå íá ëýóïõìå áêñéâþò �ï ðñüâëçìá(äçëáäÞ ü�é �ï ðñüâëçìá åßíáé ó�çí PO). �åñéóóü�åñá ãéá áõ�ü �ï èÝìá ó�çíåíü�ç�á ðïõ ìåëå�Ü �ï ðñüâëçìá Dis
rete Knapsa
k.Ïé ó÷Ýóåéò áõ�Ýò ìå�áîý �ùí äéáöüñùí êá�çãïñéþí ðñïóåããéó�éêþí áëãïñßèìùíáðåéêïíßæïí�áé õðü �ç ìïñöÞ éåñáñ÷ßáò ó�ï Ó÷Þìá 14.1.ÔÝëïò, ìåñéêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ ðñïâëÞìá�á ãéá êÜèå êëÜóç åßíáé �á åîÞò:
• NPO: Traveling Salesman Problem
• poly-APX: Clique
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poly-APX

log-APX

PTAS

PO

FPTAS

NPO

APX

Ó÷Þìá 14.1: ÊëÜóåéò ðñïâëçìÜ�ùí âåë�éó�ïðïßçóçò.
• log-APX: Set Cover
• APX: Vertex Cover
• PTAS: Bin Pa
king
• FPTAS: Dis
rete Knapsa
k
• PO: Mat
hingÔá ðáñáðÜíù ðñïâëÞìá�á Ý÷ïõí �ïðïèå�çèåß ó�ç ìéêñü�åñç áðü �éò êëÜóåéòðïõ åßíáé ìÝ÷ñé ó�éãìÞò ãíùó�ü ü�é áíÞêïõí. �éá áñêå�Ü áðü áõ�Ü Ý÷ïõìååíäåßîåéò (Þ êáé áðïäåßîåéò ìå �çí ðñïûðüèåóç öõóéêÜ ü�é P 6= NP) ü�é äåíåßíáé ðéï êÜ�ù ó�çí éåñáñ÷ßá.14.4 Áí�éðñïóùðåõ�éêïß ðñïóåããéó�éêïß áëãüñéèìïé�ñï÷ùñÜìå �þñá ó�ç ìåëÝ�ç �ñéþí ãíùó�þí NP-hard ðñïâëçìÜ�ùí âåë�éó�ïðïßçóçòêáé åîå�Üæïõìå óå ðïéï âáèìü åðéäÝ÷ïí�áé ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï.14.4.1 Vertex Cover Problem¼ðùò áíáöÝñáìå êáé ðéï ðñéí �ï ðñüâëçìá �ïõ Vertex Cover åðéäÝ÷å�áéÝíáí 2-ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï.�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�çí ðáñïõóßáóç �ïõ ðñïóåããéó�éêïý áëãïñßèìïõ,èá ðáñïõóéÜóïõìå ìßá ãåíéêÞ ó�ñá�çãéêÞ ãéá �ç ó÷åäßáóç ðñïóåããéó�éêþíáëãïñßèìùí. Ç ó�ñá�çãéêÞ áõ�Þ Ý÷åé äýï âáóéêÜ âÞìá�á:1. Âñåò Ýíá êÜ�ù öñÜãìá L ãéá �ç âÝë�éó�ç ëýóç (L ≤ OPT )



196 ÊåöÜëáéï 14. Øåõäïðïëõùíõìéêïß êáé �ñïóåããéó�éêïß Áëãüñéèìïé2. Ó÷åäßáóå Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ åêìå�áëëåýå�áé �ï öñÜãìá áõ�ü, åðéó�ñÝöïí�áòìßá ëýóç êüó�ïõò SOL ≤ � · L ≤ � ·OPTÓ�çí ðåñßð�ùóç �ïõ VC �ï êÜ�ù öñÜãìá áõ�ü èá ìáò ðñïêýøåé áðüÝíá ïðïéïäÞðï�å maximal mat
hing. Áò èõìçèïýìå ëïéðüí êÜðïéá ðñÜãìá�áó÷å�éêÜ ìå mat
hings:Ïñéóìüò 14.4.1. Äßíå�áé Ýíáò ãñÜöïò G = (V;E). ¸íá �áßñéáóìá (mat
h-ing) åßíáé Ýíá õðïóýíïëï �ùí áêìþí �ïõ M ⊆ E �Ý�ïéï þó�å ðï�Ý äýï áêìÝòíá ìçí Ý÷ïõí êïéíü Üêñï.
• Maximal mat
hing åßíáé Ýíá mat
hing ó�ï ïðïßï äåí ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìåêáìßá åðéðëÝïí áêìÞ. ÄçëáäÞ áí ðñïóèÝóïõìå ïðïéáäÞðï�å Üëëç áêìÞ,ðáýåé íá åßíáé mat
hing. ¸íá �Ý�ïéï mat
hing åßíáé ðïëý åýêïëï íáâñåèåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï ìå Ýíáí greedy áëãüñéèìï ï ïðïßïò ðñïóèÝ�åéáêìÝò ó�ï M, þóðïõ íá ìçí ìðïñïýí íá ðñïó�åèïýí Üëëåò.
• Maximummat
hing åßíáé Ýíá math
ing �ï ïðïßï Ý÷åé ìÝãéó�ç ðëçèéêü�ç�á,äçëáäÞ ðåñéÝ÷åé �éò ðåñéóóü�åñåò äõíá�Ýò áêìÝò. ¸íá maximummat
h-ing åßíáé êáé maximal, åíþ �ï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé áíáãêáó�éêÜ. ¸íámaximum mat
hing ìðïñåß åðßóçò íá âñåèåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï,ìÝóù áíáãùãÞò ó�ï ðñüâëçìá max-
ow, ðïõ ìåëå�Þóáìå óå ðñïçãïýìåíïêåöÜëáéï.O ðñïóåããéó�éêüò áëãüñéèìïò ãéá �ï VC åßíáé ðïëý áðëüò êáé Ý÷åé ùòåîÞò:Áëãüñéèìïò 14.1 2-ðñïóåããéó�éêüò áëãüñéèìïò ãéá VCÂñåò Ýíá maximal mat
hing M êáé åðßó�ñåøå �ï óýíïëï V ′ �ùí êïñõöþíüëùí �ùí áêìþí �ïõ.Èåþñçìá 14.4.2. Tï óýíïëï V ′ êáëýð�åé üëåò �éò áêìÝò �ïõ ãñÜöïõ, åßíáéäçëáäÞ üí�ùò VC.Aðüäåéîç. �ñïöáíþò ïé êïñõöÝò �ïõ V ′ êáëýð�ïõí üëåò �éò áêìÝò �ïõ mat
h-ing Ì . ¢ñá ÷ñåéÜæå�áé íá åîå�Üóïõìå ìüíï �éò áêìÝò åê�üò �ïõ Ì . ¸ó�ùëïéðüí ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéá áêìÞ (ðïõ äåí áíÞêåé ó�ï mat
hing M) ðïõ äåíêáëýð�å�áé áðü êáíÝíáí êüìâï �ïõ V ′. Áõ�ü üìùò óçìáßíåé ü�é ç áêìÞ áõ�Þìðïñåß íá ðñïó�åèåß ó�ï M , ìéáò êáé äå èá Ý÷åé êïéíü Üêñï ìå êáìßá áðü�éò áêìÝò �ïõ mat
hing, äçìéïõñãþí�áò Ýíá íÝï mat
hing ìå ìåãáëý�åñïìÝãåèïò. Áõ�ü ìáò ïäçãåß óå Ü�ïðï, áöïý �ï Ì åßíáé maximal mat
hing.

⊓⊔



14.4 Áí�éðñïóùðåõ�éêïß ðñïóåããéó�éêïß áëãüñéèìïé 197Åßäáìå ëïéðüí ü�é üí�ùò ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò ìáò åðéó�ñÝöåé Ýíá VC.Áò åðáëçèåýóïõìå �þñá ü�é �ï VC áõ�ü Ý÷åé ìÝãåèïò �ï ðïëý 2 öïñÝò ìåãáëý�åñïáðü �ï âÝë�éó�ï (åëÜ÷éó�ï).Èåþñçìá 14.4.3. Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò åßíáé 2-ðñïóåããéó�éêüò.Aðüäåéîç. ¼ðùò áíáöÝñáìå êáé ðéï ðñéí, óêïðüò ìáò åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ï ìÝãåèïò �ïõ maximal mat
hing |M | ùò Ýíá êÜ�ù öñÜãìá ãéá �ï OPT �ïõVC. ¼í�ùò éó÷ýåé |M | ≤ OPT , áöïý êÜèå VC ðñÝðåé íá äéáëÝîåé �ïõëÜ÷éó�ïíÝíá Üêñï áðü êÜèå áêìÞ �ïõ M : áí ãéá êÜðïéá áêìÞ äå äéáëÝîåé êáíÝíá Üêñï�çò, �ü�å áõ�Þ ç áêìÞ äå èá êáëýð�å�áé2. �áñá�çñÞó�å �þñá ü�é |V ′| = 2·|M |,ïðü�å åýêïëá ðñïêýð�åé:SOL = |V ′| = 2 · |M | ≤ 2 ·OPT ⇒ SOL ≤ 2 ·OPT
⊓⊔ÔÝëïò åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò åê�åëåß ìßá öïñÜ�ïí áëãüñéèìï ãéá �ï maximal mat
hing êáé åßíáé åðïìÝíùò ðïëõùíõìéêïý÷ñüíïõ.�ßíå�áé êáëý�åñá;Áöïý ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí ïðïéïäÞðï�å áëãüñéèìï êáé ìåëå�Þóïõìå �çí ïñèü�ç�áêáé �çí áðïäï�éêü�ç�Ü �ïõ (êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí ðñïóåããéó�éêþí áëãïñßèìùíêáé �ï ëüãï ðñïóÝããéóÞò �ïõò), �ï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá áíáñù�çèïýìåêá�Ü ðüóïí ìðïñïýìå íá ðå�ý÷ïõìå êÜ�é êáëý�åñï. Ó�çí ðåñßð�ùóç �ùíðñïóåããéó�éêþí áëãïñßèìùí áõ�ü ìå�áöñÜæå�áé ó�ï £êá�Ü ðüóïí ìðïñïýìåíá ðå�ý÷ïõìå êáëý�åñç ðñïóÝããéóç¤, ðïõ ìå �ç óåéñÜ �ïõ áí�éó�ïé÷åß óå �ñßáäéáêñé�Ü åñù�Þìá�á:1. Åßíáé üí�ùò ï ëüãïò ðñïóÝããéóçò �ïõ áëãïñßèìïõ �üóï ìåãÜëïò, ÞìÞðùò ç áíÜëõóÞ ìáò (�ï Èåþñçìá 14.4.3 äçëáäÞ) äåí åßíáé �üóï áêñéâÞò(tight); Ìå Üëëá ëüãéá, õðÜñ÷åé åßóïäïò ãéá �çí ïðïßá ï áëãüñéèìïòåðéó�ñÝöåé ìßá ëýóç ðïõ åßíáé 2 öïñÝò ÷åéñü�åñç áðü �ç âÝë�éó�ç; (êñá�Üìå�ï êÜ�ù öñÜãìá �ïõ OPT êáé �ïí áëãüñéèìï êáé åðáíåîå�Üæïõìå �çíáíÜëõóÞ �ïõ)2. Åßíáé êáëüò ï áëãüñéèìüò ìáò, Þ ìÞðùò, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï ßäéï êÜ�ùöñÜãìá ãéá �ï OPT, èá ìðïñïýóáìå íá ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí ðéï Ýîõðíï2áõ�ü éó÷ýåé ãéá êÜèå mat
hing, Üñá êáé ãéá �ï maximal, êáé ãéá êÜèå VC Üñá êáé ãéá�ï åëÜ÷éó�ï
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Ó÷Þìá 14.2: ¸íáò ðëÞñçò äéìåñÞò ãñÜöïò �çò ïéêïãÝíåéáò Kn;náëãüñéèìï. Ó�ï ðáñÜäåéãìÜ ìáò, ìÞðùò, áò ðïýìå, èá ìðïñïýóáìå íáìçí åðéëÝîïõìå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ mat
hing áëëÜ êÜðïéåò ìüíï áðüáõ�Ýò; (êñá�Üìå �ï êÜ�ù öñÜãìá �ïõ OPT êáé åðáíåîå�Üæïõìå �ïíáëãüñéèìï)3. ÌÞðùò �åëéêÜ �ï êÜ�ù öñÜãìá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå äåí åßíáé êáé �üóïêáëü êáé ðñÝðåé íá åðáíåîå�Üóïõìå �çí üëç ðñïóÝããéóÞ ìáò ó�ï ðñüâëçìá;Áðü �á äýï ðáñáðÜíù åñù�Þìá�á �á äýï ðñþ�á åßíáé óõíÞèùò åýêïëá íááðáí�çèïýí, åíþ �ï �ñß�ï ü÷é êáé �üóï.Áò åó�éÜóïõìå üìùò ó�ï ðñüâëçìá �ïõ VC êáé áò ðñïóðáèÞóïõìå íááðáí�Þóïõìå ó�ï ðñþ�ï åñþ�çìá: åßíáé äõíá�üí ìå ìßá êáëý�åñç áíÜëõóç íáÝ÷ïõìå êáëý�åñï ëüãï ðñïóÝããéóçò;Ç áðÜí�çóç åßíáé ü÷é êáé áõ�ü �ï äåß÷íïõìå ùò åîÞò: âñßóêïõìå ìßá ÜðåéñçïéêïãÝíåéá ó�éãìéï�ýðùí �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (åäþ ìßá ïéêïãÝíåéá ãñÜöùí) ãéá�çí ïðïßá ç ëýóç ðïõ åðéó�ñÝöåé ï áëãüñéèìïò åßíáé üí�ùò 2 öïñÝò ÷åéñü�åñçáðü �ç âÝë�éó�ç. Ìßá �Ý�ïéá ïéêïãÝíåéá ðáñáäåéãìÜ�ùí ïíïìÜæå�áé tightêáé ç óçìáóßá �ïõò ãéá �çí áíÜëõóç �ùí ðñïóåããéó�éêþí áëãïñßèìùí åßíáé�åñÜó�éá. Åßíáé äå áíáãêáßï íá åßíáé Üðåéñç ç ïéêïãÝíåéá (Þ �ïõëÜ÷éó�ïííá åßíáé äýóêïëï íá åí�ïðßóïõìå êÜèå ìÝëïò �çò), áëëéþò ï ðñïóåããéó�éêüòáëãüñéèìïò èá ìðïñïýóå áíÜëïãá ìå �çí åßóïäï íá åðéëÝãåé �ç óõìðåñéöïñÜ�ïõ.�áñÜäåéãìá 14.4.4. ÈåùñÞó�å �çí Üðåéñç ïéêïãÝíåéá áðü ó�éãìéü�õðá �çòìïñöÞò �ïõ ó÷Þìá�ïò (14.2), äçëáäÞ áðü ðëÞñåéò äéìåñåßò ãñÜöïõò Ên;n.Ìéáò êáé ïðïéïäÞðï�å maximal mat
hing ó�ï ãñÜöï áõ�ü Ý÷åé ìÝãåèïò n,ï áëãüñéèìïò èá åðéó�ñÝøåé ðÜí�á Ýíá VC ìåãÝèïõò 2n. ¼ìùò �ï âÝë�éó�ïVC Ý÷åé ìÝãåèïò n (åðéëÝãïí�áò ãéá ðáñÜäåéãìá üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ åíüòìÝñïõò �ïõ ãñÜöïõ) êáé Ý�óé ç ëýóç ðïõ åðéó�ñÝöåé ï áëãüñéèìïò åßíáé üí�ùò2 öïñÝò ÷åéñü�åñç áðü �ç âÝë�éó�ç.
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Ó÷Þìá 14.3: ¸íáò ðëÞñçò ãñÜöïò �çò ïéêïãÝíåéáò K2n+1Áò ðñï÷ùñÞóïõìå �þñá ó�ï äåý�åñï åñþ�çìá: ìÞðùò åßíáé õðåñâïëéêü íáâÜëïõìå �ïí áëãüñéèìü ìáò íá åðéó�ñÝøåé üëïõò �ïõò êüìâïõò �ùí áêìþí åíüòmaximal mat
hing; Êáé ðÜëé ç áðÜí�çóç åßíáé ü÷é, üðùò ðñïêýð�åé óõíÞèùòìå ÷ñÞóç åíüò áêüìá êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíïõ ðáñáäåßãìá�ïò.�áñÜäåéãìá 14.4.5. ÈåùñÞó�å �çí Üðåéñç ïéêïãÝíåéá K2n+1 ðëÞñùí ãñÜöùíìå ðåñé��ü áñéèìü êüìâùí, üðùò áõ�üò �ïõ Ó÷Þìá�ïò (14.3). Ó�çí ðåñßð�ùóçáõ�Þ Ýíá maximalmat
hing Ý÷åé ìÝãåèïò n êáé Ý�óé �ï ìÝãåèïò �ïõ åðéó�ñåöüìåíïõVC èá åßíáé 2n. ¼ìùò åßíáé åýêïëï íá åðáëçèåýóïõìå ü�é êáé �ï åëÜ÷éó�ïVC Ý÷åé ìÝãåèïò 2n. ¸�óé ï áëãüñéèìüò ìáò èá åðéó�ñÝøåé ìßá âÝë�éó�çëýóç. Ôï ðáñÜäåéãìá áõ�ü êáèéó�Ü óáöÝò ü�é äåí ìðïñïýìå íá âåë�éþóïõìå�ïí áëãüñéèìï êÜíïí�áò ìßá ðéï £Ýîõðíç¤ åðéëïãÞ êïñõöþí (ãéá ðáñÜäåéãìáìüíï �éò ìéóÝò êïñõöÝò �ïõ Ì), áöïý õðÜñ÷ïõí ðåñéð�þóåéò åéóüäùí (üðùòï Ê2n+1) üðïõ ÷ñåéÜæå�áé íá ðÜñïõìå üëåò �éò êïñõöÝò. Ìå Üëëá ëüãéá,åöüóïí ï áëãüñéèìïò áõ�üò ãéá êÜðïéåò åéóüäïõò åðéó�ñÝöåé �ï åëÜ÷éó�ï VC,áí ðñïóðáèïýóáìå íá åëá��þóïõìå �ïí áñéèìü �ùí åðéó�ñåöüìåíùí êïñõöþí,�ü�å ãéá �éò óõãêåêñéìÝíåò áõ�Ýò åéóüäïõò ç åðéó�ñåöüìåíç ëýóç äå èá Þ�áíêáí VC. Áí ð.÷. ðñïóðáèïýóáìå íá âñïýìå áëãüñéèìï ðïõ íá åðéó�ñÝöåé ëýóçêüó�ïõò SOL ≤ 3=2|M | áõ�ü äå èá Þ�áí äõíá�ü.Ôï �åëåõ�áßï åñþ�çìá, áí êáé ðïëý óçìáí�éêü, óõíÞèùò åßíáé äýóêïëïíá áðáí�çèåß. �éá ðáñÜäåéãìá ãéá �ï VC, îÝñïõìå ü�é õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ìåëüãï ðñïóÝããéóçò 2−Θ( 1√

logn) (÷Üñç óå ìßá ðñüóöá�ç åñãáóßá �ïõ Êáñáêþó�á(George Karakostas) ðïõ âáóßæå�áé óå �å÷íéêÝò ãñáììéêïý ðñïãñáììá�éóìïý),áëëÜ äåí îÝñïõìå áí �ï ðñüâëçìá åðéäÝ÷å�áé ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï ìåó�áèåñü ëüãï ðñïóÝããéóçò < 2 Þ PTAS.�áñá�Þñçóç. �áñüëï ðïõ �á ðñïâëÞìá�á VC, Clique êáé Independent Setìðïñïýí íá áíá÷èïýí ðïëõùíõìéêÜ �ï Ýíá ó�ï Üëëï, áõ�ü äå óçìáßíåé ü�éÝíáò ðïëõùíõìéêüò ðñïóåããéó�éêüò áëãüñéèìïò ãéá �ï VC ìáò äßíåé Ýíáíáí�ßó�ïé÷ï áëãüñéèìï ãéá êÜðïéï áðü �á Üëëá äýï (èõìçèåß�å ãéá ðáñÜäåéãìáü�é �ï Clique åßíáé ó�çí êëÜóç poly-APX).
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rete Knapsa
k ProblemÓ�ï êåöÜëáéï �ïõ Äõíáìéêïý �ñïãñáììá�éóìïý åß÷áìå áíáöåñèåß ó�ïðñüâëçìá Dis
rete Knapsa
k, ó�ï ïðïßï ðñáê�éêÜ èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå áðüÝíá óýíïëï áðü áí�éêåßìåíá áõ�Ü ðïõ ÷ùñÜíå óå Ýíá óáêßäéï ðåðåñáóìÝíçò÷ùñç�éêü�ç�áò, Ý�óé þó�å íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ç óõíïëéêÞ áîßá �ïõ ðåñéå÷ïìÝíïõ�ïõ óáêéäßïõ (êÜèå áí�éêåßìåíï ìðïñåß íá Ý÷åé äéáöïñå�éêÞ áîßá). Åß÷áìååðßóçò áíáöÝñåé ü�é �ï ðñüâëçìá áõ�ü åðéäÝ÷å�áé Ýíáí øåõäïðïëõùíõìéêüáëãüñéèìï êáé åß÷áìå ðåé ü�é �Ý�ïéá ðñïâëÞìá�á óõíÞèùò åðéäÝ÷ïí�áé êáé êáëüðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï. Ó�ï ìÝñïò áõ�ü èá áíáöåñèïýìå ìå ðåñéóóü�åñçëåð�ïìÝñåéá ó�ç ó÷Ýóç áõ�Þ �ùí ðñïóåããéó�éêþí áëãïñßèìùí ìå �ïõò øåõäïðïëõùíõìéêïýò,÷ñçóéìïðïéþí�áò ùò áí�éðñïóùðåõ�éêü ðñüâëçìá �ï Dis
rete Knapsa
k.Øåõäïðïëõùíõìéêïß áëãüñéèìïé�éá íá êá�áëÜâïõìå êáëý�åñá �é åßíáé Ýíáò øåõäïðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïòèá ÷ñåéáó�åß íá êÜíïõìå ìßá äéÜêñéóç áíÜìåóá ó�á óõó�á�éêÜ ó�ïé÷åßá åíüòó�éãìéï�ýðïõ åéóüäïõ óå Ýíáí áëãüñéèìï. Ç åßóïäïò ìðïñåß íá áðï�åëåß�áéáðü áí�éêåßìåíá (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá óýíïëá, ãñÜöïõò) ðëÞèïõò n êáé áðüáñéèìïýò, ð.÷. m.Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç åßíáé óáöÝò �é åííïïýìå £ìÝãåèïò åéóüäïõ n¤: �ïíðëçèÜñéèìï �ïõ óõíüëïõ, Þ �ï ìÝãåèïò �ïõ óõíüëïõ êïñõöþí Þ áêìþí �ïõãñÜöïõ, áí�ßó�ïé÷á, ðïõ öõóéêÜ åßíáé ðïëõùíõìéêÜ óõó÷å�éóìÝíï ìå �ï ìÞêïò�çò áíáðáñÜó�áóçò �ïõ óõíüëïõ.Ôé ãßíå�áé üìùò ü�áí ç åðéðëÝïí åßóïäïò ðåñéÝ÷åé êáé áñéèìïýò; Óå áõ�Þ�çí ðåñßð�ùóç èåùñïýìå ùò ìÝãåèïò �çò åéóüäïõ �ï ìÝãåèïò �çò äõáäéêÞòáíáðáñÜó�áóçò �ùí áñéèìþí. �éá ðáñÜäåéãìá, áí äïèåß ùò åßóïäïò Ýíáòáñéèìüò m, �ü�å ëÝìå ü�é ï áëãüñéèìïò åßíáé ðïëõùíõìéêüò áí ÷ñåéÜæå�áé÷ñüíï O(p(|m|)) = O(p(logm)), üðïõ p Ýíá ðïëõþíõìï. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é áíãñÜøïõìå Ýíá ðñüãñáììá �ï ïðïßï äéáâÜæåé (äÝ÷å�áé ùò åßóïäï) Ýíáí áñéèìüm êáé �ñÝ÷åé Ýíá for loop (ìå óþìá ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ùò ðñïò n) möïñÝò, äåí ìðïñïýìå íá ðïýìå ü�é ï ÷ñüíïò åê�ÝëåóÞò �ïõ åßíáé ðïëõùíõìéêüò:ëÝìå ü�é åßíáé øåõäïðïëõùíõìéêüò, äçëáäÞ �ñÝ÷åé óå ÷ñüíï p(n · m). AíåêöñÜóïõìå �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ùò óõíÜñ�çóç �ïõ ìåãÝèïõò �çò åéóüäïõ óåunary áíáðáñÜó�áóç �ïõ m (ï áñéèìüò 42 ãéá ðáñÜäåéãìá áíáðáñßó�á�áé ìå43 Üóóïõò3) �ü�å ëÝìå ü�é Ýíáò øåõäïðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò åßíáé ðïëõùíõìéêüòùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �çò unary áíáðáñÜó�áóçò �ïõ m (ðïõ åßíáé �ï ßäéï ìåðïëõùíõìéêüò ùò ðñïò �çí �éìÞ �ïõm). ¸íáò øåõäïðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïòÝ÷åé éêáíïðïéç�éêÞ áðüäïóç ãéá £ìéêñÜ¤ m. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá ó�éãìéü�õðá3ëüãù �çò óýìâáóçò ü�é 1 óå unary åßíáé �ï 0 óå äåêáäéêü



14.4 Áí�éðñïóùðåõ�éêïß ðñïóåããéó�éêïß áëãüñéèìïé 201üðïõ m = O(p(n)), ï áëãüñéèìïò åßíáé ðñáãìá�éêÜ ðïëõùíõìéêüò ùò ðñïò �ïìÞêïò �çò åéóüäïõ.Ï ëüãïò ðïõ ãéá ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á Äõíáìéêïý �ñïãñáììá�éóìïý Ý÷ïõìåøåõäïðïëõùíõìéêïýò áëãïñßèìïõò åßíáé ü�é ç åðßëõóÞ �ïõò âáóßæå�áé óõíÞèùòó�ç ìÝèïäï �ïõ ðßíáêá (ðïõ ãåìßæåé ìå for loops) �ïõ ïðïßïõ �ï ìÝãåèïò óõ÷íÜêáèïñßæå�áé áðü �çí �éìÞ �ùí áñéèìþí ðïõ äßíïí�áé ó�çí åßóïäï.Strong NP-hardnessÅßäáìå ó�á ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá ðùò ó�ç Èåùñç�éêÞ �ëçñïöïñéêÞ èåùñïýìååí ãÝíåé åýêïëá �á ðñïâëÞìá�á ðïõ ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï êáéäýóêïëá �á NP-hard ðñïâëÞìá�á.Ïé øåõäïðïëõùíõìéêïß áëãüñéèìïé åßíáé ðñáê�éêÜ áðïäï�éêïß ãéá ìéêñÝò�éìÝò �ùí åéóüäùí, áëëÜ ãåíéêÜ óõíéó�ïýí ìßá óáöþò áóèåíÝó�åñç (ùò ðñïò�çí áðïäï�éêü�ç�á) êëÜóç áëãïñßèìùí óå ó÷Ýóç ìå �ïõò ðïëõùíõìéêïýò. ÓåðëÞñç áí�éó�ïé÷ßá ëïéðüí ìå áõ�Þ �çí áóèåíÝó�åñç Ýííïéá áðïäï�éêü�ç�áò, èáïñßóïõìå êáé ìßá ðéï éó÷õñÞ Ýííïéá £äõóêïëßáò¤ (intra
tability), �çí strongNP-hardness.Ïñéóìüò 14.4.6. ¸íá ðñüâëçìá êáëåß�áé strongly NP-hard áí êÜèå ðñüâëçìá�ïõ NP ìðïñåß íá áíá÷èåß óå áõ�ü óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, ìå �ïõò áñéèìïýòó�çí åßóïäü �ïõ íá åßíáé ãñáììÝíá óå unary áíáðáñÜó�áóç.Äéáéóèç�éêÜ ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò ìáò ëÝåé ü�é �á strongly NP-hard ðñïâëÞìá�áðáñáìÝíïõí äýóêïëá íá ëõèïýí áêüìá êáé áí áöÞóïõìå �ïí áëãüñéèìï íáåê�åëåó�åß ãéá ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò m ÷ñüíï, äçëáäÞ áñêå�Ü (åêèå�éêÜ)ðåñéóóü�åñï áðü ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò logm ÷ñüíï.�áñá�çñÞó�å �þñá ü�é áí ìðïñïýóáìå íá ëýóïõìå êÜðïéï strongly NP-hard ðñüâëçìá óå øåõäïðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, �ü�å èá ìðïñïýóáìå íá ëýóïõìåêÜèå ðñüâëçìá �ïõ NP óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ìå Üëëá ëüãéá, åê�üò êáé áíP=NP, êáíÝíá strongly NP-hard ðñüâëçìá äåí åðéäÝ÷å�áé øåõäïðïëõùíõìéêüáëãüñéèìï.�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�ç ìåëÝ�ç �ïõ ðñïóåããéó�éêïý áëãïñßèìïõ ãéá �ïDis
rete Knapsa
k èá äéá�õðþóïõìå Ýíá èåþñçìá ðïõ êá�áäåéêíýåé �ç ó÷Ýóçìå�áîý �ùí FPTAS êáé �ùí øåõäïðïëõùíõìéêþí áëãïñßèìùí.Èåþñçìá 14.4.7. �éá Ýíá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò � , áí ãéá êÜèå ó�éãìéü�õðïåéóüäïõ I,
• OPT < p(|Iu|) ãéá êÜðïéï ðïëõþíõìï p, üðïõ Éu åßíáé ç unary áíáðáñÜó�áóç�ïõ É êáé
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• ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç ðáßñíåé áêÝñáéåò �éìÝò

�ü�å, áí �ï � åðéäÝ÷å�áé FPTAS, �ü�å �ï � åðéäÝ÷å�áé êáé øåõäïðïëõùíõìéêüáëãüñéèìï.
�üñéóìá 14.4.8. ¸íá strongly NP-hard ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò ìå �éòðáñáðÜíù éäéü�ç�åò äåí åðéäÝ÷å�áé FPTAS, åê�üò áí P=NP.To ðüñéóìá ðñïêýð�åé Üìåóá áðü �ï Èåþñçìá 14.4.7 êáé áðü �çí ðáñáðÜíùðáñá�Þñçóç ü�é �á strongly NP-hard ðñïâëÞìá�á äåí åðéäÝ÷ïí�áé øåõäïðïëõùíõìéêüáëãüñéèìï.Áò äïýìå �þñá �é óõìâáßíåé ìå �ï ðñüâëçìá Dis
rete Knapsa
k. �éá�ïõò �õðéêïýò ïñéóìïýò ìðïñåß�å íá áíá�ñÝîå�å ó�ï êåöÜëáéï �ïõ Äõíáìéêïý�ñïãñáììá�éóìïý. Åäþ èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíáí Üëëï áëãüñéèìï Äõíáìéêïý�ñïãñáììá�éóìïý ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß �ç ìÝèïäï �ïõ ðßíáêá, áëëÜ äéáöÝñåé áðü�ïí áëãüñéèìï ðïõ ðáñïõóéÜóáìå ó�ï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï ó�ï åîÞò: áí�ßíá äéá�çñïýìå Ýíáí ðßíáêá Ê : n ×W üðïõ �ï ó�ïé÷åßï Á[i; w] ðåñéÝ÷åé �ïõðïóýíïëï �ïõ �ïõ {x1; : : : ; xi} âÜñïõò w ìå �ç ìÝãéó�ç áîßá, äéá�çñïýìå�ïí ðßíáêá W : n × n · P , üðïõ P = maxi pi êáé ç èÝóç W [i; p] ðåñéÝ÷åé �ïõðïóýíïëï �ïõ {x1; : : : ; xi} áîßáò p ìå �ï åëÜ÷éó�ï âÜñïò4.Ï íÝïò áëãüñéèìïò åßíáé ï 14.2. �áñá�çñïýìå ü�é ï ÷ñüíïò åê�ÝëåóÞò �ïõåßíáé Ï(n2P ), üðïõ P åßíáé ï ìåãáëý�åñïò áðü �ïõò áñéèìïýò ðïõ äÝ÷å�áé ïáëãüñéèìïò ùò åßóïäï, äçëáäÞ ï áëãüñéèìïò åßíáé øåõäïðïëõùíõìéêüò.

4ðñïöáíþò ç áîßá ìßáò ïðïéáäÞðï�å ëýóçò äåí ìðïñåß íá õðåñâáßíåé �ï n · P



14.4 Áí�éðñïóùðåõ�éêïß ðñïóåããéó�éêïß áëãüñéèìïé 203Áëãüñéèìïò 14.2 Äõíáìéêüò �ñïãñáììá�éóìüò ãéá Dis
rete Knapsa
kfun
tion DKnap(n:integer; pro�t: array; weight: array) :integer;var P : integer; (∗P = maxi{pro�ts[i]}∗)W : array[1::n][1::n ∗ P ];i; j: integer;beginfor i := 1 to P doif i = pro�t[i] then W [1; i] = weight[i];else W [1; i] :=∞;for i := 1 to n dofor j := 1 to n ∗ P doW [i + 1; j] := min{W [i; j];weight[i+ 1] +W [i; j − pro�t[i+ 1]];DKnap := maxj{W [n; j] ≤∑iweight[i]};end.Áò äïýìå �þñá ðþò ìðïñïýìå íá áëëÜîïõìå ëßãï �ïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìïðñïêåéìÝíïõ íá ðÜñïõìå Ýíá FPTAS. H éäÝá åßíáé íá áãíïÞóïõìå ìåñéêÜëéãü�åñï óçìáí�éêÜ øçößá �ùí pi, Ý�óé þó�å �åëéêÜ �á pi, Üñá êáé �ï P , íá åßíáéðïëõùíõìéêÜ ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �çò åéóüäïõ (n) êáé ùò ðñïò �çí ðáñÜìå�ñïóöÜëìá�ïò 1=". Ïðü�å åñãáæüìáó�å üðùò öáßíå�áé ó�ïí áëãüñéèìï 14.3.Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ü�é ãéá �ç ëýóç SOL ðïõ åðéó�ñÝöåé ï áëãüñéèìïò áõ�üòéó÷ýåé: SOL ≥ (1− ")OPTÇ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé O(n2 · P ′) = O (⌈n3" ⌉), êáèþòP ′ =
⌈ PK⌉

=
⌈n" ⌉. ÅðïìÝíùò ï áëãüñéèìïò åßíáé FPTAS.Áëãüñéèìïò 14.3 FPTAS ãéá Dis
rete Knapsa
k1. ÄïèÝí�ïò �ïõ " üñéóå �ï Ê = "·Pn2. ÈÝóå �á íÝá êÝñäç ó�éò �éìÝò p′i = ⌈piK ⌉3. Åê�Ýëåóå �ïí áëãüñéèìï 14.2 ìå êÝñäç �á p′i



204 ÊåöÜëáéï 14. Øåõäïðïëõùíõìéêïß êáé �ñïóåããéó�éêïß Áëãüñéèìïé14.4.3 Traveling Salesman ProblemÓ�ï �åëåõ�áßï áõ�ü ìÝñïò èá åó�éÜóïõìå ó�ï ðñüâëçìá �ïõ ðëáíüäéïõðùëç�Þ, �ï ïðïßï èá äåßîïõìå ü�é äåí åðéäÝ÷å�áé êáíÝíá ÷ñÞóéìï ðáñÜãïí�áðñïóÝããéóçò. �éá íá äåßîïõìå ü�é Ýíá ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò � åßíáéäýóêïëï íá ðñïóåããéó�åß ãåíéêÜ õðÜñ÷ïõí äýï ìÝèïäïé:
• Ïé gap-introdu
ing redu
tions, ó�éò ïðïßåò áíÜãïõìå Ýíá NP-
ompleteðñüâëçìá áðüöáóçò � ′ ó�ï ðñüâëçìá � .
• Ïé gap-preserving redu
tions, ó�éò ïðïßåò áíÜãïõìå Ýíá Üëëï äýóêïëáðñïóåããßóéìï ðñüâëçìá � ′ ó�ï ðñüâëçìá � .Áò äïýìå �þñá �çí åöáñìïãÞ ìßáò gap-introdu
ing redu
tion áðü �ï ðñüâëçìáHamilton Cy
le ó�ï TSP (èõìçèåß�å ü�é ìå áí�ßó�ïé÷ç áíáãùãÞ äåßîáìå ü�é�ï TSP åßíáé NP-
omplete).Èåþñçìá 14.4.9. �éá êÜèå ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãßóéìç óõíÜñ�çóç �(n), �ïÔSP äåí ìðïñåß íá ðñïóåããéó�åß ìå ðáñÜãïí�á ðñïóÝããéóçò �(n), åê�üò áíP=NP (üðïõ n �ï ðëÞèïò �ùí êüìâùí �ïõ ãñÜöïõ).Aðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ü�é õðÜñ÷åé Ýíáò �(n)-ðñïóåããéó�éêüò áëãüñéèìïòãéá �ï TSP. Èá äåßîïõìå ðþò ï áëãüñéèìïò áõ�üò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåßãéá íá åðéëýóïõìå �ï ðñüâëçìá Hamilton Cy
le. Ç êåí�ñéêÞ éäÝá åßíáé ìßááíáãùãÞ áðü Ýíá Hamilton Cy
le ó�éãìéü�õðï óå Ýíá TSP ó�éãìéü�õðï, ðïõìå�áó÷çìá�ßæåé Ýíáí ãñÜöï G ìå n êïñõöÝò, óå Ýíáí ðëÞñç ãñÜöï G′ ìå nêïñõöÝò, Ý�óé þó�å:
• áí ï G Ý÷åé êýêëï Hamilton, �ü�å �ï êüó�ïò �çò âÝë�éó�çò ëýóçò ó�ïíTSP åßíáé n êáé
• áí ï G äåí Ý÷åé êýêëï Hamilton, �ü�å �ï êüó�ïò �çò âÝë�éó�çò ëýóçòó�ïí TSP åßíáé > �(n) · n�áñá�çñÞó�å �þñá ü�é ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå ãéá �ï áí ï G Ý÷åé êýêëïÞ ü÷é, åê�åëþí�áò �ïí �(n)-ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï ãéá �ï TSP: ó�çí ðñþ�çðåñßð�ùóç, ï ðñïóåããéó�éêüò áëãüñéèìïò èá åðéó�ñÝøåé ìßá ëýóç ðïõ èá åßíáé

≤ �(n) ·OPT = �(n) ·n, åíþ ó�ç äåý�åñç èá åðéó�ñÝøåé ìßá ëýóç ðïõ èá åßíáé
≥ OPT > �(n) · n. ÁíÜëïãá ëïéðüí ìå �çí �éìÞ ðïõ åðéó�ñÝöå�áé ãéá �ïí G′ìðïñïýìå íá êá�áëÜâïõìå �é éó÷ýåé ãéá �ïí G.Ç áíáãùãÞ �þñá ðñïêåéìÝíïõ íá ðå�ý÷ïõìå �á ùò Üíù åßíáé ðïëý áðëÞ:áíáèÝ�ïõìå âÜñïò 1 óå êÜèå áêìÞ �ïõ áñ÷éêïý ãñÜöïõ G êáé âÜñïò �(n) · nóå üëåò �éò õðüëïéðåò áêìÝò, þó�å íá áðïê�Þóïõìå �ïí ðëÞñç ãñÜöï G′. ÇáíáãùãÞ ãßíå�áé ðñïöáíþò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. �áñá�çñÞó�å �þñá ü�é,



14.4 Áí�éðñïóùðåõ�éêïß ðñïóåããéó�éêïß áëãüñéèìïé 205áí ï G Ý÷åé êýêëï Hamilton, �ü�å ç âÝë�éó�ç ëýóç �ïõ TSP åßíáé ðñïöáíþòáõ�üò ï êýêëïò, êüó�ïõò n. Áí�ßèå�á, óå ðåñßð�ùóç ðïõ ï G äåí Ý÷åé êýêëïHamilton, ç âÝë�éó�ç ëýóç ó�ï TSP èá ðåñíÜ áðü �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá áêìÞâÜñïõò �(n) · n êáé Ý�óé �ï óõíïëéêü �çò êüó�ïò èá åßíáé OPT > �(n) · n.



.



ÊåöÜëáéï 15�áñÜñ�çìá
15.1 ÅéóáãùãÞ-Éó�ïñéêÞ ÁíáäñïìÞ

207



208 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìá15.2 Õðïëïãéó�éêÜ �ñïâëÞìá�á êáé ÔõðéêÝò �ëþóóåò



15.2 Õðïëïãéó�éêÜ �ñïâëÞìá�á êáé ÔõðéêÝò �ëþóóåò 209newpage1



210 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìá15.3 Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing



15.3 Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing 211newpage2



212 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìá15.4 Õðïëïãéó�ü�ç�á15.4.1 Ìç-Õðïëïãéó�ü�ç�á: Ôï ðñüâëçìá Ôåñìá�éóìïý



15.5 Ìç Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing 21315.5 Ìç Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò Turing



214 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìá15.6 Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�á15.7 ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á15.7.1 Í�å�åñìéíéó�éêÞ ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á



15.7 ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á 215newpage4



216 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìá15.7.2 Ìç Í�å�åñìéíéó�éêÞ ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á



15.7 ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á 217newpage6



218 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìá15.8 ÁíáãùãÞ êáé �ëçñü�ç�á



15.9 NP -�ëçñü�ç�á 21915.9 NP -�ëçñü�ç�á15.9.1 NP -�ëÞñç �ñïâëÞìá�á



220 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìánewpage7



15.10 ¢ëëåò ÊëÜóåéò �ïëõðëïêü�ç�áò 22115.10 ¢ëëåò ÊëÜóåéò �ïëõðëïêü�ç�áò15.10.1 ×ùñéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á



222 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìá15.10.2 �ïëõðëïêü�ç�á Óõíáñ�Þóåùí



15.10 ¢ëëåò ÊëÜóåéò �ïëõðëïêü�ç�áò 22315.10.3 Óõìðëçñùìá�éêÝò ÊëÜóåéò �ïëõðëïêü�ç�áò15.10.4 ÊëÜóåéò �ïëõðëïêü�ç�áò ãéá �éèáíï�éêïýò Áëãüñéèìïõò



224 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìánewpage9



15.10 ¢ëëåò ÊëÜóåéò �ïëõðëïêü�ç�áò 22515.10.5 �ëåéïøçöéêïß ðïóïäåßê�åò



226 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìá15.10.6 ÄéáëïãéêÜ Óõó�Þìá�á Áðüäåéîçò



15.11 Âéâëéïãñáößá 22715.11 Âéâëéïãñáößá



228 ÊåöÜëáéï 15. �áñÜñ�çìá15.12 Áíïéê�Ü Åñåõíç�éêÜ �ñïâëÞìá�á15.13 ÁóêÞóåéò


