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Κεφάλαιο 1

Ανάλυση τάσεων

1.1 Μαζικέςδυνάμεις, επιφανειακέςδυνάμεις και
τάσεις

Όταν σ’ ένα σώμα εφαρμόζεται ένα σύνολο εξωτερικών δυνάμεων,
αναπτύσσονται εσωτερικές δυνάμεις μέσα στο σώμα. Η συμπεριφορά
τουσώματος, δηλαδήοι αλλαγές στις διαστάσεις του (ηπαραμόρφωσή
του) ή η τελική αστοχία του, είναι συνάρτηση των εσωτερικών δυνά-
μεων, οι οποίες με τη σειρά τους είναι συνάρτηση των εξωτερικών δυ-
νάμεων που επιβάλλονται στο σώμα. Οι εξωτερικά επιβαλλόμενες δυ-
νάμεις χωρίζονται σε:

1. Μαζικές δυνάμεις που συνδέονται με τη μάζα του σώματος, δη-
λαδή είναι κατανεμημένες σ’ όλο τον όγκο του σώματος. Δεν προ-
κύπτουν από την επαφή του σώματος με άλλα σώματα. Παρα-
δείγματα τέτοιωνδυνάμεων είναι γενικάοι δυνάμεις πεδίουόπως
οι δυνάμεις βαρύτητας και οι μαγνητικές δυνάμεις, αλλά και οι
αδρανειακές δυνάμεις. Μετρώνται σε δύναμη ανά μονάδα όγκου
και θα συμβολίζουμε τις συνιστώσες της κατανομής τους ανά μο-
νάδα όγκου, κατά τους x, y και z άξονες ενός καρτεσιανού συστή-
ματος αναφοράς, με Fx, Fy και Fz αντίστοιχα.

2. Επιφανειακές δυνάμεις που προκύπτουν από τη φυσική επαφή με-
ταξύδύοσωμάτων και ασκούνται στην εξωτερική επιφάνειά τους.
Στο εσωτερικό ενός σώματος, παριστάνουν τη δύναμηπουασκεί-
ται σε μια «φανταστική» εσωτερική τομή - επιφάνεια, εμβαδού
A (Σχήμα 1.1), από το τμήμα του σώματος που αποκόπηκε στο
τμήμα του σώματος που μελετάμε.

Αν ένα φανταστικό επίπεδο κόβει ένα σώμα σε δύο τμήματα Ι και ΙΙ και
κάνουμε το διάγραμμα ελευθέρου σώματος του Ι, δηλαδή βάλουμε σ’
αυτό τις δυνάμεις που ασκεί το ΙΙ στο Ι και τις εξωτερικές δυνάμεις
P και q2 που δέχεται το Ι, παρατηρούμε ότι οι επιφανειακές δυνάμεις
P και q2 εξισορροπούνται από τη δύναμη που ασκεί το τμήμα ΙΙ στο
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8 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΑΣΕΩΝ

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

I II

∆F

∆A

P

M

q

q

1

2

A

Σχήμα 1.1: Εξωτερικές δυνάμεις και εσωτερική διατομή ενός στερεού
σώματος

τμήμα Ι. Αυτή η δύναμη όμως κατανέμεται σ’ ολόκληρη την κοινή επι-
φάνεια A μεταξύ των τμημάτων Ι και ΙΙ. Κάθε στοιχειώδης επιφάνεια
∆A της A, δέχεται δύναμη ∆F . Η μέση τιμή της δύναμης ανά μονάδα
επιφάνειας είναι

pave =
∆F

∆A
(1.1)

Η τάση σ’ ένα σημείο∆A ορίζεται ως η οριακή τιμή της μέσης δύναμης
ανά μονάδα επιφάνειας, καθώς η επιφάνεια ∆A τείνει στο 0, δηλαδή

p = lim
∆A→0

∆F

∆A
=

dF
dA (1.2)

H δύναμη dF δεν είναι αναγκαστικά κάθετη ή εφαπτόμενη στην επι-
φάνεια dA πάνω στην οποία δρα. Η τάση p όπως ορίστηκε εδώ, που
ασκείται πάνω σε επιφάνεια dA, είναι ένα διάνυσμα που έχει τη διεύ-
θυνση και φορά του διανύσματος της δύναμης dF . Το διάνυσμα

p⃗ =
dF⃗
dA (1.3)

ονομάζεται διάνυσμα τάσης.
Τις συνιστώσες του διανύσματος τάσης που ασκείται στην εξωτε-

ρική επιφάνεια ενός σώματος, συμβολίζουμε με Tµ
x , Tµ

y και Tµ
z . µ⃗ είναι

το προς τα έξω μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια (Σχήμα
1.2). Η τάση σε εσωτερική επιφάνεια έχει συνιστώσες px, py και pz.

Περισσότερο σημαντικές στην πράξη είναι οι ορθές και οι διατμητι-
κές συνιστώσες του διανύσματος τάσης. Με σ συμβολίζουμε την ορθή
τάση, δηλαδή τη συνιστώσα της τάσης που είναι κάθετη στο επίπεδο
όπου αυτή (η τάση) εφαρμόζεται. Η διατμητική συνιστώσα της τάσης
συμβολίζεται με τ και κείται πάνωστην επιφάνεια όπουαυτήδρα (Σχήμα
1.3). Προφανώς ισχύει

p2 = σ2 + τ2 (1.4)
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Σχήμα 1.2: Το διάνυσμα τάσης T⃗µ στην εξωτερική επιφάνεια ενός δισ-
διάστατου σώματος

Ας δούμε τώρα μια τρισδιάστατη εντατική κατάσταση όπως παρου-
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Σχήμα 1.3: Η ορθή και η διατμητική τάση

σιάζεται στο παρακάτω ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο (Σχήμα 1.4). Τα
επίπεδα ονομάζονται, σύμφωνα με τη διεύθυνση και φορά του προς
τα έξω μοναδιαίου, κάθετου διανύσματος σ’ αυτά. Το προς τα έξω μο-
ναδιαίο κάθετο διάνυσμα, δείχνει μακριά από το εσωτερικό του σώμα-
τος. Η δεξιά έδρα του ορθογωνίου ονομάζεται θετική κατά x έδρα, ενώ
η αριστερή έδρα του ορθογωνίου ονομάζεται αρνητική κατά x έδρα,
διότι το προς τα έξω μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα σ’ αυτή, έχει την
αρνητική διεύθυνση του άξονα x. Θετικές θεωρούνται οι τάσεις που
δρουν σε θετικές έδρες και έχουν φορά τη θετική φορά των αξόνων,
η δρουν σε αρνητικές έδρες και έχουν φορά την αρνητική φορά των
αξόνων. Ο πρώτος δείκτης στις τάσεις αναφέρεται στο επίπεδο όπου
αυτές ασκούνται, ενώ ο δεύτερος δείκτης αναφέρεται στη διεύθυνση
της τάσης.

1.2 Ομοιόμορφη εντατική κατάσταση

Αν η εντατική κατάσταση σ’ ένα σώμα είναι ίδια σε κάθε σημείο του,
δηλαδή αν οι τάσεις είναι ανεξάρτητες από τις χωρικές συντεταγμέ-
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Σχήμα 1.4: Απεικόνιση τάσεων πάνω στις έδρες ορθογωνίου παραλλη-
λεπιπέδου

νες x, y και z, τότε λέμε ότι έχουμε ομοιόμορφη εντατική κατάσταση.
Στην ομοιόμορφη εντατική κατάσταση, οι μαζικές δυνάμεις είναι ίσες
με μηδέν.

Έστω ότι, στο επίπεδο xy, έχουμε την ομοιόμορφη εντατική κατά-
σταση του Σχήματος 1.5. Επειδή έχουμε επίπεδη εντατική κατάσταση,
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Σχήμα 1.5: Επίπεδη εντατική κατάσταση

ισχύει ότι

τxz = τyz = τzx = τzy = 0 (1.5)

Η σzz μπορεί να είναι διάφορη του μηδενός, αλλά δεν την εξετάζουμε
εδώ. Έστω ότι το ορθογώνιο του Σχήματος 1.5, έχει μοναδιαίο πάχος
κάθετα στο χαρτί. Παίρνοντας ισορροπία ροπών ως προς την κάτω
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αριστερή κορυφή του ορθογωνίου έχω

σxxb
b

2
− σxxb

b

2
+ σyya

a

2
− σyya

a

2
− τxyba+ τyxab = 0 ⇒

τxy = τyx (1.6)

Το αποτέλεσμα (1.6) είναι αρκετά γενικό για δύο κάθετα μεταξύ τους
επίπεδα, όπου ισχύει ότι

τ ′xy = τ ′yx (1.7)
Αναφερόμενοι στο Σχήμα 1.5, απομονώνουμε το κάτω αριστερά πρι-
σματικό κομμάτι και θεωρούμε τις συνιστώσες px και py του διανύσμα-
τος τάσης στο επίπεδο x′ (Σχήμα 1.6). Από στατική ισορροπία κατά x
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Σχήμα 1.6: Οι τάσεις στις έδρες πρίσματος τριγωνικής διατομής

έχουμε ∑
Fx = 0 ⇒ pxA− σxxA cosα− τxyA sinα = 0 ⇒

px = σxx cosα+ τxy sinα (1.8)

Όμοια από ισορροπία κατά y παίρνουμε

py = σyy sinα+ τxy cosα (1.9)

Αλλά η ορθή τάση στην έδρα x′ είναι

σ′xx = px cosα+ py sinα (1.10)

Από (1.8) - (1.10) παίρνουμε

σ′xx = σxx cos2 α+ σyy sin2 α+ 2τxy sinα cosα (1.11)

Με όμοια διαδικασία βρίσκουμε ότι

τ ′xy = (σyy − σxx) sinα cosα+ τxy(cos2 α− sin2 α) (1.12)
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H σ′yy βρίσκεται αν θέσουμε το α+ π
2 , στη θέση του α στην (1.11). Τότε

προκύπτει τελικά ότι

σ′yy = σxx sin2 α+ σyy cos2 α− 2τxy sinα cosα (1.13)

Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1.11) και (1.13) παρατηρούμε ότι

σ′xx + σ′yy = σxx + σyy = σταθερό (1.14)

δηλαδή το άθροισμα των ορθών τάσεων σε δύο κάθετα μεταξύ τους
επίπεδα, παραμένει αμετάβλητο όταν αλλάζει η γωνία α.

Οι (1.11) - (1.13) γράφονται και ως

σ′xx =
σxx + σyy

2
+
σxx − σyy

2
cos 2α+ τxy sin 2α (1.15)

σ′yy =
σxx + σyy

2
− σxx − σyy

2
cos 2α− τxy sin 2α (1.16)

τ ′xy =
σyy − σxx

2
sin 2α+ τxy cos 2α (1.17)

1.2.1 Κύριες τάσεις

Για να βρούμε τα επίπεδα όπου αναπτύσσονται η μέγιστη και η ελά-
χιστη ορθή τάση, παραγωγίζουμε τη σχέση (1.15) ως προς α, δηλαδή

dσ′xx
dα = −(σxx − σyy) sin 2α+ 2τxy cos 2α = 0 ⇒ tan 2α =

2τxy
σxx − σyy

(1.18)
Οι δύο λύσεις α της (1.18) διαφέρουν κατά 90, δηλαδή η μέγιστη και
η ελάχιστη τάση προκύπτουν σε κάθετα μεταξύ τους επίπεδα. Από τις
(1.17) και (1.18) προκύπτει αμέσως ότι η διατμητική τάση στα επίπεδα
αυτά είναι ίση με μηδέν. Τα επίπεδα αυτά λέγονται κύρια επίπεδα και
οι ορθές τάσεις που ασκούνται πάνω σ’ αυτά λέγονται κύριες τάσεις.
Τα ημίτονα και συνημίτονα που αντιστοιχούν στη γωνία που ορίζεται
από την (1.18), είναι

sin 2α = ± 2τxy√
4τ2xy + (σxx − σyy)2

(1.19)

cos 2α = ± σxx − σyy√
4τ2xy + (σxx − σyy)2

(1.20)

όπως φαίνεται από το Σχήμα 1.7. Παρατηρώντας ότι τα ημίτονα και
συνημίτονα στις (1.19) και (1.20), πρέπει να είναι η και τα δύο θετικά
η και τα δύο αρνητικά για να ισχύει η (1.18), αντικαθιστούμε τις (1.19)
και (1.20) στις (1.15) και (1.16) και παίρνουμε

σmax = σ1 =
σxx + σyy

2
+

√(
σxx − σyy

2

)2

+ τ2xy (1.21)
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4τxy
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yy
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xx
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2

2α
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yyσ−xxσ

Σχήμα 1.7: Ορθογώνιο τρίγωνο που για το οποίο ισχύει η σχέση (1.18)

από τα θετικά cos 2α, sin 2α και

σmin = σ2 =
σxx + σyy

2
−

√(
σxx − σyy

2

)2

+ τ2xy (1.22)

από τα αρνητικά.

1.2.2 Ακρότατες διατμητικές τάσεις

Όπως εργαστήκαμε για την εύρεση των κυρίων τάσεων, έτσι και για
τις ακρότατες διατμητικές παίρνουμε

dτ ′xy
dα = (σyy−σxx) cos 2α−2τxy sin 2α = 0 ⇒ tan 2α = −σxx − σyy

2τxy
(1.23)

Η (1.23) δίνει δύο κάθετα μεταξύ τους επίπεδα, από τις δύο λύσεις ως
προς α της (1.23) που διαφέρουν κατά 90o, όπου αναπτύσσονται η τmax

και η τmin. Από τις (1.18) και (1.23), προκύπτει ότι τα επίπεδα των ακρό-
τατων διατμητικών τάσεων σχηματίζουν γωνία 45o με τα επίπεδα των
κυρίων τάσεων. Από την τριγωνομετρία προκύπτει ότι

αs1 = αp1 − 45o (1.24)

όπου αs1 είναι ο προσανατολισμός του επιπέδου της τmax και αp1 είναι
ο προσανατολισμός του επιπέδου της σ1 (Σχήμα 1.8). Από τις (1.17) και
(1.23) προκύπτει ότι

τmax = +

√(
σxx − σyy

2

)2

+ τ2xy = −τmin (1.25)

Δηλαδή οι ακρότατες διατμητικές τάσεις, είναι ίσες και αντίθετες. Η
τmax είναι η θετική.
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2
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Σχήμα 1.8: Επίπεδα κυρίων και ακρότατων διατμητικών τάσεων

Από τις (1.16) και (1.23), προκύπτει ότι στα επίπεδα των ακρότατων
διατμητικών τάσεων, η ορθή τάση είναι

σaver =
σxx + σyy

2
(1.26)

δηλαδή ίδια και στα δύο αυτά επίπεδα.

1.3 Εντατική κατάσταση σε σημείο

Θα δείξουμε ότι οι παραπάνω σχέσεις μετασχηματισμού των τά-
σεων ισχύουν και για μη ομοιόμορφη κατανομή των τάσεων, περι-
λαμβανομένης και της περίπτωσης ύπαρξης μαζικών δυνάμεων. Θεω-
ρούμε την εντατική κατάσταση στο σημείο O (Σχήμα 1.9). Πάνω ακρι-
βώς στο σημείο O, οι τάσεις είναι σxx, σyy και τxy. px και py είναι οι
συνιστώσες του διανύσματος τάσης, που ασκείται σε επίπεδο που εί-
ναι παράλληλο στο ΑΒ και περνά από το σημείο O. Fx και Fy είναι οι
συνιστώσες των μαζικών δυνάμεων στο Ο. Οι διαστάσεις του τριγω-
νικού στοιχείου ΑΟΒ, είναι ∆x, ∆y και ∆s και είναι μικρές ποσότητες.

Στο όριο, αν ∆x → 0 και ∆y → 0 με τέτοιο τρόπο ώστε
∆y

∆x
= σταθερά,

(δηλαδή αν η ΑΒ πλησιάζει το Ο παραμένοντας παράλληλη προς την
αρχική της θέση) το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ περνά από το Ο.

Από την ισορροπία δυνάμεων κατά x έχουμε

(px +∆px)∆s = (σxx +
∂σxx
∂y

∆y

2
)∆y +

(τyx +
∂τyx
∂x

∆x

2
)∆x− (Fx +∆Fx)

∆x∆y

2
(1.27)
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Σχήμα 1.9: Εντατική κατάσταση κοντά στο σημείο O

Διαιρώ την (1.27) κατά μέλη με ∆s και παίρνω

px +∆px = (σxx +
∂σxx
∂y

∆y

2
) cosα+

(τyx +
∂τyx
∂x

∆x

2
) sinα− (Fx +∆Fx)

∆x cosα
2

(1.28)

Καθώς ∆x → 0 και ∆y → 0, αναγκαστικά έχουμε και ότι ∆px → 0 και
∆Fx → 0. Έτσι η (1.28) δίνει

px = σxx cosα+ τyx sinα (1.29)
Όμοια παίρνουμε

py = σyy sinα+ τxy cosα (1.30)
Οι (1.29) και (1.30) είναι ακριβώς ίδιες με τις (1.8) και (1.9). Θα δείξουμε
σε επόμενο κεφάλαιο ότι τxy = τyx και συνεπώς οι (1.29) και (1.30) οδη-
γούν στις σχέσεις μετασχηματισμού (1.15) - (1.17).

1.4 Διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας

Γενικά οι τάσεις μεταβάλλονται από σημείο σε σημείο μέσα σ’ ένα
σώμα (Σχήμα 1.10). Έστω ότι η τάση στο Α είναι σxxA = σxx. Τότε

σxxB = σxx +
∂σxx
∂x

dx (1.31)

σxxC = σxx +
∂σxx
∂y

dy (1.32)

σxxD = σxxB +
∂σxxB

∂y
dy (1.33)
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σ
σ

σ
σ

xx
xx

xx
xx

C
D

B

A

C D

dx

dy

A B

Σχήμα 1.10: Μεταβαλλόμενες τάσεις στη γειτονιά του σημείου A.

Από τις σχέσεις (1.31) και (1.33) παίρνουμε

σxxD = σxx +
∂σxx
∂x

dx+
∂

∂y

(
∂σxx
∂x

dx
)
dy =⇒

σxxD = σxx +
∂σxx
∂x

dx+
∂σxx
∂y

dy (1.34)

Η δύναμηP1 στην αριστερή πλευρά AC του στοιχείου (Σχήμα 1.11 είναι

C D

A B

P
1

2P

Σχήμα 1.11: Δυνάμεις στη γειτονιά του σημείου A.

P1 =


σxx + σxx +

∂σxx

∂y
dy

2

dy =⇒

P1 = σxxdy +
1

2

∂σxx
∂y

dy2 (1.35)
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Η δύναμη στη δεξιά πλευρά BD είναι

P2 =


σxx +

∂σxx

∂x
dx+ σxx +

∂σxx

∂x
dx+

∂σxx

∂y
dy

2

dy =⇒

P2 = σxxdy +
∂σxx
∂x

dxdy + 1

2

∂σxx
∂y

dy2 (1.36)

Από τις (1.35) και (1.36) παίρνουμε

P1 − P2 =
∂σxx
∂x

dxdy (1.37)

Θεωρώ τώρα ότι οι μέσες τάσεις στην αριστερή και στη δεξιά πλευρά

τουστοιχείου, στομέσο καθ’ ύψος τουστοιχείου, είναι σxx και
(
∂σxx

∂x
dx+ σxx

)
αντίστοιχα. Τότεπροκύπτει πάλι η (1.37). Έτσι χρησιμοποιούμε τοαπλο-
ποιημένο σύστημα τάσεων, που φαίνεται στο Σχήμα 1.12, με ομοιό-
μορφες κατανομές σε κάθε πλευρά. Θεωρώντας ισορροπία δυνάμεων

Fy

Fx

σxx

∂

∂
+σxx
x
dx

∂

∂
+τxy

τxy

x
dx

∂

∂
+τ

τ

yx
yx

y
dy

σ

∂

∂
+σyy

yy

y
dy

σxx

τxy

σyy

τyx

dy

dx

Σχήμα 1.12: Ομοιόμορφες κατανομές τάσεων στις πλευρές ορθογώ-
νιου στοιχείου.

ως προς x, γράφουμε

Fxdxdy +
(
σxx +

∂σxx
∂x

dx
)
dy − σxxdy +(

τyx +
∂τyx
∂y

dy
)
dx− τyxdx = 0 (1.38)
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και τελικά παίρνουμε(
∂σxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+ Fx

)
dxdy = 0. (1.39)

Επειδή όμως dxdy ̸= 0, παίρνουμε
∂σxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+ Fx = 0 (1.40)

Όμοια, από την ισορροπία κατά y παίρνουμε
∂σyy
∂y

+
∂τxy
∂x

+ Fy = 0 (1.41)

Σε τρισδιάστατη εντατική κατάσταση οι (1.40) και (1.41) γενικεύονται
στις

∂σxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+ Fx = 0 (1.42)

∂σyy
∂y

+
∂τxy
∂x

+
∂τzy
∂z

+ Fy = 0 (1.43)

∂σzz
∂z

+
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+ Fz = 0 (1.44)

Με αναφορά το Σχήμα 1.12, παίρνουμε την εξίσωση ισορροπίας ρο-
πών ως προς το κάτω αριστερά γωνιακό σημείο του ορθογωνίου. Έτσι
έχουμε(

∂σyy
∂y

dydx
)
dx
2

−
(
∂σxx
∂x

dxdy
)
dy
2

+

(
τxy +

∂τxy
∂x

dx
)
dydx−(

τyx +
∂τyx
∂y

dy
)
dxdy + Fydxdy

dx
2

− Fxdxdy
dy
2

(1.45)

Αγνοώντας τα γινόμενα τριών διαφορικών ως πολύ μικρές ποσότητες,
παίρνω τελικά

τxy = τyx (1.46)
Μπορεί να δειχθεί και για τρισδιάστατη εντατική κατάσταση, ότι ισχύ-
ουν οι σχέσεις συμμετρίας

τxy = τyx (1.47)
τxz = τzx (1.48)
τyz = τzy (1.49)

Οι σχέσεις (1.42) - (1.44) και (1.47) - (1.49) αποτελούν σύστημα 3 εξισώ-
σεων με 6 αγνώστους. Έτσι, με τα όσα έχουμε αναφέρει μέχρι τώρα, το
πρόβλημα της εύρεσης της κατανομής των τάσεων μέσα σ’ ένα σώμα,
είναι στατικά απροσδιόριστο.
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1.5 Τρισδιάστατη εντατική κατάσταση

Ο στόχος μας είναι να βρούμε τις τάσεις σ’ ένα κεκλιμένο επίπεδο
x′, αν οι τάσεις στα επίπεδα x, y και z είναι γνωστές και η διεύθυνση
x′ είναι επίσης γνωστή (Σχήμα 1.13). Η διεύθυνση του επιπέδου ABC,

A

B

C

O

x

y

z

σ

τ

τ

τ

zz

zx

zy

yz
τyx

σ
yy

σ
xx

τxz

τxy

Σχήμα 1.13: Τάσεις στις έδρες τετράεδρου στοιχείου.

ορίζεται από τις γωνίες που σχηματίζει η κάθετος σ’ αυτό (δηλαδή ο
άξονας x′), με τους άξονες x, y και z. Ορίζουμε τα συνημίτονα των γω-
νιών αυτών με α11, α21 και α31 αντίστοιχα.

Το εμβαδό του τριγώνουΑΟCσυνδέεται με το εμβαδό του τριγώνου
ABC με τη σχέση

AAOC = AABC cos(y, x′) = Aα21 (1.50)

Όμοια παίρνουμε και ότι

AAOB = Aα31 (1.51)
ABOC = Aα11 (1.52)

όπουA είναι η επιφάνεια του τριγώνου ΑΒC και το σύμβολο (y, x′) ανα-
φέρεται στη γωνία μεταξύ των αξόνων y και x′.

Έστω τώρα ότι p⃗ είναι το διάνυσμα τάσης που ασκείται στην έδρα
ΑBC (Σχήμα 1.14). Οι συνιστώσες του p⃗ ως προς το σύστημα x, y και z,
είναι px, py και pz αντίστοιχα. Από την ισορροπία δυνάμεων κατά x, y
και z, παίρνουμε∑

Fx = 0 ⇒ px = σxxα11 + τyxα21 + τzxα31 (1.53)∑
Fy = 0 ⇒ py = τxyα11 + σyyα21 + τzyα31 (1.54)∑
Fz = 0 ⇒ pz = τxzα11 + τyzα21 + σzzα31 (1.55)
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A

C

x

y

z

O

x’

p

p

p

p
yB

x

z

Σχήμα 1.14: Ανάλυση του διανύσματος τάσης p⃗πουασκείται στην έδρα
ABC.

Η σ′xx, δηλαδή η ορθή τάση που ασκείται στην έδρα ABC, μπορεί να
βρεθεί προβάλλοντας το p⃗πάνωστονάξονα x′. Εναλλακτικά, μπορούμε
να προβάλουμε τις συνιστώσες px, py και pz πάνω στον άξονα x′ και να
αθροίσουμε τις προβολές. Από τις (1.50) - (1.55) παίρνουμε

σ′xx = σxxα
2
11 + σyyα

2
21 + σzzα

2
31 + 2τxyα11α21 + 2τyzα21α31 +

2τzxα31α11 (1.56)

Η διατμητική τάση πάνω στην ABC είναι

τ2 = p2 − σ′
2
xx (1.57)

όπου
p2 = p2x + p2y + p2z (1.58)

Αν θέλουμε να βρούμε και τη διεύθυνση της τ , πρέπει να εισαγάγουμε
ένα καινούργιο ορθογώνιο σύστημα x′, y′ και z′, όπου οι άξονες y′ και
z′ κείνται πάνω στην έδρα ΑΒC. Ορίζουμε έτσι τις διευθύνσεις x′, y′ και
z′ από τα συνημίτονα κατεύθυνσης που φαίνονται στον Πίνακα 1.1.

Στον Πίνακα 1.1, το α11 είναι το συνημίτονο της γωνίας μεταξύ των
αξόνων x και x′, το α23 είναι το συνημίτονο της γωνίας μεταξύ των
αξόνων y και z′ κ.ο.κ. Συνοπτικά, ο πρώτος δείκτης στο συνημίτονο
κατεύθυνσης αναφέρεται στον άξονα του αρχικού συστήματος και ο
δεύτερος δείκτης στον άξονα του τελικού (στραμμένου) συστήματος.
Προβάλλοντας το p πάνω στις διευθύνσεις y′ και z′, παίρνουμε τις δια-
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x′ y′ z′

x α11 α12 α13

y α21 α22 α23

z α31 α32 α33

Πίνακας 1.1: Τα συνημίτονα κατεύθυνσης των αξόνων του νέου συστή-
ματος (τονούμενου) ως προς το αρχικό σύστημα (άτονο).

τμητικές τάσεις

τ ′xy = σxxα11α12 + σyyα21α22 + σzzα31α32

τxy(α11α22 + α21α12) + τyz(α21α32 + α31α22) +

τzx(α31α12 + α11α32) (1.59)
τ ′xz = σxxα11α13 + σyyα21α23 + σzzα31α33

τxy(α11α23 + α21α13) + τyz(α21α33 + α31α23) +

τzx(α31α13 + α11α33) (1.60)

Τα 9 συνημίτονα κατεύθυνσης δεν είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.
Θα δείξουμε αργότερα ότι μεταξύ τους ισχύουν οι σχέσεις:

α2
11 + α2

21 + α2
31 = 1 (1.61)

α2
12 + α2

22 + α2
32 = 1 (1.62)

α2
13 + α2

23 + α2
33 = 1 (1.63)

α11α12 + α21α22 + α31α32 = 0 (1.64)
α12α13 + α22α23 + α32α33 = 0 (1.65)
α11α13 + α21α23 + α31α33 = 0 (1.66)

1.5.1 Κύριες τάσεις

Αναζητώ τα επίπεδα όπου η ορθή τάση παίρνει μέγιστη τιμή, δη-
λαδή αναζητώ τα επίπεδα των κυρίων τάσεων για τρισδιάστατη εντα-
τική κατάσταση. Παραγωγίζω λοιπόν την (1.56) μια φορά ως προς α11
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και μια φορά ως προς α21. Ως προς α31 δεν παραγωγίζουμε, διότι το
α31 εξαρτάται από τα α11 και α21 μέσα από τη σχέση (1.61). Τα αποτελέ-
σματα των παραγωγίσεων τα εξισώνω με μηδέν και παίρνω

α11σxx + α21τxy + α31τxz
α11

=
α11τxy + α21σyy + α31τyz

α21
=

α11τxz + α21τyz + α31σzz
α31

(1.67)

Από τις (1.53) - (1.55), οι (1.67) γράφονται
px
α11

=
py
α21

=
pz
α31

(1.68)

Η σχέση (1.68) δείχνει ότι το επίπεδο όπου η ορθή τάση παρουσιάζει
ακρότατο, είναι κάθετο προς το διάνυσμα τάσης. Επομένως η διατμη-
τική τάση είναι μηδέν στο επίπεδο αυτό. Έτσι αν σp είναι η ακρότατη
τιμή της ορθής τάσης σ′xx, ισχύουν οι σχέσεις

σp =
px
α11

=
py
α21

=
pz
α31

(1.69)

Από τις (1.53) - (1.55) και από την (1.69) βρίσκουμε

α11(σxx − σp) + α21τxy + α31τxz = 0 (1.70)
α11τxy + α21(σyy − σp) + α31τyz = 0 (1.71)
α11τxz + α21τyz + α31(σzz − σp) = 0 (1.72)

Μη τετριμμένη λύση των (1.70) - (1.72) ως προς α11, α21, α31, (δηλαδή
α11 ̸= 0, α21 ̸= 0, α31 ̸= 0), υπάρχει μόνο αν η ορίζουσα των συντελε-
στών των αγνώστων είναι μηδέν, δηλαδή αν

σ3p − (σxx + σyy + σzz)σ
2
p+

(σxxσyy + σyyσzz + σzzσxx − τ2xy − τ2yz − τ2zx)σp−
(σxxσyyσzz + 2τxyτyzτzx − σxxτ

2
yz − σyyτ

2
xz − σzzτ

2
xy) = 0 (1.73)

Υπάρχουν πάντα τρεις πραγματικές ρίζες της (1.73). Αυτές αντιστοι-
χούν στις τρεις κύριες τάσεις που συμβολίζουμε με σ1, σ2 και σ3, όπου
σ1 > σ2 > σ3.

Για την εύρεση των κυρίων επιπέδων, δηλαδή των επιπέδων όπου
ασκούνται οι κύριες τάσεις, αντικαθιστούμε τις τιμές των σ1, σ2, σ3 δια-
δοχικά στις (1.70) - (1.72). Βέβαια δύο μόνο από τις τρεις εξισώσεις
(1.70) - (1.72) παραμένουν ανεξάρτητες, διότι η ορίζουσα των συντελε-
στών των αγνώστων είναι μηδέν. Ως τρίτη εξίσωση χρησιμοποιούμε
την

α2
11 + α2

21 + α2
31 = 0 (1.74)
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για κάθε τιμή της σp.
Παρατηρούμε ότι η (1.73) ορίζει τις τρεις τιμές σ1, σ2 και σ3 της

σp, ανεξάρτητα από τον προσανατολισμό του συστήματος συντεταγ-
μένων Oxyz. Δηλαδή οι ποσότητες μέσα στις παρενθέσεις στη (1.73),
παραμένουν αναλλοίωτες ως προς τα συστήματα συντεταγμένων και
επομένως

σxx + σyy + σzz = σ′xx + σ′yy + σ′zz (1.75)
σxxσyy + σyyσzz + σzzσxx − τ2xy − τ2yz − τ2zx =

σ′xxσ
′
yy + σ′yyσ

′
zz + σ′zzσ

′
xx − τ ′2xy − τ ′2yz − τ ′2zx (1.76)

σxxσyyσzz + 2τxyτyzτzx − σxxτ
2
yz − σyyτ

2
xz − σzzτ

2
xy =

σ′xxσ
′
yyσ

′
zz + 2τ ′xyτ

′
yzτ

′
zx − σ′xxτ

′2
yz − σ′yyτ

′2
xz − σ′zzτ

′2
xy (1.77)

1.5.2 Ακρότατες διατμητικές τάσεις

Τα επίπεδα των ακρότατων διατμητικών τάσεων, μπορούν να βρε-
θούν αν παραγωγίσουμε την (1.57) ως προς α11 και ως προς α21. Τα
αποτελέσματα των παραγωγίσεων τα θέτουμε ίσα με μηδέν. Προκύ-
πτει τότε ότι η μέγιστη διατμητική τάση είναι

τmax =
σ1 − σ3

2
(1.78)

όπου σ1 είναι η μέγιστη κύρια τάση και σ3 είναι η ελάχιστη κύρια τάση.
Η τmax ασκείται σε επίπεδο που διχοτομεί τα επίπεδα της μέγιστης
και της ελάχιστης κύριας τάσης (Σχήμα 1.15). Στην εξαγωγή αυτού του

45

σ

σ

σ

3

ο

45

2

1

ο

Σχήμα 1.15: Επίπεδα ακρότατων διατμητικών τάσεων (με πράσινο
χρώμα).

αποτελέσματος θεωρούμε σαν αρχικό σύστημα, το κύριο σύστημα τά-
σεων.
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1.6 Ασκήσεις

1.6.1 Άσκηση

Δείξτε ότι οι τάσεις

σxx = σ′xx = σ0 (1.79)
τxy = −τ ′xy = τ0 ̸= 0 (1.80)

δεν ορίζουν την εντατική κατάσταση σ’ ένα σημείο. (Υπόδειξη: Δείξτε
ότι με τις δεδομένες τάσεις, δεν είναι δυνατό να προσδιοριστεί η γω-
νίαα.) Δείξτε ότι οι παραπάνω τάσεις, ορίζουν την εντατική κατάσταση
σ’ ένα σημείο, αν είναι δεδομένη και η γωνία α.

1.6.2 Άσκηση

Λεπτήπλάκαβρίσκεται υπόομοιόμορφη εντατική κατάστασηόπως
στο Σχήμα 1.16. Ναβρεθούν οι κύριες τάσεις και οι κύριες διευθύνσεις.

10

MPa

MPa

10
45
o

Σχήμα 1.16: Λεπτή πλάκα υπό ομοιόμορφη διάτμηση.

1.6.3 Άσκηση

Δίνεται η παρακάτω τρισδιάστατη εντατική κατάσταση

σxx = 8MPa, σzz = −6MPa, σyy = −2MPa,

τxy = τxz = τyz = 0 (1.81)

Να βρεθούν οι τάσεις ως προς νέο σύστημα αξόνων x′, y′, z′, όπου

α11 =
2√
5
, α12 =

−1√
5
, α33 = +1 (1.82)



Κεφάλαιο 2

Ανάλυση παραμορφώσεων
και μετατοπίσεων

2.1 Σχέσειςπαραμορφώσεωνκαιμετατοπίσεων

Ένα σώμα λέμε ότι παραμορφώνεται όταν οι σχετικές θέσεις των
υλικών σημείων του αλλάζουν. Aυτή η κατάσταση είναι διαφορετική
από την κίνηση στερεού σώματος, όπου η απόσταση μεταξύ δύο ση-
μείων του παραμένει αμετάβλητη. Όταν ασκούνται δυνάμεις σ’ ένα
σώμα, η θέση κάθε σημείου του σώματος γενικά αλλάζει. Η μετατόπισή
ενός σημείου είναι, το διάνυσμα από την αρχική μέχρι την τελική θέση
του σημείου. Συμβολίζουμε τις συνιστώσες της μετατόπισης κατά x, y
και z με u, v και w αντίστοιχα.

Θεωρούμε ράβδο που υπόκειται σε μονοαξονική ένταση (Σχήμα
2.1). Τα σημεία A και B παίρνουν τις θέσεις A′ και B′ αντίστοιχα, στην
παραμορφωμένη κατάσταση. Ορίζοντας την ορθή παραμόρφωση ϵxx,
ως την ανηγμένη αλλαγή μήκους, έχουμε

ϵxx =

(
∂u

∂x

)
dx

dx =
∂u

∂x
(2.1)

Οι δύο δείκτες αναφέρονται στη διεύθυνση της ίνας ΑΒ του υλικού
στην απαραμόρφωτη κατάσταση.

Έστω τώρα επίπεδη εντατική κατάστασή που ορίζεται από τις εξι-
σώσεις

u = u(x, y, z), v = v(x, y, z), w = 0 (2.2)

Θεωρούμε την παραμόρφωση και μετατόπιση του στοιχειώδους ορ-
θογωνίου ABCD που παίρνει την τελική θέση A′B′C ′D′ (Σχήμα 2.2).
H παραμόρφωση έχει δύο διακεκριμένους τύπους. Ο πρώτος τύπος
παραμόρφωσης σχετίζεται με την αλλαγή του μήκους των πλευρών

25
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Σχήμα 2.1: Ράβδος υπό μονοαξονική ένταση.

του ορθογωνίου και ο δεύτερος τύπος παραμόρφωσης συνδέεται με
τη στροφή της μιας πλευράς ως προς την άλλη. Η ορθή παραμόρφωση
(τροπή) σε δεδομένη διεύθυνση ορίζεται ως η ανηγμένη αλλαγή μή-
κους (δηλαδήηαλλαγήμήκουςανάμονάδααρχικούμήκους), μιας γραμ-
μής υλικού που αρχικά ήταν προσανατολισμένη στη δεδομένη διεύ-
θυνση. Η διατμητική παραμόρφωση (τροπή) ορίζεται ως η μεταβολή της
αρχικά ορθής γωνίας μεταξύ δύο αξόνων (η γωνία μετριέται σε ακτί-
νια). Η διατμητική παραμόρφωση είναι θετική αν η ορθή γωνία με-
ταξύ των θετικών ημιαξόνων, μειώνεται. Γωνίες γραφόμενες κατά την
αντιωρολογιακήφοράθεωρούνται θετικές, γι’ αυτό και χρησιμοποιούμε
το −λ στο Σχήμα 2.2. Σύμφωνα με το Σχήμα 2.2 έχουμε:

ϵxx =
A′B′ −AB

AB
=
A′B′ − dx

dx (2.3)

ϵyy =
A′D′ −AD

AD
=
A′D′ − dy

dy (2.4)

γxy =
π

2
− β = θ − λ (2.5)

Στη γραμμικήθεωρία της ελαστικότηταςπουθα εξετάσουμε, θεωρούμε
ότι οι παραμορφώσεις και οι χωρικές παράγωγοι των μετατοπίσεων
είναι μικρές ποσότητες. Έστω u και v οι μετατοπίσεις του σημείου Α.
Οι μετατοπίσεις του Β θα είναι

u+
∂u

∂x
dx (2.6)

v +
∂v

∂x
dx (2.7)
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∂

∂y
dy

u

∂υ

∂x
dx

∂

∂x
dx

u

λ
β

θ

∂υ

∂y
dy

dy

dx

dx

x u

dy

y

A B

CD

υ

D’

C’

B’

A’

O

y

x

Σχήμα 2.2: Μετατόπιση και παραμόρφωση ορθογώνιου στοιχείου.

και οι μετατοπίσεις του D θα είναι

u+
∂u

∂y
dy (2.8)

v +
∂v

∂y
dy (2.9)

Έτσι έχουμε

(A′B′)2 = [dx(1 + ϵxx)]
2 =

(
dx+

∂u

∂x
dx
)2

+

(
∂v

∂x
dx
)2

=⇒

ϵ2xx + 2ϵxx + 1 = 1 + 2
∂u

∂x
+

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

=⇒

ϵxx =
∂u

∂x
(2.10)

αγνοώντας όρους με δυνάμεις ≥ 2, πολύ μικρούς. Με παρόμοια διαδι-
κασία παίρνουμε

ϵyy =
∂v

∂y
(2.11)

Από το Σχήμα 2.2 παρατηρούμε ότι

θ =

∂v

∂x
dx

dx+
∂u

∂x
dx

(2.12)
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διότι για μικρές γωνίες θ ισχύει ότι θ = tan θ. Από την (2.12) προκύπτει
ότι

θ =
∂v

∂x
(2.13)

και με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να δείξουμε ότι

λ = −∂u
∂y

(2.14)

Από τις (2.13), (2.14) και (2.10) παίρνουμε τη σχέση

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
(2.15)

όπου οι μερικές παράγωγοι στη (2.15) είναι θετικές αν οι ΑΒ και ΑD
στρέφονται η μια προς την άλλη, δηλαδή όταν οι u και v αυξάνονται
όταν αυξάνεται το y και το x αντίστοιχα.

Γενικεύοντας σε τρεις διαστάσεις έχουμε τις σχέσεις

ϵxx =
∂u

∂x
(2.16)

ϵyy =
∂v

∂y
(2.17)

ϵzz =
∂w

∂z
(2.18)

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
(2.19)

γyz =
∂v

∂z
+
∂w

∂y
(2.20)

γzx =
∂w

∂x
+
∂u

∂z
(2.21)

Από τις (2.19) - (2.21) παρατηρούμε ότι ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις
συμμετρίας:

γxy = γyx (2.22)
γyz = γzy (2.23)
γzx = γxz (2.24)

2.2 Εξισώσεις συμβιβαστού

Αν δοθούν οι συνιστώσες της μετατόπισης u, v και w σαν συναρ-
τήσεις των x, y και z, μπορούμε να βρούμε τις έξι συνιστώσες της πα-
ραμόρφωσης από ϵxx, ϵyy, ϵzz, γxy, γyz και γzx από τις σχέσεις (2.16) -
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(2.21). Αν δοθούν όμως οι έξι συνιστώσες της παραμόρφωσης σαν συ-
ναρτήσεις των x, y και z και ζητάμε να βρούμε τις μετατοπίσεις u, v
και w, έχουμε να λύσουμε ένα σύστημα έξι εξισώσεων με τρεις αγνώ-
στους. Ένα τέτοιο σύστημα δεν έχει λύση εκτός αν οι συνιστώσες της
παραμόρφωσης συνδέονται μεταξύ τους με κάποιες σχέσεις.

Παραγωγίζοντας την (2.16) δύο φορές ως προς y, την (2.17) δύο φο-
ρές ως προς x και προσθέτοντας τις προκύπτουσες σχέσεις κατά μέλη,
παίρνουμε

∂2ϵxx
∂y2

+
∂2ϵyy
∂x2

=
∂3u

∂y2∂x
+

∂3v

∂x2∂y
(2.25)

Από την (2.19) παίρνουμε

∂2γxy
∂x∂y

=
∂2

∂x∂y

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
(2.26)

Από τις (2.25) και (2.26) προκύπτει ότι

∂2ϵxx
∂y2

+
∂2ϵyy
∂x2

=
∂2γxy
∂x∂y

(2.27)

Όμοια δείχνουμε ότι ισχύουν και οι σχέσεις

∂2ϵyy
∂z2

+
∂2ϵzz
∂y2

=
∂2γyz
∂y∂z

(2.28)

∂2ϵzz
∂x2

+
∂2ϵxx
∂z2

=
∂2γzx
∂z∂x

(2.29)

2
∂2ϵxx
∂y∂z

=
∂

∂x

(
−∂γyz
∂x

+
∂γxz
∂y

+
∂γxy
∂z

)
(2.30)

2
∂2ϵyy
∂z∂x

=
∂

∂y

(
∂γyz
∂x

− ∂γxz
∂y

+
∂γxy
∂z

)
(2.31)

2
∂2ϵzz
∂x∂y

=
∂

∂z

(
∂γyz
∂x

+
∂γxz
∂y

− ∂γxy
∂z

)
(2.32)

Οι σχέσεις (2.27) - (2.32) είναι οι εξισώσεις συμβιβαστού των παραμορ-
φώσεων. Οι συνιστώσες της παραμόρφωσης ϵxx, ϵyy, ϵzz, γxy, γyz και γzx,
πρέπει να ικανοποιούν τις (2.27) - (2.32) έτσι ώστε να είναι ολοκληρώ-
σιμες και να μπορούν να δώσουν τις συσνιστώσες των μετατοπίσεων
u, v και w.

2.3 Παραμορφώσεις σε σημείο

Σε κατάσταση επίπεδης παραμόρφωσης, δηλαδή όταν u = u(x, y),
v = v(x, y) και w = 0, αν δίνονται τα στοιχεία ϵxx, ϵyy και γxy σ’ ένα
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σημείο του σώματος, είναι δυνατό να βρούμε τις παραμορφώσεις σ’
ένα στοιχείο προσανατολισμένο σ’ οποιαδήποτε διεύθυνση στο ση-
μείο αυτό. Σε στοιχειώδες ορθογώνιο στοιχείο (Σχήμα 2.3, αν οι με-
τστοπίσεις του σημείουP0 είναι u και v, τότε οι μετοπίσεις του σημείου
P θα είναι

u+
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy (2.33)

v +
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy (2.34)

Αναζητούμε τις παραμορφώσεις ϵ′xx, ϵ′yy και γ′xy ως προς το σύστημα

P0

0
P

P

dx

dy

u

P
0
’

P’

υ
α

ds

y’

y

’

dy

dx

α

Q R

P’

S

ψ

x’

x

Σχήμα 2.3: Μετατοπίσεις και παραμορφώσεις στη γειτονιά του ση-
μείου P0.
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x′y′. Ισχύουν οι σχέσεις

QR =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy (2.35)

RP ′ =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy (2.36)

Προβάλλουμε τα QR και RP ′ στη διεύθυνση x′ και παίρνουμε

P ′S cosψ = QR cosα+RP ′ sinα (2.37)

Αλλά
cosψ ≃ 1 (2.38)

διότι το ψ είναι πολύ μικρό. Έτσι από τις (2.35) - (2.38) παίρνουμε

ϵ′xx =
P ′S

ds =

(
∂u

∂x

dx
ds +

∂u

∂y

dy
ds

)
cosα+(

∂v

∂y

dy
ds +

∂v

∂x

dx
ds

)
sinα =⇒

ϵ′xx = ϵxx cos2 α+ ϵyy sin2 α+ γxy sinα cosα (2.39)

διότι

dy
ds = sinα (2.40)

dx
ds = cosα (2.41)

(2.42)

H (2.39) γράφεται και ως

ϵ′xx =
ϵxx + ϵyy

2
+
ϵxx − ϵyy

2
cos 2α+

γxy
2

sin 2α (2.43)

Αν θέσουμε όπου α το α+ π
2 στην (2.43) παίρνουμε τη σχέση

ϵ′yy =
ϵxx + ϵyy

2
− ϵxx − ϵyy

2
cos 2α− γxy

2
sin 2α (2.44)

Σχετικά με τη διατμητική παραμόρφωση γ′xy, γράφουμε αρχικά

tanψ ≃ ψ =
QS

ds =
(RP ′) cosα− (QR) sinα− (P ′S)ψ

ds (2.45)

Αλλά
(P ′S)ψ = ϵ′xxdsψ (2.46)
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και είναι αμελητέο σε σχέση με τους υπόλοιπους όρους της (2.45). Έτσι
προκύπτει ότι

ψ =

(
∂v

∂y

dy
ds +

∂u

∂x

dx
ds

)
cosα−

(
∂u

∂x

dx
ds +

∂u

∂y

dy
ds

)
sinα =⇒

ψ = −(ϵxx − ϵyy) sinα cosα+
∂v

∂x
cos2 α− ∂u

∂y
sin2 α (2.47)

Η (2.47) εκφράζει τη στροφή (γωνιακή μετατόπιση) του άξονα x′. H
στροφή του άξονα y′ βρίσκεται από την (2.47), αν όπου α θέσω το α+ π

2 .
Τελικά παίρνουμε

ψ |α+π
2
= −(ϵyy − ϵxx) cosα sinα+

∂v

∂x
sin2 α− ∂u

∂y
cos2 α (2.48)

Αλλά

γ′xy = ψ − ψ |α+π
2

= 2(ϵyy − ϵxx) cosα sinα+(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
(cos2 α− sin2 α) =⇒

γ′xy = (ϵyy − ϵxx) sin 2α+ γxy cos 2α (2.49)

Παρατηρούμε ότι υπάρχει ομοιότητα μεταξύ των σχέσεων (2.43),
(2.44) και (2.49) και των αντίστοιχων σχέσεων μετασχηματισμού των
τάσεων (1.15) - (1.17). Έτσι αλλάζοντας το σ σε ϵ και το τ σε γ

2 , παίρ-
νουμε από τις εξισώσεις μετασχηματισμού των τάσεων, τις εξισώσεις
μετασχηματισμού των παραμορφώσεων.

Για τα επίπεδα των κυρίων παραμορφώσεων ισχύει ότι

tan 2α =
γxy

ϵxx − ϵyy
(2.50)

και για τις τιμές των κυρίων παραμορφώσεων ισχύουν οι σχέσεις

ϵ1 =
ϵxx + ϵyy

2
+

1

2

√
(ϵxx − ϵyy)2 + γ2xy (2.51)

ϵ2 =
ϵxx + ϵyy

2
− 1

2

√
(ϵxx − ϵyy)2 + γ2xy (2.52)

Ανάλογες σχέσεις, με αυτές του μετασχηματισμού των τάσεων σε
τρεις διαστάσεις, προκύπτουν και για τις παραμορφώσεις σε τρεις δια-
στάσεις π.χ.

ϵ′xx = ϵxxα
2
11 + ϵyyα

2
21 + ϵzzα

2
31 + γxyα11α21 + γyzα21α31 +

γzxα31α11 (2.53)
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2.4 Γενικευμένες μετατοπίσεις

Αν μας δοθούν οι συνιστώσες u, v και w της μετατόπισης, σαν συ-
ναρτήσεις των συντεταγμένων x, y και z μέσα σ’ ένα σώμα, μπορούμε
να βρούμε τις παραμορφώσεις και τη γεωμετρία κάθε στοιχείου απει-
ροστών διαστάσεων, στην παραμορφωμένη κατάσταση (Σχήμα 2.3).
Aν δοθούν όμως οι παραμορφώσεις και τις ολοκληρώσουμε για να
βρούμε τις μετατοπίσεις u, v και w, θα προκύψουν σταθερές ολοκλή-
ρωσης, Θα δείξουμε ότι οι τελευταίες, αντιστοιχούν σε μετατοπίσεις
και στροφές στερεού (απαραμόρφωτου) σώματος. Το στοιχείο του Σχή-

dy

dx
x

y

ω
z0
=

∂

∂

υ

x

∂

∂

u

y
ω
z0
=

Σχήμα 2.4: Στροφή στερεού σώματος.

ματος 2.4 στρέφεται σαν στερεό (απαραμόρφωτο) σώμα κατά μια μι-
κρή γωνία ωz0. Ισχύει ότι

ωz0 =
∂v

∂x
= −∂u

∂y
(2.54)

Κατά τη στροφή αυτή δεν αναπτύσσονται παραμορφώσεις.
Αν μαζί με τη στροφή στερεού σώματος, αναπτύσσονται και παρα-

μορφώσεις μέσα στο σώμα, ορίζουμε την ποσότητα

ωz =
1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
(2.55)

Η ωz εκφράζει το μέσο όρο της γωνιακής μετατόπισης (στροφής) των
πλευρών dx και dy του ορθογωνίου και ονομάζεται στροφή

Από το Σχήμα 2.3, βρίσκουμε ότι η μετατόπιση κατά x του σημείου
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C θα είναι u+ du όπου

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy =⇒

du =
∂u

∂x
dx+

1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
dy + 1

2

(
∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
dy =⇒

du = ϵxxdx+
1

2
γxydy − ωzdy (2.56)

Οι δύο πρώτοι όροι στην (2.56) παριστάνουν τη μεταβολή της μετα-
τόπισης στο σημείο C σε σχέση με το σημείο Α, με αναφορά το Σχήμα
2.2, λόγω των παραμορφώσεων ϵxx και γxy. Η μεταβολή αυτή οφείλεται
μόνο σε καθαρή παραμόρφωση. Η καθαρή αυτή παραμόρφωση παρι-
στάνεται στο Σχήμα 2.5. Ο τελευταίος όρος στην (2.56) παριστάνει μια

γxy
1

2

γxy
1

2

γxy
1

2

dy

εxx dx
dx

dy

A

B

CD

B

C

D

´

´

´

y

x

Σχήμα 2.5: Κατάσταση καθαρής παραμόρφωσης.

μετατόπιση λόγω στροφής, που αν προστεθεί στη μετατόπιση λόγω
καθαρής παραμόρφωσης, το στοιχείο θα πάρει την τελική του θέση.
Αποδεικνύεται ότι η γωνία ωz παριστάνει τη μικρή γωνιακή μετατό-
πιση (στροφή) των κυρίων αξόνων παραμόρφωσης.

Όμοια μπορούμε να δείξουμε ότι, η σχετική μετατόπιση κατά τον
άξονα y, του σημείου C ως προς το Α είναι

dv = ϵyydy +
1

2
γxydx− ωzdx (2.57)

Οι σχέσεις (2.56) και (2.57) μπορούν να ολοκληρωθούν, αν ικανοποιού-
νται οι εξισώσεις συμβιβαστού των παραμορφώσεων. Το ολοκλήρωμά



2.4. ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΕΣ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΙΣ 35

τους περιλαμβάνει συναρτήσεις της μορφής

u∗ = u0 − ωz0y (2.58)
v∗ = v0 + ωz0x (2.59)

Οι συναρτήσεις μετατοπίσεων u∗ και v∗ δεν παράγουν παραμορφώ-
σεις, όπως φαίνεται από τις εξισώσεις (2.16), (2.17) και (2.19). Μπο-
ρούν επομένως ναπροστίθενται σε οποιοδήποτε πεδίο μετατοπίσεων,
χωρίς να αλλάζει η κατανομή των παραμορφώσεων. Εκφράζουν γενι-
κευμένη μετατόπιση στερεού σώματος, που περιλαμβάνει μεταφορά
(u0, v0) και μικρή στροφή ωz0. Αν δίνεται η μετατόπιση (u0, v0) και η
στροφή ωz0 σ’ ένα σημείο του σώματος, τότε βρίσκουμε πλήρως, χω-
ρίς αυθαίρετες σταθερές, τις μετατοπίσεις που αντιστοιχούν σε δεδο-
μένες παραμορφώσεις.

Η στροφή ωz0 αναφέρεται στην κίνηση ολόκληρου του σώματος,
σαν στερεό σώμα, δηλαδή είναι ανεξάρτητη από τις χωρικές συντε-
ταγμένες. Η ωz εκφράζει τη στροφή ενός στοιχείου του σώματος, απει-
ροστών διαστάσεων και εξαρτάται από τις χωρικές συντεταγμένες.

Οι (2.55) - (2.57) γενικεύονται σε τρεις διαστάσεις ως

du = ϵxxdx+
1

2
γxydy +

1

2
γxzdz − ωzdy + ωydz (2.60)

dv = ϵyydy +
1

2
γxydx+

1

2
γyzdz − ωxdz + ωzdx (2.61)

dw = ϵzzdz +
1

2
γxzdx+

1

2
γyzdy − ωydx+ ωxdy (2.62)

όπου

ωx =

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

)
(2.63)

ωy =

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
(2.64)

ωz =

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
(2.65)

(2.66)

είναι οι μικρές γωνίες στροφής γύρω από άξονες παράλληλους προς x,
y και z. Ολοκληρώνοντας τις (2.60) - (2.62), οι αυθαίρετες συναρτήσεις
ολοκλήρωσης παίρνουν τη μορφή

u∗ = u0 − ωz0y + ωy0z (2.67)
v∗ = v0 − ωx0z + ωz0x (2.68)
w∗ = w0 − ωy0x+ ωx0y (2.69)

αλλά δεν επηρεάζουν τις παραμορφώσεις. Έτσι σε προβλήματα της
ελαστικότητας συχνά αγνοούμε τις μετατοπίσεις στερεού σώματος.



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝ ΚΑΙ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΩΝ

2.5 Αρχή της επαλληλίας

Δύο επί μέρους καταστάσεις μικρών παραμορφώσεων μπορούν να
προστεθούν και να μας δώσουν τη συνολική παραμόρφωση που θα
προέκυπτε από την επάλληλη (η μια αμέσως μετά την άλλη) εφαρμογή
τους. Η σειρά επιβολής των δύο επί μέρους καταστάσεων παραμόρ-
φωσης, δεν έχει σημασία. Στο Σχήμα 2.6 φαίνονται δύο επί μέρους κα-
ταστάσεις εφελκυστικής παραμόρφωσης μιας ράβδου, με αντίστοιχες
επιμηκύνσεις u1 και u2 και ομοιόμορφες παραμορφώσεις ϵ1 και ϵ2. Αν
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Σχήμα 2.6: Δύο επί μέρους καταστάσεις παραμόρφωσης.

εφαρμοστεί πρώτα η ϵ1 και μετά η ϵ2, η τελική μετατόπιση της ράβδου
θα είναι

u = u1 + ϵ2(L+ u1) = u1 + ϵ2(L+ ϵ1L) = u1 + ϵ2L+ ϵ2ϵ1L =⇒
u ≃ u1 + u2 (2.70)

Το γινόμενο ϵ1ϵ2 είναι πολύ μικρό σε σχέση με τα ϵ1 και ϵ2.

2.6 Άσκηση

Το παραλληλόγραμμο ABCD και το ορθογώνιο EFGH είναι χαραγ-
μένα πάνωστην επιφάνεια επίπεδης πλάκας (Σχήμα 2.7). Όταν η πλάκα
φορτίζεται τοπαραλληλόγραμμοABCDπαραμορφώνεται στοΑ΄B΄C΄D΄
(Σχήμα 2.8). Βρείτε το παραμορφωμένο σχήμα του ορθογωνίου EFGH,
υπολογίζοντας τις αλλαγές μηκών των πλευρών του και τη μεταβολή
της ορθής γωνίας μεταξύ των πλευρών HΕ και HG. Επίσης να βρεθεί η
διατμητική παραμόρφωση γxy. Υπόδειξη: Βρείτε πρώτα την ϵyy από τη
γεωμετρία του παραλληλογράμμου Α΄Β΄C΄D΄.



2.6. ΑΣΚΗΣΗ 37

10 mm

5 
m

m

2.5m
m

A B

C D

x

y

x´

E

F

G

H

10
 m

m

18.40

Σχήμα 2.7: Απαραμόρφωτη πλάκα.
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Σχήμα 2.8: Παραμορφωμένη πλάκα.
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Κεφάλαιο 3

Σχέσεις τάσεων -
παραμορφώσεων

Ελαστικό λέγεται το υλικό που ανακτά το αρχικό του σχήμα, όταν
παύουν να ενεργούν πάνω σ’ αυτό οι δυνάμεις που το παραμόρφω-
σαν. Ισότροπο είναι το υλικό του οποίου η μηχανική συμπεριφορά υπό
την επίδραση τάσεων, είναι ίδια προς κάθε κατεύθυνση, σ’ ένα σημείο.
Ομογενές είναι το υλικό που οι ιδιότητές του είναι ανεξάρτητες από τη
θέση μέσα στο υλικό. Οι σχέσεις που συνδέουν τις τάσεις με τις παρα-
μορφώσεις σ’ ένα υλικό, λέγονται καταστατικές εξισώσεις. Στη συνέχεια
θα εξετάσουμε ελαστικά, ομογενή και ισότροπα υλικά, που οι καταστα-
τικές εξισώσεις τους εκφράζονται από το γενικευμένο νόμο τουHooke.

3.1 Γενικευμένος νόμος Hooke

Κάνουμε τις εξήςπαραδοχέςπουσυμβαδίζουνμεπειραματικάαπο-
τελέσματα για ισότροπα υλικά:

1. Μια ορθή τάση δε δημιουργεί διατμητικές παραμορφώσεις.

2. Μια διατμητική τάση δε δημιουργεί ορθές παραμορφώσεις.

3. Μια διατμητική τάση τxy δημιουργεί μόνο μια διατμητική παρα-
μόρφωση, τη γxy.

Έστωστοιχειώδες ορθογώνιουπόμονοαξονική ένταση σxx (Σχήμα3.1).
Από το νόμο του Hooke ισχύει ότι

ϵxx =
σxx
E

(3.1)

όπου είναι το μέτρο ελαστικότητας του υλικού. Πλευρικές συστολές
θα δημιουργηθούν κατά τις διευθύνσεις y και z και

ϵyy = ϵzz = −ν σxx
E

= −νϵxx (3.2)
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σ

σ

σ

σ

σxx

σxx

yy

zz

zz

yy

σσxx xx

Σχήμα 3.1: Μονοαξονική και τριαξονική εντατική κατάσταση ορθογώ-
νιου στοιχείου.

όπου ν είναι ο λόγος του Poisson του υλικού.
Έστω τώρα ότι έχουμε τρισδιάστατη εντατική κατάσταση με σxx,

σyy και σzz (Σχήμα 3.1). Τότε ισχύουν οι σχέσεις

ϵxx =
1

E
[σxx − ν(σyy + σzz)] (3.3)

ϵyy =
1

E
[σyy − ν(σxx + σzz)] (3.4)

ϵzz =
1

E
[σzz − ν(σxx + σyy)] (3.5)

Ο νόμος του Hooke για διδιάστατη κατάσταση καθαρής διάτμησης
(Σχήμα 3.2 δίνει

γxy =
1

G
τxy (3.6)

και όμοια για τα επίπεδα yz και zx παίρνουμε

γyz =
1

G
τyz (3.7)

γxz =
1

G
τxz (3.8)

όπου G είναι το μέτρο διάτμησης.
Έστω κατάσταση επίπεδης έντασης (Σχήμα 3.3) που ορίζεται από

τις σχέσεις
σzz = τxz = τyz = 0 (3.9)

Στο σύστημα xy έχουμε
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y

Σχήμα 3.2: Διδιάστατη κατάσταση καθαρής διάτμησης.
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Σχήμα 3.3: Διδιάστατη κατάσταση επίπεδης έντασης.
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ϵxx =
1

E
[σxx − ν(σyy)] (3.10)

ϵyy =
1

E
[σyy − ν(σxx)] (3.11)

γxy =
1

G
τxy (3.12)

Οι τάσεις και οι παραμορφώσεις στο νέο σύστημα x′y′ γράφονται

σ′xx =
σxx + σyy

2
+
σxx − σyy

2
cos 2α+ τxy sin 2α (3.13)

σ′yy =
σxx + σyy

2
− σxx − σyy

2
cos 2α+ τxy sin 2α (3.14)

ϵ′xx =
ϵxx + ϵyy

2
+
ϵxx − ϵyy

2
cos 2α+

γxy
2

sin 2α (3.15)

ϵ′yy =
ϵxx + ϵyy

2
− ϵxx − ϵyy

2
cos 2α− γxy

2
sin 2α (3.16)

Επειδή το υλικό είναι ισότροπο πρέπει

ϵ′xx =
1

E

[
σ′xx − ν(σ′yy)

]
(3.17)

ϵ′yy =
1

E

[
σ′yy − ν(σ′xx)

]
(3.18)

Από τις (3.13) - (3.18), μετά από πράξεις παίρνουμε

γxy =
2(1 + ν)

E
τxy (3.19)

Από την (3.12) και από την (3.19) παίρνουμε τη σχέση

G =
E

2(1 + ν)
(3.20)

που δείχνει ότι υπάρχουν μόνο δύο ανεξάρτητες ελαστικές σταθερές
για ισότροπα υλικά.

Από τις σχέσεις (3.6) - (3.8), προκύπτει ότι αν

τxy = τyz = τzx = 0 (3.21)

τότε και
γxy = γyz = γzx = 0 (3.22)

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι τα επίπεδα των κυρίων τάσεων και των κυ-
ρίων παραμορφώσεων, συμπίπτουν για ισότροπα υλικά.
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Οι καταστατικές σχέσεις (3.3) - (3.8) γράφονται και στη μορφή

σxx = 2Gϵxx + λ(ϵxx + ϵyy + ϵzz) (3.23)
σyy = 2Gϵyy + λ(ϵxx + ϵyy + ϵzz) (3.24)
σzz = 2Gϵzz + λ(ϵxx + ϵyy + ϵzz) (3.25)

γxy =
1

G
τxy (3.26)

γyz =
1

G
τyz (3.27)

γxz =
1

G
τxz (3.28)

όπου τα G και λ λέγονται σταθερές του Lame και

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
(3.29)

3.2 Μέτρο διόγκωσης

Έστω κατάσταση υδροστατικής πίεσης (Σχήμα 3.4) με

σxx = σyy = σzz = −p (p > 0) (3.30)
τxy = τyz = τzx = 0 (3.31)

Λόγω των (3.30) και (3.31), οι (3.3) - (3.8) δίνουν

p

p

x

z

p

y

Σχήμα 3.4: Kατάσταση υδροστατικής πίεσης.
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ϵxx = ϵyy = ϵzz = −1− 2ν

E
p (3.32)

γxy = γyz = γzx = 0 (3.33)

Η ανηγμένη διόγκωση (dilatation) ϵ δίνεται από τη σχέση

ϵ = ϵxx + ϵyy + ϵzz (3.34)

και βρίσκεται αν υπολογίσουμε την αλλαγή του όγκου ενός πρίσματος
με αρχικές διαστάσεις dx, dy, dz. Μετά την παραμόρφωση ο όγκος του
πρίσματος γίνεται

[dx(1 + ϵxx)] [dy(1 + ϵyy)] [dz(1 + ϵzz)] = (1 + ϵxx + ϵyy + ϵzz)dxdydz(3.35)

αγνοώντας όρους τάξης ≥ 2. Λόγω της (3.35), η ανηγμένη διόγκωση
δίνεται από τη σχέση (3.34). Εξ’ αιτίας της (3.32), η (3.34) δίνει

ϵ = − 1

K
p (3.36)

όπου το
K =

E

3(1− 2ν)
(3.37)

ονομάζεται μέτρο διόγκωσης. Η ανηγμένη διόγκωση δίνεται από την
(3.34) για οποιαδήποτε εντατική κατάσταση, επειδή οι διατμητικές τά-
σεις δεν προκαλούν αλλαγή του όγκου.

Ορίζοντας την ποσότητα

σm =
1

3
(σxx + σyy + σzz) (3.38)

λόγω των (3.3) - (3.5) παίρνουμε

ϵ = ϵxx + ϵyy + ϵzz =
1− 2ν

E
(3σm)

(3.37)
=⇒ ϵ =

1

K
σm (3.39)

Η σm λέγεται υδροστατική συνιστώσα της τάσης ή σφαιρική συνιστώσα
της τάσης. Τα ϵ και σm είναι αναλλοίωτες ποσότητες ως προς οποιον-
δήποτε μετασχηματισμό ορθογώνιου συστήματος συντεταγμένων.

3.3 Άσκηση

Να βρεθεί η κλίση της σxx ως προς την ϵxx στην ελαστική περιοχή,
αν στο υλικό επιβάλλεται η ακόλουθη εντατική κατάσταση

σxx = 2σyy = 3σzz (3.40)



Κεφάλαιο 4

Καρτεσιανοί τανυστές και η
χρήση δεικτών

4.1 Γραφή με δείκτες

Θα αναφερθούμε μόνο σε καρτεσιανό (ορθογώνιο) σύστημα συντε-
ταγμένων. Έστω διάνυσμα με συντεταγμένες x1, x2, x3, που αντιστοι-
χούν στις x, y, z που χρησιμοποιήσαμε μέχρι τώρα. Σ’ ένα άλλο σύ-
στημα συντεταγμένων x′1, x′2, x′3 με την ίδια αρχή, οι συντεταγμένες
του διανύσματος θα είναι

x′1 = α11x1 + α21x2 + α31x3 (4.1)
x′2 = α12x1 + α22x2 + α32x3 (4.2)
x′3 = α13x1 + α23x2 + α33x3 (4.3)

όπου α11, α21…είναι τα γνωστά συνημίτονα κατεύθυνσης του Πίνακα
1.1. Οι (4.1) - (4.3) γράφονται και ως

x′1 =
3∑

i=1

αi1xi (4.4)

x′2 =
3∑

i=1

αi2xi (4.5)

x′3 =
3∑

i=1

αi3xi (4.6)

ή σε περισσότερο συμπτυγμένη μορφή ως

x′j =
3∑

i=1

αijxi j = 1, 2, 3 (4.7)

45
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Κάνουμε τη σύμβαση ότι αν ένας αλφαβητικός (γράμμα και όχι αριθ-
μός) δείκτης επαναλαμβάνεται σ’ έναν όρο μιας εξίσωσης, τότε αυτό-
ματα κάνουμε άθροιση για όλες τις τιμές που παίρνει ο επαναλαμβα-
νόμενος δείκτης και μπορούμε να μη χρησιμοποιούμε το σύμβολο

∑
.

Ο επαναλαμβανόμενος δείκτης λέγεται άεργος, ενώ ο μη επαναλαμβα-
νόμενος δείκτης λέγεται ενεργός. Έτσι η (4.7) γράφεται ως

x′j = αijxi i, j = 1, 2, 3 (4.8)

ή ως
x′k = αikxi i, k = 1, 2, 3 (4.9)

ή ως
x′j = αijxi = αljxl (4.10)

Ισχύει ο περιορισμός ότι το ίδιο γράμμα - δείκτης δε μπορεί να εμ-
φανίζεται περισσότερο από δύο φορές σ’ έναν όρο, διότι δεν έχουμε
ορίσει τέτοια πράξη.

4.1.1 Παράδειγμα

H σχέση
bijbjk = 0 i, j, k = 1, 2, 3 (4.11)

γράφεται σε αναπτυγμένη μορφή ως

i = 1, k = 1 : b11b11 + b12b21 + b13b31 = 0 (4.12)
i = 1 k = 2 : b11b12 + b12b22 + b13b32 = 0 (4.13)
i = 1 k = 3 : b11b13 + b12b23 + b13b33 = 0 (4.14)
i = 2, k = 1 : b21b11 + b22b21 + b23b31 = 0 (4.15)
i = 2, k = 2 : b21b12 + b22b22 + b23b32 = 0 (4.16)
i = 2 k = 3 : b21b13 + b22b23 + b23b33 = 0 (4.17)
i = 3, k = 1 : b31b11 + b32b21 + b33b31 = 0 (4.18)
i = 3, k = 2 : b31b12 + b32b22 + b33b32 = 0 (4.19)
i = 3, k = 3 : b31b13 + b32b23 + b33b33 = 0 (4.20)

Οι παραπάνω σχέσεις μπορούν να γραφούν και ως

bi1b1k + bi2b2k + bi3b3k = 0 (4.21)

Στα επόμενα θα εννοείται ότι οι δείκτες παίρνουν τις τιμές 1,2,3.
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4.2 Τανυστές πρώτης τάξης

Ένα διάνυσμα u⃗ με συντεταγμένες ui, θα αναφέρεται σαν διάνυσμα
ui. Από τις σχέσεις (4.1) - (4.3), αν λύσουμε ως προς x1, x2, x3 παίρνουμε
τις σχέσεις

x1 = α11x
′
1 + α12x

′
2 + α13x

′
3 (4.22)

x2 = α21x
′
1 + α22x

′
2 + α23x

′
3 (4.23)

x3 = α31x
′
1 + α32x

′
2 + α33x

′
3 (4.24)

οι οποίες σε συμπτυγμένη μορφή γράφονται ως

xi = αijx
′
j (4.25)

Αλλάζοντας τον άεργο δείκτη j σε k, για να μην έχουμε περισσότερες
από μια επαναλήψεις και θέτοντας την (4.25) στην (4.8), παίρνουμε

x′j = αijαikx
′
k (4.26)

Από την (4.26) προκύπτει ότι

αijαik = 1 όταν j = k (4.27)
αijαik = 0 όταν j ̸= k (4.28)

Σε αναπτυγμένη μορφή οι (4.27) και (4.28), δίνουν τις σχέσεις (1.61) -
(1.66).

Για το μετασχηματισμό των συντεταγμένων Fi ενός διανύσματος
F⃗ , σ’ ένα νέο (τονούμενο) σύστημα συντεταγμένων, έχουμε

F ′
j = αijFi (4.29)

Η (4.29) μπορεί να θεωρηθεί ως ο ορισμός του διανύσματος ή του τανυ-
στή πρώτης τάξης. Δηλαδή, ένα σύνολο τριών ποσοτήτων Fi, που ανα-
φέρονται σ’ ένα σύστημα συντεταγμένων xi και μετασχηματίζονται σ’
ένα άλλο σύστημα συντεταγμένων x′j μέσα από την (4.29), ορίζονται
ως διάνυσμα ή τανυστής πρώτης τάξης.

4.3 Τανυστές μεγαλύτερης τάξης

Έστω δύο διανύσματα ui, vk. Σ’ ένα νέο σύστημα συντεταγμένων
έχουμε

u′j = αijui (4.30)
v′l = αklvk (4.31)
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και μπορούμε να γράψουμε

u′jv
′
l = (αijui)(αkluk) = αijαkluivk (4.32)

Οι ποσότητες u′jv′l μπορούν να θεωρηθούν σαν συναρτήσεις των εννέα
ποσοτήτων uivk, μέσα από τη σχέση (4.32), με χρήση του παράγοντα
αijαkl, που εξαρτάται αποκλειστικά από τον προσανατολισμό των δύο
συστημάτων συντεταγμένων. Η (4.32) γράφεται και ως

A′
jl = αijαklAik (4.33)

όπου τα

A′
jl = u′jv

′
l (4.34)

Aik = uivk (4.35)

είναι γινόμενα των συντεταγμένων δύο διανυσμάτων.
Κάθε σύνολο εννέα ποσοτήτων wik που αναφέρεται σε σύστημα

xi και μετασχηματίζεται σ’ ένα νέο σύνολο εννέα ποσοτήτων w′
jl, που

αναφέρεται σε άλλο σύστημα συντεταγμένων x′i, μέσα από τη σχέση

w′
jl = αijαklwik (4.36)

λέγεται τανυστής δεύτερης τάξης.
Όμοια μπορούμε να ορίσουμε τους τανυστές μεγαλύτερης τάξης,

που καθένας περιέχει 3n στοιχεία, όπου n είναι η τάξη του τανυστή.
Έτσι η σχέση

w′
pqr = αipαjqαkrwijk (4.37)

ορίζει τον τανυστή τρίτης τάξης με 3n = 27 στοιχεία. Γενικά η σχέση

w′
pqr... = αipαjq . . . wij... (4.38)

ορίζει τον τανυστή τάξης n όπου οιw′ καιw έχουν n δείκτες. Οι n δείκτες
του w′ εμφανίζονται ως δεύτεροι δείκτες των α, ενώ οι n δείκτες του w
είναι ίδιοι με τους με τους πρώτους δείκτες των α.

Τα βαθμωτά μεγέθη (π. χ. μάζα, θερμοκρασία, ενέργεια) είναι τανυ-
στές μηδενικής τάξης.

Τα στοιχεία ενός τανυστή μπορούν να παρασταθούν σε μορφή πί-
νακα. Έτσι τα στοιχεία του τανυστή wij παριστάνονται από το μητρώο

w11 w12 w13

w21 w22 w23

w31 w32 w33

 (4.39)
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4.3.1 Παράδειγμα

Να δειχθεί ότι αν ο πίνακας wij είναι τανυστής, τότε και ο ανάστρο-
φός του wji είναι τανυστής.

Επειδή ο wij είναι τανυστής, ισχύει η σχέση

w′
kl = αikαjlwij (4.40)

Για ν’ αποδειχθεί το ζητούμενο πρέπει να δείξουμε ότι

w′
lk = αjlαikwji (4.41)

Ορίζουμε και τα νέα μητρώα uij και u′kl μέσα από τις σχέσεις

uij = wji (4.42)
u′kl = w′

lk (4.43)

Λόγω των (4.40), (4.43) έχουμε

u′kl = w′
lk = αilαjkwij = αjkαilwij (4.44)

Πρέπει να δείξουμε τώρα ότι το δεύτερο μέλος της (4.41) είναι ίσο με
το τέταρτο μέλος της (4.44), δηλαδή ότι

αjkαilwij = αikαjlwji (4.45)

Αναπτύσσοντας πλήρως το άθροισμα στο τέταρτο μέλος της (4.44) και
στο δεύτερο μέλος της (4.41), αποδεικνύεται η σχέση (4.45). Επομένως
ισχύει η (4.41).

Επειδή οι wij και wji είναι τανυστές, μπορεί ν’ αποδειχθεί με δια-
δικασία παρόμοια με αυτή που ακολουθήθηκε στο Παράδειγμα (4.3.1),
ότι και οιwij+wji καιwij−wji είναι τανυστές δεύτερης τάξης. Οπρώτος
είναι συμμετρικός και ο δεύτερος είναι αντισυμμμετρικός. Επειδή

wij =
1

2
(wij + wji) +

1

2
(wij − wji) (4.46)

κάθε τανυστής δεύτερης τάξης μπορεί να γραφεί σαν άθροισμα ενός
συμμετρικού και ενός αντισυμμετρικού τανυστή.

4.3.2 Παράδειγμα

Να δειχθεί ότι η βαθμίδα βαθμωτού μεγέθους είναι τανυστής πρώ-
της τάξης και ότι η βαθμίδα διανύσματος είναι τανυστής δεύτερης τά-
ξης.
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Για ένα βαθμωτό μέγεθος U(x1, x2, x3), οι βαθμίδες του
∂U

∂xi
και

∂U

∂x′j
ως προς δύο συστήματα συντεταγμένων xi και x′j , σχετίζονται μέσα
από τη σχέση

∂U

∂x′j
=
∂U

∂x1

∂x1
∂x′j

+
∂U

∂x2

∂x2
∂x′j

+
∂U

∂x3

∂x3
∂x′j

=⇒ (4.47)

∂U

∂x′j
=
∂U

∂xi

∂xi
∂x′j

(4.25)
= αij

∂U

∂xi
(4.48)

Για ένα διάνυσμα με συνιστώσες ui και u′j , ως προς δύο συστήματα

συντεταγμένων xk και x′l αντίστοιχα, η βαθμίδα του είναι
∂ui

∂xk
και

∂u′j
∂x′l

.

Έτσι
∂u′j
∂x′l

=
∂u′j
∂xk

∂xk
∂x′l

= αkl
∂

∂xk
(αijui) = αijαkl

∂ui
∂xk

(4.49)

H (4.49) δείχνει ότι η βαθμίδα διανύσματος είναι τανυστής δεύτερης
τάξης.

4.4 Δέλτα του Kronecker

To δέλτα του Kronecker ορίζεται από τις σχέσεις

δik = 1 i = k (4.50)
δik = 0 i ̸= k (4.51)

Είναι τανυστής δεύτερης τάξης που μετασχηματίζεται στον εαυτό του
(ισότροπος τανυστής).

4.4.1 Παραδείγματα

δikuk = δi1u1 + δi2u2 + δi3u3 = ui (4.52)

δik
∂uj
∂xk

=
∂uj
∂xi

= uj,i (4.53)

δikwik = wkk = wii (4.54)

δil
∂2uj
∂xl∂xk

= δiluj,lk = uj,ik (4.55)

Γενικά, ο άεργος δείκτης της ποσότητας που πολλαπλασιάζει το δέλτα
του Kronecker, αντικαθίσταται από τον ενεργό δείκτη του δέλτα.
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Η παράγωγος ως προς μια χωρική ανεξάρτητη μεταβλητή, συμβο-
λίζεται με κόμμα ανάμεσα στους δείκτες. Δεξιά από το κόμμα βρίσκο-
νται οι δείκτες των χωρικών μεταβλητών ως προς τις οποίες γίνεται
διαδοχικά η παραγώγιση.

4.5 Το σύμβολο της εναλλαγής

Το σύμβολο της εναλλαγής ορίζεται από τις σχέσεις

ϵikm =


0 αν δύο από τους τρεις δείκτες είναι ίσοι
1 αν οι δείκτες είναι άνισοι με σειρά 123, 231, 312
−1 αν οι δείκτες είναι άνισοι με σειρά 132, 213, 321

(4.56)

Γενικά το σύμβολο της εναλλαγής παίρνει την τιμή 1 όταν οι δείκτες
διατάσσονται με αντιωρολογιακή φορά και την τιμή -1 όταν διατάσ-
σονται με ωρολογιακή φορά (Σχήμα 4.1). Γίνεται ίσο με το 0 αν του-
λάχιστον δύο δείκτες είναι ίσοι. To ϵikm είναι τανυστής τρίτης τάξης

1

2

3
1

2

3

Σχήμα 4.1: To σύμβολο της εναλλαγής.

και μετασχηματίζεται στον εαυτό του (ισότροπος τανυστής). Για δύο
διανύσματα ui και vk, το διάνυσμα

wm = ϵmikuivk (4.57)

δίνει το εξωτερικό γινόμενο

w⃗ = u⃗× v⃗ (4.58)

4.6 To θεώρημα Gauss

Έστω τανυστής Ajkl..., n τάξης, που ορίζεται σε όγκο V ο οποίος
περιβάλλεται από επιφάνειαS.µi είναι το μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο
διάνυσμα στην S. To Θεώρημα Gauss διατυπώνεται από τη σχέση∫

V

∂

∂xi
Ajkl...dV =

∫
S
µiAjkl...dS (4.59)
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Για την απόδειξη του θεωρήματος, θέτουμε i = 1 και ολοκληρώ-
νουμε ως προς x1, δηλαδή∫∫∫

V

∂

∂x1
Ajkl...dx1dx2dx3 =

∫∫
Sr

Ar
jkl...dx2dx3 −

∫∫
Sl

Al
jkl...dx2dx3

(4.60)
όπου οι άνω δείκτες r και l, αναφέρονται στις δεξιά και αριστερά επι-
φάνειες Sr και Sl που συναποτελούν την επιφάνεια S. Παρατηρούμε
ότι

dx2dx3 = dSr cos(µr, x1) = dSrµr1 (4.61)

όπου µr1 είναι η συνιστώσα του διανύσματος µr κατά τον άξονα x1 και
dSr και dSl είναι οι δεξιά και αριστερά, ακραίες, επιφάνειες του στοι-
χείου που φαίνεται στο Σχήμα 4.2. Όμοια, ισχύει και η σχέση

x2

dx2

dx3
dSl

µr

dSr

µl

x3

x1

Σχήμα 4.2: Ολοκλήρωση πάνω στον όγκο V .

dx2dx3 = −dSlµl1 (4.62)

Λόγω των (4.61) και (4.62), η (4.60) δίνει∫
V

∂

∂xi
Ajkl...dV =

∫
Sr

µr1A
r
jkl...dSr +

∫
Sl

µl1A
l
jkl...dSl =

∫
S
µ1Ajkl...dS

(4.63)
Παρόμοιες σχέσεις με την (4.63) παίρνουμε για i = 2 και i = 3, καταλή-
γοντας στο ζητούμενο αποτέλεσμα της σχέσης (4.59).

4.7 Ασκήσεις

4.7.1 Άσκηση

Δείξτε ότι αν A και B είναι βαθμωτές συναρτήσεις

(AB),ii = AB,ii + 2A,iB,i +BA,ii (4.64)
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4.7.2 Άσκηση

Δείξτε ότι

δii = 3 (4.65)
δikϵikm = 0 (4.66)
ϵijkϵijk = 6 (4.67)

ϵijpϵijq = 2δpq (4.68)

4.7.3 Άσκηση

Να δείξετε ότι το δέλτα του Kronecker είναι ισότροπος τανυστής
δεύτερης τάξης.
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Κεφάλαιο 5

Ο τανυστής της τάσης

Έστω το τετράεδροστοιχείοOABC, με αναφορά τοσύστημαOx1x2x3
(Σχήμα 5.1). O άξονας x′1 είναι κάθετος στο επίπεδο ABC, ενώ οι άξονες

A

B

C

O

x

σ

σ

x

x

11

12

13

21
23

22

σ
σ

σ

σ

3

2

1

p
p
x

p
1

2

3
p

1
´

Σχήμα 5.1: Τάσεις σε τετράεδρο στοιχείο.

x′2, x′3 ανήκουν πάνω στο επίπεδο ABC. p1, p2 και p3 είναι οι συνιστώσες
του διανύσματος τάσης p⃗ (ή pk) ως προς το σύστημα Ox1x2x3. Οι συ-
νεισφορές λόγω μαζικών δυνάμεων και λόγω της ανομοιόμορφης κα-
τανομής των τάσεων, περιέχονται σε όρους μεγαλύτερης τάξης, όταν
οι διαστάσεις του στοιχείου τείνουν στο μηδέν. Γι αυτό έχουν παρα-
ληφθεί στο Σχήμα 5.1.

55
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Από τι σχέσεις (1.53) - (1.55) βρίσκουμε ότι

p1 = σi1αi1 (5.1)
p2 = σi2αi1 (5.2)
p3 = σi3αi1 (5.3)

ή συνοπτικά
pk = σikαi1 (5.4)

από τις ισορροπίες δυνάμεων κατά x1, x2, x3. Προβάλλοντας τις συνι-
στώσες pk πάνω στον άξονα x′1 και αθροίζοντας τις προβολές, παίρ-
νουμε την ορθή τάση σ′11 πάνω στον άξονα x′1 ως

σ′11 = p1α11 + p2α21 + p3α31 = pkαk1 (5.5)

λαμβάνοντας υπ’ όψη και τις σχέσεις (1.50) - (1.52). Από τις (5.1) - (5.5)
παίρνουμε

σ′11 = σikαi1αk1 (5.6)

Όμοια με την (5.6) καταλήγουμε και στις σχέσεις

σ′12 = σikαi1αk2 (5.7)
σ′13 = σikαi1αk3 (5.8)

Από τις (5.6) - (5.8) προκύπτει ότι

σ′1n = σikαi1αkn (5.9)

και γενικά βρίσκουμε ότι

σ′jn = αijαknσik (5.10)

Από την (5.10) συμπεραίνουμε ότι οι εννιά συνιστώσες της τάσης

σik =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 =


σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz

 (5.11)

αποτελούν τανυστή δεύτερης τάξης.
Έστω µ⃗ το μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσμα στην έδρα ABC.

Οι συνιστώσες του είναι µj ως προς τους άξονες xj . Για να δείξω την
έδρα πάνωστην οπoία ασκείται το διάνυσμα τάσης, συμβολίζω το διά-
νυσμα τάσης στην ΑΒC με τµi . Από την (5.4) έχουμε

τµi = σjiµj (5.12)
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5.1 Κύριοι άξονες του τανυστή τάσης

Η διεύθυνση που ορίζεται από το μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διά-
νυσμα µ⃗ ονομάζεται κύριος άξονας της τάσης σik, αν το διάνυσμα τάσης
της σik που ασκείται στην επιφάνεια που ορίζεται από το µ⃗ (η επιφά-
νεια αυτή ονομάζεται κύριο επίπεδο), είναι παράλληλο στο µ⃗. Έτσι από
την (5.12) έχουμε για το κύριο επίπεδο με εξωτερικό μοναδιαίο κάθετο
διάνυσμα µ⃗

τµj = σijµi = σµj =⇒ σijµi − σµj = 0 =⇒ σijµi − σδijµi = 0 (5.13)

Για να έχουν οι εξισώσεις (5.13) μη τετριμμένη λύση ως προς µi πρέπει
η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων να είναι ίση με μηδέν,
δηλαδή πρέπει,

|σij − σδij | = 0 (5.14)

Αναπτύσσοντας τηνορίζουσαστοαριστερόμέλος της (5.14), παίρνουμε
τη σχέση

σ3 − I1σ
2 − I2σ − I3 = 0 (5.15)

όπου

I1 = σii (5.16)

I2 =
1

2
(σikσki − σiiσkk) (5.17)

I3 =
1

6
(ϵijkϵpqrσipσjqσkr) (5.18)

Η σχέση (5.15) είναι ίδια με τη σχέση (1.73).
Αποδεικνύεται ότι η (5.15) έχει τρεις πραγματικές ρίζες σI , σII , σIII .

Έστω µ⃗II και µ⃗III , τα μοναδιαία διανύσματα στις διευθύνσεις των σII
και σIII αντίστοιχα. Από την (5.13) έχουμε

σijµ
II
i − σIIδijµ

II
i = 0 (5.19)

σijµ
III
i − σIIIδijµ

III
i = 0 (5.20)

Πολλαπλασιάζοντας την (5.19) επί µIIIj και την (5.20) επί µIIj και αφαι-
ρώντας τις κατά μέλη, βρίσκουμε ότι

(σII − σIII)δijµ
II
i µ

III
j = 0 =⇒ (σII − σIII)µ

II
i µ

III
i = 0 (5.21)

λαμβάνοντας υπ’ όψη ότι οι άεργοι δείκτες μπορούν να αλλάξουν θέση
αμοιβαία και ότι σij = σji. Από την (5.21) καταλήγουμε στη σχέση

µIIi µ
III
i = 0 (5.22)
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αν σII ̸= σIII . Δηλαδή τα κύρια επίπεδα των σII και σIII είναι κάθετα
μεταξύ τους, αν σII ̸= σIII . Όμοια δείχνουμε και ότι

µIiµ
II
i = 0 (5.23)

µIiµ
III
i = 0 (5.24)

Επομένως τα κύρια επίπεδα είναι κάθετα μεταξύ τους, αν σI ̸= σII ̸=
σIII . Αν σI ̸= σII = σIII αποδεικνύεται ότι όλες οι διευθύνσεις στο επί-
πεδο των σII και σIII είναι κύριες διευθύνσεις. Οι τάσεις σij , σε οποιο-
δήποτε σύστημα, δίνονται σαν συναρτήσεις των κυρίων τάσεων, από
τη σχέση

σij = σIµ
I
iµ

I
j + σIIµ

II
i µ

II
j + σIIIµ

III
i µIIIj (5.25)

5.2 Ακρότατες διατμητικές τάσεις

Επιλέγωσαναρχικόσύστημα τοσύστημα των κυρίων τάσεωνOxIxIIxIII .
Θα μελετήσουμε τα ακρότατα της διατμητικής τάσης σ12, όπου οι κά-
θετοι μεταξύ τους άξονες x1 και x2, με μοναδιαία διανύσματα n⃗ και λ⃗
αντίστοιχα, είναι αυθαίρετοι (Σχήμα 5.2). Από την (5.25) έχουμε

A

B

C

O

x

σ

σ

x

x

x1

Ι

ΙΙ

ΙΙΙ

II

I

σ
III

x2

n

λ

Σχήμα 5.2: Τετράεδρο σε σύστημα κύριων τάσεων.

σ12 = σIµ
I
1µ

I
2 + σIIµ

II
1 µ

II
2 + σIIIµ

III
1 µIII2 (5.26)

Έστω

nR : R = I, II, III (5.27)
λR : R = I, II, III (5.28)
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οι συνιστώσες των μοναδιαίων διανυσμάτων n⃗ και λ⃗, των αξόνων x1
και x2 αντίστοιχα, ως προς το κύριο σύστημαOxIxIIxIII . Η (5.26), εξαι-
τίας των (5.27) και (5.28) γράφεται

σ12 = σInIλI + σIInIIλII + σIIInIIIλIII (5.29)

Ζητάμε τα ακρότατα της σ12, δηλαδή θα βρούμε τα nR, λR για τα οποία
η σ12 παίρνει ακρότατες τιμές. Μεταξύ των nR, λR ισχύουν οι περιορι-
σμοί

C1 = nIλI + nIIλII + nIIIλIII = 0 (5.30)
C2 = n2I + n2II + n2III − 1 = 0 (5.31)
C3 = λ2I + λ2II + λ2III − 1 = 0 (5.32)

Χρησιμοποιούμε τους πολλαπλασιαστές Lagrange α, β και γ. Έτσι η
(5.29), λόγω των (5.30) - (5.32) γράφεται

F = σ12 − αC1 − βC2 − γC3 = σ12 (5.33)

Στο ακρότατο της F , πρέπει να μηδενίζονται όλες οι μερικές παράγω-
γοί της, δηλαδή

∂F

∂nI
= σIλI − αλI − 2βnI = 0 (5.34)

∂F

∂nII
= σIIλII − αλII − 2βnII = 0 (5.35)

∂F

∂nIII
= σIIIλIII − αλIII − 2βnIII = 0 (5.36)

∂F

∂λI
= σInI − αnI − 2γλI = 0 (5.37)

∂F

∂λII
= σIInII − αnII − 2γλII = 0 (5.38)

∂F

∂λIII
= σIIInIII − αnIII − 2γλIII = 0 (5.39)

∂F

∂α
= −C1 = 0 (5.40)

∂F

∂β
= −C2 = 0 (5.41)

∂F

∂γ
= −C3 = 0 (5.42)

Πολλαπλασιάζοντας την (5.34) επί nI , την (5.35) επί nII , την (5.36) επί
nIII και προσθέτοντάς τις, παίρνουμε

2β = σ12 (5.43)
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Όμοια μπορούμε να δείξουμε ότι

2γ = σ12 (5.44)
α = σIn

2
I + σIIn

2
II + σIIIn

2
III (5.45)

Οι (5.34) - (5.39) είναι ομογενείς εξισώσεις ως προς nI , nII , nIII , λI , λII ,
λII . Μια τετριμμένη λύση τους δίνει

nI = nII = 0 , nIII = ±1 (5.46)
nI = nIII = 0 , nII = ±1 (5.47)
nII = nIII = 0 , nI = ±1 (5.48)

(5.49)

που αντιστοιχούν στα κύρια επίπεδα πάνω στα οποία οι διατμητικές
τάσεις είναι ίσες με μηδέν. Η αναγκαία συνθήκη για μη τετριμμένη
λύση των (5.34) - (5.39) δίνει

σ12 = ±(σI − σIn
2
I − σIIn

2
II − σIIIn

2
III) (5.50)

σ12 = ±(σII − σIn
2
I − σIIn

2
II − σIIIn

2
III) (5.51)

σ12 = ±(σIII − σIn
2
I − σIIn

2
II − σIIIn

2
III) (5.52)

Τα nR που ικανοποιούν τις (5.50) - (5.52) και τις (5.30) - (5.32) είναι

nII = 0, nI = ± 1√
2
, nIII = ± 1√

2
(5.53)

nI = 0, nII = ± 1√
2
, nIII = ± 1√

2
(5.54)

nIII = 0, nI = ± 1√
2
, nII = ± 1√

2
(5.55)

Επομένως τα επίπεδα των ακρότατων διατμητικών τάσεων, είναι πα-
ράλληλα προς έναν από τους κύριους άξονες και σχηματίζουν γωνία
45o με καθένα από τους άλλους δύο άξονες (Σχήμα 5.3). Θέτοντας τις
(5.53) - (5.55) στις (5.50) - (5.52) παίρνουμε

σ12 = τ1 = ±1

2
(σI − σIII) (5.56)

σ12 = τ2 = ±1

2
(σII − σIII) (5.57)

σ12 = τ3 = ±1

2
(σI − σII) (5.58)

Η μέγιστη κατ’ απόλυτη τιμή διατμητική τάση, ασκείται πάνω σ’ ένα
επίπεδο, το εξωτερικό μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα του οποίου, διχο-
τομεί τη γωνία μεταξύ των κυρίων επιπέδων, της μέγιστης και της ελά-
χιστης κύριας τάσης (Σχήμα 5.3).
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Ι
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1

ΙΙ
)S=

Σχήμα 5.3: Επίπεδο ακρότατης διατμητικής τάσης σ12.

5.3 Εξισώσεις ισορροπίας

Έστω V ο όγκος ενός συνεχούς μέσου, S η επιφάνεια που τον πε-
ριβάλλει, Fk η κατανομή των μαζικών δυνάμεων ανά μονάδα όγκου,
τµk το διάνυσμα τάσης στην επιφάνεια S και µi το μοναδιαίο εξωτερικό
κάθετο διάνυσμα στη στοιχειώδη επιφάνεια dS.

Από την ισορροπία δυνάμεων προκύπτει ότι∫
V
FkdV +

∫
S
τµk dS = 0

(5.12)
=⇒

∫
V
FkdV +

∫
S
σikµidS = 0 (5.59)

Από το θεώρημα Gauss, η (5.59) γράφεται∫
V
FkdV +

∫
V

∂σik
∂xi

dV = 0 =⇒
∫
V

(
Fk +

∂σik
∂xi

)
dV = 0 (5.60)

H (5.60) πρέπει να ισχύει για κάθε όγκο V που εμπεριέχεται μέσα στο
σώμα. Επομένως πρέπει

∂σik
∂xi

+ Fk = 0 (5.61)

Οι διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας (5.61) είναι ίδιες με τις (1.42) - (1.44).
Από την ισορροπία ροπών ως προς την αρχή του συστήματος συ-

ντεταγμένων έχουμε, λόγω της (4.57)

Mi =

∫
V
ϵijkxjFkdV +

∫
S
ϵijkxjτ

µ
k dS = 0 (5.62)
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Λόγω του θεωρήματος Gauss έχουμε∫
S
ϵijkxjτ

µ
k dS =

∫
S
ϵijkxjµlσlkdS =

∫
V

∂(ϵijkxjσlk)

∂xl
dV =∫

V
ϵijk

(
δjlσlk + xj

∂σlk
∂xl

)
dV (5.61)

=

∫
V
ϵijk(σjk − xjFk)dV (5.63)

Από την (5.63), η (5.62) δίνει∫
V
ϵijkσjkdV = 0 =⇒ ϵijkσjk = 0 (5.64)

επειδή πρέπει να ισχύει για κάθε όγκο V που εμπεριέχεται μέσα στο
σώμα. Το ανάπτυγμα της (5.64) δίνει

σ12 = σ21 (5.65)
σ23 = σ32 (5.66)
σ13 = σ31 (5.67)

ή γράφοντας με δείκτες
σik = σki (5.68)

5.4 Ασκήσεις

5.4.1 Άσκηση

Η μέση τάση σm ορίζεται ως

σm =
1

3
σii (5.69)

και ο αποκλίνων τανυστής τάσης σ∗ij ορίζεται ως

σ∗ij = σij − σmδij . (5.70)

Δείξτε ότι
I∗2 =

2

3
(τ21 + τ22 + τ23 ) (5.71)

όπου I∗2 είναι η δεύτερη αναλλοίωτη του αποκλίνοντα τανυστή τάσης
σ∗ij και τ1, τ2 και τ3 είναι οι ακρότατες διατμητικές τάσεις.

5.4.2 Άσκηση

Δείξτε ότι η σχέση μετασχηματισμού των τάσεων

σ′kl = αikαjlσij (5.72)
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μπορεί να εξαχθεί από τη σχέση

τµi νi = σijµjνi (5.73)

όπου τα µj και νi, είναι μοναδιαία διανύσματα σε δύο οποιεσδήποτε
διευθύνσεις.
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Κεφάλαιο 6

Παραμoρφώσεις,
μετατοπίσεις και ο νόμος
Hooke

6.1 Παραμόρφωση και μετατόπιση

Έστω P0 και P οι αρχικές θέσεις δύο γειτονικών υλικών σημείων
ενός σώματος (Σχήμα 6.1). Οι συντεταγμένες τους είναι (x01, x02, x03) και

P

P

PP

u

u

´

´

0

0

0 2 31 1 2 3(x , x , x  ) (x , x , x  )0 0 0

Σχήμα 6.1: Μετατοπίσεις και παραμορφώσεις στη γειτονιά του ση-
μείου P0.

(x1, x2, x3) αντίστοιχα. Όταν το σώμα φορτίζεται και παραμορφώνε-
ται, το P0 μετακινείται στο P ′

0 (x01 + u01, x
0
2 + u02, x

0
3 + u03) και το διάνυ-

σμα της μετατόπισης είναι u0i . Όμοια το P μετατοπίζεται στο P ′ (x1 +
u1, x2+u2, x3+u3). Θεωρούμε ότι οι συντεταγμένες xj −x0j είναι απει-
ροστές, δηλαδή επικεντρώνουμε την προσοχή μας στη γειτονιά του
P 0. Θεωρούμε επίσης τις μετατοπίσεις συνεχείς, που σημαίνει ότι η
σχετική μετακίνηση του P ως προς το P0 είναι απειροστή.

65
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Η μετατόπιση είναι συνάρτηση της θέσης, δηλαδή

ui = ui(x1, x2, x3) (6.1)

Αναπτύσσουμε την ui σε σειρά Taylor στη γειτονιά του P0 και παίρ-
νουμε

ui = u0i +
∂ui
∂xj

(xj − x0j ) +
1

2!

∂2ui
∂xj∂xk

(xj − x0j )(xk − x0k) + . . . (6.2)

Επειδή η ποσότητα xj − x0j είναι απειροστή, αγνοούμε τους όρους της
(6.2) που περιέχουν το xj − x0j υψωμένο σε δυνάμεις μεγαλύτερες ή
ίσες του 2. Έτσι η (6.2) δίνει

ui = u0i +
∂ui
∂xj

dxj (6.3)

όπου

dxj = xj − x0j (6.4)

Επειδή το ui είναι διάνυσμα, η βαθμίδα του είναι τανυστής δεύτερης
τάξης, όπως είδαμε στο Παράδειγμα (4.3.2) και μπορεί να γραφεί σαν
άθροισμα ενός συμμετρικού και ενός αντισυμμετρικού τανυστή (Ενό-
τητα 4.3). Έτσι η (6.3) δίνει

ui = u0i +
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
dxj +

1

2

(
∂ui
∂xj

− ∂uj
∂xi

)
dxj (6.5)

ή

ui = u0i + ϵijdxj + ωijdxj (6.6)

όπου

ϵij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(6.7)

ωij =
1

2

(
∂ui
∂xj

− ∂uj
∂xi

)
(6.8)

Οι (6.7) και (6.8) εκφράζουν τις παραμορφώσεις και τις στροφές και
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είναι ίδιες με τις (2.16) - (2.21) και τις (2.63) - (2.65). Έτσι

ϵ11 =
1

2

(
∂u1
∂x1

+
∂u1
∂x1

)
=
∂u1
∂x1

= ϵxx (6.9)

ϵ22 =
1

2

(
∂u2
∂x2

+
∂u2
∂x2

)
=
∂u2
∂x2

= ϵyy (6.10)

ϵ33 =
1

2

(
∂u3
∂x3

+
∂u3
∂x3

)
=
∂u3
∂x3

= ϵzz (6.11)

ϵ12 =
1

2

(
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)
=

1

2
γxy (6.12)

ϵ23 =
1

2

(
∂u2
∂x3

+
∂u3
∂x2

)
=

1

2
γyz (6.13)

ϵ13 =
1

2

(
∂u3
∂x1

+
∂u1
∂x3

)
=

1

2
γxz (6.14)

ω32 = −ω23 =
1

2

(
∂u3
∂x2

− ∂u2
∂x3

)
= ωx (6.15)

ω13 = −ω31 =
1

2

(
∂u1
∂x3

− ∂u3
∂x1

)
= ωy (6.16)

ω21 = −ω12 =
1

2

(
∂u2
∂x1

− ∂u1
∂x2

)
= ωz (6.17)

Τα στοιχεία του τανυστή ωij εκφράζουν μικρές γωνίες στροφής, γύρω
από άξονες παράλληλους ως προς τους x, y και z, στο σημείο P0. Το
μητρώο ωij παριστάνει το στροβιλισμό (curl) του πεδίου των μετατο-
πίσεων ui. Από τiς (6.7) και (6.8) φαίνεται ότι τα μητρώα ϵij και ωij είναι
τανυστές δεύτερης τάξης.

Στο δεύτερο μέλος της σχέσης (6.6), ο πρώτος όρος εκφράζει τη με-
τατόπιση του σημείου P0, ο δεύτερος όρος εκφράζει τη σχετική μετα-
κίνηση του σημείου P ως προς το P0 λόγω παραμόρφωσης και ο τρίτος
όρος εκφράζει τη σχετική μετακίνηση του P , λόγω στροφής γύρω από
το P0.



68 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΠΑΡΑΜOΡΦΩΣΕΙΣ, ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΙΣ ΚΑΙ Ο ΝΟΜΟΣ HOOKE

6.2 Γενικευμένος νόμος του Hooke

Σε τρεις διαστάσεις, η γραμμική σχέση τάσεων - παραμορφώσεων
μπορεί να γραφεί ως

σ11 = K11ϵxx +K12ϵyy +K13ϵzz +K14γyz +K15γzx +K16γxy (6.18)
σ22 = K21ϵxx +K22ϵyy +K23ϵzz +K24γyz +K25γzx +K26γxy (6.19)
σ33 = K31ϵxx +K32ϵyy +K33ϵzz +K34γyz +K35γzx +K36γxy (6.20)
σ23 = K41ϵxx +K42ϵyy +K43ϵzz +K44γyz +K45γzx +K46γxy (6.21)
σ31 = K51ϵxx +K52ϵyy +K53ϵzz +K54γyz +K55γzx +K56γxy (6.22)
σ12 = K61ϵxx +K62ϵyy +K63ϵzz +K64γyz +K65γzx +K66γxy (6.23)

Στις (6.18) - (6.23) έχουμε 36 ελαστικές σταθερέςKMN όπουM = 1, 2, . . . 6
καιN = 1, 2, . . . 6, διότι οι σχέσεις συμμετρίας των σij και ϵij έχουν ήδη
χρησιμοποιηθεί.

Χρησιμοποιώντας ένα άλλο σύνολο ελαστικών σταθερών Cijkl, οι
(6.18) - (6.23) γράφονται ως

σij = Cijklϵkl = Cij11ϵ11 + Cij12ϵ12 + Cij13ϵ13 +

Cij21ϵ21 + Cij22ϵ22 + Cij23ϵ23 +

Cij31ϵ31 + Cij32ϵ32 + Cij33ϵ33 (6.24)

Τα Cijkl αποτελούν ένα σύνολο με 81 σταθερές.
Εξ’ αιτίας της συμμετρίας του τανυστή των παραμορφώσεων ϵij ,

θεωρούμε ότι
Cijkl = Cijlk (6.25)

και ο αριθμός τωνανεξάρτητων ελαστικώνσταθερώνπεριορίζεται στις
54. Δε χάνεται όμως η γενικότητα των (6.18) - (6.23), διότι π. χ.

Cij21ϵ21 + Cij12ϵ12 = (Cij21 + Cij12)ϵ12 = Cij12γxy (6.26)

Επίσης οι συντελεστές των ορθώνπαραμορφώσεων, στις (6.18) - (6.23),
δεν επηρεάζονται από τη θεώρηση αυτή.

Παραπέρα, επειδή
σij = σji (6.27)

πρέπει να ισχύει και η σχέση

Cijkl = Cjikl (6.28)

και έτσι ο αριθμός των ανεξάρτητων ελαστικών σταθερών μειώνεται
στις 36. Με βάση τις σχέσεις συμμετρίας, (6.25) και (6.28), οι καταστα-
τικές εξισώσεις (6.18) - (6.23) και οι (6.24) γίνονται ισοδύναμες. Θεωρή-
σεις σχετικά με την ανάγκη για θετική ενέργεια παραμόρφωσης, οδη-
γούν σε παραπέρα μείωση των ελαστικών σταθερών σε 21.
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6.2.1 Παράδειγμα

Ν’ αποδειχτεί ότι οι ελαστικές σταθερές Cijkl αποτελούν τανυστή
τέταρτης τάξης.

Γνωρίζουμε ότι

σij = Cijklϵkl (6.29)
σij = αimαjpσ

′
mp (6.30)

Από τις (6.29) και (6.30) έχουμε ότι

Cijklϵkl = αimαjpσ
′
mp (6.31)

Έστω ότι οι ελαστικές σταθερές στο τονούμενο σύστημα είναι C ′
mpqr.

Τότε
σ′mp = C ′

mpqrϵ
′
qr (6.32)

Αλλά
ϵ′qr = αkqαlrϵkl (6.33)

Η (6.31), λόγω των (6.32) και (6.33) γράφεται ως

Cijklϵkl = αimαjpC
′
mpqrαkqαlrϵkl =⇒

(Cijkl − αimαjpαkqαlrC
′
mpqr)ϵkl = 0 (6.34)

H (6.34) πρέπει να ισχύει για οποιοδήποτε πεδίο παραμόρφωσης ϵkl,
δηλαδή πρέπει

Cijkl = αimαjpαkqαlrC
′
mpqr (6.35)

Η (6.35) είναι η σχέση μετασχηματισμού ενός τανυστή τέταρτης τάξης,
από το τελικό (τονούμενο) σύστημαστο αρχικό. Επομένως οι ελαστικές
σταθερές Cijkl αποτελούν τανυστή τέταρτης τάξης.

6.3 Ισότροπα υλικά

Στα ισότροπα υλικά, επειδή οι μηχανικές ιδιότητες είναι ίδιες προς
οποιαδήποτε διεύθυνση, ισχύει ότι

Cijkl = C ′
ijkl (6.36)

ή
σ′ij = Cijklϵ

′
kl (6.37)

επειδή και οι ελαστικές σταθερές είναι ίδιες προς οποιαδήποτε κατεύ-
θυνση.
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6.3.1 Παράδειγμα

Ν’ αποδειχθεί ότι στα ισότροπα υλικά, οι κύριοι άξονες των παρα-
μορφώσεων συμπίπτουν με τους κύριους άξονες των τάσεων.

Θεωρούμεωςαρχικόσύστημα, το κύριο σύστημαπαραμορφώσεων
όπου

ϵ12 = ϵ13 = ϵ23 = 0 (6.38)
Χρησιμοποιώντας τησχέση (6.24) στοαρχικό (κύριο) σύστημαOx1x2x3,
γράφουμε για την τάση σ23

σ23 = C2311ϵ11 + C2322ϵ22 + C2333ϵ33 (6.39)

Στρέφουμε το κύριο σύστημα Ox1x2x3 γύρω από τον άξονα x3 κατά
180o. Τα συνημίτονα κατεύθυνσης του νέου συστήματος (τονούμενου)
ως προς το αρχικό, είναι

αij =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 (6.40)

Στο νέο σύστημα έχουμε

σ′23 = αk2αl3σkl
(6.40)
= −σ23 (6.41)

Επειδή όμως
ϵ′ij = αkiαljϵkl (6.42)

και εξ αιτίας των σχέσεων (6.38) και (6.40), η (6.42) δίνει

ϵ′ij =


ϵ11 0 0

0 ϵ22 0

0 0 ϵ33

 (6.43)

που σημαίνει ότι τα στοιχεία του τανυστή της παραμόρφωσης στα δύο
συστήματα είναι ίδια.

Από τις (6.41) και (6.43), η (6.37) δίνει

−σ23 = C2311ϵ11 + C2322ϵ22 + C2333ϵ33 (6.44)

Από τις (6.39) και (6.44) συμπεραίνουμε ότι

σ23 = 0 (6.45)

Όμοια δείχνουμε και ότι σ13 = σ12 = 0, δηλαδή ότι το κύριο σύστημα
παραμορφώσεων είναι και κύριο σύστημα τάσεων, σε ισότροπα υλικά.
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6.3.2 Παράδειγμα

Ν’ αποδειχθεί ότι για ισότροπα υλικά, οι ανεξάρτητες ελαστικές
σταθερές είναι μόνο δύο.

Ως προς το κύριο σύστημα Ox1x2x3, οι σχέσεις τάσεων - παραμορ-
φώσεων δίνονται λόγω της (6.24), από τις σχέσεις

σ11 = C1111ϵ11 + C1122ϵ22 + C1133ϵ33 (6.46)
σ22 = C2211ϵ11 + C2222ϵ22 + C2233ϵ33 (6.47)
σ33 = C3311ϵ11 + C3322ϵ22 + C3333ϵ33 (6.48)

Επειδή ο Cijkl είναι τανυστής τέταρτης τάξης και παίρνοντας υπ’ όψη
και την (6.36), γράφουμε

Cmpqr = αmiαpjαqkαrlC
′
ijkl = αmiαpjαqkαrlCijkl (6.49)

Σ’ ένα νέο σύστημα x′i, που προκύπτει με στροφή 90o σε σχέση με το
αρχικό, γύρω από τον άξονα x1, τα συνημίτονα κατεύθυνσης είναι

αij =


1 0 0

0 0 −1

0 1 0

 (6.50)

Λόγω της (6.50), η (6.49) δίνει

C11qr = αqkαrlC11kl (6.51)
C22qr = αqkαrlC33kl (6.52)
C33qr = αqkαrlC22kl (6.53)

Οι (6.51) - (6.53), εξ αιτίας της (6.50), δίνουν

C1133 = C1122 (6.54)
C2211 = C3311 (6.55)
C2222 = C3333 (6.56)
C2233 = C3322 (6.57)

Όμοια με στροφή 90o γύρω από τον άξονα x2, για την οποία τα συνη-
μίτονα κατεύθυνσης είναι

αij =


0 0 −1

0 1 0

1 0 0

 (6.58)
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παίρνουμε

C2211 = C2233 (6.59)
C3322 = C1122 (6.60)
C1111 = C3333 (6.61)
C1133 = C3311 (6.62)

Από τις (6.54) - (6.57) και (6.59) - (6.62) προκύπτει ότι

C1111 = C2222 = C3333 = C (6.63)
C1122 = C1133 = C2211 = C2233 = C3311 = C3322 = λ (6.64)

όπου λ είναι μια από τις σταθερές του Lame. Οι (6.46) - (6.48) γράφο-
νται ως

σ11 = λϵ+ 2Gϵ11 (6.65)
σ22 = λϵ+ 2Gϵ22 (6.66)
σ33 = λϵ+ 2Gϵ33 (6.67)

όπου
ϵ = ϵ11 + ϵ22 + ϵ33 = ϵii = ϵ′ii (6.68)

και
2G = C − λ (6.69)

όπου G είναι το μέτρο διάτμησης.
Μετασχηματίζοντας τις τάσεις σε τυχαίο σύστημα x′i, θεωρώντας

το κύριο σύστημα ως αρχικό, παίρνουμε

σ′ij = αkiαljσkl =

α1iα1j(λϵ+ 2Gϵ11) + α2iα2j(λϵ+ 2Gϵ22) + α3iα3j(λϵ+ 2Gϵ33) =

αmiαmjλϵ+ 2Gϵ′ij (6.70)

Ο δεύτερος όρος στο δεξί μέλος της (6.70) προκύπτει από το μετα-
σχηματισμό των παραμορφώσεων. Τελικά λόγω των (4.27) και (4.28),
η (6.70) δίνει

σ′ij = λϵδij + 2Gϵ′ij (6.71)
Επειδή το ϵ είναι αναλλοίωτηποσότηταωςπρος οποιοδήποτε σύστημα
συντεταγμένων και επειδή ο δij είναι ισότροπος τανυστής (δεν μετα-
βάλλονται τα στοιχεία του με αλλαγή του συστήματος συντεταγμένων
στο οποίο αυτός αναφέρεται), η (6.71) γράφεται

σ′ij = λϵ′δ′ij + 2Gϵ′ij (6.72)

ή
σij = λϵδij + 2Gϵij (6.73)
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Η (6.73) είναι ίδια με τις (3.23) - (3.28). Τα G και λ είναι οι σταθερές του
Lamé.

Οι παραμορφώσεις μπορούν να βρεθούν σαν συναρτήσεις των τά-
σεων. Από την (6.73) βρίσκουμε ότι

σkk = 3λϵ+ 2Gϵkk = (3λ+ 2G)ϵ (6.74)

Θέτοντας την τιμή του ϵ που προκύπτει από την (6.74), στην (6.73) και
λύνοντας την τελευταία ως προς ϵij , καταλήγουμε στη σχέση

ϵij =
1

2G

(
σij − λδij

σkk
3λ+ 2G

)
(6.75)

ή ισοδύναμα στη σχέση

ϵij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
δijΘ (6.76)

όπου

Θ = σkk (6.77)

E =
G(3λ+ 2G)

λ+G
(6.78)

ν =
λ

2(λ+G)
(6.79)

όπου E και ν είναι το μέτρο ελαστικότητας και ο λόγος του Poisson του
υλικούαντίστοιχα.Οι εξισώσεις (6.75) είναι ίδιες με τις εξισώσεις (3.23)
- (3.28)

6.4 Εξισώσειςσυμβιβαστούτωνπαραμορφώσεων

Θα δείξουμε ότι η ικανοποίηση των εξισώσεων συμβιβαστού απο-
τελεί αναγκαία συνθήκη για να έχουμε μονότιμες, συνεχείς συναρτή-
σεις μετατοπίσεων σε απλά συνεκτικές περιοχές. Έστω ότι μέσα σ’ ένα
σώμα, ένα σημείο P0 βρίσκεται στην αρχή των αξόνων και ένα άλλο
σημείο P έχει συντεταγμένες (xP1 , xP2 , xP3 ) (Σχήμα 6.2). Οι μετατοπίσεις
των δύο σημείων είναι u0i και uPi αντίστοιχα. Οι μετατοπίσεις του ση-
μείου P , σαν συνάρτηση των μετατοπίσεων του σημείου P0, δίνονται
από τη σχέση

uPi = u0i +

∫
C

∂ui
∂xj

dxj (6.80)

όπου C είναι οποιαδήποτε συνεχής καμπύλη που συνδέει το P0 με το
P . Εξ’ αιτίας της (6.6), η (6.80) γράφεται

uPi = u0i +

∫
C
ϵijdxj +

∫
C
ωijdxj (6.81)
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Σχήμα 6.2: Μετατοπίσεις στα σημεία P0 και .

Θα εκφράσουμε το δεύτεροολοκλήρωμα, στο δεξί μέλος της (6.81), σαν
συνάρτηση των παραμορφώσεων. Γράφουμε λοιπόν

ωij =
1

2
(ui,j − uj,i) =⇒ ωij,k =

1

2

∂

∂xk
(ui,j − uj,i) =

1

2

∂

∂xk
(ui,j − uj,i) +

1

2

∂

∂xi
(uk,j − uk,j) =

1

2

∂

∂xj
(ui,k + uk,i)−

1

2

∂

∂xi
(uj,k + uk,j) =⇒

ωij,k = ϵik,j − ϵjk,i (6.82)

Επίσης ∫
C
ωijdxj = ωP

ijx
P
j −

∫
C
xjωij,kdxk (6.83)

όπου ωP
ij είναι οι συνιστώσες της στροφής στο σημείο P . Λόγω των

(6.82), (6.83) η (6.81) δίνει

uPi = u0i + ωP
ijx

P
j +

∫
C
[ϵik − xj(ϵik,j − ϵjk,i)]dxk (6.84)

Επειδή η uPi πρέπει να είναι ίδια για κάθε συνεχή καμπύλη C που ενώ-
νει τα σημεία P0 και P , η ολοκληρωτέα ποσότητα μέσα στην αγκύλη
στο δεξί μέλος της εξίσωσης (6.84), πρέπει να είναι ακριβές διαφορικό
(exact differential). Έτσι αν

Qik = ϵik − xj(ϵik,j − ϵjk,i) (6.85)

πρέπει να ισχύει
Qikdxk = dVi =

∂Vi
∂xk

dxk (6.86)
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Παραπέρα

Qik =
∂Vi
∂xk

=⇒ Qik,l = Vi,kl =⇒ Qil,k = Vi,lk (6.87)

Από την (6.87) συμπεραίνουμε ότι
Qik,l = Qil,k (6.88)

Λαμβάνοντας υπ’ όψη την (6.85), η (6.88) δίνει
ϵik,l − δjl(ϵik,j − ϵjk,i)− xj(ϵik,jl − ϵjk,il) =

ϵil,k − δjk(ϵil,j − ϵjl,i)− xj(ϵil,jk − ϵjl,ik) =⇒
xj [ϵik,jl − ϵjk,il − ϵil,jk + ϵjl,ik] = 0 (6.89)

Η (6.89) πρέπει να ικανοποιείται για όλες τις τιμές του xj και επομένως
πρέπει

ϵil,jk − ϵjl,ik + ϵjk,il − ϵik,jl = 0 (6.90)
Οι 81 εξισώσεις (6.90) δεν είναι μεταξύ τους ανεξάρτητες. Όταν όλοι οι
δείκτες είναι ίσοι πολλές από τις εξισώσεις ικανοποιούνται λόγω ταυ-
τότητας. Επίσης αρκετές από τις εξισώσεις (6.90) αποτελούν επαναλή-
ψεις άλλων. Έτσι τελικά οι 81 εξισώσεις μειώνονται σε 6 ανεξάρτητες
εξισώσεις. Οι 6 αυτές ανεξάρτητες εξισώσεις είναι ίδιες με τις (2.27) -
(2.32).

Κάνοντας συστολήως προς τους δείκτες j και k, οι (6.90) γράφονται
ως

ϵil,jj − ϵjl,ij + ϵjj,il − ϵij,jl = 0 (6.91)
που είναι ισοδύναμες, αλλά όχι ίδιες, με τις (6.90).

Οι (6.90) γράφονται και ως

σik,ll +
1

1 + ν
Θ,ik = − ν

1− ν
δikFj,j − (Fi,k + Fk,i) (6.92)

αν χρησιμοποιηθούν οι σχέσεις παραμορφώσεων - τάσεων (6.76) και
οι εξισώσεις ισορροπίας (5.61). Οι (6.92) είναι οι εξισώσεις Beltrami -
Michell.

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις τάσεων - παραμορφώσεων
σij = λϵδij + 2Gϵij (6.93)

όπου

ϵij =
1

2
(ui,j + uj,i) (6.94)

ϵ = uk,k (6.95)
στις εξισώσεις ισορροπίας (5.61), βρίσκουμε τελικά τις σχέσεις

G∇2ui + (λ+G)ϵ,i + Fi = 0 (6.96)
Οι (6.95) είναι οι εξισώσεις Navier που εκφράζουν την ισορροπία με
χρήση των μετατοπίσεων.
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Κεφάλαιο 7

Διέπουσες εξισώσεις της
ελαστικότητας

Στο κεφάλαιο αυτό παραθέτουμε όλες τις διέπουσες εξισώσεις της
ελαστικότητας, ανακεφαλαιώνοντας όσααναφέραμεμέχρι τώρα.Ηπα-
ρουσίαση όλων των διεπουσών εξισώσεων σ’ ένα κεφάλαιο, παρ’ ότι
αποτελεί επανάληψή τους, κρίνεται αναγκαία για λόγους εύκολης εύ-
ρεσης και αναφοράς σ’ αυτές. Στην πρώτη ενότητα οι εξισώσεις πα-
ρουσιάζονται με χρήση δεικτών ενώ στη δεύτερη ενότητα αυτές γρά-
φονται σε αναπτυγμένη μορφή.

7.1 Διέπουσες εξισώσεις με χρήση δεικτών

1. Εξισώσεις ισορροπίας με χρήση των τάσεων

σij,j + Fi = 0 (7.1)

2. Σχέσεις μεταξύ παραμορφώσεων και μετατοπίσεων

ϵij =
1

2
(ui,j + uj,i) (7.2)

3. Καταστατικές σχέσεις μεταξύ τάσεων και παραμορφώσεων για
ισότροπα, γραμμικά ελαστικά υλικά

σij = λδijϵkk + 2Gϵij (7.3)

ϵij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
δijσkk (7.4)

4. Εξισώσεις συμβιβαστού των παραμορφώσεων

ϵil,jj − ϵjl,ij + ϵjj,il − ϵij,jl = 0 (7.5)
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5. Εξισώσεις συμβιβαστού των παραμορφώσεων με χρήση των τά-
σεων (Beltrami - Michell)

σik,jj +
1

1 + ν
σjj,ik = − ν

1− ν
δikFj,j − (Fi,k + Fk,i) (7.6)

Προκύπτουν αν οι (7.4) εισαχθούν στις (7.5), με χρήση και των
(7.1).

6. Σχέσεις μεταξύ τάσεων και μετατοπίσεων

σij = λδijuk,k +G(ui,j + uj,i) (7.7)

Προκύπτουν αν οι (7.2) εισαχθούν στις (7.3).
7. Εξισώσεις ισορροπίας με χρήση των μετατοπίσεων (Navier)

Gui,jj + (λ+G)uj,ji + Fi = 0 (7.8)

Προκύπτουν αν οι (7.7) εισαχθούν στις (7.1).
Οι σταθερές του Lame, G και λ δίνονται από τις σχέσεις

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
(7.9)

G =
E

2(1 + ν)
(7.10)

σαν συναρτήσεις του μέτρου ελαστικότητας E και του λόγου Poisson
ν.

Εκτός από τις εξισώσεις (7.1) - (7.8), που πρέπει να ισχύουν σε κάθε
υλικό σημείο στο εσωτερικό του σώματος,πρέπει να ικανοποιούνται
και οι συνοριακές συνθήκες στο σύνορο του σώματος. Οι τελευταίες
δίνονται είτε με το διάνυσμα τάσης Tµ

i στο σύνορο, είτε με τις μετατο-
πίσεις ubi στο σύνορο, είτε με συνδυασμό και των δύο. Αν δίνεται το T

µ
i

στο σύνορο, πρέπει οι τάσεις στο σύνορο να ικανοποιούν τη σχέση

σijµi = Tµ
j (7.11)

7.2 Διέπουσες εξισώσειςσεαναπτυγμένημορφή

Oι εξισώσεις (7.1) - (7.8) γράφονται ως:
1. Εξισώσεις ισορροπίας

∂σxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+ Fx = 0 (7.12)

∂σyy
∂y

+
∂τxy
∂x

+
∂τzy
∂z

+ Fy = 0 (7.13)

∂σzz
∂z

+
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+ Fz = 0 (7.14)
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2. Σχέσεις μεταξύ παραμορφώσεων και μετατοπίσεων

ϵxx =
∂u

∂x
(7.15)

ϵyy =
∂v

∂y
(7.16)

ϵzz =
∂w

∂z
(7.17)

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
(7.18)

γyz =
∂v

∂z
+
∂w

∂y
(7.19)

γzx =
∂w

∂x
+
∂u

∂z
(7.20)

3. Καταστατικές σχέσεις μεταξύ τάσεων και παραμορφώσεων για
ισότροπα, γραμμικά ελαστικά υλικά

σxx = 2Gϵxx + λ(ϵxx + ϵyy + ϵzz) (7.21)
σyy = 2Gϵyy + λ(ϵxx + ϵyy + ϵzz) (7.22)
σzz = 2Gϵzz + λ(ϵxx + ϵyy + ϵzz) (7.23)

γxy =
1

G
τxy (7.24)

γyz =
1

G
τyz (7.25)

γxz =
1

G
τxz (7.26)

ή

ϵxx =
1

E
[σxx − ν(σyy + σzz)] (7.27)

ϵyy =
1

E
[σyy − ν(σxx + σzz)] (7.28)

ϵzz =
1

E
[σzz − ν(σxx + σyy)] (7.29)

γxy =
1

G
τxy (7.30)

γyz =
1

G
τyz (7.31)

γxz =
1

G
τxz (7.32)
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4. Εξισώσεις συμβιβαστού των παραμορφώσεων

∂2ϵxx
∂y2

+
∂2ϵyy
∂x2

=
∂2γxy
∂x∂y

(7.33)

∂2ϵyy
∂z2

+
∂2ϵzz
∂y2

=
∂2γyz
∂y∂z

(7.34)

∂2ϵzz
∂x2

+
∂2ϵxx
∂z2

=
∂2γzx
∂z∂x

(7.35)

2
∂2ϵxx
∂y∂z

=
∂

∂x

(
−∂γyz
∂x

+
∂γxz
∂y

+
∂γxy
∂z

)
(7.36)

2
∂2ϵyy
∂z∂x

=
∂

∂y

(
∂γyz
∂x

− ∂γxz
∂y

+
∂γxy
∂z

)
(7.37)

2
∂2ϵzz
∂x∂y

=
∂

∂z

(
∂γyz
∂x

+
∂γxz
∂y

− ∂γxy
∂z

)
(7.38)

5. Σχέσεις μεταξύ τάσεων και μετατοπίσεων

σxx = λϵ+ 2G
∂u

∂x
(7.39)

σyy = λϵ+ 2G
∂v

∂y
(7.40)

σzz = λϵ+ 2G
∂w

∂z
(7.41)

τxy = G

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
(7.42)

τyz = G

(
∂w

∂y
+
∂v

∂z

)
(7.43)

τzx = G

(
∂w

∂x
+
∂u

∂z

)
(7.44)

6. Εξισώσεις συμβιβαστού των παραμορφώσεων με χρήση των τά-
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σεων (Beltrami - Michell)

∇2σxx +
1

1 + ν

∂2Θ

∂x2
= − ν

1− ν

[
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
+
∂Fz

∂z

]
− 2

∂Fx

∂x
(7.45)

∇2σyy +
1

1 + ν

∂2Θ

∂y2
= − ν

1− ν

[
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
+
∂Fz

∂z

]
− 2

∂Fy

∂y
(7.46)

∇2σzz +
1

1 + ν

∂2Θ

∂z2
= − ν

1− ν

[
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
+
∂Fz

∂z

]
− 2

∂Fz

∂z
(7.47)

∇2τyz +
1

1 + ν

∂2Θ

∂y∂z
= −

(
∂Fz

∂y
+
∂Fy

∂z

)
(7.48)

∇2τzx +
1

1 + ν

∂2Θ

∂z∂x
= −

(
∂Fx

∂z
+
∂Fz

∂x

)
(7.49)

∇2τxy +
1

1 + ν

∂2Θ

∂x∂y
= −

(
∂Fy

∂x
+
∂Fx

∂y

)
(7.50)

όπου
Θ = σxx + σyy + σzz (7.51)

7. Εξισώσεις ισορροπίας με χρήση των μετατοπίσεων (Navier)

(λ+G)
∂ϵ

∂x
+G∇2u+ Fx = 0 (7.52)

(λ+G)
∂ϵ

∂y
+G∇2v + Fy = 0 (7.53)

(λ+G)
∂ϵ

∂z
+G∇2w + Fz = 0 (7.54)

όπου
∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(7.55)

7.3 Άσκηση

Δείξτε ότι οι διέπουσες εξισώσεις της ελαστικότητας ανάγονται στη
σχέση

∇4Vi +
Fi

1− ν
= 0

αν
2Gui = 2(1− ν)∇2Vi − Vj,ij

Η διανυσματική συνάρτηση Vi ονομάζεται διάνυσμα Galerkin.
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Κεφάλαιο 8

Ενεργειακές μέθοδοι

Για τη επίλυση ενός προβλήματος της ελαστικότητας απαιτείται η
επίλυση διαφορικών εξισώσεων, με δεδομένες συνοριακές συνθήκες.
Εξ’ αιτίας της δυσκολίας εύρεσης αναλυτικής λύσης για τις εξισώσεις
αυτές, συχνά χρησιμοποιούμε προσεγγιστικές μεθόδους για την επί-
λυσή τους. Μια κατηγορία τέτοιων μεθόδων βασίζεται στο γεγονός ότι
οι διέπουσες διαφορικές εξισώσεις της ελαστικότητας, προκύπτουν
από την ελαχιστοποίηση μιας συγκεκριμένης ενεργειακής έκφρασης.

8.1 Ενέργεια παραμόρφωσης

Όταν ένα σώμα παραμορφώνεται λόγω της δράσης εξωτερικών δυ-
νάμεων πάνω σ’ αυτό, παράγεται έργο. Η ενέργεια που αποταμιεύε-
ται στο σώμα, λόγω του έργου των εξωτερικών δυνάμεων, ονομάζεται
ενέργεια παραμόρφωσης. Αν το σώμα αποτελείται από ελαστικό υλικό
και αν αγνοήσουμε το μικρό ποσό της ενέργειας που χάνεται με τη
μορφή θερμότητας, όλη η ενέργεια παραμόρφωσης αποβάλλεται στο
περιβάλλον όταν παύουν να ενεργούν τα φορτία και το σώμα επα-
νέρχεται στην απαραμόρφωτη κατάσταση. Θα εξετάσουμε πρώτα την
ενέργεια παραμόρφωσης λόγω μονοαξονικής εντατικής κατάστασης
(Σχήμα 8.1). Έστω ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο ABCD, διαστάσεων
dx, dy και dz. Εξ αιτίας της τάσης σ που δρα κατά τη διεύθυνση x, το ορ-
θογώνιο στοιχείο μετακινείται στη θέση A′B′C ′D′. Η τάση αυξάνεται
από μια αρχική μηδενική τιμή μέχρι μια τελική τιμή σxx. Θεωρούμε ότι
οι μαζικές δυνάμεις ισούνται με μηδέν και ότι η τάση σ εφαρμόζεται
αργά έτσι ώστε τα αδρανειακά φαινόμενα να αγνοούνται. Θεωρούμε
ακόμη ότι το σώμα βρίσκεται σε ισορροπία κάθε στιγμή κατά τη δια-
δικασία της φόρτισης.

Το έργο που παράγεται από την τάση σ μετατρέπεται σε ενέργεια
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Σχήμα 8.1: Παραμόρφωση εφελκυόμενου στοιχειώδους ορθογωνίου.

παραμόρφωσης που αποταμιεύεται μέσα στο σώμα και είναι ίση με

dU =

∫ σ=σxx

σ=0
σd
(
u+

∂u

∂x
dx
)
dydz −

∫ σ=σxx

σ=0
σdudydz =∫ σ=σxx

σ=0
σd
(
∂u

∂x

)
dxdydz (8.1)

Οι ποσότητες σ, u και
∂u

∂x
είναι μεταβλητές και και η ολοκλήρωση γίνε-

ταιωςπρος
∂u

∂x
. Τα dx, dy και dz είναι σταθερά γι αυτή την ολοκλήρωση.

Όμως
∂u

∂x
= ϵxx =

σ

E
(8.2)

και επομένως

dU =

∫ σ=σxx

σ=0
σ
dσ
E
dxdydz = σ2xx

2E
dxdydz (8.3)

Η πυκνότητα ενέργειας παραμόρφωσης ανά μονάδα όγκου είναι συνε-
πώς

U0 =
σ2xx
2E

=
1

2
σxxϵxx =

1

2
Eϵ2xx (8.4)

Η τελική σχετική μετατόπιση των φορτιζόμενων εδρών είναι ϵxxdx και
η μέγιστη εφαρμοζόμενη δύναμη είναι σxxdydz. Για γραμμικά ελαστικό
υλικό η σχέση δύναμης - μετατόπισης είναι γραμμική και το έργο ισού-
ται με τησκιασμένη επιφάνεια του τριγώνου, όπωςφαίνεται στο Σχήμα
8.2.

Στην περίπτωση καθαρής διάτμησης (Σχήμα 8.3), η ενέργεια παρα-
μόρφωσης είναι
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Σχήμα 8.2: Ενέργεια παραμόρφωσης σε γραμμικά ελαστικό υλικό

∂u

∂y
dy

dx

τyx

τxy

∂x

∂υ dx

y

dy

x

Σχήμα 8.3: Καθαρή διάτμηση.
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dU =
1

2

[
(τxydydz)

(
∂v

∂x
dx
)
+ (τyxdxdz)

(
∂u

∂y
dy
)]

=

1

2
τxy

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
dxdydz =⇒

U0 =
1

2
τxyγxy =

1

2

τ2xy
G

=
1

2
Gγ2xy (8.5)

Έστω τώρα ότι το ορθογώνιο στοιχείο υποβάλλεται σε καθαρό διαξο-
νικό εφελκυσμό ή θλίψη, με την ταυτόχρονη δράση των τάσεων σxx
και σyy. H πυκνότητα ενέργειας παραμόρφωσης τότε θα είναι

U0 =
1

2
σxxϵxx +

1

2
σyyϵyy (8.6)

Σημειώνουμε ότι η ϵxx είναι η ορθή παραμόρφωση στη διεύθυνση x εξ
αιτίας της ταυτόχρονης δράσης των σxx και σyy. H ενέργεια παραμόρ-
φωσης είναι ανεξάρτητη από τη χρονική σειρά με την οποία εφαρμό-
ζονται τα φορτία. Αν δεν ίσχυε αυτό θα μπορούσαμε να φορτίζαμε με
μια σειρά και να αποφορτίζαμε με μια άλλη σειρά, που θα αντιστοι-
χούσε σε διαφορετικό έργο από αυτό της φόρτισης. Δηλαδή θα πα-
ραγόταν έργο στον κύκλο φόρτισης - αποφόρτισης, πράγμα που είναι
αντίθετο με την αρχή διατήρησης της ενέργειας.

Σε μια τρισδιάστατη εντατική κατάσταση θα έχουμε

U0 =
1

2
(σxxϵxx + σyyϵyy + σzzϵzz + τxyγxy + τyzγyz + τzxγzx) =

1

2
σijϵij (8.7)

και η συνολική ενέργεια ενός τρισδιάστατου σώματος είναι

U =

∫ ∫
V

∫
U0dxdydz (8.8)

Η πυκνότητα ενέργειας παραμόρφωσης, εκφρασμένη σαν συνάρτηση
των τάσεων μόνο, γράφεται ως

1

2

[
1

E

(
σ2xx + σ2yy + σ2zz

)
− 2ν

E
(σxxσyy + σyyσzz + σzzσxx) +

1

G

(
τ2xy + τ2yz + τ2zx

)]
= − ν

2E
σ2kk +

1

4G
σijσij (8.9)

ενώ εκφρασμένη μόνο σαν συνάρτηση τωνπαραμορφώσεων γράφεται
ως

U0 =
1

2

[
λϵ2 + 2G

(
ϵ2xx + ϵ2yy + ϵ2zz

)
+G

(
γ2xy + γ2yz + γ2zx

)]
=

λ

2
ϵ2kk +Gϵijϵij (8.10)
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Εξ αιτίας των σχέσεων (8.9) και (8.10), ισχύουν και οι σχέσεις

ϵxx =
∂U0(σxx, σyy, . . . τzx)

∂σxx
(8.11)

και
σxx =

∂U0(ϵxx, ϵyy, . . . γzx)

∂ϵxx
(8.12)

Παρόμοιες σχέσεις με τις (8.11) και (8.12) ισχύουν και για τις υπόλοιπες
τάσεις και έτσι μπορούμε γενικά να γράψουμε ότι

ϵij =
∂U0

∂σij
(8.13)

σij =
∂U0

∂ϵij
(8.14)

Η πυκνότητα ενέργειας παραμόρφωσης μπορεί να χωριστεί σε δύο
τμήματα, ένα που προκαλεί τις αλλαγές στον όγκο και ένα που προκα-
λεί τις αλλαγές στο σχήμα. Η ιδέα αυτή χρησιμοποιείται για τον προσ-
διορισμό του κριτηρίου διαρροής των όλκιμων μετάλλων υπό οποια-
δήποτε εντατική κατάσταση. Θεωρούμε λοιπόν ότι το τασικό πεδίο εί-
ναι άθροισμα δύο εντατικών καταστάσεων. Μιας υδροστατικής εντα-
τικής κατάστασης (΄), η οποία ορίζεται από τις σχέσεις

σ′xx = σ′yy = σ′zz = σm =
σxx + σyy + σzz

3
(8.15)

τ ′xy = τ ′yz = τ ′zx = 0 (8.16)

και μιας αποκλίνουσας εντατικής κατάστασης (΄΄) που αντίστοιχα ορί-
ζεται από τις σχέσεις

σ′′xx = σxx − σm (8.17)
σ′′yy = σyy − σm (8.18)
σ′′zz = σzz − σm (8.19)

τ ′′xy = τxy (8.20)
τ ′′yz = τyz (8.21)
τ ′′zx = τzx (8.22)

Η υδροστατική εντατική κατάσταση (′) προκαλεί τη συνολική αλλαγή
στον όγκο, ενώ η αποκλίνουσα εντατική κατάσταση (′′) προκαλεί την
αλλαγή στο σχήμα και ισοδυναμεί με τρισδιάστατη καθαρή διάτμηση.
Η ενέργεια ανά μονάδα όγκου, εξ αιτίας της υδροστατικής εντατικής
κατάστασης είναι

U ′
0 =

1

2
σmϵ =

1

2

σ2m
K

=
1

18K
(σxx + σyy + σzz)

2 (8.23)
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όπου K είναι το μέτρο διόγκωσης του υλικού (δες τη σχέση (3.37)). H
ενέργεια εξ αιτίας της αλλαγής σχήματος, που οφείλεται στα αποκλί-
νοντα εντατικά στοιχεία των σχέσεων (8.17) - (8.22) είναι

U ′′
0 =

3

4

τ2oct
G

(8.24)

όπου τoct είναι η λεγόμενη οκταεδρική διατμητική τάση

τoct =
1

3

√
(σxx − σyy)2 + (σyy − σzz)2 + (σzz − σxx)2 + 6(τ2xy + τ2yz + τ2zx)

(8.25)

8.2 Μεταβαλλόμενηεντατικήκατάστασηκαιμα-
ζικές δυνάμεις

Θα εξετάσουμε στη συνέχεια την ενέργεια παραμόρφωσης, σ’ ένα
σώμα όπου οι τάσεις δεν είναι ομοιόμορφα κατανεμημένες, όπως ήταν
στο Ενότητα 8.1. Στην περίπτωση χωρικά μεταβαλλόμενων τάσεων,
υπάρχουν και μαζικές δυνάμεις με συνιστώσες Fx, Fy και Fz. Έστω κα-
τάσταση μονοαξονικού εφελκυσμού, με χωρικά μεταβαλλόμενη ορθή
τάση κατά x και με παρουσία μαζικής δύναμης Fx (Σχήμα 8.4). Το έργο

dx

u

∂

∂

u

x
dx

y

x

dy σ

+u

σxx +
∂

∂ σxx

x
Fx dx

Σχήμα 8.4: Χωρικά μεταβαλλόμενες τάσεις σε εφελκυόμενο στοιχειώ-
δες ορθογώνιο.

εξ αιτίας της τάσης σxx στην που ασκείται στην αριστερή έδρα είναι
ίσο με

−1

2
σxxudydz (8.26)

ενώ το έργο εξ αιτίας της τάσης σxx +
∂σxx

∂x
dx που ασκείται στη δεξιά

έδρα του ορθογωνίου είναι

1

2

(
σxx +

∂σxx
∂x

dx
)(

u+
∂u

∂x
dx
)
dydz (8.27)
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Το συνολικό έργο που παράγεται, εξ αιτίας των τάσεων που ασκούνται
στις δύο έδρες τις κάθετες στον άξονα των x, προκύπτει από το αλγε-
βρικό άθροισμα των (8.26) και (8.27) και είναι ίσο με

1

2

(
σxx +

∂σxx
∂x

dx
)(

u+
∂u

∂x
dx
)
dydz −

1

2
σxxudydz =

1

2

∂

∂x
(σxxu)dxdydz (8.28)

αγνοώντας τον όρο με το γινόμενο των τεσσάρων διαφορικών. Αν στις
δύο έδρες τις κάθετες στον άξονα των x ασκούνται και οι διατμητικές
τάσεις τxy και τxz, τότε το έργο των τάσεων αυτών στις δύο έδρες, είναι

1

2

∂(τxyv)

∂x
dxdydz + 1

2

∂(τxzw)

∂x
dxdydz (8.29)

Παραπέρα, αν έχουμε μια γενική τρισδιάστατη εντατική κατάσταση,
όπου ασκούνται όλες οι ορθές και διατμητικές τάσεις σ’ όλες τις έδρες
του στοιχείου, η συνολική ενέργεια ανά μονάδα όγκου στο στοιχείο,
προκύπτει ότι είναι

U0 =
1

2

[
∂

∂x
(σxxu+ τxyv + τxzw) +

∂

∂y
(σyyv + τyxu+ τyzw)+

∂

∂z
(σzzw + τzxu+ τzyv) + Fxu+ Fyv + Fzw

]
=

1

2

[(
σxx

∂u

∂x
+ σyy

∂v

∂y
+ σzz

∂w

∂z

)
+ τxy

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
+

τyz

(
∂w

∂y
+
∂v

∂z

)
+ τzx

(
∂w

∂x
+
∂u

∂z

)
+

u

(
∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+ Fx

)
+

v

(
∂σyy
∂y

+
∂τxy
∂x

+
∂τyz
∂z

+ Fy

)
+

w

(
∂σzz
∂z

+
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+ Fz

)]
(8.30)

Εξ αιτίας των εξισώσεων ισορροπίας, οι ποσότητες στις τρεις τελευ-
ταίες παρενθέσεις στη σχέση (8.30) μηδενίζονται. Έτσι, η (8.30) τελικά
γίνεται

U0 =
1

2
(σxxϵxx + σyyϵyy + σzzϵzz + σxyγxy + σyzγyz + σzxγzx) =

1

2
σijϵij (8.31)

που είναι ίδια με την (8.7).
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8.3 Η Αρχή Δυνατών Έργων

Έστω απαραμόρφωτο υλικό σωματίδιο που βρίσκεται σε ισορρο-
πία, με συνέπεια η συνισταμένη όλων των δυνάμεων που ασκούνται
στο σωματίδιο, να είναι ίση με μηδέν. Αν θέλουμε να μετακινήσουμε το
σωματίδιο σε μια νέα θέση, πρέπει να ασκήσουμε επί πλέον δυνάμεις,
δηλαδή το αρχικό σύστημα δυνάμεων πρέπει ν’ αλλάξει.

Ως δυνατή μετατόπιση ορίζουμε μια αυθαίρετη μετατόπιση που δεν
επηρεάζει (αλλάζει) το σύστημα δυνάμεων που ασκούνται στο σωμα-
τίδιο. Η δυνατή μετατόπιση είναι μια φανταστική μετατόπιση, κατά
την οποία οι δυνάμεις που ασκούνται στο σωματίδιο δε μεταβάλλο-
νται. Μερικές φορές θεωρούμε μια μικρή πραγματική μετατόπιση ως
δυνατή μετατόπιση, διότι οι αλλαγές που προκαλούνται στο σύστημα
δυνάμεων είναι αμελητέες σε σχέση με τις δυνάμεις αυτές καθ’ αυτές.
Βέβαια, σύμφωνα με τον ορισμό που δώσαμε, η δυνατή μετατόπιση
δεν είναι ανάγκη να είναι απείρως μικρή.

Το έργο που παράγεται από τις δυνάμεις που ασκούνται στο σω-
ματίδιο, κατά τη διάρκεια μιας δυνατής μετατόπισης, λέγεται δυνατό
έργο. Το δυνατό έργο είναι μηδενικό αν το σωματίδιο ισορροπεί, διότι
η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται σ’ αυτό είναι ίση με μη-
δέν. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν το δυνατό έργο είναι ίσο
με το μηδέν τότε και οι δυνάμεις που ασκούνται στο σωματίδιο έχουν
συνισταμένη ίση με το μηδέν.

Για ένα παραμορφώσιμο ελαστικό σώμα, εισάγουμε τις δυνατές με-
τατοπίσεις

δu = δu(x, y, z) (8.32)
δv = δv(x, y, z) (8.33)
δw = δw(x, y, z) (8.34)

και το πεδίο των δυνατών παραμορφώσεων

δϵxx = δϵxx(x, y, z) (8.35)
δϵyy = δϵyy(x, y, z) (8.36)
δϵzz = δϵzz(x, y, z) (8.37)
δγxy = δγxy(x, y, z) (8.38)
δγyz = δγyz(x, y, z) (8.39)
δγzx = δγzx(x, y, z) (8.40)

Οι δυνατέςπαραμορφώσεις και μετατοπίσεις πραγματοποιούνται αφού
το σώμα έχει ισορροπήσει. Οι δυνατές μετατοπίσεις υπόκεινται στους
παρακάτω περιορισμούς:
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1. Οι δυνατές μετατοπίσεις δu, δv και δw είναι μονότιμες και συνε-
χείς συναρτήσεις. Η τάξη μεγέθους τους είναι μέσα στα όρια της
γραμμικής ελαστικότητας.

2. Κατά τη διάρκεια πραγματοποίησης μιας δυνατής μετατόπισης,
όλες οι εξωτερικές δυνάμεις (επιφανειακές και μαζικές) καθώς και
οι εσωτερικές τάσεις παραμένουν σταθερές σε μέγεθος και διεύ-
θυνση

3. Σε σημεία του συνόρου του σώματος όπου οι μετατοπίσεις είναι
δεδομένες, οι δυνατές μετατοπίσεις πρέπει να μηδενίζονται.

Οι δυνατές παραμορφώσεις ορίζονται ως

δϵxx = δ

(
∂u

∂x

)
=

∂

∂x
(δu) κ. λ. π (8.41)

δγxy = δ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
=

∂

∂y
δu+

∂

∂x
δv (8.42)

Πέρα από τους τρεις περιορισμούς που αναφέραμε παραπάνω, οι δυ-
νατές μετατοπίσεις είναι εντελώς αυθαίρετες. Δεν είναι βέβαια ανα-
γκαίο να είναι φυσικά πραγματοποιήσιμες διότι όπως αναφέραμε πα-
ραπάνω είναι φανταστικές.

Έστω δW το δυνατό έργο που παράγεται από τις εξωτερικές (επι-
φανειακές και μαζικές) δυνάμεις και δU η δυνατή ενέργεια παραμόρ-
φωσης που αποταμιεύεται στο σώμα κατά τη διάρκεια μιας δυνατής
μετατόπισης. Έστω u, v και w οι μετατοπίσεις που προκαλεί στο σώμα,
ένα σύστημα δυνάμεων. Μετά, έστω ότι εφαρμόζεται το πεδίο των δυ-
νατών μετατοπίσεων δu, δv και δw. H ενέργεια που παράγεται από την
τάση σxx κατά τη διάρκεια των δυνατών μετατοπίσεων, στο στοιχείο
του Σχήματος 8.1, είναι

σxx

(
δu+

∂δu

∂x
dx
)
dydz − σxx(δu)dydz (8.43)

και το δυνατό έργο ανά μονάδα όγκου δU0 είναι

δU0 = σxx
∂δu

∂x
= σxxδϵxx = Eϵxxδϵxx (8.44)

Επειδή όμως
U0 =

1

2
Eϵ2xx (8.45)

και εξ αιτίας της (8.44), παρατηρούμε ότι το σύμβολο δ μπορεί να θεω-
ρηθεί ως τελεστής όμοιος με το διαφορικό τελεστή d διότι μπορούμε
να γράψουμε

δU0 =
dU0

dϵxx
δϵxx (8.46)
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Η συνάρτηση δU0 ονομάζεται 1η μεταβολή της ενέργειας U0 ή απλά με-
ταβολή της U0.

Έστω τώρα μια πραγματική μεταβολή∆ϵxx της παραμόρφωσης και
έστω ∆U0 η αντίστοιχη αύξηση της πυκνότητας ενέργειας παραμόρ-
φωσης. Από το ανάπτυγμα Taylor της πυκνότητας ενέργειας παραμόρ-
φωσης U0 έχουμε

U0(ϵxx +∆ϵxx) = U0(ϵxx) +
dU0

dϵxx
∆ϵxx +

1

2

d2U0

dϵ2xx
(∆ϵxx)

2 + . . . (8.47)

ή

∆U0 = U0(ϵxx +∆ϵxx)− U0(ϵxx) =
dU
dϵxx

∆ϵxx +
1

2

d2U0

dϵ2xx
(∆ϵxx)

2 (8.48)

Στην (8.47) οι παράγωγοι τάξης > 2 μηδενίζονται, διότι η U0 περιέχει
όρους με τα στοιχεία της παραμόρφωσης υψωμένα στο τετράγωνο. Αν
∆ϵxx → 0, ο δεύτερος όρος στο δεύτερο μέλος της (8.48) θεωρείται αμε-
λητέος και η (8.48) γίνεται ίδια με την (8.46). Να σημειώσουμε εδώ ότι
για να φθάσουμε στην (8.46) δεν υποθέσαμε ότι η δϵxx είναι απειροστή
ποσότητα και δεν αγνοήσαμε όρους δεύτερης τάξης. Το γεγονός ότι
όροι δεύτερης τάξης δεν παρουσιάζονται στην (8.46), οφείλεται στο
ότι η δϵxx είναι μια δυνατή παραμόρφωση. Συνεπώς κατά τη διάρκεια
της εφαρμογής της, η τάση παραμένει σταθερή και ίση με Eϵxx, όπως
φαίνεται και στην (8.44).

Λαμβάνοντας υπ’ όψη την (8.44) μπορούμε να δείξουμε ότι η δυ-
νατή πυκνότητα ενέργειας παραμόρφωσης είναι

δU0 = σxxδϵxx + σyyδϵyy + σzzδϵzz + τxyδγxy + τyzδγyz + τzxδγzx (8.49)

H (8.49) είναι όμοια με την (8.7), εκτός από τον παράγοντα 1
2 που δεν

υπάρχει στην (8.49) διότι οι τάσεις παραμένουνσταθερές κατά τηδιάρ-
κεια επιβολής της δυνατής μετατόπισης. Η συνολική δυνατή ενέργεια
παραμόρφωσης είναι επομένως

δU =

∫ ∫
V

∫
δU0dxdydz (8.50)

Ας δούμε τώρα το δυνατό έργο των εξωτερικών δυνάμεων. Οι επιφα-
νειακές δυνάμεις παράγουν έργο ίσο με∫

A
(Tµ

x δu+ Tµ
y δv + Tµ

z δw)dA (8.51)

ενώ οι μαζικές δυνάμεις παράγουν έργο ίσο με∫
V
(Fxδu+ Fyδv + Fzδw)dV (8.52)
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όπου A είναι η εξωτερική συνοριακή επιφάνεια του σώματος και V
είναι ο όγκος του σώματος. Το συνολικό δυνατό έργο των εξωτερικών
δυνάμεων είναι επομένως

δW =

∫
A
(Tµ

x δu+ Tµ
y δv + Tµ

z δw)dA+

∫
V
(Fxδu+ Fyδv + Fzδw)dV (8.53)

Στη συνέχεια θα βρεθεί η διέπουσα εξίσωση στη μέθοδο των δυνα-
τών έργων. Εξ αιτίας της (8.49), η (8.50) δίνει

δU =

∫
V
(σxxδϵxx+σyyδϵyy+σzzδϵzz+τxyδγxy+τyzδγyz+τzxδγzx)dV (8.54)

H (8.54), εξ αιτίας των (8.41) - (8.42), δίνει

δU =

∫
V

{
σxx

∂

∂x
(δu) + σyy

∂

∂y
(δv) + σzz

∂

∂z
(δw)+

τxy

[
∂

∂y
(δu) +

∂

∂x
(δv)

]
+ τyz

[
∂

∂z
(δv) +

∂

∂y
(δw)

]
+

τzx

[
∂

∂z
(δu) +

∂

∂x
(δw)

]}
dV (8.55)

Το ολοκλήρωμα του πρώτου όρου στην (8.55) είναι

I =

∫
V
σxx

∂

∂x
(δu)dV =

∫ ∫
V

∫
σxx

∂

∂x
(δu)dxdydz (8.56)

και με ολοκλήρωση κατά παράγοντες ως προς x παίρνουμε

I =

∫
A

∫
[σxxδu]

x2(y,z)
x1(y,z)

dydz −
∫
V

∂σxx
∂x

δudV (8.57)

όπου x1(y, z) και x2(y, z) είναι οι εξισώσεις της αριστερά και δεξιά επι-
φάνειας τηςAπουπερικλείουν τονόγκοV . Αλλάστην επιφάνεια x2(y, z)
έχουμε

dydz = dAµx (8.58)

ενώ στην επιφάνεια x1(y, z) έχουμε

dydz = −dAµx (8.59)

εξ αιτίας των (1.50) - (1.52). Έτσι η (8.57), εξ αιτίας των (8.58) και (8.59)
δίνει

I =

∫
A
σxxδuµxdA−

∫
V

∂σxx
∂x

δudV (8.60)
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Υπολογίζοντας με παρόμοιο τρόπο και τα ολοκληρώματα των υπόλοι-
πων όρων της (8.55), βρίσκουμε τελικά ότι

δU =

∫
A
[(σxxµx + τxyµy + τzxµz)δu+ (σyyµy + τxyµx + τyzµz)δv+

(σzzµz + τyzµy + τzxµx)δw]dA−∫
V

[(
∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τzx
∂z

)
δu+

(
∂σyy
∂y

+
∂τxy
∂x

+
∂τyz
∂z

)
δv +(

∂σzz
∂z

+
∂τyz
∂y

+
∂τzx
∂x

)
δw

]
dV =∫

A
σijµjδuidA−

∫
V

∂σij
∂xj

δuidV =

∫
A
Tµ
i δuidA+

∫
V
FiδuidV (8.61)

Το δεύτερο μέλος της (8.61) είναι ίσο με το δεύτερο μέλος της (8.53) και
συνεπώς το δυνατό έργο των εξωτερικών δυνάμεων ισούται με τη δυνατή
ενέργεια παραμόρφωσης, δηλαδή

δW = δU (8.62)

αν οι συνιστώσες της μετατόπισης ικανοποιούν τις εξισώσεις ισορρο-
πίας. Η σχέση (8.62) αποτελεί και τη διέπουσα εξίσωση της Αρχής Δυ-
νατών Έργων.

8.4 Το Θεώρημα Ελαχίστου της Δυναμικής Ενέρ-
γειας

Επειδήοι εξωτερικές δυνάμεις παραμένουνσταθερές κατά τηνπραγ-
ματοποίηση των δυνατών μετατοπίσεων και επειδή τα όρια ολοκλή-
ρωσης παραμένουν σταθερά στις (8.53) και (8.61), o τελεστής δ μπορεί
να βγει έξω από τα ολοκληρώματα στις εξισώσεις αυτές. Έτσι εξ αιτίας
της (8.62), γράφουμε τη σχέση

δU − δW = δ(U −W ) = 0 (8.63)

Ορίζουμε τώρα τη συνάρτηση

Π = U −W (8.64)

η οποία ονομάζεται δυναμική ενέργεια του σώματος, όπου

W =

∫
A
Tµ
i uidA+

∫
V
FiuidV (8.65)

Έτσι, από τις (8.63) και (8.64) βρίσκουμε ότι

δΠ = 0 (8.66)



8.4. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΛΑΧΙΣΤΟΥ ΤΗΣ ΔΥΝΑΜΙΚΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 95

Παρατηρούμε ότι το έργο των εξωτερικών δυνάμεων δεν είναι ίσο με

W αλλά ίσο με
1

2
W . Έτσι

Π = U −W =
1

2
W −W = −1

2
W (8.67)

επειδή εξ αιτίας της αρχής διατήρησης της ενέργειας

1

2
W = U (8.68)

Η (8.66) δείχνει ότι η δυναμική ενέργεια παίρνει μια ακρότατη τιμή
στην κατάσταση ισορροπίας. Έτσι το Θεώρημα του Ελαχίστου Δυναμι-
κής Ενέργειας διατυπώνεται ως εξής: «Απ’ όλες τις κατανομές μετατο-
πίσεων που ικανοποιούν τις συνθήκες συνέχειας και τις συνοριακές
συνθήκες, η πραγματική κατανομή των μετατοπίσεων, δηλαδή αυτή
που ικανοποιεί και τις εξισώσεις ισορροπίας, είναι αυτή που δίνει στη
δυναμική ενέργεια μια ακρότατη τιμή». Αποδεικνύεται ότι η ακρότατη
αυτή τιμή είναι ένα ελάχιστο, αν το σώμα βρίσκεται σε ευσταθή ισορ-
ροπία. Για την εφαρμογή της αρχής της δυναμικής ενέργειας, πρέπει η
ενέργεια παραμόρφωσης U να γραφεί σαν συνάρτηση των παραμορ-
φώσεων μόνο και να μην περιέχει συνιστώσες των τάσεων.

Από τις (8.12) και (8.49) έχουμε

δU0 =
∂U0

∂ϵxx
δϵxx +

∂U0

∂ϵyy
δϵyy + . . .

∂U0

∂γxz
δγxz (8.69)

Σε αρκετές περιπτώσεις μπορούμε να γράψουμε τις παραμορφώσεις
σαν συνάρτηση μιας παραμέτρου π. χ. του βέλους κάμψης w μιας δο-
κού. Τότε

δU0 =

[
∂U0

∂ϵxx

dϵxx
dw +

∂U0

∂ϵyy

dϵyy
dw + . . .

∂U0

∂γxz

dγxz
dw

]
δw =⇒

δU0 =
dU0

dw δw (8.70)

8.4.1 Παράδειγμα

Χορδή εφελκύεται αρχικά με δύναμη S μεγάλου μεγέθους (Σχήμα
8.5). Μετά η χορδή δέχεται εγκάρσιο κατανεμημένο φορτίο q. Υποθέ-
τουμε ότι η εφαρμογή του q δε μεταβάλλει την S. Θεωρούμε ότι η
χορδή δεν προβάλλει αντίσταση στην κάμψη και επομένως η εσωτε-
ρική αξονική δύναμη παραμένει ίση με S. Το βέλος κάμψης w παραμέ-
νει μικρό. Να βρεθεί η εξίσωση ισορροπίας της χορδής χρησιμοποιώ-
ντας το Θεώρημα του Ελαχίστου Δυναμικής Ενέργειας.
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Σχήμα 8.5: Εφελκυόμενη χορδή με εγκάρσιο κατανεμημένο φορτίο.

Για τη δυναμική ενέργεια Π έχουμε

Π = U −W (8.71)

όπου U είναι η ενέργεια παραμόρφωσης καιW είναι το διπλάσιο του
έργου των εξωτερικών δυνάμεων. Εδώ μοναδική εξωτερική δύναμη εί-
ναι το κατανεμημένο φορτίο q, ενώ η εφελκυστική δύναμη S θεωρεί-
ται ως εσωτερική δύναμη και προϋπάρχει της q μιας και αναπτύχθηκε
στην κατάσταση αναφοράς. Επειδή δεν υπάρχουν μαζικές δυνάμεις
στο πρόβλημα, το διπλάσιο έργο των εξωτερικών δυνάμεων είναι ίσο
με

W =

∫
A
Tµ
i uidA =

∫ l

0
qwdx (8.72)

H εσωτερική ενέργεια παραμόρφωσης dU που παράγεται από την S
στο τμήμα μήκους dx της χορδής (Σχήμα 8.6) είναι

dU = S(ds− dx) (8.73)

Αλλά σύμφωνα με το Σχήμα 8.6, έχουμε ότι

dw=
dw
dx

dx

dx

ds

S S

S

S

Σχήμα 8.6: Επιμήκυνση στοιχειώδους τμήματος χορδής.

ds =
√
dx2 + dw2 = dx

√
1 +

(
dw
dx

)2

≃ dx
[
1 +

1

2

(
dw
dx

)2
]

(8.74)
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και έτσι η ενέργεια παραμόρφωσης U σ’ ολόκληρη τη χορδή, εξ αιτίας
της (8.73), δίνεται από τη σχέση

U =

∫ l

0
S(ds− dx) (8.74)

=
S

2

∫ l

0

(
dw
dx

)2

dx (8.75)

Από τις (8.72) και (8.75), η δυναμική ενέργεια γίνεται

Π = U −W =
S

2

∫ l

0

(
dw
dx

)2

dx−
∫ l

0
qwdx (8.76)

Παίρνοντας την πρώτη μεταβολή της δυναμικής ενέργειας, από την
(8.76) έχουμε

δΠ = S

∫ l

0

dw
dx δ

(
dw
dx

)
dx− q

∫ l

0
δwdx (8.77)

Όμως το πρώτο ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος της (8.77) γράφεται ως

S

∫ l

0

dw
dx

d(δw)
dx dx = S

dw
dx δw

∣∣∣∣l
0

− S

∫ l

0
δw

d2w

dx2 dx = −S
∫ l

0
δw

d2w

dx2 dx(8.78)

Η (8.77) εξ αιτίας της (8.78) γράφεται

δΠ = −S
∫ l

0
δw

d2w

dx2 dx− q

∫ l

0
δwdx = 0 =⇒∫ l

0

(
S
d2w

dx2 + q

)
δwdx = 0 (8.79)

Επειδή το δw είναι αυθαίρετο πρέπει να ισχύει ότι

S
d2w

dx2 + q = 0 (8.80)

που είναι η εξίσωση ισορροπίας της χορδής σαν συνάρτηση της μετα-
τόπισης w.

Για τη λύση του παραπάνω προβλήματος μπορούμε να αρχίσουμε
είτε από την (8.80) είτε από τη σχέση δΠ = 0. Εδώ η διαφορική εξίσωση
ισορροπίας είναι απλή και προκύπτει εύκολα από την ισορροπία και
από τη γεωμετρία. Παραπέρα, είναι συνήθης διαφορική εξίσωση και
μπορεί να ολοκληρωθεί εύκολα. Για πιο πολύπλοκα προβλήματα είναι
προτιμότερο να βρίσκουμε πρώτα την έκφραση της δυναμικής ενέρ-
γειας Π και μετά ν’ αναζητήσουμε τις εξισώσεις ισορροπίας μέσα από
τη σχέση δΠ = 0. Αν είναι δύσκολο να βρεθεί λύση των εξισώσεων
ισορροπίας, μπορεί να αναζητηθεί μια προσεγγιστική λύση που ικα-
νοποιεί την εξίσωση δΠ = 0.
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Σχήμα 8.7: Αμφιέρειστη δοκός με ομοιόμορφο φορτίο.

8.4.2 Παράδειγμα

Να βρεθεί η διαφορική εξίσωση ισορροπίας αμφιέρειστης δοκού,
που φορτίζεται με ομοιόμορφο φορτίο q (Σχήμα 8.7).

Από τηνΑντοχή τωνΥλικών, η ροπήκάμψηςM δίνεται από τησχέση

M =
EI

R
≃ EI

d2w

dx2 (8.81)

όπου R είναι η ακτίνα καμπυλότητας της δοκού και I είναι η ροπή
αδράνειας της διατομής της δοκού. Επειδή

σxx =
M

I
z (8.82)

η πυκνότητα ενέργειας παραμόρφωσης της δοκού είναι

U0 =
σ2xx
2E

=
M2z2

2EI2
(8.81)
=

E

2

(
d2w

dx2
)2

z2 (8.83)

και η ενέργεια παραμόρφωσης είναι

U =

∫ ∫
V

∫
E

2

(
d2w

dx2
)2

z2dxdydz =
∫ l

0

EI

2

(
d2w

dx2
)2

dx (8.84)

διότι
I =

∫ ∫
A
z2dydz (8.85)

Επίσης ισχύει ότι

W =

∫ l

0
qwdx (8.86)

Από τις (8.84) και (8.86) βρίσκουμε τη δυναμική ενέργεια ως

Π = U −W =

∫ l

0

[
EI

2

(
d2w

dx2
)2

− qw

]
dx (8.87)

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος είναι

w =
d2w

dx2 = 0 για x = 0 και x = l (8.88)
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Η πρώτη μεταβολή της Π, ή η αλλαγή της Π εξ αιτίας μιας δυνατής
μετατόπισης, είναι

δΠ =
EI

2

∫ l

0
2
d2w

dx2
d2δw

dx2 dx−
∫ l

0
qδwdx (8.89)

Μετά από ολοκλήρωσή κατά παράγοντες δύο φορές, της (8.89) και εξ
αιτίας των (8.88) παίρνουμε τελικά

δΠ =

∫ l

0
EI

d4w

dx4 δwdx−
∫ l

0
qδwdx (8.90)

Από την (8.90) παίρνουμε

δΠ = 0 =⇒
∫ l

0

[
EI

d4w

dx4 − q

]
δwδx = 0 =⇒ EI

d4w

dx4 − q = 0 (8.91)

διότι το δw είναι αυθαίρετο.
H (8.91), που είναι η διαφορική εξίσωση ισορροπίας της δοκού με

ομοιόμορφο εγκάρσιοφορτίο q, μπορεί ναπροκύψει και χρησιμοποιώ-
ντας τη θεώρηση Euler - Bernoulli και εξετάζοντας την ισορροπία ενός
στοιχειώδους τμήματος της δοκού. Το παράδειγμα αυτό δείχνει ότι η
σχέση δΠ = 0, οδηγεί απευθείας στις διέπουσες εξισώσεις ισορροπίας,
γραμμένες με χρήση των μετατοπίσεων.

8.5 Η μέθοδος Rayleigh - Ritz

Η μέθοδος Rayleigh - Ritz, είναι προσεγγιστική μέθοδος επίλυσης
συνοριακών προβλημάτων, που βασίζεται στην αρχή του ελαχίστου
της δυναμικής ενέργειας. Για ένα μονοδιάστατο πρόβλημα όπως αυτό
της χορδής ή της δοκού που εξετάσαμε προηγουμένως, η δυναμική
ενέργεια έχει τη μορφή

Π =

∫ x1

x0

f(x,w,w′, w′′ . . . )dx (8.92)

όπου
w′ =

dw
dx , w′′ =

d2w

dx2 κ. λ. π (8.93)

Μπορούμε να βρούμε μια συνάρτηση w(x), τέτοια ώστε να ικανοποιεί
τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος και να ελαχιστοποιεί την
Π. Τότε η w(x) θα ικανοποιεί και τις εξισώσεις ισορροπίας και θα είναι
η λύση του προβλήματος.
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Επειδή κάθε συνεχής συνάρτηση μπορεί να γραφεί υπό μορφή σει-
ράς (δυναμοσειράς, σειράς Fourier κ. λ. π), θεωρούμε ότι

w = a0w0 + a1w1 + a2w2 + · · · =
n∑

i=0

aiwi (8.94)

όπου οι w0, w1, . . . είναι συναρτήσεις του x που κάθε μια απ’ αυτές
ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες και a0, a1, a2, . . . είναι παράμετροι
που θα προσδιοριστούν. Θέτοντας την (8.94) στην (8.92) παίρνουμε

Π = Π(a0, a1, a2, . . . ) (8.95)

Η συνθήκη ελαχιστοποίησης γράφεται επομένως ως

∂Π

∂a0
= 0,

∂Π

∂a1
= 0, . . . (8.96)

Οι (8.96) αποτελούν ένα σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων, με αγνώ-
στους τις παραμέτρους a0, a1, a2, . . . . Για μια προσεγγιστική λύση μπο-
ρούμε να χρησιμοποιήσουμε μόνο μερικούς όρους της σειράς, ενώ
για την ακριβή λύση πρέπει γενικά να χρησιμοποιήσουμε όλους τους
όρους της σειράς.

8.5.1 Παράδειγμα

Να βρεθεί το βέλος κάμψης w(x) της αμφιέρειστης δοκού του Σχή-
ματος (8.7), που δέχεται ομοιόμορφο κατακόρυφο φορτίο q. Ως λύση
να χρησιμοποιηθεί η σειρά

w(x) =

∞∑
n=1

an sin
nπx

l
(8.97)

όπου τα an είναι άγνωστοι συντελεστές.
Επειδή

d2w

dx2 = −
∞∑
n=1

an

(nπ
l

)2
sin nπx

l
(8.98)

παρατηρούμε ότι κάθε όρος της σειράς ικανοποιεί τις συνοριακές συν-
θήκες (8.88). Από τις (8.97) και (8.98), η (8.87) δίνει την παρακάτω έκ-
φραση για τη δυναμική ενέργεια

Π =

∫ l

0

EI2
[ ∞∑
n=1

an

(nπ
l

)2
sin nπx

l

]2
− q

∞∑
n=1

an sin
nπx

l

dx (8.99)
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Αλλά [ ∞∑
n=1

an

(nπ
l

)2
sin nπx

l

]2
=

a1

(
1π

l

)2

sin 1πx

l

∞∑
n=1

an

(nπ
l

)2
sin nπx

l
+

a2

(
2π

l

)2

sin 2πx

l

∞∑
n=1

an

(nπ
l

)2
sin nπx

l
+ · · · =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

aman

(mπ
l

)2 (nπ
l

)2
sin mπx

l
sin nπx

l
(8.100)

Όμως, εξ αιτίας της ορθογωνιότητας της ημιτονοειδούς συνάρτησης∫ l

0
sin mπx

l
sin nπx

l
dx = 0 για m ̸= n (8.101)∫ l

0
sin mπx

l
sin nπx

l
dx =

l

2
για m = n (8.102)

Λαμβάνοντας υπ’ όψη τις (8.100) - (8.102), η (8.99) γράφεται

Π =

∫ l

0

[
EI

2

∞∑
n=1

a2n

(nπ
l

)4
sin2 nπx

l
− q

∞∑
n=1

an sin
nπx

l

]
dx =⇒

Π =
EI

2

(
l

2

) ∞∑
n=1

a2n

(nπ
l

)4
+ q

(
l

π

) ∞∑
n=1

an
1

n
cos nπx

l

∣∣∣∣∣
l

0

(8.103)

Αν το n είναι άρτιος, ο δεύτερος όρος στο δεξί μέλος της (8.103) μηδε-
νίζεται. Έτσι παίρνουμε

Π(an) =
π4EI

4l3

∞∑
n=1

a2nn
4 − 2ql

π

∞∑
n=1,3,5,...

an
n

(8.104)

H συνθήκη ελαχιστοποίησης της δυναμικής ενέργειας είναι
∂Π

∂am
= 0 (8.105)

Από την (8.105), εξ’ αιτίας της (8.104) παίρνουμε

2π4EI

4l3
m4am = 0 =⇒ am = 0 (8.106)

για άρτιοm και

2π4EIm4am
4l3

− 2ql

π

1

m
= 0 =⇒ am =

4ql4

EI(mπ)5
(8.107)
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για περιττόm. Εξ’ αιτίας των (8.106) και (8.107), η (8.97) δίνει

w(x) =
4ql4

EIπ5

∞∑
n=1,3,5...

1

n5
sin nπx

l
(8.108)

Για έλεγχο της ακρίβειας της λύσης, υπολογίζουμε το μέγιστο βέλος

κάμψης, για x =
l

2
, από τη σχέση

wmax =
4ql4

EIπ5

(
1− 1

35
+

1

55
− . . .

)
(8.109)

Παίρνοντας υπ’ όψη μόνο τον πρώτο όρο της σειράς στο δεξί μέλος της
(8.109) βρίσκουμε

wmax =
ql4

76.6EI
(8.110)

ενώ η ακριβής λύση είναι

wmax =
ql4

76.8EI
(8.111)

Στο παράδειγμα αυτό, η χρησιμοποίηση μόνο του πρώτου όρου της
σειράς στο δεξί μέλος της (8.109) έδωσε πολύ ακριβή αποτελέσματα.
Αυτό δε συμβαίνει πάντα με τις λύσεις της μεθόδου Rayleigh - Ritz.
Επίσης δεν είναι πάντα δυνατό να υπολογιστούν όλοι οι συντελεστές
της σειράς, γι αυτό χρησιμοποιούμε μόνο ένα πεπερασμένο πλήθος
όρων.

8.6 Ασκήσεις

8.6.1 Άσκηση

Αμφίπακτηδοκόςφορτίζεται με συγκεντρωμένοφορτίοP στομέσο
της (Σχήμα 8.8).

1. Να γραφούν οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος.
2. Δείξτε ότι η σειρά

w =

∞∑
n=2

An

(
cos nπx

l
− 1
)

για n = 2, 4, 6 . . . (8.112)

για το βέλος κάμψης w, ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες.
3. Θεωρείστε ως λύση τον πρώτο όρο της σειράς στην (8.112), δη-

λαδή τον όρο για n = 2 και βρείτε την παράμετρο A2.
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Σχήμα 8.8: Aμφίπακτη δοκός με συγκεντρωμένο φορτίο στο μέσο της.

8.6.2 Άσκηση

Το ορθογωνικό πρίσμα του Σχήματος 8.9, διαστάσεων a, b και c,
φορτίζεται και ισορροπεί υπό την επίδραση ομοιόμορφης πίεσης p σ’
όλες τις έδρες του. Στο πρίσμα εφαρμόζονται δυνατές μετατοπίσεις
για τις οποίες ισχύει

δv = δw =
∂δu

∂y
=
∂δu

∂z
= 0 (8.113)

Δηλαδή όλα τα σημεία του πρίσματος κινούνται ομοιόμορφα κατά τη
διεύθυνση x μόνο. Δείξτε ότι η έκφραση για την πρώτη μεταβολή της
δυναμικής ενέργειας δΠ του πρίσματος είναι

δΠ = −
∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0
δu

[
λ
∂ϵ

∂x
+ 2G

∂2u

∂x2

]
dxdydz+ (8.114)∫ b

0

∫ c

0

[
δu

(
λϵ+ 2G

∂u

∂x
− p

)]a
0

dydz (8.115)

x

y

z
a

c
b

Σχήμα 8.9: Ορθογωνικό πρίσμα υπό ομοιόμορφη πίεση.
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Κεφάλαιο 9

Διατύπωση των
προβλημάτων της
ελαστικότητας

9.1 Εισαγωγή

Υπενθυμίζουμε τις αναγκαίες εξισώσεις πουπρέπει να ικανοποιούν
οι τάσεις, οι παραμορφώσεις και οι μετατοπίσεις. Οι εξισώσεις ισορ-
ροπίας είναι

∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τzx
∂z

+ Fx = 0 (x, y, z) (9.1)

όπου το (x, y, z) δείχνει ότι υπάρχουν άλλες δυο εξισώσεις που προκύ-
πτουν με κυκλική εναλλαγή των x, y, z. Οι εξισώσεις παραμορφώσεων
- μετατοπίσεων είναι

ϵxx =
∂u

∂x

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x

 (x, y, z;u, v, w) (9.2)

και οι σχέσεις τάσεων και παραμορφώσεων για γραμμικά ελαστικά και
ισότροπα υλικά είναι

σxx = 2Gϵxx + λϵ

τxy = Gγxy

}
(x, y, z) (9.3)

Οι (9.1) - (9.3) είναι οι 15 διέπουσες εξισώσεις εκφρασμένες σαν συ-
ναρτήσεις των 15μεταβλητών τάσης, παραμόρφωσης και μετατόπισης
σxx, σyy, σzz, τxy, τyz, τxz, ϵxx, ϵyy, ϵzz, γxy, γyz, γxz, u, v και w. Οι διέπου-
σες εξισώσεις πρέπει να ικανοποιούνται σε κάθε σημείο στο εσωτερικό

105
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ενός ελαστικού σώματος και λέγονται και εξισώσεις πεδίου. Επίσης, στο
σύνορο του σώματος, οι τάσεις και οι μετατοπίσεις που ικανοποιούν
τις εξισώσεις πεδίου πρέπει να ικανοποιούν και τις προκαθορισμένες
συνοριακές συνθήκες.

9.2 Συνοριακές συνθήκες

Στο Σχήμα 9.1 φαίνεται η επιφανειακή δύναμη T⃗µ που ασκείται στο
σημείο με συντεταγμένες (x0, y0, z0), το οποίο βρίσκεται πάνω στο σύ-
νορο ενός σώματος. Αν σxx0 , τxy0 κ. λ. π είναι οι τάσεις στο σύνορο του
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0

0

Σχήμα 9.1: Επιφανειακή δύναμη στο σύνορο ενός σώματος.

σώματος, τότε ισχύουν οι σχέσεις

Tµ
x = σxx0µx + τxy0µy + τxz0µz (9.4)
Tµ
y = τxy0µx + σyy0µy + τyz0µz (9.5)
Tµ
z = τxz0µx + τyz0µy + σzz0µz (9.6)

Σε άλληπερίπτωσημπορεί ναδίνονται οι μετατοπίσεις σ’ ένα τμήμα
του συνόρου ή σ’ ολόκληρο το σύνορο. Τότε θα έχουμε

u(x0, y0, z0) = ub (9.7)
v(x0, y0, z0) = vb (9.8)
w(x0, y0, z0) = wb (9.9)

όπου ub, vb και wb είναι οι προκαθορισμένες μετατοπίσεις στο σύνορο
και u(x0, y0, z0), v(x0, y0, z0) και w(x0, y0, z0) είναι οι τιμές των συναρτή-
σεων των μετατοπίσεων στο σώμα, υπολογισμένες όμως πάνω στο σύ-
νορο. Εννοείται ότι και οι τάσεις σxx0 , τxy0 . . . είναι συναρτήσεις των x,
y και z, που προκύπτουν από τις εξισώσεις πεδίου και υπολογίζονται
στο σύνορο, όπου το x αντικαθίσταται από το x0 κ. λ. π.

Ένα πρόβλημα όπου είναι προκαθορισμένο το διάνυσμα τάσης σ’
ολόκληρο το σύνορο, λέγεται συνοριακό πρόβλημα πρώτου είδους της
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ελαστικότητας. Παράδειγμα, ο μονοαξονικός εφελκυσμός κατά x ενός
πρίσματος με έδρες παράλληλες προς τους άξονες x, y και z (Σχήμα
9.2). Έστω p η εφελκυστική τάσηπου εφαρμόζεται στις ακραίες, κατά x,

p

p

l

z

y

x

Σχήμα 9.2: Μονοαξονικός εφελκυσμός πρίσματος.

έδρες του πρίσματος. Οι προκαθορισμένες συνοριακές συνθήκες ανά
μονάδα επιφάνειας στις έδρες αυτές είναι

Tµ
x = ±p, T µ

y = Tµ
z = 0 (9.10)

όπου το +p αναφέρεται στο θετικό κατά x επίπεδο και το −p αναφέ-
ρεται στο αρνητικό κατά x επίπεδο. Επειδή στις κάθετες στον άξονα x
ακραίες έδρες ισχύει ότι

µx = ±1, µy = µz = 0 (9.11)

οι (9.4) - (9.6) δίνουν στις έδρες αυτές

σxx0 = p, τxy0 = τxz0 = 0 (9.12)

Έτσι στο θετικό κατά x επίπεδο, στη θέση x = l, θα έχουμε

σxx(l, y, z) = p, τxy(l, y, z) = τxz(l, y, z) = 0 (9.13)

Στις παράπλευρες έδρες του πρίσματος έχουμε

Tµ
x = Tµ

y = Tµ
z = 0 (9.14)

Έτσι στις κατά y έδρες έχουμε

µx = 0, µy = ±1, µz = 0 (9.15)

και οι (9.4) - (9.6) δίνουν

σyy0 = τxy0 = τyz0 = 0 (9.16)

Όμοια στις κατά z έδρες προκύπτει ότι

σzz0 = τyz0 = τxz0 = 0 (9.17)
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Στην περίπτωση που οι μετατοπίσεις ορίζονται σ’ ολόκληρο το σύ-
νορο ενός σώματος, έχουμε το συνοριακό πρόβλημα δεύτερου είδους
της ελαστικότητας. Παράδειγμα είναι ένα μεταλλικό ορθογώνιο εγκι-
βωτισμένο μέσα σ’ ένα απαραμόρφωτο κουτί. Όταν θερμανθεί το ορ-
θογώνιο, οι έδρες του δε μπορούν να μετακινηθούν. Έτσι αν οι έδρες
του ορθογωνίου είναι παράλληλες προς τους άξονες x, y και z, τότε οι
συνοριακές συνθήκες είναι

ub = vb = wb = 0 (9.18)

σ’ όλες τις έδρες.
Τέλος, στο μικτό συνοριακό πρόβλημα της ελαστικότητας, οι μετατο-

πίσεις ορίζονται σ’ ένα τμήμα του συνόρου του σώματος και το διάνυ-
σμα τάσης ορίζεται στο υπόλοιπο τμήμα του συνόρου.

9.3 Διέπουσες εξισώσεις σε προβλήματα επίπε-
δης παραμόρφωσης

Κατάσταση επίπεδης παραμόρφωσης έχουμε σ’ ένα σώμα όπου το
πεδίο των μετατοπίσεων δίνεται από τις σχέσεις

u = u(x, y) (9.19)
v = v(x, y) (9.20)

w = 0 (9.21)

Οι μόνες μη μηδενιζόμενες συνιστώσες της μετατόπισης u και v, είναι
συναρτήσεις των x και y μόνο. Σε πρακτικά προβλήματα, το σώμα είναι
πρισματικό με το διαμήκη άξονά του κατά τη διεύθυνση z.

Θέτοντας τις (9.19) - (9.21) στις (9.2) παίρνουμε

ϵxx =
∂u

∂x
(9.22)

ϵyy =
∂v

∂y
(9.23)

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
(9.24)

ενώ
ϵzz = γxz = γyz = 0 (9.25)

Από το γενικευμένο νόμο Hooke (9.3) καταλήγουμε στις σχέσεις

σxx = 2Gϵxx + λ(ϵxx + ϵyy) (9.26)
σyy = 2Gϵyy + λ(ϵxx + ϵyy) (9.27)

τxy = Gγxy (9.28)
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ενώ

τxz = τyz = 0 (9.29)
σzz = λ(ϵxx + ϵyy) = ν(σxx + σyy) (9.30)

Η τάση σzz δε θα εμφανιστεί σε άλλες διέπουσες εξισώσεις και δε θα
θεωρηθεί ως άγνωστη ποσότητα, μιας και όπωςφαίνεται από τη σχέση
(9.30) εξαρτάται από τις σxx και σyy. Στην κατάσταση επίπεδης παρα-
μόρφωσης ισχύει ότι ϵzz = 0 αλλά σzz ̸= 0.

Οι εξισώσεις ισορροπίας (9.1), στην κατάσταση επίπεδης παραμόρ-
φωσης, παίρνουν τη μορφή

∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+ Fx = 0 (9.31)

∂σyy
∂y

+
∂τxy
∂x

+ Fy = 0 (9.32)

ενώ η εξίσωση ισορροπίας κατά z δίνει

Fz = 0 (9.33)

Η συνιστώσα της μαζικής δύναμης κατά τη διεύθυνση z, είναι ίση με
μηδέν στην επίπεδη παραμόρφωση.

Επί πλέον, στην επίπεδη παραμόρφωση το σώμα πρέπει να είναι
κυλινδρικό (πρισματικό), δηλαδήμεαμετάβλητηδιατομή κατά τηδιεύ-
θυνση z. Οι επιφανειακές δυνάμεις πρέπει να είναι ανεξάρτητες του z
και να μην έχουν συνιστώσα κατά z. Τα κυλινδρικά σώματα μπορούν
να είναι είτε απείρου μήκους (Σχήμα 9.3), είτε πεπερασμένου μήκους
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Σχήμα 9.3: Πρίσμα άπειρου μήκους σε κατάσταση επίπεδης παραμόρ-
φωσης.

σε εξαναγκασμένη επαφή στα άκρα τους, με λεία, αμετακίνητα τοιχώ-
ματα, που είναι κάθετα στον z (Σχήμα 9.4). Αν το σώμα έχει άπειρο
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x

y

z

l

Σχήμα 9.4: Πρίσμα πεπερασμένου μήκους σε κατάσταση επίπεδης πα-
ραμόρφωσης.

μήκος και φορτίζεται με δυνάμεις που ικανοποιούν τους παραπάνω
περιορισμούς, όλες οι διατομές είναι επίπεδα συμμετρίας. Για το λόγο
αυτό η συνιστώσα w της μετατόπισης είναι ίση με μηδέν. Αν το σώμα
είναι πεπερασμένου μήκους με λεία αμετακίνητα άκρα, οι συνοριακές
συνθήκες είναι

wb = w(x, y, 0) = w(x, y, l) = τxz0 = τyz0 = 0 (9.34)

Έτσι οι μόνες απαιτούμενες συνοριακές συνθήκες, για προβλήματα
επίπεδης παραμόρφωσης, είναι αυτές που ορίζονται πάνω στην παρά-
πλευρη επιφάνεια. Οι επιφανειακές δυνάμεις στην παράπλευρη επι-
φάνεια εκφράζονται ως

Tµ
x = Tµ

x (x0, y0) (9.35)
Tµ
y = Tµ

y (x0, y0) (9.36)
Tµ
z = 0 (9.37)

Επειδή µz = 0 στην παράπλευρη επιφάνεια

Tµ
x (x0, y0) = σxx0µx + τxy0µy (9.38)
Tµ
y (x0, y0) = τxy0µx + σyy0µy (9.39)

και η Tµ
z = 0 ικανοποιείται αυτόματα εξ αιτίας της (9.6).

Αν δίνονται οι μετατοπίσεις στην παράπλευρη επιφάνεια έχουμε
τις συνοριακές συνθήκες

u(x0, y0) = ub (9.40)
v(x0, y0) = vb (9.41)

Έτσι έχουμε να βρούμε τους 8 αγνώστους σxx, σyy, τxy, ϵxx, ϵyy, γxy, u
και v, από τις 8 εξισώσεις (9.22) - (9.24), (9.26) - (9.28), (9.31), (9.32) και
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βέβαια με χρήση των συνοριακών συνθηκών (9.38) - (9.39) ή (9.40) -
(9.41).

Επειδή στην επίπεδη παραμόρφωση, γενικά έχουμε ότι σzz ̸= 0, η
δύναμη που αναπτύσσεται στα ακραία επίπεδα στην περίπτωση του
πρίσματος πεπερασμένου μήκους είναι

Pz =

∫∫
σzz dxdy (9.42)

Οι 8 διέπουσες εξισώσεις της επίπεδης παραμόρφωσης, μπορούν
να μειωθούν σε 2 εξισώσεις εκφρασμένες σαν συναρτήσεις των μετα-
τοπίσεων u και v μόνο. Αυτές είναι οι εξισώσεις Navier και δίνονται από
τις σχέσεις

G∇2u+ (λ+G)
∂

∂x

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+ Fx = 0 (9.43)

G∇2v + (λ+G)
∂

∂y

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+ Fy = 0 (9.44)

όπου
∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(9.45)

Οι (9.43) - (9.44) είναι χρήσιμες στα συνοριακά προβλήματα δεύτερου
είδους.

Εναλλακτικά οι 8 εξισώσεις μπορούν να μειωθούν σε 3 εξισώσεις,
εκφρασμένες σαν συναρτήσεις των τάσεων. Αυτές είναι οι εξισώσεις
Beltrami - Michell και περιλαμβάνουν τις εξισώσεις ισορροπίας (9.31),
(9.32) και την εξίσωση

∇2(σxx + σyy) = − 1

1− ν

(
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y

)
(9.46)

Οι (9.31), (9.32) και η (9.46) είναι χρήσιμες στα συνοριακά προβλήματα
πρώτου είδους.

9.4 Η Αρχή της Επαλληλίας

Η Αρχή της Επαλληλίας διατυπώνεται ως εξής: Οι εξαρτημένες μετα-
βλητές, τάση, παραμόρφωση και μετατόπιση, που προκαλούνται από την
ξεχωριστή δράση κάθε μιας ομάδας εξωτερικών «φορτίων», (που μπορεί
να περιέχει μαζικές δυνάμεις, επιφανειακές δυνάμεις και δεδομένες συνο-
ριακές μετατοπίσεις) μπορούν να προστεθούν και να δώσουν τις συνολικές
τιμές από την ταυτόχρονη δράση των ομάδων αυτών.

Έστω σxx, σyy, . . . τxz μια κατανομή τάσεων που ικανοποιεί τις συνο-
ριακές συνθήκες με επιφανειακές δυνάμεις Tµ

x , Tµ
y και Tµ

z και μαζικές
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δυνάμεις Fx, Fy και Fz. Παραπέρα έστω μια νέα κατανομή τάσεων σ′xx,
σ′yy, . . . , τ ′xz στο ίδιο σώμα με μαζικές δυνάμεις F ′

x, F ′
y και F ′

z και επιφα-
νειακές συνοριακές δυνάμεις T ′µ

x, T ′µ
y και T ′µ

z . Οι εξισώσεις ισορροπίας
για τις δύο καταστάσεις είναι

∂σij
∂xj

+ Fi = 0

∂σ′ij
∂xj

+ F ′
i = 0

 (9.47)

Οι εξισώσεις συμβιβαστού για τα δύο συστήματα δυνάμεων είναι

∇2σik +
1

1 + ν
σjj,ik = − ν

1− ν
δikFj,j − (Fi,k + Fk,i)

∇2σ′ik +
1

1 + ν
σ′jj,ik = − ν

1− ν
δikF

′
j,j − (F ′

i,k + F ′
k,i)

 (9.48)

και οι συνοριακές συνθήκες είναι

Tµ
i = σjiµj

T ′µ
i = σ′jiµj

}
(9.49)

Προσθέτοντας χωριστά κατά μέλη τις (9.47), (9.48) και (9.49) παίρνουμε

(σij + σ′ij),j + (Fi + F ′
i ) = 0 (9.50)

∇2(σik + σ′ik) +
1

1 + ν
(σjj + σ′jj),ik =

− ν

1− ν
δik(Fj + F ′

j),j −
[
(Fi + F ′

i),k + (Fk + F ′
k),i
]

(9.51)

Tµ
i + T ′µ

i = (σij + σ′ji)µj (9.52)

που είναι οι διέπουσες εξισώσεις και οι συνοριακές συνθήκες για τη
συνολική (ταυτόχρονη) δράση τωνδύοσυστημάτωνδυνάμεων.Η επαλ-
ληλία ισχύει διότι οι διέπουσες εξισώσεις και οι συνοριακές συνθήκες
είναι γραμμικές ως προς τις εξαρτημένες μεταβλητές και τις παραγώ-
γους τους. Το τελευταίο ισχύει διότι θεωρούμε ότι οι παραμορφώσεις
είναι μικρές και ότι οι σχέσεις τάσεων - παραμορφώσεων είναι γραμ-
μικές.

9.5 Μοναδικότητατωνλύσεωντηςγραμμικής ελα-
στικότητας

Έστω ένα ελαστικό σώμα που υπόκειται σε συνοριακές δυνάμεις
Tµ
x , Tµ

y και Tµ
z και σε μαζικές δυνάμεις Fx, Fy και Fz. Έστω ότι υπάρχουν
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δύο κατανομές τάσεων σ′ij και σ′′ij , που ικανοποιούν τις διέπουσες εξι-
σώσεις και τις συνοριακές συνθήκες. Οι εξισώσεις αυτές προκύπτουν
από τις (9.47), (9.48) και (9.49), αν θέσω στη θέση των άτονων μεταβλη-
τών τις τονούμενες και στη θέση των τονούμενων μεταβλητών τις δις
- τονούμενες. Αφαιρώντας τώρα κατά μέλη τις (9.47), (9.48) και (9.49)
παίρνουμε τις εξισώσεις

σij,j = 0 (9.53)

∇2σik +
1

1 + ν
σjj,ik = 0 (9.54)

σijµj = 0 (9.55)

όπου
σij = σ′ij − σ′′ij (9.56)

Οι (9.53) - (9.55) είναι οι διέπουσες ς εξισώσεις και οι συνοριακές συν-
θήκες, για το πεδίο των τάσεων σij που δίνεται από τη σχέση (9.56), με
μηδενικές συνοριακές και μαζικές δυνάμεις να ασκούνται στο σώμα.
Ένα σώμα με μηδενικές εξωτερικές δυνάμεις έχει και μηδενικές τάσεις.
Επομένως

σij = 0 =⇒ σ′ij − σ′′ij = 0 =⇒ σ′ij = σ′′ij (9.57)

δηλαδή η λύση είναι μοναδική.
Εδώ αποδείχθηκε η μοναδικότητα των λύσεων για συνοριακά προ-

βλήματα πρώτου είδους. Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται η μοναδικό-
τητα των λύσεων για συνοριακά προβλήματα δεύτερου είδους ή και
για μικτά προβλήματα.

9.6 Η Αρχή του Saint - Venant

H Αρχή του Saint - Venant διατυπώνεται ως εξής: Οι τάσεις εξ αιτίας
δυο διαφορετικών αλλά στατικά ισοδύναμων φορτίσεων που εφαρμόζο-
νται σε μια μικρή περιοχή, είναι σημαντικά διαφορετικές μόνο στη γειτο-
νιά των εφαρμοζόμενων φορτίων. Σε αποστάσεις μεγάλες, σε σχέση με τις
διαστάσεις της περιοχής όπου εφαρμόζονται τα φορτία, τα αποτελέσματα
των δύο φορτίσεων είναι ίδια. Στη ράβδο του Σχήματος (9.5), η δύναμη
F εφαρμόζεται με δυο διαφορετικούς τρόπους. Στην περίπτωση (α)
έχουμε ομοιόμορφη κατανομή της F στα άκρα της ράβδου, ενώ στην
περίπτωση (β) η F κατανέμεται ανομοιόμορφα στα άκρα αυτά. Στην
περίπτωση (α), η τάση παντού στη ράβδο είναι

σxx =
F

A
= p (9.58)

τxy = τxz = τyz = σyy = σzz = 0 (9.59)
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FF
x

F F

(α)

(β)

Σχήμα 9.5: Ράβδος υπό στατικά ισοδύναμες εφελκυστικές φορτίσεις.

Η λύση που δίνεται από τις εξισώσεις (9.58) και (9.59) είναι μοναδική
για το πρόβλημα (α), αλλά δεν είναι λύση για το πρόβλημα (β) διότι
δεν ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες. Εξ αιτίας όμως της αρχής του
Saint - Venant, η κατανομή των τάσεων που δίνεται από τις σχέσεις
(9.58) και (9.59), προσεγγίζει την πραγματική κατανομή των τάσεων
της περίπτωσης (β), εκτός από τα σημεία κοντά στα άκρα της ράβδου.

9.7 Άσκηση

Ράβδος ορθογωνικής διατομής, μήκους l, αποτελούμενη από υλικό
πυκνότητας μάζας ρ, αναρτάται από οροφή, υπό την επίδραση του
ίδιου βάρους της (Σχήμα 9.6). Υποθέστε ότι στη ράβδο ισχύουν οι σχέ-
σεις

σxx = σyy = τxy = τyz = τzx = 0 (9.60)

και ότι στην επιφάνεια επαφής μεταξύ οροφής και ράβδου, η ορθή
τάση είναι ομοιόμορφη.

1. Με βάση τις παραπάνω υποθέσεις, μειώστε τον αριθμό των διε-
πουσών εξισώσεων του προβλήματος από 15 σε 7. Γράψτε τις 7
διέπουσες εξισώσεις με χρήση των σzz, ϵxx, ϵyy, ϵzz, u, v και w.

2. Ολοκληρώστε την εξίσωση ισορροπίας και δείξτε ότι

σzz = ρgz (9.61)

όπου g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας.
3. Βρείτε τις παραμορφώσεις ϵxx, ϵyy και ϵzz από το νόμο Hooke.
4. Αν οι μετατοπίσεις και οι στροφές είναι μηδενικές στο σημείο

(0, 0, l), βρείτε τις μετατοπίσεις u και v.
5. Δείξτε ότι

w =
ρg

2E
(z2 + νx2 + νy2 − l2) (9.62)
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Σχήμα 9.6: Ράβδος αναρτημένη από οροφή.
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Κεφάλαιο 10

Προβλήματα στο επίπεδο

10.1 Κατάσταση επίπεδης έντασης

Κατάσταση επίπεδης έντασης έχουμε όταν

σxx = σxx(x, y) (10.1)
σyy = σyy(x, y) (10.2)
τxy = τxy(x, y) (10.3)

τxz = τyz = σzz = 0 (10.4)

δηλαδή τα τρία μη μηδενιζόμενα στοιχεία του τανυστή τάσης είναι
συναρτήσεις μόνο των x και y. Έτσι οι διέπουσες εξισώσεις της ελα-
στικότητας απλοποιούνται. Οι εξισώσεις ισορροπίας (9.1) δίνουν

∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+ Fx = 0 (10.5)

∂τxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+ Fy = 0 (10.6)

όπου οι μαζικές δυνάμειςFx καιFy είναι συναρτήσεις των x και y μόνο,
ενώ η Fz πρέπει να ισούται με μηδέν.

Οι σχέσεις τάσεων - παραμορφώσεων (9.3) παίρνουν τη μορφή

ϵxx = ϵxx(x, y) =
1

E
(σxx − νσyy) (10.7)

ϵyy = ϵyy(x, y) =
1

E
(σyy − νσxx) (10.8)

γxy = γxy(x, y) =
1

G
τxy (10.9)

Οι παραμορφώσεις γxz, γyz μηδενίζονται. Υπάρχει και η συνιστώσα ϵzz
που δίνεται από τη σχέση

ϵzz = ϵzz(x, y) = − ν

E
(σxx + σyy) (10.10)

117
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Όμως η ϵzz δεν εμφανίζεται σε κάποια διέπουσα εξίσωση γι’ αυτό δε
θεωρείται άγνωστη.

Οι σχέσεις παραμορφώσεων - μετατοπίσεων (9.2) δίνουν τις σχέ-
σεις

ϵxx =
∂u

∂x
(10.11)

ϵyy =
∂v

∂y
(10.12)

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
(10.13)

Η παράλειψη ορισμένων από τις εξισώσεις (9.2), οδηγεί σε προσεγγί-
σεις που θα συζητηθούν στην Ενότητα 10.2. Η μετατόπισηw, αν και γε-
νικά είναι διάφορη του μηδενός, δε θεωρείται ανεξάρτητη μεταβλητή,
εξ αιτίας της (10.10).

Τελικά έχουμε 8 εξισώσεις, δηλαδή τις (10.5), (10.6), (10.7) - (10.9)
και τις (10.11) - (10.13), με 8 άγνωστες εξαρτημένες μεταβλητές, δη-
λαδή τις σxx, σyy, τxy, ϵxx, ϵyy, γxy, u και v. Παρατηρούμε ότι οι (10.5)
και(10.6) είναι ακριβώς ίδιες με τις (9.31) και (9.32) αντίστοιχα. Όμοια
και οι(10.11) - (10.13) συμπίπτουν με τις (9.22) - (9.24). Οι καταστατικές
εξισώσεις (10.7) - (10.9) όμως δεν είναι ίδιες με τις αντίστοιχες της επί-
πεδηςπαραμόρφωσης. Επίσης στην επίπεδη ένταση σzz = 0 και ϵzz ̸= 0,
ενώ στην επίπεδη παραμόρφωση σzz ̸= 0 και ϵzz = 0.

Απαλείφουμε τις u και v από τις (10.11) - (10.13) και παίρνουμε την
εξίσωση συμβιβαστού

∂2ϵxx
∂y2

+
∂2ϵyy
∂x2

=
∂2γxy
∂x∂y

(10.14)

Εξ αιτίας των (10.7) - (10.9) και των (10.5) και (10.6), η (10.14) δίνει την

∇2(σxx + σyy) = −(ν + 1)

(
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y

)
(10.15)

που είναι ίδια με την (9.46) της επίπεδης παραμόρφωσης, ανFx = Fy =
0.

Όταν οι μαζικές δυνάμεις είναι συντηρητικές, υπάρχει μια συνάρ-
τηση δυναμικού V , τέτοια ώστε

Fx =
∂V

∂x
(10.16)

Fy =
∂V

∂y
(10.17)

και οι εξισώσεις (10.5), (10.6) και (10.15) ανάγονται σε μια εξίσωση ως
προς μια εξαρτημένη μεταβλητή. Για το σκοπό αυτό, ορίζουμε την τα-
σική συνάρτηση ϕ = ϕ(x, y), επίσης γνωστή και ως συνάρτηση Airy, μέσα
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από τις σχέσεις

σxx + V =
∂2ϕ

∂y2
(10.18)

σyy + V =
∂2ϕ

∂x2
(10.19)

τxy = − ∂2ϕ

∂x∂y
(10.20)

Εξ αιτίας των (10.18) - (10.20), οι εξισώσεις ισορροπίας (10.5) και (10.6)
ικανοποιούνται ως ταυτότητες. Αποδεικνύεται ότι μια τασική συνάρ-
τηση ϕ, που ικανοποιεί τις (10.18) - (10.20), μπορεί να βρεθεί για κάθε
τασικό πεδίο που ικανοποιεί τις (10.5) και (10.6), αν οι μαζικές δυνά-
μεις ικανοποιούν τις (10.16) και (10.17). H (10.15) γράφεται σαν συνάρ-
τηση της ϕ, εξ αιτίας των (10.18) - (10.20), ως

∇4ϕ = (1− ν)∇2V (10.21)

όπου
∇4 = ∇2(∇2) =

∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2∂2
+

∂4

∂y4
(10.22)

Ο τελεστής∇4 λέγεται διαρμονικός τελεστής. Η (10.21) είναι η διέπουσα
εξίσωση για προβλήματα επίπεδης έντασης, όπου οι μαζικές δυνάμεις
είναι συντηρητικές. Αν βρεθεί μια συνάρτησηϕ(x, y)που να ικανοποιεί
την (10.22) και τις συνοριακές συνθήκες ενός προβλήματος επίπεδης
έντασης, τότε αυτή η συνάρτηση ϕ(x, y) μας δίνει τη λύση του προβλή-
ματος.

Αν οι μαζικές δυνάμεις είναι μηδενικές ή αν η V είναι αρμονική
συνάρτηση, δηλαδή αν ικανοποιεί την εξίσωση Laplace

∇2V = 0 (10.23)

τότε η (10.21) γίνεται
∇4ϕ = 0 (10.24)

Με τους ίδιουςπεριορισμούςμπορούμε ναδείξουμε ότι η (10.24) ισχύει
και για επίπεδη παραμόρφωση.

Εξ αιτίας των (10.7) - (10.9) και των (10.11) - (10.13), οι εξισώσεις
ισορροπίας (10.5) και (10.6) μπορούν να γραφούν σαν συνάρτηση των
μετατοπίσεων ως

G∇2u+
E

2(1− ν)

∂

∂x

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+ Fx = 0 (10.25)

G∇2v +
E

2(1− ν)

∂

∂y

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+ Fy = 0 (10.26)
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Γενικά όλες οι εξισώσεις της επίπεδης έντασης μπορούν να μετα-
τραπούν σε εξισώσεις επίπεδης παραμόρφωσης, αν τα E και ν αντικα-
τασταθούν από τα E1 και ν1 όπου

E1 =
E

1− ν2
(10.27)

ν1 =
ν

1− ν
(10.28)

Αντίστροφα, όλες οι εξισώσεις της επίπεδης παραμόρφωσης μπορούν
να μετατραπούν σε εξισώσεις επίπεδης έντασης, αν τα E και ν αντικα-
τασταθούν από τα

E2 =
E(1 + 2ν)

1 + ν
(10.29)

ν2 =
ν

1 + ν
(10.30)

Συνεπώς, η λύση ενός προβλήματος επίπεδης έντασης μπορεί να προ-
κύψει από τη λύση του αντίστοιχου προβλήματος επίπεδης παραμόρ-
φωσης και αντίστροφα.

10.2 Προσεγγιστικόςχαρακτήρας τωνεξισώσεων
της επίπεδης έντασης

Μερικές από τις εξισώσεις παραμορφώσεων μετατοπίσεων (9.2) δε
χρησιμοποιήθηκαν κατά την εύρεση των οκτώ διεπουσών εξισώσεων
της επίπεδης έντασης. Αυτές οι μη χρησιμοποιημένες εξισώσεις, δεν
ικανοποιούνται από τις υποθέσεις (10.1) - (10.4) της επίπεδης έντασης.
Επομένως οι διέπουσες εξισώσεις της επίπεδης έντασης είναι προσεγ-
γιστικά αληθείς.

Έστω ότι έχουμε μηδενικές μαζικές δυνάμεις. Τότε, οι εξισώσεις
Beltrami - Michell (7.45) - (7.50), γίνονται

∇2σxx +
1

1 + ν

∂2Θ

∂x2
= 0 (10.31)

∇2σyy +
1

1 + ν

∂2Θ

∂y2
= 0 (10.32)

∇2σzz +
1

1 + ν

∂2Θ

∂z2
= 0 (10.33)

∇2τyz +
1

1 + ν

∂2Θ

∂y∂z
= 0 (10.34)

∇2τxz +
1

1 + ν

∂2Θ

∂x∂z
= 0 (10.35)

∇2τxy +
1

1 + ν

∂2Θ

∂x∂y
= 0 (10.36)
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όπου
∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(10.37)

και οι εξισώσεις ισορροπίας γίνονται

∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

= 0 (10.38)

∂τyx
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂τyz
∂z

= 0 (10.39)

∂τzx
∂x

+
∂σzy
∂y

+
∂σzz
∂z

= 0 (10.40)

Οι (10.33) - (10.35) και η (10.40) ικανοποιούνται ως ταυτότητες, εξ αι-
τίας των (10.1) - (10.4). Η εισαγωγή της τασικής συνάρτησης ϕ μέσα από
τις σχέσεις

σyy =
∂2ϕ

∂x2
(10.41)

σxx =
∂2ϕ

∂y2
(10.42)

τxy = − ∂2ϕ

∂x∂y
(10.43)

οδηγεί στην ικανοποίηση των (10.38) και (10.39). Προσθέτοντας την
(10.31) με την (10.32) κατά μέλη, παίρνουμε τελικά τη διέπουσα διαρ-
μονική εξίσωση (10.24). Όμως, οι (10.36) και οι (10.31) και (10.32) χωρι-
στά, δεν ικανοποιούνται γενικά από τις τάσεις που υπόκεινται στους
περιορισμούς (10.1) - (10.4).

Υπάρχουνόμωςσυγκεκριμένες κατανομές τάσεωνπου ικανοποιούν
όλες τις εξισώσεις Beltrami - Michell (10.31) - (10.36) αλλά και τους πε-
ριορισμούς (10.1) - (10.4). Επειδή σzz = 0 έχουμε, εξ αιτίας των (10.41)
- (10.43), ότι

Θ = σxx + σyy = ∇2
1ϕ (10.44)

όπου
∇2

1 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(10.45)

και οι (10.31), (10.32) και (10.36) γράφονται ως

∂2

∂x2
(
∇2

1ϕ
)
= 0 (10.46)

∂2

∂y2
(
∇2

1ϕ
)
= 0 (10.47)

∂2

∂x∂y

(
∇2

1ϕ
)
= 0 (10.48)
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Οι (10.46) - (10.48) δείχνουν ότι πρέπει να ισχύει η σχέση

∇2
1ϕ = Ax+By + C (10.49)

όπου οι A, B και C είναι αυθαίρετες σταθερές. Επειδή για να προκύ-
ψουν οι (10.46) - (10.48), όλες οι διέπουσες εξισώσεις (10.31) - (10.36)
και (10.38) - (10.40) ικανοποιούνται, οι τάσεις που προκύπτουν από
την (10.49), είναι ακριβείς λύσεις ενός προβλήματος επίπεδης έντα-
σης και υπόκεινται στους περιορισμούς (10.1) - (10.4). Όμως οι λύσεις
που προκύπτουν από την (10.49), σχετίζονται με μια μικρή ομάδα προ-
βλημάτων.

Επειδή οι υποθέσεις (10.1) - (10.4) οδηγούν σε προσεγγιστικές λύ-
σεις, έχει σημασία να εξεταστεί η σημασία της προσέγγισης αυτής.
Έστω ότι αντί για τους περιορισμούς (10.1) - (10.4), έχουμε μόνο τον
(10.4), δηλαδή ότι

σzz = τxz = τyz = 0 (10.50)

Έτσι, οι μη μηδενικές τάσεις, μπορούν να είναι συναρτήσεις των x, y
και z. Αν οι εξωτερικές δυνάμεις είναι συμμετρικά τοποθετημένες, ως
προς το μέσο επίπεδο z = 0 του σώματος (Σχήμα 10.1), αποδεικνύεται

z

x

x

z

Σχήμα 10.1: Λεπτή πλάκα σε κατάσταση επίπεδης έντασης.

ότι η ακριβής λύση είναι της μορφής

ϕ = ϕ0 −
1

2

ν

1 + ν

(
∇2

1ϕ0
)
z2 (10.51)

όπου η ϕ = ϕ0(x, y) ικανοποιεί την

∇4
1ϕ0 = 0 (10.52)

Ο δεύτερος όρος στο δεξί μέλος της (10.51) μπορεί να παραληφθεί αν
z → 0. Δηλαδή για λεπτές πλάκες έχουμε ότι ϕ ≃ ϕ0 και έτσι

∇4
1ϕ ≃ ∇4

1ϕ0 = 0 (10.53)

και επομένως λύσεις της διαρμονικής εξίσωσης (10.24), προσεγγίζουν
πολύ ικανοποιητικά την πραγματική κατανομή των τάσεων.



Κεφάλαιο 11

Συνοριακά προβλήματα σε
καρτεσιανές συντεταγμένες

11.1 Πολυωνυμικές τασικές συναρτήσεις

Διαρμονική συνάρτηση ϕ είναι αυτή που ικανοποιεί τη διαρμονική
εξίσωση

∂4ϕ

∂x4
+ 2

∂4ϕ

∂x2∂2
+
∂4ϕ

∂y4
= 0 (11.1)

Κάθε πολυώνυμο, ως προς x και y, βαθμού μικρότερου του 4, ικανο-
ποιεί την (11.1) ως ταυτότητα. Έστω πολυώνυμο PN (x, y), βαθμού N ,
που δίνεται από τη σχέση

PN (x, y) = A0x
N +A1x

N−1y +A2x
N−2y2 + . . . ANy

N =

N∑
i=0

Aix
N−iyi

(11.2)
και έχει N + 1 συντελεστές Ai (i = 0, 1, 2, . . . N). Εξ αιτίας της (11.2), η
(11.1) δίνει

QN−4(x, y) = ∇4PN (x, y) =
N−4∑
i=0

Bix
N−4−iyi = 0 (11.3)

ΟιN−3συντελεστέςB0, B1, . . . BN−4 μπορούν ναβρεθούν αναπτύσσο-
ντας το τρίτο μέλος της (11.3) και εξισώνοντας τους συντελεστές των
ανεξάρτητων μεταβλητών του με τους αντίστοιχους του δεύτερου μέ-
λους της (11.3). Έτσι π. χ. ο συντελεστής B0 δίνεται από τη σχέση

B0 = N(N − 1)(N − 2)(N − 3)A0 + 4(N − 2)(N − 3)A2 + 24A4 (11.4)

Όμως η PN (x, y) θα είναι διαρμονική αν και μόνον αν ηQN−4(x, y) είναι
ίση με μηδέν για κάθε x, y, δηλαδή αν

Bi = 0 , i = 0, 1, 2, . . . N − 4 (11.5)
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Οι (11.5) μπορούν να γραφούν σανN−3 εξισώσεις ως προς τους αγνώ-
στους Ai (i = 0, 1, 2, . . . N). Για παράδειγμα, η σχέση

B0 = 0 (11.6)

δίνει, εξ αιτίας της (11.4), την εξίσωση

N(N − 1)(N − 2)(N − 3)A0 + 4(N − 2)(N − 3)A2 + 24A4 = 0 (11.7)

Θα ονομάζουμε τιςN−3 εξισώσεις (11.5) ως εξισώσεις περιορισμών για
τους συντελεστέςAi, επειδή ταAi πρέπει να τις ικανοποιούν, έτσιώστε
το πολυώνυμο PN (x, y) να είναι διαρμονική συνάρτηση. Γενικά, από
τις εξισώσεις (11.5), μπορούν ναβρεθούν οι συντελεστέςAi, i = 4, . . . N
ως συναρτήσεις των A0, A1, A2 και A3.

Έστω π. χ. το πολυώνυμο 5ου βαθμού

P5(x, y) = A0x
5 +A1x

4y +A2x
3y2 +A3x

2y3 +A4xy
4 +A5y

5 (11.8)

Από την (11.8), η (11.3) δίνει

Q1(x, y) = (120A0 + 24A2 + 24A4)x+ (24A1 + 24A3 + 120A5)y (11.9)

Οι συντελεστές των ανεξάρτητων μεταβλητών x και y στην (11.9) πρέ-
πει να μηδενίζονται και έτσι παίρνουμε τις δύο εξισώσεις περιορι-
σμών

A4 = −5A0 −A2 (11.10)

A5 = −A1

5
− A3

5
(11.11)

Εξ αιτίας των (11.10) και (11.11), η (11.8) δίνει

P5(x, y) = A0(x
5 − 5xy4) +A1

(
x4y − y5

5

)
+

A2(x
3y2 − xy4) +A3

(
x2y3 − y5

5

)
(11.12)

Το πολυώνυμο P5(x, y) όπως δίνεται από την (11.12), θα είναι διαρμο-
νικό για οποιαδήποτε τιμή των τεσσάρων σταθερών A0, A1, A2 και A3.

11.2 Πολυώνυμα δεύτερου και τρίτου βαθμού

Εξ αιτίας των (10.41) - (10.43), αν η τασική συνάρτηση ϕ είναι πο-
λυώνυμο N βαθμού, τότε οι τάσεις είναι πολυώνυμα βαθμού N − 2.
Σταθερές (όροι μηδενικού βαθμού) ή γραμμικοί όροι (πρώτου βαθμού)
στη ϕ, δίνουν μηδενικές τάσεις και έτσι αγνοούνται. Έστω λοιπόν ότι

ϕ = A0x
2 +A1xy +A2y

2 (11.13)
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τότε, από τις (10.41) - (10.43) παίρνουμε

σxx = 2A2 (11.14)
σxy = −A1 (11.15)
σyy = 2A0 (11.16)

που αντιστοιχούν στην πιο γενική κατάσταση διαξονικής ομοιόμορ-
φης έντασης.

Το πολυώνυμο τρίτου βαθμού

ϕ = A0x
3 +A1x

2y +A2xy
2 +A3y

3 (11.17)

δίνει τις τάσεις

σxx = 2A2x+ 6A3y (11.18)
σxy = −2A1x− 2A2y (11.19)
σyy = 6A0x+ 2A1y (11.20)

Θέτοντας
A0 = A1 = A2 = 0 (11.21)

στις (11.18) - (11.20) παίρνουμε

σxx = 6A3y (11.22)
σyy = σxy = 0 (11.23)

που λύνει το πρόβλημα της καθαρής κάμψης δοκού ορθογώνιας δια-
τομής (Σχήμα 11.1). Οι λύσεις των προβλημάτων της κάμψης με χρήση

y

x

σxx ∝y

Σχήμα 11.1: Τάσεις σε δοκό υπό καθαρή κάμψη.

της διαρμονικής συνάρτησης ϕ, δε βασίζονται σε απλοποιητικές υπο-
θέσεις σχετικά με την κατανομή των τάσεων και των παραμορφώσεων.
Εδώ δεν υποθέσαμε ότι οι αρχικά επίπεδες διατομές παραμένουν επί-
πεδες μετά την κάμψη, ούτε ότι το μήκος της δοκού είναι μεγάλο σε
σχέση με τις εγκάρσιες διαστάσεις της. Οι λύσεις των προβλημάτων
κάμψης με χρήση της ϕ χρησιμεύουν για έλεγχο της ακρίβειας των λύ-
σεων της Τεχνικής Θεωρίας Κάμψης στην Αντοχή των Υλικών.
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11.3 Κάμψη προβόλου με φορτίο στο άκρο

Πρόβολοςμήκους a, ορθογώνιας διατομής ύψους 2b και μοναδιαίου
πάχους κάθετα στο χαρτί, είναι πακτωμένος στη θέση x = a και φορ-
τίζεται με συγκεντρωμένη δύναμη F στη θέση x = 0 (Σχήμα 11.2). Να
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a
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Σχήμα 11.2: Πρόβολος με συγκεντρωμένο φορτίο στο άκρο.

βρεθεί η κατανομή των τάσεων και των μετατοπίσεων στον πρόβολο.
Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος είναι

σxy = 0 για y = ±b (11.24)
σyy = 0 για y = ±b (11.25)
σxx = 0 για x = 0 (11.26)∫ b

−b
σxydy = F για x = 0 (11.27)

Η συνθήκη (11.27) εκφράζεται σε ασθενή μορφή, δηλαδή το διάνυσμα
τάσης δεν εκφράζεται σε κάθε σημείο του συνόρου, αλλά είναι γνωστή
η συνισταμένη του στην έδρα x = 0.

Από την ΤεχνικήΘεωρία Κάμψης γνωρίζουμε ότι η ροπή κάμψης θα
μεταβάλλεται γραμμικάωςπρος x και επομένως η τάση σxx θαπεριέχει
έναν κυρίαρχο όρο ανάλογο του xy. Έτσι επιλέγουμε

ϕ = C1xy
3 (11.28)

Από την (11.28), λαμβάνοντας υπ’ όψη και τις (10.41) - (10.43), παίρ-
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νουμε

σxx =
∂2ϕ

∂y2
= 6C1xy (11.29)

σxy = − ∂2ϕ

∂x∂y
= −3C1y

2 (11.30)

σyy =
∂2ϕ

∂x2
= 0 (11.31)

Από τις (11.29) - (11.31) φαίνεται ότι οι συνοριακές συνθήκες (11.25)
και (11.26) ικανοποιούνται αυτόματα. Η συνθήκη (11.24) όμως δεν ικα-
νοποιείται και παίρνουμε μια ανεπιθύμητη διατμητική τάση ίση με
−3C1b

2 για y = ±b. Επιλέγουμε λοιπόν νέα ϕ

ϕ = C1xy
3 + C2xy (11.32)

επιχειρώντας να ακυρώσουμε την ανεπιθύμητη διατμητική τάση. Ση-
μειώνουμε ότι ο όρος C2xy δε θα επηρεάσει τις εκφράσεις (11.29) και
(11.31) για τις τάσεις σxx και σyy, δηλαδή οι εκφράσεις αυτές παραμέ-
νουν αναλλοίωτες. Η (11.30) αντίθετα δίνει

σxy = −3C1y
2 − C2 (11.33)

Για να ικανοποιείται η (11.24), από την (11.33) παίρνουμε

C2 = −3C1b
2 (11.34)

και εξ αιτίας της (11.34), η (11.33) γίνεται

σxy = 3C1(b
2 − y2) (11.35)

Από την (11.35), η (11.27) δίνει

C1 =
F

4b3
(11.36)

Από τις (11.34) και (11.36), η (11.32) δίνει

ϕ =
F (xy3 − 3b2xy)

4b3
(11.37)

και από τις (11.29) - (11.31) οι τάσεις γίνονται

σxx =
3Fxy

2b3
(11.38)

σxy =
3F (b2 − y2)

4b3
(11.39)

σyy = 0 (11.40)
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Δε χρησιμοποιήθηκαν στο πρόβλημα αυτό οι συνοριακές συνθήκες
στην πάκτωση, δηλαδή για x = a. Σε ασθενή μορφή, αυτές οι συνθήκες
θα μπορούσαν να γραφούν ως∫ b

−b
σxxdy = 0 (11.41)∫ b

−b
σxydy = F (11.42)∫ b

−b
σxxydy = Fa (11.43)

Αν οι (11.24) - (11.27) ικανοποιούνται, τότε οι (11.41) - (11.43) είναι
αποτέλεσμα της ισορροπίας της δοκού. Όμως η συνάρτηση ϕ από τον
ορισμό της, ικανοποιεί τις διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας τοπικά,
σε κάθε σημείο της δοκού. Άρα θα ικανοποιεί και τις συνθήκες ισορ-
ροπίας για ολόκληρη τη δοκό, δηλαδή και τις συνοριακές συνθήκες
(11.41) - (11.43). Δεν είναι επομένως απαραίτητο να επιβάλλουμε τις
(11.41) - (11.43) ως επί πλέον συνοριακές συνθήκες. Αν απαιτήσουμε
την ισχύ των (11.41) - (11.43) θαπαρατηρήσουμε ότι αυτές ικανοποιού-
νται από τη λύση (11.38) - (11.40).

Οι παραμορφώσεις στον πρόβολο, για κατάσταση επίπεδης έντα-
σης, είναι

ϵxx =
1

E
(σxx − νσyy) =

3Fxy

2Eb3
(11.44)

ϵxy =
σxy(1 + ν)

E
=

3F (1 + ν)(b2 − y2)

4Eb3
(11.45)

ϵyy =
1

E
(σyy − νσxx) = −3Fνxy

2Eb3
(11.46)

Αλλά

ϵxx =
∂ux
∂x

(11.44)
=⇒ ux =

3Fx2y

4Eb3
+ f(y) (11.47)

ϵyy =
∂uy
∂y

(11.46)
=⇒ uy = −3Fνxy2

4Eb3
+ g(x) (11.48)

όπου f(y) και g(x) είναι συναρτήσεις που θα προσδιοριστούν. Ισχύει
και ότι

ϵxy =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
(11.45),(11.47),(11.48)

=⇒

3Fx2

8Eb3
+

1

2

dg
dx =

3Fνy2

8Eb3
− 1

2

df
dy +

3F (1 + ν)(b2 − y2)

4Eb3
(11.49)
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Η (11.49) ικανοποιείται για κάθε x και y μόνον όταν το αριστερό μέλος
και το δεξί μέλος ισούνται με μια σταθερά, η οποία έστω ότι είναι ίση
με 1

2C. Έτσι

dg
dx = −3Fx2

4Eb3
+ C (11.50)

df
dy =

3Fνy2

4Eb3
+

3F (1 + ν)(b2 − y2)

2Eb3
− C (11.51)

Με ολοκλήρωση των (11.50) και (11.51), παίρνουμε

g(x) = − Fx3

4Eb3
+ Cx+B (11.52)

f(y) =
Fνy3

4Eb3
+
F (1 + ν)(3b2y − y3)

2Eb3
− Cy +A (11.53)

Εξ αιτίας των (11.52) και (11.53), οι (11.47) και (11.48) δίνουν

ux =
3Fx2y

4Eb3
+

3F (1 + ν)y

2Eb
− F (2 + ν)y3

4Eb3
+A− Cy (11.54)

uy = −3Fνxy2

4Eb3
− Fx3

4Eb3
+B + Cx (11.55)

Οι σταθερές A και B αντιστοιχούν σε μετατοπίσεις στερεού σώματος
και το C αντιστοιχεί σε μικρή αντιωρολογιακή στροφή στερεού σώμα-
τος γύρω από την αρχή των αξόνων. Οι (11.54) και (11.55) δείχνουν ότι
η γνώση των τάσεων και των παραμορφώσεων σ’ ένα σώμα αρκεί για
την εύρεση του παραμορφωμένου σχήματος του σώματος, αλλά δεν
αρκεί για την εύρεση της θέσης του στο χώρο. Οι συνοριακές συνθή-
κες μετατοπίσεων στο πακτωμένο άκρο του προβόλου του Σχήματος
(11.2) είναι

ux = uy = 0 για x = a, −b < y < b (11.56)

Η ύπαρξη μόνο τριών άγνωστων σταθερών A, B και C στις (11.54) και
(11.55), δε μας επιτρέπει να ικανοποιήσουμε τις ισχυρές συνοριακές
συνθήκες (11.56), σε κάθε σημείο της έδρας x = a και στο διάστημα
−b < y < b.

Σύμφωνα με την Αντοχή των Υλικών, έχουμε τις εξής κινηματικές
συνοριακές συνθήκες για το μέσο (a, 0) της παρειάς στην πάκτωση

ux = uy = 0

∂uy
∂x

= 0

 για x = a, y = 0 (11.57)
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Οι (11.57), εξ αιτίας των (11.54) και (11.55), τελικά δίνουν

A = 0 (11.58)

B = − Fa3

2Eb3
(11.59)

C =
3Fa2

4Eb3
(11.60)

Οι συνθήκες (11.57) οδηγούν στην κατάσταση που φαίνεται στο Σχήμα
11.3(α) στο πακτωμένο άκρο. Μια τέτοια στήριξη, όπου ο διαμήκης

(α)
(β) (γ)

Σχήμα 11.3: Συνθήκες στήριξης στο άκρο προβόλου.

άξονας της δοκού είναι οριζόντιος στηνπάκτωση, ταιριάζει στηνπραγ-
ματική κατάσταση στερέωσης προβόλου σε οριζόντια εσοχή (Σχήμα
11.4).
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Σχήμα 11.4: Πρόβολος πακτωμένος σε οριζόντια εσοχή.

Άλλες πραγματικές συνθήκες στήριξης μπορεί να προσομοιάζονται
καλύτερα από άλλες συνοριακές συνθήκες. Έτσι, αντί για τις (11.57),
μπορούμε να πάρουμε τις συνθήκες

ux = uy = 0

∂ux
∂y

= 0

 για x = a, y = 0 (11.61)

που επιβάλλουν κατακόρυφη εφαπτομένη στο μέσο της πακτωμένης
διατομής (Σχήμα 11.3(β)). Οι (11.61), εξ αιτίας των (11.54) και (11.55),
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δίνουν

A = 0 (11.62)

B = − Fa3

2Eb3

(
1 + 3(1 + ν)

b2

a2

)
(11.63)

C =
3Fa2

4Eb3

(
1 + 2(1 + ν)

b2

a2

)
(11.64)

Μια κατάστασηπιο κοντάστηνπραγματική θαπάρουμε (Σχήμα11.3(γ)),
χρησιμοποιώντας τις παρακάτω ασθενείς συνοριακές συνθήκες∫ b

−b
uxdy = 0∫ b

−b
uydy = 0∫ b

−b
yuxdy = 0


για x = a (11.65)

που μπορούν να θεωρηθούν αντίστοιχες με τις συνοριακές συνθήκες
τάσεων (11.41) - (11.43). Οι (11.65) εξ αιτίας των (11.54) και (11.55) δί-
νουν

A = 0 (11.66)

B = − Fa3

2Eb3

(
1 +

(12 + 11ν)

5

b2

a2

)
(11.67)

C =
3Fa2

4Eb3

(
1 +

(8 + 9ν)

5

b2

a2

)
(11.68)

Για την κατακόρυφη μετατόπιση uy, στο μέσο της διατομής στο ελεύ-
θερο άκρο, δηλαδή στο σημείο με συντεταγμένες x = 0 και y = 0,
έχουμε από την (11.55) ότι

uy(0, 0) = B (11.69)

και για κάθε μια από τις συνθήκες στήριξης (11.57), (11.61) και (11.65),
εξ αιτίας των (11.59), (11.63) και (11.67), παίρνουμε από την (11.69)

uy(0, 0) =



−
Fa3

2Eb3

−
Fa3

2Eb3

(
1 + 3(1 + ν)

b2

a2

)

−
Fa3

2Eb3

(
1 +

(12 + 11ν)

5

b2

a2

) (11.70)
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H πρώτη των (11.70) αντιστοιχεί στη λύση της Αντοχής Υλικών, η δεύ-
τερη των (11.70) περιλαμβάνει και τη διόρθωση εξ αιτίας της διάτμη-
σης ενώ η τρίτη των (11.70), έχει μέγεθος ανάμεσα στην πρώτη και
στη δεύτερη και προσεγγίζει καλύτερα από τις άλλες δύο, την τιμή
του βέλους κάμψης εξ αιτίας των πραγματικών συνοριακών συνθηκών
(11.56) της πάκτωσης .

Στο δεξί μέλος των τριών εξισώσεων της (11.70) περιλαμβάνεται

ο ίδιος κυρίαρχος παράγοντας
Fa3

2Eb3
. Οι διορθωτικοί παράγοντες μέσα

στις παρενθέσεις στη δεύτερη και στην τρίτη από τις εξισώσεις (11.70),
τείνουν στη μονάδα όταν b≪ a, δηλαδή παίρνουμε τη λύση της Τεχνι-
κής Θεωρίας Κάμψης για δοκούς με μεγάλο μήκος.

11.4 Άσκήσεις

11.4.1 Άσκηση

Ηαμφιέρειστη δοκός του Σχήματος 11.5 δέχεται ομοιόμορφο κατα-
νεμημένο φορτίο q, στο άνω μέρος της. Για το πρόβλημα αυτό δίνεται
η τασική συνάρτηση

Φ(x, y) = Ax2 +Bx2y + Cy3 +Dx2y3 −
D

5
y5 (11.71)

όπου τα A, B, C και D είναι άγνωστες σταθερές.
1. Να γραφούν οι ισχυρές συνοριακές συνθήκες τάσεων στην άνω

και στην κάτω έδρα της δοκού.
2. Να γραφούν οι ασθενείς συνοριακές συνθήκες στη δεξιά και στην

αριστερή έδρα της δοκού.
3. Να βρεθεί η κατανομή των τάσεων στη δοκό.

x

y

O

2l

q

2c
ql

ql

Σχήμα 11.5: Αμφιέρειστη δοκός με ομοιόμορφο κατανεμημένο φορτίο.
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11.4.2 Άσκηση

Μιαμακρόστενηορθογώνιαπλάκα, καταλαμβάνει τηνπεριοχή−a <
x < a και −b < y < b. Η πλάκα στηρίζεται στις κατακόρυφες έδρες της
x = ±a και φορτίζεται με το ίδιο βάρος της. Η πυκνότητα μάζας του
υλικού της πλάκας είναι ρ και η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι g. Να
βρεθούν οι τάσεις στην πλάκα, χρησιμοποιώντας ασθενείς συνορια-
κές συνθήκες στις έδρες y = ±b και ισχυρές συνοριακές συνθήκες στις
στηρίξεις x = ±a, όπου οι διατμητικές τάσεις θεωρούνται ομοιόμορ-
φες.

a a

b

b g

y

x
O

Σχήμα 11.6: Πλάκα στηριγμένη ανάμεσα σε δύο κατακόρυφους τοί-
χους.
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Κεφάλαιο 12

Προβλήματα σε πολικές
συντεταγμένες

12.1 Διέπουσες εξισώσεις

Σε προβλήματα με σώματα σχήματος κυλινδρικού ή κυκλικού, χρη-
σιμοποιούμε συνήθως τις κυλινδρικές συντεταγμένες r, θ, και z. Σε
προβλήματα επίπεδης έντασης ή επίπεδης παραμόρφωσης, οι διατμη-
τικές τάσεις σε οποιοδήποτε επίπεδο κάθετο στον άξονα z, είναι μηδε-
νικές. Επίσης, οι μη μηδενιζόμενες εξαρτημένες μεταβλητές, είναι ανε-
ξάρτητες του z και έτσι οι κυλινδρικές συντεταγμένες r, θ και z ανάγο-
νται στις πολικές συντεταγμένες r και θ. Έστω το καρτεσιανό σύστημα
συντεταγμένων x και y και το αντίστοιχο σύστημα πολικών συντεταγ-
μένων r και θ (Σχήμα 12.1. Τα δύο συστήματα έχουν την ίδια αρχή. Με-

y

x

y

x
r διευθυνση

θ

r

θ  διευθυνση

′

′

Σχήμα 12.1: Καρτεσιανό και πολικό σύστημα συντεταγμένων.

ταξύ των συντεταγμένων στα δύο συστήματα, ισχύουν οι παρακάτω

135
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σχέσεις μετασχηματισμού

x = r cos θ (12.1)
y = r sin θ (12.2)

(12.3)

και οι αντίστροφές τους σχέσεις

θ = tan−1 y

x
(12.4)

r2 = x2 + y2 (12.5)

Από τις (12.1) - (12.5) παίρνουμε τις σχέσεις
∂r

∂x
=
x

r
= cos θ (12.6)

∂r

∂y
=
y

r
= sin θ (12.7)

∂θ

∂x
= − y

r2
= −sin θ

r
(12.8)

∂θ

∂y
=

x

r2
=

cos θ
r

(12.9)

και από τις τελευταίες προκύπτουν οι

∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
= cos θ ∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
(12.10)

∂

∂y
=
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
= sin θ ∂

∂r
+
cos θ
r

∂

∂θ
(12.11)

Έστω σrr, σrθ και σθθ οι συνιστώσες της τάσης κατά την ακτινική και
κατά την εφαπτομενικήδιεύθυνση. Από τους τύπουςμετασχηματισμού
(1.15) - (1.17) έχουμε

σxx = σrr cos2 θ + σθθ sin2 θ − σrθ sin 2θ (12.12)
σyy = σrr sin2 θ + σθθ cos2 θ + σrθ sin 2θ (12.13)

σxy = (σrr − σθθ) sin θ cos θ + σrθ(cos2 θ − sin2 θ) (12.14)

Όμοιες σχέσεις με τις (12.12) - (12.14), ισχύουν και για τις παραμορφώ-
σεις ϵrr, ϵθθ και γrθ. Θέτοντας τις (12.12) - (12.14) στην εξίσωση ισορ-
ροπίας κατά x (10.5) θεωρώντας μηδενικές μαζικές δυνάμεις και με-
τασχηματίζοντας τις παραγώγους σύμφωνα με τις (12.10) και(12.11),
παίρνουμε (

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrθ
∂θ

+
σrr − σθθ

r

)
cos θ −(

1

r

∂σθθ
∂θ

+
∂σrθ
∂r

+ 2
σrθ
r

)
sin θ = 0 (12.15)
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Η (12.15) πρέπει να ισχύει για κάθε τιμή του θ, επομένως πρέπει

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrθ
∂θ

+
σrr − σθθ

r
= 0 για θ = 0 (12.16)

1

r

∂σθθ
∂θ

+
∂σrθ
∂r

+ 2
σrθ
r

= 0 για θ =
π

2
(12.17)

Αλλά η επιλογή του άξονα x είναι αυθαίρετη, επομένως οι (12.16) και
(12.17) πρέπει να ισχύουν για κάθε θ. Η (12.16) είναι η εξίσωση ισορρο-
πίας κατά την ακτινική διεύθυνση και η (12.17) είναι η εξίσωση ισορ-
ροπίας κατά την εφαπτομενική διεύθυνση.

Μεπαρόμοια διαδικασία δείχνουμε ότι οι σχέσεις παραμορφώσεων
- μετατοπίσεων (10.11) - (10.13), δίνουν τις παρακάτω σχέσεις

ϵrr =
∂ur
∂r

(12.18)

ϵθθ =
ur
r

+
1

r

∂uθ
∂θ

(12.19)

γrθ =
1

r

∂ur
∂θ

+
∂uθ
∂r

− uθ
r

(12.20)

όπου ur και uθ είναι αντίστοιχα η ακτινική και η εφαπτομενική συνι-
στώσα της μετατόπισης. Απαλείφοντας τις ur και uθ από τις (12.18) -
(12.20), παίρνουμε την εξίσωση συμβιβαστού

∂2ϵθθ
∂r2

+
1

r2
∂2ϵrr
∂θ2

+
2

r

ϵθθ
∂r

− 1

r

∂ϵrr
∂r

=
1

r

∂2γrθ
∂r∂θ

+
1

r2
∂γrθ
∂θ

(12.21)

Επειδή το πολικό σύστημα συντεταγμένων είναι ορθογώνιο, ο νόμος
τουHooke για ισότροπαυλικά, προκύπτει από τις σχέσεις (9.26) - (9.28)
για επίπεδη παραμόρφωση και (10.7) - (10.9) για επίπεδη ένταση, αντι-
καθιστώντας το x με το r και το y με το θ αντίστοιχα. Έτσι για επίπεδη
παραμόρφωση έχουμε

ϵrr =
1− ν2

E

[
σrr −

(
ν

1− ν

)
σθθ

]
(12.22)

ϵθθ =
1− ν2

E

[
σθθ −

(
ν

1− ν

)
σrr

]
(12.23)

γrθ =
1

G
σrθ (12.24)

ή

σrr = 2Gϵrr + λ(ϵrr + ϵθθ) (12.25)
σθθ = 2Gϵθθ + λ(ϵrr + ϵθθ) (12.26)

σrθ = Gγrθ (12.27)
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και για επίπεδη ένταση έχουμε

ϵrr =
1

E
(σrr − νσθθ) (12.28)

ϵθθ =
1

E
(σθθ − νσrr) (12.29)

γrθ =
1

G
σrθ (12.30)

ή

σrr =
E

1− ν2
(ϵrr + νϵθθ) (12.31)

σθθ =
E

1− ν2
(ϵθθ + νϵrr) (12.32)

σrθ = Gγrθ (12.33)
Ηανηγμένηδιόγκωση για επίπεδηπαραμόρφωση, εξ αιτίας των (12.18)
- (12.20), είναι

ϵ = ϵrr + ϵθθ =
1

r

∂(rur)

∂r
+

1

r

∂uθ
∂θ

(12.34)

και οι εξισώσεις ισορροπίας, ως συναρτήσεις των μετατοπίσεων είναι,
για επίπεδη παραμόρφωση

(λ+ 2G)
∂ϵ

∂r
− 2G

r

∂ω

∂θ
+ Fr = 0 (12.35)

(λ+ 2G)
1

r

∂ϵ

∂θ
+ 2G

∂ω

∂r
+ Fθ (12.36)

όπου
ω =

1

2r

[
∂(ruθ)

∂r
− ∂ur

∂θ

]
(12.37)

είναι η στροφή γύρω από τον άξονα z.
Η διαρμονική εξίσωση, δηλαδή η εξίσωση συμβιβαστού χωρίς μα-

ζικές δυνάμεις, είναι
∇4ϕ = ∇2∇2ϕ =(

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)
ϕ = 0 (12.38)

και οι τάσεις εκφρασμένες με χρήση της τασικής συνάρτησης ϕ είναι

σrr =
1

r

∂ϕ

∂r
+

1

r2
∂2ϕ

∂θ2
(12.39)

σθθ =
∂2ϕ

∂r2
(12.40)

σrθ = − ∂

∂r

(
1

r

∂ϕ

∂θ

)
(12.41)

Οι (12.37) - (12.41) ισχύουν και για επίπεδη ένταση και για επίπεδη
παραμόρφωση.
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12.2 Αξονοσυμμετρικάπροβλήματαστοεπίπεδο

Είναι τα προβλήματα όπου η γεωμετρία του σώματος, αλλά και οι
εφαρμοζόμενες σ’ αυτό εξωτερικές δυνάμεις και μετατοπίσεις, είναι
συμμετρικές ως προς τον άξονα των z. Θα επικεντρώσουμε το ενδια-
φέρον μας σε προβλήματα όπου οι τάσεις και οι μετατοπίσεις είναι
ανεξάρτητες από το τη συντεταγμένη θ. Εάν και η τασική συνάρτηση ϕ
είναι ανεξάρτητη από το θ, τότε η διαρμονική εξίσωση (12.38), ανάγε-
ται στη συνήθη διαφορική εξίσωση(

d4

dr4 +
2

r

d3

dr3 − 1

r2
d2

dr2 +
1

r3
d
dr

)
ϕ = 0 (12.42)

Με χρήση του μετασχηματισμού

r = eξ (12.43)

η (12.42) παίρνει τη μορφή(
d4

dξ4 − 4
d3

dξ3 + 4
d2

dξ2
)
ϕ = 0 (12.44)

που είναι συνήθης διαφορική εξίσωση με σταθερούς συντελεστές και
έχει λύση τη

ϕ = Aξe2ξ +Be2ξ + Cξ +D (12.45)
ή ισοδύναμα τη

ϕ = Ar2 ln r +Br2 + C ln r +D (12.46)
όπου ταA,B, C καιD είναι αυθαίρετες σταθερές. Εξ αιτίας της (12.46),
οι (12.39) - (12.41) δίνουν

σrr =
1

r

dϕ
dr = 2A ln r + C

r2
+A+ 2B (12.47)

σθθ =
d2ϕ

dr2 = 2A ln r − C

r2
+ 3A+ 2B (12.48)

σrθ = 0 (12.49)

Αν η περιοχή που εξετάζουμε είναι απλά συνεκτική (π. χ. συμπαγής
κυκλικός κύλινδρος), πρέπει να ισχύει ότι

A = C = 0 (12.50)

έτσι ώστε να έχουμε πεπερασμένες τάσεις (όχι ιδιόμορφες) στην αρχή
r = 0. Έτσι

σrr = σθθ = 2B (12.51)
σrθ = 0 (12.52)
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που λύνει το πρόβλημα για συμπαγή κύλινδρο στον οποίο αναπτύσ-
σεται σταθερή ορθή τάση ίση με 2B.

Σε περίπτωση πολλαπλά συνεκτικής περιοχής (π. χ. κυκλικός δα-
κτύλιος με ομόκεντρη οπή), οι εξισώσεις συμβιβαστού δεν είναι αρ-
κετές για να εγγυηθούν την ύπαρξη μονότιμων μετατοπίσεων. Πρέπει
επομένως να εξετασθούν οι μετατοπίσεις απευθείας στο πρόβλημα.
Από τις (12.18) - (12.20) παίρνουμε

ϵrr =
dur
dr (12.53)

ϵθθ =
ur
r

(12.54)

Οι (12.53) και (12.54), εξ αιτίας των (12.22), (12.23) και (12.28), (12.29)
και λαμβάνοντας υπ’ όψη τις (12.47) - (12.49), τελικά δίνουν

dur
dr = K1

[
2A ln r + C

r2
+A+ 2B−

K2

(
2A ln r − C

r2
+ 3A+ 2B

)]
(12.55)

ur
r

= K1

[
2A ln r − C

r2
+ 3A+ 2B−

K2

(
2A ln r + C

r2
+A+ 2B

)]
(12.56)

όπου

K1 =
1

E
(12.57)

K2 = ν (12.58)

για επίπεδη ένταση και

K1 =
1− ν2

E
(12.59)

K2 =
ν

1− ν
(12.60)

για επίπεδη παραμόρφωση.
Ολοκληρώνοντας την (12.55) παίρνουμε

ur = K1

[
2Ar ln r −Ar + 2Br − C

r
−

K2

(
2Ar ln r +Ar + 2Br +

C

r

)
+ F

]
(12.61)

όπου η F είναι σταθερά ολοκλήρωσης. Εξισώνοντας τις εκφράσεις για
την ur, από την (12.56) και από την (12.61), παίρνουμε τελικά τη σχέση

4Ar − F = 0 (12.62)
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Η (12.62) πρέπει να ισχύει για κάθε r και έτσι προκύπτει ότι

A = F = 0 (12.63)

Οι σταθερές B και C υπολογίζονται από τις συνοριακές συνθήκες.
H (12.61), εξ αιτίας της (12.63), τελικά γράφεται ως

ur(r) = C1r + C2
1

r
(12.64)

όπου

C1 = 2K1B(1−K2) (12.65)
C2 = −K1C(1 +K2) (12.66)

είναι αυθαίρετες σταθερές.

12.2.1 Παράδειγμα

Κοίλος κυκλικός κύλινδρος, εσωτερικής ακτίνας r = a και εξωτερι-
κής ακτίνας r = b (Σχήμα 12.2), υπόκειται στις παρακάτω συνοριακές
συνθήκες.

u

b
a

0

Σχήμα 12.2: Κοίλος κυκλικός κύλινδρος υπό σταθερή εσωτερική ακτι-
νική μετατόπιση.

ur|r=a = u0 (12.67)
ur|r=b = 0 (12.68)

Να βρεθούν οι μετατοπίσεις και οι τάσεις στον κύλινδρο.
Από τις δεδομένες συνοριακές συνθήκες (12.67) και (12.68), έχουμε

ur(a) = u0 (12.69)
ur(b) = 0 (12.70)
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Εξ αιτίας της (12.64), το σύστημα των (12.67) και (12.68) δίνει

C1 =
a

a2 − b2
u0 (12.71)

C2 =
−ab2

a2 − b2
u0 (12.72)

Από τις (12.71) και (12.72), η (12.64) δίνει

ur(r) =
au0

a2 − b2

[
r − b2

r

]
(12.73)

Οι τάσεις μετά μπορούν να βρεθούν χρησιμοποιώντας τις (12.53) και
(12.54), στις (12.25) - (12.27) για επίπεδη παραμόρφωση ή στις (12.31)
- (12.33) για επίπεδη ένταση.

12.3 Η λύση Michell

H γενική λύση για προβλήματα της ελαστικότητας στο επίπεδο, σε
πολικές συντεταγμένες, δίνεται υπόμορφήαναπτύγματος σειράς Fourier
ως προς τη γωνία θ, από τη σχέση

ϕ = A01r
2 +A02r

2 ln r +A03 ln r +A04θ +

(A11r
3A12r ln r +A14r

−1) cos θ +A13rθ sin θ +
(B11r

3 +B12r ln r +B14r
−1) sin θ +B13rθ cos θ +

∞∑
n=2

(An1r
n+2 +An2r

−n+2 +An3r
n +An4r

−n) cosnθ +

∞∑
n=2

(Bn1r
n+2 +Bn2r

−n+2 +Bn3r
n +Bn4r

−n) sinnθ (12.74)

Οι αντίστοιχες τάσεις προκύπτουν με αντικατάσταση της (12.74) στις
(12.39) - (12.41). Για διευκόλυνση, οι τάσεις που αντιστοιχούν σε επί
μέρους όρους της (12.74), περιέχονται στον Πίνακα (12.1). Οι αντίστοι-
χες μετατοπίσεις περιέχονται στον Πίνακα (12.2). Στον Πίνακα (12.2)
ισχύει ότι

κ = 3− 4ν (12.75)

για επίπεδη παραμόρφωση και

κ =
3− ν

1 + ν
(12.76)

για επίπεδη ένταση. Επίσης µ είναι το μέτρο διάτμησης.
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ϕ σrr σrθ σθθ

r2 2 0 2

r2 ln r 2 ln r + 1 0 2 ln r + 3

ln r
1

r2
0 −

1

r2

θ 0
1

r2
0

r3 cos θ 2r cos θ 2r sin θ 6r cos θ

rθ sin θ
2 cos θ
r

0 0

r ln r cos θ
cos θ
r

sin θ
r

cos θ
r

cos θ
r

−
2 cos θ
r3

−
2 sin θ
r3

2 cos θ
r3

r3 sin θ 2r sin θ −2r cos θ 6r sin θ

rθ cos θ −2
sin θ
r

0 0

r ln r sin θ
sin θ
r

−
cos θ
r

sin θ
r

sin θ
r

−2
sin θ
r3

2 cos θ
r3

2
sin θ
r3

rn+2 cosnθ −(n+ 1)(n− 2)rn cosnθ n(n+ 1)rn sinnθ (n+ 1)(n+ 2)rn cosnθ

r−n+2 cosnθ −(n+ 2)(n− 1)r−n cosnθ −n(n− 1)r−n sinnθ (n− 1)(n− 2)r−n cosnθ

rn cosnθ −n(n− 1)rn−2 cosnθ n(n− 1)rn−2 sinnθ n(n− 1)rn−2 cosnθ

r−n cosnθ −n(n+ 1)r−n−2 cosnθ −n(n+ 1)r−n−2 sinnθ n(n+ 1)r−n−2 cosnθ

rn+2 sinnθ −(n+ 1)(n− 2)rn sinnθ −n(n+ 1)rn cosnθ (n+ 1)(n+ 2)rn sinnθ

r−n+2 sinnθ −(n+ 2)(n− 1)r−n sinnθ n(n− 1)r−n cosnθ (n− 1)(n− 2)r−n sinnθ

rn sinnθ −n(n− 1)rn−2 sinnθ −n(n− 1)rn−2 cosnθ n(n− 1)rn−2 sinnθ

r−n sinnθ −n(n+ 1)r−n−2 sinnθ n(n+ 1)r−n−2 cosnθ n(n+ 1)r−n−2 sinnθ

Πίνακας 12.1: Οι τάσεις για διάφορους όρους της λύσης Michell
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ϕ 2µur 2µuθ

r2 (κ− 1)r 0

r2 ln r (κ− 1)r ln r − r (κ+ 1)rθ

ln r −
1

r
0

θ 0 −
1

r

r3 cos θ (κ− 2)r2 cos θ (κ+ 2)r2 sin θ

rθ sin θ
1

2
[(κ− 1)θ sin θ − cos θ

1

2
[(κ− 1)θ cos θ − sin θ

+(κ+ 1) ln r cos θ] −(κ+ 1) ln r sin θ]

r ln r cos θ
1

2
[(κ+ 1)θ sin θ − cos θ

1

2
[(κ+ 1)θ cos θ − sin θ

+(κ− 1) ln r cos θ] −(κ− 1) ln r sin θ]
cos θ
r

cos θ
r2

sin θ
r2

r3 sin θ (κ− 2)r2 sin θ −(κ+ 2)r2 cos θ

rθ cos θ
1

2
[(κ− 1)θ cos θ + sin θ

1

2
[−(κ− 1)θ sin θ − cos θ

−(κ+ 1) ln r sin θ] −(κ+ 1) ln r cos θ]

r ln r sin θ
1

2
[−(κ+ 1)θ cos θ − sin θ

1

2
[(κ+ 1)θ sin θ + cos θ

+(κ− 1) ln r sin θ] +(κ− 1) ln r cos θ]
sin θ
r

sin θ
r2

−
cos θ
r2

rn+2 cosnθ (κ− n− 1)rn+1 cosnθ (κ+ n+ 1)rn+1 sinnθ

r−n+2 cosnθ (κ+ n− 1)r−n+1 cosnθ −(κ− n+ 1)r−n+1 sinnθ

rn cosnθ −nrn−1 cosnθ nrn−1 sinnθ

r−n cosnθ nr−n−1 cosnθ nr−n−1 sinnθ

rn+2 sinnθ (κ− n− 1)rn+1 sinnθ −(κ+ n+ 1)rn+1 cosnθ

r−n+2 sinnθ (κ+ n− 1)r−n+1 sinnθ (κ− n+ 1)r−n+1 cosnθ

rn sinnθ −nrn−1 sinnθ −nrn−1 cosnθ

r−n sinnθ nr−n−1 sinnθ −nr−n−1 cosnθ

Πίνακας 12.2: Οι μετατοπίσεις για διάφορους όρους της λύσης Michell
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12.3.1 Παράδειγμα: Εφελκυσμός πλάκας με οπή

Να βρεθεί η κατανομή των τάσεων σε επίπεδη πλάκα, άπειρων δια-
στάσεων, που υπόκειται σε εφελκυστική τάση S στο άπειρο και πε-
ριέχει κυκλική οπή με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα r = a
(Σχήμα 12.3).

S

S

y

x

r

a

θ

Σχήμα 12.3: Εφελκυόμενη πλάκα άπειρων διαστάσεων με οπή.

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος είναι

σrr = 0 για r = a (12.77)
σrθ = 0 για r = a (12.78)

σxy = 0 για r −→ ∞ (12.79)
σyy = 0 για r −→ ∞ (12.80)
σxx = S για r −→ ∞ (12.81)

Αν δεν υπήρχε η οπή, το πρόβλημα θα μπορούσε να περιγραφεί από
την τασική συνάρτηση

ϕ =
Sy2

2
=
Sr2 sin2 θ

2
=
Sr2

4
− Sr2 cos 2θ

4
(12.82)

διότι οι τάσεις

σxx =
∂2ϕ

∂y2
= S (12.83)

σyy =
∂2ϕ

∂x2
= 0 (12.84)

σxy = − ∂2ϕ

∂x∂y
= 0 (12.85)

ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες για την εφελκυόμενη πλάκα χω-
ρίς οπή.

Το άνοιγμα της οπής θα παραγάγει ένα επί πλέον τασικό πεδίο που
θα μηδενίσει την ορθή και τη διατμητική τάση πάνω στην περιφέρεια
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r = a, αλλά και θα δίνει μηδενικές τάσεις για r −→ ∞, διότι μακρυά
από την αρχή των αξόνων, η οπή δεν επηρεάζει το ομοιόμορφο τασικό
πεδίο που περιγράφεται από τις σχέσεις (12.83) - (12.85). Παίρνοντας
λοιπόν υπ’ όψη τη (12.82), προσθέτουμε όρους στο δεξί μέλος της, που
περιέχουν το cos 2θ ή είναι ανεξάρτητοι του θ (αξονοσυμμετρικοί) και
δίνουν μηδενικές τάσεις για r −→ ∞. Επιλέγoυμε λοιπόν τη συνάρ-
τηση

ϕ =
Sr2

4
− Sr2 cos 2θ

4
+A ln r +Bθ + C cos 2θ +Dr−2 cos 2θ (12.86)

όπου τα A, B, C και D είναι άγνωστες σταθερές. Οι τάσεις που προκύ-
πτουν από τη (12.86), εξ αιτίας των (12.39) - (12.41), είναι

σrr =
S

2
+
S cos 2θ

2
+
A

r2
− 4C cos 2θ

r2
− 6D cos 2θ

r4
(12.87)

σrθ = −S sin 2θ

2
+
B

r2
− 2C sin 2θ

r2
− 6D sin 2θ

r4
(12.88)

σθθ =
S

2
− S cos 2θ

2
− A

r2
+

6D cos 2θ
r4

(12.89)

Οι συνοριακές συνθήκες (12.77) και (12.78) πρέπει να ικανοποιούνται
∀ θ στην περιφέρεια r = a της οπής. Έτσι οι (12.87) και (12.88) δίνουν
τις εξισώσεις

S

2
+
A

a2
= 0 (12.90)

B

a2
= 0 (12.91)

S

2
− 4C

a2
− 6D

a4
= 0 (12.92)

−S
2
− 2C

a2
− 6D

a4
= 0 (12.93)

που έχουν ως λύση την

A = −Sa
2

2
(12.94)

B = 0 (12.95)

C =
Sa2

2
(12.96)

D = −Sa
4

4
(12.97)

Οι (12.87) - (12.89), εξ αιτίας των (12.94) - (12.97), δίνουν την κατανομή
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των τάσεων στην πλάκα με οπή ως

σrr =
S

2

(
1− a2

r2

)
+
S cos 2θ

2

(
3a4

r4
− 4a2

r2
+ 1

)
(12.98)

σrθ =
S sin 2θ

2

(
3a4

r4
− 2a2

r2
− 1

)
(12.99)

σθθ =
S

2

(
1 +

a2

r2

)
− S cos 2θ

2

(
3a4

r4
+ 1

)
(12.100)

H μέγιστη ορθή τάση αναπτύσσεται στην περιφέρεια της οπής και εί-
ναι ίση με

σθθ = 3S για r = a, θ =
π

2
(12.101)

Επομένως ο συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων για το πρόβλημα αυτό
είναι ίσος με 3, διότι η μέγιστη ορθή τάση στην πλάκα με οπή είναι
τριπλάσια από τη μέγιστη ορθή τάση στην πλάκα χωρίς οπή.

12.4 Άσκηση

Επίπεδο σώμα άπειρων διαστάσεων, φέρει οπή ακτίνας r = a, με
κέντρο την αρχή των αξόνων. Η οπή φορτίζεται εσωτερικά με ομοιό-
μορφηπίεση p0, ενώστοάπειρο εφαρμόζονται ορθές τάσεις σxx = σyy =
p (Σχήμα 12.4). Να βρεθεί η κατανομή των τάσεων στο σώμα.

x

y

p

p

p

p

p
0

Σχήμα 12.4: Πλάκα με οπή, υπό εσωτερική πίεση και διαξονική ένταση
στο άπειρο.
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Κεφάλαιο 13

Στρέψη δοκού τυχαίας
διατομής

13.1 Γενική λύση του προβλήματος

Η ακριβής λύση του προβλήματος βρέθηκε από τον Saint-Venant.
Με οδηγό τις παραμορφώσεις που αναπτύσσονται σε μια άτρακτο κυ-
κλικής διατομής που υποβάλλεται σε στρέψη, ο Saint-Venant έκανε τις
παρακάτω παραδοχές για τις μετατοπίσεις σε μια δοκό τυχαίας διατο-
μής που υποβάλλεται σε στρέψη:

1. H προβολή κάθε παραμορφωμένης διατομής πάνω στο επίπεδο
xy (Σχήμα 13.1) στρέφεται σαν στερεό σώμα και η συστροφή (γω-
νία στροφής ανά μονάδα υψους z) είναι σταθερή.

2. Κάθε σημείο της δοκούμετατοπίζεται κατά τηδιαμήκηδιέυθυνση
z. H μετατόπισηw κατά z, είναι ανεξάρτητη από τη συντεταγμένη
z, δηλαδή παραμένει σταθερή καθ’ ύψος.

H γεωμετρία και οι φορτίσεις του προβλήματος φαίνονται στο Σχήμα
13.1. Οι άξονες x και y βρίσκονται στο επίπεδο της κάτωακραίας διατο-
μής. Ο άξονας z είναι παράλληλος προς το διαμήκη άξονα της δοκού. Η
στρεπτική ροπή T σε μια ακραία διατομή είναι θετική, αν το διάνυσμά
της που προκύπτει από τον κανόνα του δεξιού χεριού, έχει τη φορά
του εξωτερικού μοναδιαίου διανύσματος της ακραίας διατομής.

Η μετατόπιση κάθε σημείου P της δοκού λόγω της στρέψης, φαί-
νεται στο Σχήμα 13.2. Το ευθύγραμμο τμήμα OP στρέφεται γύρω από
το σημείο O κατά μια μικρή γωνία β. To σημείο O ονομάζεται κέντρο
στρέψης και αναφέρεται στη θέση όπου

u = v = 0. (13.1)

H θέση του κέντρου στρέψης εξαρτάται από το σχήμα της διατομής. Η
άτρακτος του Σχήματος 13.1 που εξετάζουμε είναι έτσι τοποθετημένη
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z

x

y

L

T

T

Σχήμα 13.1: Στρέψη δοκού τυχαίας διατομής

O

y

x
x

u

v

y

P ′

θ
Pβ

Σχήμα 13.2: Μετατοπίσεις ενός σημείου P της διατομής της δοκού
λόγω στρέψης.
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ώστε το κέντρο στρέψης να βρίσκεται πάνω στον άξονα z. Επειδή η γω-
νία στρέψης β είναι είναι μικρή, το τόξοPP ′ θεωρείται ως ευθύγραμμο
τμήμα κάθετο προς το OP . Οι συνιστώσες u και v της μετατόπισης του
σημείου P , κατά τους άξονες x και y αντίστοιχα, δίνονται από τις σχέ-
σεις

u = −rβ sin θ = −βy (13.2)
v = rβ cos θ = βx. (13.3)

H συνιστώσα w της μετατόπισης του P κατά τον άξονα z, που είναι
υπεύθυνη για την ήβωση της διατομής, γράφεται ως

w = w(x, y). (13.4)

Επειδή έχει γίνει η υπόθεση, ότι η ήβωση σε κάθε διατομή της ατρά-
κτου είναι ίδια, η συνιστώσα w της μετατόπισης του P , είναι συνάρ-
τηση μόνο των συντεταγμένων x και y και όχι του z. Έτσι όλα τα σημεία
πάνω σε μια γραμμή παράλληλη στον άξονα z, κινούνται κατά την ίδια
απόσταση παράλληλα προς τον άξονα z. Στο Σχήμα 13.2 φαίνεται μια
διατομή της δοκού στη στραμμένη θέση όπου δείχνεται η μετατόπιση
του σημείου P στη θέση P ′. Για τη διατομή στη θέση z = 0 έχει θεωρη-
θεί ότι

u = v = 0. (13.5)

Έτσι αν η διατομή του Σχήματος 13.2 βρίσκεται σε απόσταση z από
την αρχή, η γωνία στροφής δίνεται από τη σχέση

β = αz (13.6)

όπου α είναι η συστροφή. Κατά συνέπεια το πεδίο μετατοπίσεων στην
άτρακτο δίνεται από τις σχέσεις

u = −αyz (13.7)
v = αxz (13.8)

w = w(x, y). (13.9)

Σύμφωναμε τηθεωρία της ελαστικότητας οι εξισώσεις (13.7) - (13.9)
μπορούν να θεωρηθούν ως μερική λύση του προβλήματος στα πλαί-
σια της οιονεί αντίστροφης μεθόδου. Θα δείξουμε στη συνέχεια ότι
οι τάσεις και παραμορφώσεις που προκύπτουν από τις σχέσεις (13.7)
- (13.9), μπορούν να ικανοποιήσουν και τις διέπουσες διαφορικές εξι-
σώσεις του προβλήματος και τις συνοριακές συνθήκες. Σύμφωνα με το
θεώρημα της μοναδικότητας, οι τελικά προκύπτουσες τάσεις και πα-
ραμορφώσεις θα αποτελούν και τη λύση του προβλήματος.
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Οι σχέσεις παραμορφώσεων - μετατοπίσεων συνδυασμένες με τις
σχέσεις (13.7) - (13.9), δίνουν

ϵxx = ϵyy = ϵzz = γxy = 0 (13.10)

γxz =
∂w

∂x
+
∂u

∂z
=
∂w

∂x
− αy (13.11)

γyz =
∂w

∂y
+
∂v

∂z
=
∂w

∂y
+ αx. (13.12)

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις τάσεων - παραμορφώσεων (νόμοςHooke),
οι σχέσεις τάσεων - μετατοπίσεων γίνονται

τxz = Gγxz = G

(
∂w

∂x
− αy

)
(13.13)

τyz = Gγyz = G

(
∂w

∂y
+ αx

)
(13.14)

σxx = σyy = σzz = τxy = 0. (13.15)

Από τις (13.13) και (13.14) παρατηρούμε ότι οι μηδενιζόμενες τάσεις
τxz και τyz είναι συναρτήσεις των x και y μόνο.Μπορούμε τώρα να απα-
λείψουμε το w από τις (13.13) και (13.14), παραγωγίζοντας την πρώτη
ως προς y, τη δεύτερη ως προς x και αφαιρώντας κατά μέλη. Έτσι οδη-
γούμαστε στηνπαρακάτω εξίσωσησυμβιβαστού τωνπαραμορφώσεων

∂γxz
∂y

− ∂γyz
∂x

= −2α (13.16)

που εκφρασμένη, χρησιμοποιώντας το νόμο του Hooke, με όρους τά-
σεων, δίνει

∂τxz
∂y

− ∂τyz
∂x

= −2Gα. (13.17)

Γράφοντας τώρα, τημόνημη - ταυτοτικά ικανοποιούμενη εξίσωση ισορ-
ροπίας, θεωρώντας μηδενικές μαζικές δυνάμεις, παίρνουμε

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0. (13.18)

Εισάγουμε τώρα στο πρόβλημα την τασική συνάρτηση ϕ(x, y) (συ-
νάρτηση Prantl), έτσι ώστε να ισχύουν οι σχέσεις

τxz =
∂ϕ

∂y
(13.19)

τyz = −∂ϕ
∂x
. (13.20)
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Παρατηρούμε ότι λόγω των (13.19) και (13.20), η εξίσωση ισορροπίας
(13.18) ικανοποιείται ως ταυτότητα. Λόγω των (13.19) και (13.20), η εξί-
σωση συμβιβαστού (13.17) δίνει την εξίσωση Poisson

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= −2Gα (13.21)

ή ισοδύναμα την
∇2ϕ = −2Gα (13.22)

όπου
∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. (13.23)

Η (13.22) είναι η διέπουσα εξίσωση τουπροβλήματος, με άγνωστη εξαρ-
τημένη μεταβλητή τη ϕ.

Περνάμε τώρα στην εξέταση των συνοριακών συνθηκών του προ-
βλήματος, με βάση τις γενικές εξισώσεις (9.4) - (9.6). Στην παράπλευρη
επιφάνεια δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάμεις και επομένως εκεί

Tµ
x = Tµ

y = Tµ
z = 0 (13.24)

Επειδή τα μοναδιαία εξωτερικά διανύσματα στην παράπλευρη επιφά-
νεια είναι κάθετα στον άξονα z, πρέπει να ισχύει ότι

µz = 0 (13.25)

στην επιφάνεια αυτή. Έτσι, λόγω των (13.13) - (13.15), οι (9.4) και (9.5)
ικανοποιούνται ως ταυτότητες. Η τρίτη συνοριακή συνθήκη (9.6) δίνει

τxzµx + τyzµy = 0 (13.26)

όπου έχει παραλειφθεί ο δείκτης «o» από τους όρους των τάσεων για
λόγους απλοποίησης των συμβόλων. Από το Σχήμα 13.3 συμπεραί-
νουμε ότι το αριστερό μέλος της (13.26) εκφράζει τη συνιστώσα τzµ
της διατμητικής τάσης που ασκείται σε μια διατομή. Η συνιστώσα τzµ
είναι κάθετη προς την παράπλευρη επιφάνεια και λόγω της (13.26), κα-
ταλήγουμε στη σχέση

τzµ = τzxµx + τzyµy = 0. (13.27)

Επειδή απαιτείται η κάθετη προς το παράπλευρο σύνορο συνιστώσα
τzµ, της διατμητικής τάσης στη διατομή, να είναι μηδενική πάνω στο
παράπλευρο σύνορο, συμπεραίνουμε ότι η τάση αυτή πάνω στο παρά-
πλευρο σύνορο, πρέπει να έχει διεύθυνση εφαπτομενική προς αυτό.
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Σχήμα 13.3: Διατμητικές τάσεις σε μια εγκάρσια διατομή (επίπεδο κά-
θετο στον άξονα z), κοντά στο παράπλευρο σύνορο.

Έστω s η εφαπτομενική διεύθυνση στο παράπλευρο σύνορο, μέσα στο
επίπεδο xy, στο σημείο b. Από το Σχήμα 13.3 συνάγουμε ότι

µx =
dy
ds (13.28)

µy = −dx
ds (13.29)

θεωρώντας ότι το s είναι αυξανόμενοαπό το aπρος το b. Χρησιμοποιώ-
ντας τις σχέσεις (13.19), (13.20), (13.28) και (13.29) στη σχέση (13.26),
παίρνουμε

∂ϕ

∂y

∂y

∂s
+
∂ϕ

∂x

∂x

∂y
= 0 (13.30)

ή ισοδύναμα
dϕ
ds = 0. (13.31)

Επομένως η τασική συνάρτηση ϕ πρέπει να έχει σταθερή τιμή κατά
μήκος του συνόρου της εγκάρσιας διατομής. Επιλέγουμε την τιμή

ϕ = 0 (13.32)

η οποία προφανώς οδηγεί στην ικανοποίηση της (13.27).
Έχουμε δείξει μέχρι τώρα ότι οι τάσεις που ορίζονται με χρήση

της ϕ, που η τελευταία ικανοποιεί τις σχέσεις (13.32) και (13.21), εκ-
φράζουν τη λύση του προβλήματος της ελαστικότητας για τη στρέψη
μιας ράβδου τυχαίας διατομής, όταν στην παράπλευρη επιφάνεια δεν
ασκούνται συνοριακές δυνάμεις. Θα εξετάσουμε στη συνέχεια τα επι-
φανειακάδιανύσματα τάσηςπουπρέπει να εφαρμόζονται στις ακραίες
εγκάρσιες διατομές της δοκού, έτσι ώστε οι τάσεις που βρέθηκαν να
έχουν ισχύ. Επειδή οι ακραίες διατομές είναι κάθετες προς τον άξονα
z, έχουμε ότι

µx = 0, µy = 0, µz = −1 (13.33)
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για τη διατομή στη θέση z = 0 και

µx = 0, µy = 0, µz = +1 (13.34)

για τη διατομή στη θέση z = L. Θέτοντας τις παραπάνω τιμές των
συνημιτόνων κατεύθυνσης στις συνοριακές συνθήκες (9.4) - (9.6), βρί-
σκουμε τις παρακάτω κατανομές διανυσμάτων τάσης

Tµ
x = ∓τxz, T µ

y = ∓τyz, T µ
z = 0 (13.35)

πουπρέπει να εφαρμόζονται στις ακραίες διατομές για να ικανοποιού-
νται οι συνοριακές συνθήκες. Στις σχέσεις (13.35) το άνω πρόσημο
αναφέρεται στη διατομή z = 0 και το κάτω πρόσημο αναφέρεται στη
διατομή z = L. Από το Σχήμα 13.4 παρατηρούμε ότι η συνιστώσα κατά

O

y

x

xd
yd

x

y

T

Tx

y

µ

µ

Σχήμα 13.4: Συνοριακά διανύσματα τάσης στις ακραίες διατομές.

y, της συνισταμένης δύναμης που ασκείται σε κάθε μια από τις ακραίες
διατομές της δοκού, δίνεται από τη σχέση∫∫

A
Tµ
y dxdy = ∓

∫∫
A
τyzdxdy = ±

∫∫
A

∂ϕ

∂x
dxdy. (13.36)

Το διπλό ολοκλήρωμα στη σχέση (13.36) μπορεί να υπολογιστεί κάνο-
ντας πρώτα την ολοκλήρωση κατά τη διέυθυνση x, όπως φαίνεται ατο
Σχήμα 13.5. Έτσι γράφουμε∫∫

A
Tµ
y dxdy = ±

∫
C

(∫ x=x2

x=x1

∂ϕ

∂x
dx
)
dy =

±
∫
C

(∫ x=x2

x=x1

dϕ
)
dy = ±

∫
C
(ϕ2 − ϕ1)dy = 0 (13.37)

όπου x = x1(y) είναι η εξίσωση του αριστερού τμήματος του συνόρου
C και x = x2(y) είναι η εξίσωση του δεξιού τμήματος του συνόρου C.
Επειδή οι συναρτήσεις ϕ1 και ϕ2 υπολογίζονται πάνω στις συνοριακές
επιφάνειες x = x1(y) και x = x2(y), η τιμή τους είναι ίση με το μη-
δέν. Αλλά ακόμη και αν θεωρήσουμε ότι η συνάρτηση ϕ ισούται με μια
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Σχήμα 13.5: Ολοκλήρωση πάνω στην ακραία διατομή.

σταθερά, τότε η διαφορά ϕ2−ϕ1 μηδενίζεται. Με παρόμοια διαδικασία
μπορούμε να δείξουμε ότι ∫∫

A
Tµ
x dxdy = 0. (13.38)

Έτσι οι συνιστώσες κατά x και y της συνοριακής δύναμης που ασκείται
στις δύο ακραίες εγκάρσιες διατομές, είναι ίσες μα το μηδέν. επομέ-
νως, το στατικά ισοδύναμο γενικευμένο φορτίο που ασκείται στις δύο
ακραίες εγκάρσιες διατομές, είναι μια στρεπτική ροπή γύρω από τον
άξονα z. H στρεπτική αυτή ροπή T , όπως φαίνεται και στο Σχήμα 13.4,
δίνεται από τη σχέση

T = ∓
∫∫

A
(Tµ

y x− Tµ
x y)dxdy. (13.39)

ή εναλλακτικά από τη σχέση

T = −
∫∫

A

∂ϕ

∂x
xdxdy −

∫∫
A

∂ϕ

∂y
ydxdy (13.40)

αν ληφθούν υπ’ όψη οι σχέσεις (13.19), (13.20) και (13.35). Κάνοντας
την εσωτερική ολοκλήρωση (παραγοντικά), στον πρώτο όρο του δε-
ξιού μέλους της (13.40), παίρνουμε∫ x=x2

x=x1

∂ϕ

∂x
xdx = xϕ|x=x2

x=x1
−
∫ x2

x1

ϕdx = x2ϕ2−x1ϕ1−
∫ x2

x1

ϕdx = −
∫ x2

x1

ϕdx

(13.41)
επειδή

ϕ1 = ϕ2 = 0 (13.42)

στοπαράπλευροσύνορο. Έτσι, ο πωτος όρος στο δεξί μέλος της (13.40)
γίνεται

−
∫∫

A

∂ϕ

∂x
xdxdy =

∫∫
A
ϕdxdy. (13.43)
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Όμοια παίρνουμε

−
∫∫

A

∂ϕ

∂y
ydxdy =

∫∫
A
ϕdxdy (13.44)

έτσι ώστε
T = 2

∫∫
A
ϕdxdy. (13.45)

Παρατηρούμε ότι τα δύο ολοκληρώματα στο δεξί μέλος της (13.40) εί-
ναι ίσα και επομένως καθέ μια από τις δύο συνιστώσες τxz και τyz της
διατμητικής τάσης, συνεισφέρει το μισό της στρεπτικής ροπής.

Το εφαρμοζόμενο διάνυσμα τάσης στις ακραίες διατομές, όπως δί-
νεται από τις σχέσεις (13.35), σπάνια συναντάται σε πρακτικά προβλή-
ματα. Εξ αιτίας όμως της αρχής του Saint-Venant, η λύση που παρου-
σιάστηκε για τη στρέψη της δοκού, μπορεί να εφαρμοστεί για οποιο-
δήποτε εξωτερικό φορτίο στις ακραίες διατομές, αρκεί η συνισταμένη
αυτού του εξωτερικούφορτίου να ικανοποιεί τις συνθήκες (13.37), (13.38)
και (13.45). Με άλλα λόγια, αν η εφαρμοζόμενη στρεπτική ροπή στις
ακραίες διατομές έχει τιμή T , ανεξάρτητα από τη λεπτομερή κατανομή
της στις διατομές αυτές, σε θέσεις κοντινές στις ακραίες διατομές (για
μικρές διαστάσεις των διατομών σε σχέση με το μήκος της δοκού),
οι τάσεις θα καθορίζονται από τις σχέσεις (13.19), (13.20), (13.22) και
(13.32).

13.2 Λύση για άτρακτο ελλειπτικής διατομής

Οι διέπουσες εξισώσεις (13.22) και (13.32) αν και είναι απλές στη
μορφή τους, είναι δύσκολο να λυθούν αναλυτικά. Η δυσκολία βρίσκε-
ται κύρια στην ικανοποίηση των συνοριακών συνθηκών, ειδικά στην
περίπτωση που οι μαθηματικές εξισώσεις που περιγράφουν το σχήμα
των διατομών είναι πολύπλοκες. Σε μερικές περιπτώσεις όμως, που
η διατομή της ατράκτου έχει απλό γεωμετρικό σχήμα, μπορούμε να
βρούμε αναλυτική λύση, χρησιμοποιώντας την εξίσωση του συνόρου
της διατομής. Μια τέτοια περίπτωση είναι αυτή της ελλειπτικής δια-
τομής.

Θεωρούμε την ελλειπτική διατομή του Σχήματος 13.6. Η εξίσωση
του συνόρου είναι

x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0. (13.46)

Θεωρούμε επομένωςότι η τασικήσυνάρτησηϕπουλύνει τοπρόβλημα
είναι της μορφής

ϕ = k

(
x2

a2
+
y2

b2
− 1

)
(13.47)
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b
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x

Σχήμα 13.6: Ελλειπτική διατομή ατράκτου που υποβάλλεται σε
στρέψη.

όπου k είναι μια σταθερά. Η επιλεγμένη ϕ ικανοποιεί την απαίτηση
(13.32) στοπαράπλευροσύνορο. Αντικαθιστώντας τηνπαραπάνω τιμή
της ϕστη διέπουσα εξίσωση (13.22), βρίσκουμε ότι η σταθερά k δίνεται
από τη σχέση

k = −a
2b2Gα

a2 + b2
. (13.48)

Με την τιμήαυτή του k, παρατηρούμεότι οι διέπουσες εξισώσεις (13.22)
και (13.32) ικανοποιούνται, επομένως έχουμε βρει τη λύση του προ-
βλήματος. Η εξωτερικά εφαρμοζόμενη στρεπτική ροπή T μπορεί τώρα
να βρεθεί με χρήση της σχέσης (13.45), που λόγω των (13.46) - (13.48)
δίνει

T = − 2a2b2

a2 + b2
Gα

[
1

a2

∫∫
A
x2dxdy + 1

b2

∫∫
A
y2dxdy −

∫∫
A
dxdy

]
.

(13.49)
Παρατηρούμε ότι τα δύο πρώτα ολοκληρώματα στο δεξί μέλος της
(13.49), εκφράζουν τις ροπές αδράνειας της διατομής ως προς τους
άξονες y και x αντίστοιχα. Το τρίτο ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος της
(13.49) εκφράζει το εμβαδό της διατομής. Για την ελλειπτική διατομή
αυτές οι ποσότητες δίνονται από τις σχέσεις

Iy =

∫∫
A
x2dxdy =

π

4
ba3 (13.50)

Ix =

∫∫
A
y2dxdy =

π

4
ab3 (13.51)

A =

∫∫
A
dxdy = πab (13.52)

Λόγω των (13.50) - (13.52) η (13.49) δίνει

T =
πa3b3Gα

a2 + b2
(13.53)
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και η συστροφή παίρνει την τιμή

α =
(a2 + b2)T

πa3b3G
. (13.54)

Από τις σχέσεις (13.19), (13.20), (13.47), (13.48), (13.54) βρίσκουμε
ότι

τxz = −2a2Gαy

a2 + b2
= − 2Ty

πab3
(13.55)

τyz =
2b2Gαx

a2 + b2
=

2Tx

πba3
. (13.56)

Η μέγιστη απόλυτη τιμή τmax της διατμητικής τάσης προκύπτει στο
σημείο (x = 0, y = b) και δίνεται από τη σχέση

τmax =
2T

πab2
. (13.57)

13.3 Το ανάλογο πρόβλημα από τη ρευστομηχα-
νική

OΛόρδοςKelvin ερμήνευσε τη λύση του Saint - Venant για τηστρέψη
ατράκτου τυχαίας διατομής, με χρήση των γραμμών ροής μιας «κυκλι-
κής» ροής, με σταθερό στροβιλισμό, ενός ιδεατού ρευστού πάνω στη
διατομή. Ακολουθώντας το συνηθισμένο συμβολισμό της ρευστομη-
χανικής, θεωρούμε ως u και v τις συνιστώσες της ταχύτητας κατά x και
y αντίστοιχα, μιας δισδιάστατης ροής ρευστού. Ορίζεται τότε η ροϊκή
συνάρτηση Ψ = Ψ(x, y) και οι συνιστώσες της ταχύτητας δίνονται από
τις σχέσεις

u =
∂Ψ

∂y
(13.58)

v = −∂Ψ
∂x

. (13.59)

Λόγω των (13.58) και (13.59), η εξίσωση συνέχειας

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (13.60)

για ασυμπίεστα ρευστά, ικανοποιείται αυτόματα.
Ένα ασυμπίεστο ρευστό μπορεί να αναπτύσσει ή να μην αναπτύσ-

σει στροβιλισμό κατά τη ροή του. Ο στροβιλισμός ω δίνεται από τη
σχέση

2ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
. (13.61)
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Από τις σχέσεις (13.60) και (13.61) παίρνουμε

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
= −2ω (13.62)

Η διαφορική εξίσωση (13.62) για το στροβιλισμό ασυμπίεστου ρευ-
στού είναι ίδια με τη διαφορική εξίσωση (13.21) για τη στρέψη ατρά-
κτου, αν θέσουμε

ω = Gα (13.63)
ως μια σταθερή τιμή του στροβιλισμού σ’ ολόκληρη την επιφάνεια της
διατομής. Είναι γνωστό από τη Μηχανική των Ρευστών ότι οι γραμμές
ροής περιγράφονται από την εξίσωση

Ψ = σταθερά. (13.64)

Μια ίδια με την (13.64) εξίσωση θα ισχύει και στο σύνορο μιας και εκεί
το διάνυσμα της ταχύτητας θα είναι εφαπτόμενο σ’ αυτό. Ανάλογη εί-
ναι και η συνοριακή συνθήκη (13.32) που ισχύει για την τασική συ-
νάρτηση Prantl. Παραπέρα, συγκρίνοντας τις σχέσεις (13.58 και (13.59)
με τις σχέσεις (13.19) και (13.20), είναι εμφανής η αντιστοιχία μεταξύ
των τάσεων στο υποβαλλόμενο σε στρέψη παραμορφώσιμο στερεό
και των ταχυτήτων στο ασυμπίεστο στροβιλιζόμενο ρευστό.

H αξία της αντιστοιχίας του Kelvin βρίσκεται στο γεγονός ότι ήδη
γνωστές λύσεις για τη ροή ιδεατών ρευστών, μπορούν να χρησιμοποι-
ηθούν για την επίλυση προβλημάτων στρέψης ατράκτων από παρα-
μορφώσιμα στερεά. Ως πρώτη εφαρμογή εξετάζουμε τη ροή ιδεατού
ρευστού γύρω από ένα κυλινδρικό εμπόδιο (Σχήμα 13.7 (α)). Αν V0 εί-
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Σχήμα 13.7: Η ροή ενός ιδεατού ρευστού γύρω από ένα κυλινδρικό
εμπόδιο παρουσιάζει μέγιστη ταχύτητα ίση με το διπλάσιο της στην
αδιατάρακτη περιοχή (μακρυά από το εμπόδιο). Έτσι ο συντελεστής
συγκέντρωσης τάσεων λόγω στρέψης, στην περιφέρεια μιας κυκλικής
οπής ή στη βάση μιας ημικυκλικής εγκοπής στην περιφέρεια της δια-
τομής του στερεού, είναι ίσος με 2.

ναι η ταχύτητα της ροής μακρυά από το εμπόδιο, στα σημεία 0 η τα-
χύτητα της ροής είναι μηδενική (stagnation points) ενώ στα σημεία 2
η ταχύτητα είναι ίση με 2V0. Το ανάλογο της στρέψης των ισότροπων
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παραμορφώσιμων στερεών φαίνεται στα Σχήματα 13.7 (β) και 13.7 (γ).
Έχει εφαρμογή γύρωαπό μικρές κυλινδρικές οπές που διατρέχουν όλο
το μήκος της δοκού. Ημικυκλικές εγκοπές στην περιφέρεια παρουσιά-
ζουν επίσης συντελεστή συγκέντρωσης τάσεων ίσο με 2, διότι τοπικά
γύρω από την οπή η εικόνα είναι ίδια με το μισό του Σχήματος 13.7 (α).

Για την περίπτωση μιας στενότερης και βαθύτερης εγκοπής στην
περιφέρεια της διατομής της δοκού, είναι σχετική η ταχύτητα ροής
γύρω από ένα ελλειπτικό εμπόδιο (Σχήμα 13.8). Από τη Ρευστομηχα-
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b

a

(α)

(β)

Σχήμα 13.8: Η ροή γύρω από ένα ελλειπτικό εμπόδιο παρουσιάζει δύο
σημεία S μηδενισμού της ταχύτητας και δύο σημεία M όπου η ταχύ-
τητα γίνεται ίση με V0(1 + b/a). Έτσι η συγκέντρωση τάσεων σε μια
άτρακτο από στερεό υλικό, που υποβάλλεται σε στρέψη και περιέχει
μια ελλειπτικού κατά το μισό σχήματος εγκοπή, είναι ίση με (1 + b/a).
Ο λόγος αυτός για πολύ μακρόστενη εγκοπή γίνεται πολύ μεγάλος.

νική, η αύξηση της ταχύτητας ροής στα σημεία M , σε σχέση με την

ταχύτητα μακρυά από το εμπόδιο, είναι ίση με
(
1 +

b

a

)
φορές (Σχήμα

13.8 (α)). Μια ρωγμή στην περιφέρεια της διατομής του στερεού σώ-
ματος (Σχήμα 13.8 (β)), πριν από την αστοχία λόγω κόπωσης, φαίνεται
σαν μια μακρόστενη μισή έλλειψη με b ≫ a. Έτσι η συγκέντρωση τά-
σεων στη βάση μιας τέτοιας ρωγμής είναι πολύ μεγάλη.
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Κεφάλαιο 14

Προβλήματα με σφήνες

14.1 Γενικά

Θα εξετάσουμε προβλήματα με ημιάπειρες σφήνες, οι οποίες ορί-
ζονται από τις γραμμές α < θ < β (Σχήμα 14.1). Θα θεωρήσουμε ότι τα
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Σχήμα 14.1: Ημιάπειρη σφήνα.

διανύσματά τάσης στα σύνορα των σφηνών, μεταβάλλονται όπως το
rn. Εξ αιτίας των (12.39) - (12.41), η τασική συνάρτηση πρέπει να έχει
τη μορφή

ϕ = rn+2f(θ) (14.1)

Θέτοντας τοδεξί μέλος της (14.1) στηδιαρμονική εξίσωση (12.38), παίρ-
νουμε τη συνήθη διαφορική εξίσωση(

d2

dθ2 + (n+ 2)2
)(

d2

dθ2 + n2
)
f(θ) = 0 (14.2)

163
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Για n ̸= 0 ή n ̸= −2, η λύση της (14.2) είναι

ϕ = rn+2 (A1 cos(n+ 2)θ +A2 cosnθ +A3 sin(n+ 2)θ +A4 sinnθ)
(14.3)

Για n = 0 παίρνουμε τη λύση

ϕ = r2(A1 cos 2θ +A2 +A3 sin 2θ +A4θ) (14.4)

που μας επιτρέπει να λύνουμε προβλήματα σφηνών με 4 ανεξάρτητα
διανύσματα τάσης, δηλαδή δύο ορθές και δύο διατμητικές ομοιόμορ-
φες τάσεις, στα σύνορα θ = α και θ = β. Ο τελευταίος όρος της (14.4)
προκύπτει από τον τελευταίο όρο της (14.3), θέτοντας

A′
4 =

A4

n
(14.5)

και παίρνοντας το όριο

lim
n→0

A′
4 sinnθ = lim

n→0
A4

sinnθ
n

= lim
n→0

A4
θ cosnθ

1
= A4θ (14.6)

Οι τάσεις που δίνει η (14.4), εξ αιτίας των (12.39) - (12.41), είναι

σrr = −2A1 cos 2θ + 2A2 − 2A3 sin 2θ + 2A4θ (14.7)
σrθ = 2A1 sin 2θ − 2A3 cos 2θ −A4 (14.8)

σθθ = 2A1 cos 2θ + 2A2 + 2A3 sin 2θ + 2A4θ (14.9)

14.2 Παράδειγμα

Ορθογώνια σφήνα δέχεται ομοιόμορφη διάτμηση S στην πλευρά
x = 0 (Σχήμα 14.2). Να βρεθεί η κατανομή των τάσεων στη σφήνα.

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος, σε καρτεσιανές συντε-
ταγμένες, είναι

σxy = S και σxx = 0 για x = 0, y > 0 (14.10)
σyy = 0 και σyx = 0 για y = 0, x > 0 (14.11)

ενώ σε πολικές συντεταγμένες είναι

σθr = −S και σθθ = 0 για θ =
π

2
(14.12)

σθr = 0 και σθθ = 0 για θ = 0 (14.13)

Οι (14.12) και (14.13), εξ αιτίας των (14.7) - (14.9), δίνουν

2A3 −A4 = −S (14.14)
−2A1 + 2A2 +A4π = 0 (14.15)

−2A3 −A4 = 0 (14.16)
2A1 + 2A2 = 0 (14.17)
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Σχήμα 14.2: Ορθογώνια σφήνα υπό ομοιόμορφη διάτμηση στην
πλευρά x = 0.

που έχει ως λύση την

A1 =
πS

8
(14.18)

A2 = −πS
8

(14.19)

A3 = −S
4

(14.20)

A4 =
S

2
(14.21)

Εξ αιτίας των (14.18) - (14.21) , η (14.4) δίνει

ϕ = S

(
πr2 cos 2θ

8
− πr2

8
− r2 sin 2θ

4
+
r2θ

2

)
(14.22)

σε πολικές συντεταγμένες ή

ϕ = S

(
π

8
(x2 − y2)− π(x2 + y2)

8
− xy

2
+
x2 + y2

2
arctan y

x

)
(14.23)

Από τη (14.23), η διατμητική τάση γίνεται

σxy = − ∂2Φ

∂x∂y
=

Sy2

x2 + y2
(14.24)

Η (14.24) δίνει την τιμή 0 για y = 0 και x > 0 και την τιμή S για x = 0 και
y > 0, δηλαδή ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη (14.10). Στην αιχμή
της σφήνας, δηλαδή για x = 0 και y = 0, η διατμητική τάση σxy είναι
απροσδιόριστη.
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14.3 Γενική ομοιόμορφη φόρτιση στις πλευρές

Θεωρούμε σφήνα ανοίγματος 2α (Σχήμα 14.3) με συνοριακές συν-
θήκες
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Σχήμα 14.3: Σφήνα με ομοιόμορφη φόρτιση στις πλευρές.

σθr = T1 για θ = α (14.25)
σθr = T2 για θ = −α (14.26)
σθθ = N1 για θ = α (14.27)

σθθ = N2 για θ = −α (14.28)

Οι (14.25) - (14.28), εξ αιτίας των (14.8) και (14.9), δίνουν

2A1 sin 2α− 2A3 cos 2α−A4 = T1 (14.29)
−2A1 sin 2α− 2A3 cos 2α−A4 = T2 (14.30)

2A1 cos 2α+ 2A2 + 2A3 sin 2α+ 2A4α = N1 (14.31)
2A1 cos 2α+ 2A2 − 2A3 sin 2α− 2A4α = N2 (14.32)

Οι (14.29) - (14.32) γράφονται και ως

−4A3 cos 2α− 2A4 = T1 + T2 (14.33)
4A1 sin 2α = T1 − T2 (14.34)

4A1 cos 2α+ 4A2 = N1 +N2 (14.35)
4A3 sin 2α+ 4A4α = N1 −N2 (14.36)

Εξ αιτίας των (14.7) και (14.9) παρατηρούμε ότι οι σταθερές A1 και A2

δίνουν συμμετρικούς (ως προς θ = 0) όρους στις ορθές τάσεις, ενώ οι
A3 και A4 δίνουν αντισυμμετρικούς όρους στις τάσεις αυτές.
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14.3.1 Ιδιοτιμές για τη γωνία της σφήνας

Υπάρχουν κάποιες ιδιοτιμές για τις οποίες, οι ορίζουσες των συ-
ντελεστών των αγνώστων σταθερών A1 και A2 του συστήματος των
εξισώσεων (14.34) - (14.35) και των αγνώστων σταθερών A3 και A4 του
συστήματος των εξισώσεων (14.33) - (14.36), ισούνται με μηδέν. Για το
σύστημα των εξισώσεων (14.34) και (14.35) η ορίζουσα δίνει

sin 2α = 0 =⇒ 2α = 180o ή 2α = 360o (14.37)

ενώ για το σύστημα των εξισώσεων (14.33) και (14.36) ο μηδενισμός
της ορίζουσας δίνει

tan 2α = 2α =⇒ 2α = 257.4o (14.38)

H περίπτωσή 2α = 180o αντιστοιχεί στο ημιεπίπεδο x > 0 (Σχήμα 14.4),
η περίπτωση 2α = 360o αντιστοιχεί στην ημιάπειρη ρωγμή (Σχήμα
14.5) και η περίπτωση 2α = 257.4o αντιστοιχεί σε εσοχή (Σχήμα 14.6).

Για το μη ομογενές πρόβλημα, στην περίπτωση που έχουμε κάποια
από τις παραπάνω γωνίες της σφήνας, πρέπει να αναζητηθούν ειδι-
κές λύσεις. Αυτές μπορούν να βρεθούν από τη γενική λύση (14.3), την
οποία παραγωγίζουμε ως προς n, πριν θέσουμε n = 0. Παίρνουμε έτσι
τους επί πλέον όρους r2(ln r cos 2θ − θ sin 2θ) και r2 ln r, στο δεξί μέλος
της (14.3). Ένα πρόβλημα για το οποίο η λύση αυτή είναι αναγκαία,
είναι αυτό του ημιεπιπέδου που υποβάλλεται σε ομοιόμορφη διατμη-
τική τάση κατά μήκος του μισού συνόρου του.

Το ομογενές πρόβλημα

Ενδιαφέρον παρουσιάζει το ομογενές πρόβλημα όπου

N1 = N2 = T1 = T2 = 0 (14.39)

Με δοκιμές βρίσκουμε ότι η λύση για το ημιεπίπεδο x > 0 (Σχήμα 14.4)
είναι μονοαξονικός εφελκυσμός με σyy = S , που είναι μη τετριμμένη
λύση ενώ οι τάσεις στην ελεύθερη επιφάνεια x = 0 είναι μηδενικές.
Η ίδια λύση ισχύει και για την ημιάπειρη ρωγμή (Σχήμα 14.5). Παρα-
τηρούμε ότι και στις δύο περιπτώσεις οι παρειές της σφήνας παραμέ-
νουν αφόρτιστες, ενώ το εξωτερικά επιβαλλόμενο φορτίο εφαρμόζε-
ται στο άπειρο.

14.4 Η ασυμπτωτική μέθοδος Williams

Στην περίπτωση εσοχής Σχήμα 14.6, αντιλαμβανόμαστε διαισθη-
τικά ότι στην αιχμή θα υπάρχει συγκέντρωση τάσεων. Θα δείξουμε
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Σχήμα 14.4: Ημιεπίπεδο στην περιοχή x > 0.
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Σχήμα 14.5: Ημιάπειρη ρωγμή κατά μήκος του άξονα x < 0.
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Σχήμα 14.6: Πλάκα με εσοχή υπό μονοαξονικό εφελκυσμό.



14.4. Η ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ WILLIAMS 169

ότι το τασικό πεδίο εκεί είναι γενικά ιδιόμορφο, δηλαδή ότι οι τάσεις
παίρνουν άπειρη τιμή, καθώς πλησιάζουμε την κορυφή της γωνίας της
εσοχής. ΟM. L.Williams [7] ανέπτυξε μια μέθοδο για τη διερεύνηση της
φύσης του τασικού πεδίου κοντά στην αιχμή, ορίζοντας ένα σύστημα
πολικών συντεταγμένων με αρχή την αιχμή και αναπτύσσοντας το τα-
σικό πεδίο σε ασυμπτωτική σειρά δυνάμεων της απόστασης r.

14.4.1 Αποδεκτές ιδιομορφίες

Πριν παρουσιάσουμε την ασυμπτωτική αυτή λύση με λεπτομέρεια,
πρέπει να απαντηθεί το ερώτημα αν το ιδιόμορφο τασικό πεδίο είναι
αποδεκτό σε λύσεις των προβλημάτων της ελαστικότητας. Θα παρου-
σιαστούν τόσο κριτήρια μηχανικού όσο και μαθηματικά κριτήρια, που
επιτρέπουν την ύπαρξη ιδιόμορφων τάσεων στην ελαστικότητα.

Κριτήρια μηχανικού

Η άποψη ενός μηχανικού θα ήταν ότι κανένα υλικό απ’ αυτά που
χρησιμοποιούνται στις κατασκευές, δεν είναι ικανό να παραλάβει τά-
σεις άπειρου μεγέθους. Επομένως οποιοδήποτε αποτέλεσμα ανάλυ-
σης δώσει άπειρη τάση, θα σημαίνει ότι έχουμε στην πραγματικότητα
διαρροή ή κάποιου άλλου είδους αστοχία.

Σημειώνεται ότι οι ιδιομορφίες των τάσεων συνδέονται με ασυνέ-
χειες στη γεωμετρία ή στις συνοριακές συνθήκες, π. χ. μια αιχμηρή
γωνία όπως στην προκειμένη περίπτωση της εσοχής ή ένα συγκεντρω-
μένοφορτίοπεριγραφόμενομαθηματικάαπό τησυνάρτησηDirac. Στην
πραγματικότητα δεν υπάρχουν αιχμηρές ρωγμές και τα φορτία δεν εί-
ναι ποτέ απόλυτα συγκεντρωμένα. Αν δεχθούμε τις ιδιόμορφες λύσεις,
αυτές θα πρέπει να θεωρηθούν ως οριακές περιπτώσεις πραγματικών
καταστάσεων, όπως π. χ. μια γωνία με μια πολύ μικρή ακτίνα καμπυλό-
τητας ή ένα κατανεμημένο φορτίο που εφαρμόζεται σε μια πολύ μικρή
περιοχή του συνόρου του σώματος

Ηυπόθεση τουσυνεχούςμέσου είναι μια ακόμηοριακήπερίπτωση.
Τα πραγματικά υλικά δεν είναι απόλυτα συνεχή, αντίθετα έχουν ατο-
μική δομή ή κοκκώδη δομή σε μεγαλύτερη κλίμακα. Έτσι δεν έχει με-
γάλη πρακτική σημασία να μιλάμε για τιμές ποσοτήτων, κοντά στην
αιχμή μιας γωνίας και σε απόσταση από αυτή, μικρότερη της ατομι-
κής απόστασης. Σ’ αυτή την περιοχή η θεωρία του συνεχούς μέσου δεν
ισχύει έτσι κι αλλιώς. Επομένως η ύπαρξη ιδιόμορφης τάσης πιθανά
να μη μας ενοχλεί, διότι το σημείο της ιδιομορφίας βρίσκεται «έξω»
από το υλικό.
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Μαθηματικά κριτήρια

Ένας μαθηματικός θα αναζητούσε απαντήσεις στο ερώτημα περί
αποδοχής ή όχι της ιδιομορφίας στις τάσεις, περισσότερο στα πλαί-
σια της αναζήτησης ύπαρξης, μοναδικότητας και σύγκλισης των λύ-
σεων παρά με βάση τη φυσική παρατήρηση και εμπειρία. Στα πλαίσιο
της συναρτησιακής ανάλυσης, η θεωρία της ελαστικότητας τοποθετεί-
ται σ’ ένα χώρο συναρτήσεων όπου τα προβλήματα είναι μαθηματι-
κώς καλά ορισμένα. Εδώ ο συναρτησιακός αυτός χώρος δηλώνει μια
κατηγορία συναρτήσεων μέσα στην οποία αναζητάμε και τη λύση και
γενικά αναφέρεται και στην ισχύ (εκθέτη) της ιδιομορφίας.

Στις αιτιάσεις των μηχανικών περί φυσικής σημασίας, οι μαθημα-
τικοί προτείνουν τις θεωρήσεις οριακών καταστάσεων. Γενικά, δεν εί-
ναι λογικά αδύνατο η τάση διαρροής ενός υλικού να είναι αυθαίρετα
μεγάλη αλλά πεπερασμένη και η ακτίνα καμπυλότητας στην κορυφή
μιας σφήνας να είναι αυθαίρετα μικρή αλλά επίσης πεπερασμένη. Οι
λύσεις που περιλαμβάνουν ιδιομορφίες μπορούν να θεωρηθούν ως
αποτελέσματα πουπροκύπτουν όταν οι παραπάνωποσότητες τείνουν
στα όριά τους. Γενικά η διαφορά μεταξύ του πραγματικού προβλήμα-
τος και της οριακής περίπτωσης, θα είναι εντοπισμένη στο σημείο της
ιδιομορφίας.

Αποδεκτές ιδιομορφίες έχουμε όταν, σε μια μικρή περιοχή γύρω
από το ιδιόμορφο σημείο όπου δεν εφαρμόζεται συγκεντρωμένη δύ-
ναμη, η ενέργεια παραμόρφωσης μηδενίζεται όταν το μέγεθος της πε-
ριοχής τείνει στο μηδέν. Αν οι τάσεις και κατά συνέπεια και οι παρα-
μορφώσεις μεταβάλλονται όπως το rα όταν το r → 0, η ενέργεια πα-
ραμόρφωσης για το πρόβλημα στο επίπεδο, θα είναι

U =
1

2

∫ 2π

0

∫ r

0
σijϵijrdrdθ = C

∫ r

0
r2α+1dr (14.40)

όπου C είναι σταθερά που εξαρτάται από τις ελαστικές σταθερές και
από τον τρόπο μεταβολής του τασικού πεδίου ως προς θ. Το ολοκλή-
ρωμα στη (14.40) είναι φραγμένο αν α > −1 όταν r → 0. Έτσι ένα
ιδιόμορφο τασικό πεδίο είναι αποδεκτό, αν ο εκθέτης του r στην έκ-
φραση της τάσης είναι μεγαλύτερος του −1. Οι τάσεις που παράγο-
νται από συγκεντρωμένες δυνάμεις ή από εξαρμώσεις (dislocations),
έχουν ιδιομορφίες με α = −1. Χρησιμοποιούνται όμως, κατά παρά-
βαση του παραπάνω κανόνα, ως πυρήνες (kernels) σε ολοκληρώματα
συνέλιξης (convolution integrals) για την επίλυση χρήσιμων προβλη-
μάτων π. χ. προβλημάτων ρωγμών. Οι πυρήνες αυτοί λέγονται και συ-
ναρτήσεις Green (Green’s functions).
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14.4.2 Ανάπτυγμα ιδιοσυναρτήσεων

Θεωρούμε εσοχήήσφήναμεμηδενικές επιφανειακές δυνάμεις στις
πλευρές της, σε πλάκαάπειρωνδιαστάσεωνπουφορτίζεται στοάπειρο
(Σχήμα 14.7). Το τασικό πεδίο κοντά στην αιχμή της εσοχής είναι γε-
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Σχήμα 14.7: Πλάκα άπειρων διαστάσεων με εσοχή και φόρτιση στο
άπειρο.

νικά μια πολύπλοκη συνάρτηση των r και θ. Θα θεωρήσουμε όμως το
ανάπτυγμα της λύσης αυτής σε σειρά όρων που έχουν μορφή χωριζό-
μενων μεταβλητών. Κάθε ένας απ’ αυτούς τους όρους θα ικανοποιεί τις
συνοριακές συνθήκες μηδενικών διανυσμάτων τάσης στις παρειές της
σφήνας. Ενδιαφερόμαστε κυρίως για τις τάσεις κοντά στην κορυφή της
εσοχής, δηλαδή για r −→ 0. Ως λύση χρησιμοποιούμε την (14.3), αλλά
θεωρούμε ότι το n μπορεί και να μην είναι ακέραιος. Έτσι θέτουμε

n = λ− 1 (14.41)

και η (14.3) γράφεται ως

ϕ = rλ+1(A1 cos(λ+1)θ+A2 cos(λ−1)θ+A3 sin(λ+1)θ+A4 sin(λ−1)θ)
(14.42)

Εξ αιτίας των (12.39) - (12.41) και της (14.42), οι τάσεις γίνονται

σrr = rλ−1 {−A1λ(λ+ 1) cos(λ+ 1)θ −A2λ(λ− 3) cos(λ− 1)θ−
A3λ(λ+ 1) sin(λ+ 1)θ −A4λ(λ− 3) sin(λ− 1)θ}(14.43)

σrθ = rλ−1 {A1λ(λ+ 1) sin(λ+ 1)θ +A2λ(λ− 1) sin(λ− 1)θ−
A3λ(λ+ 1) cos(λ+ 1)θ −A4λ(λ− 1) cos(λ− 1)θ)}(14.44)

σθθ = rλ−1 {A1λ(λ+ 1) cos(λ+ 1)θ +A2λ(λ+ 1) cos(λ− 1)θ+

A3λ(λ+ 1) sin(λ+ 1)θ +A4λ(λ+ 1) sin(λ− 1)θ}(14.45)

Για να ικανοποιηθούν οι συνοριακές συνθήκες

σθr = σθθ = 0 για θ = ±α (14.46)
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οι (14.44) και (14.45) δίνουν

λ {A1(λ+ 1) sin(λ+ 1)α+A2(λ− 1) sin(λ− 1)α−
A3(λ+ 1) cos(λ+ 1)α−A4(λ− 1) cos(λ− 1)α} = 0 (14.47)
λ {−A1(λ+ 1) sin(λ+ 1)α−A2(λ− 1) sin(λ− 1)α−
A3(λ+ 1) cos(λ+ 1)α−A4(λ− 1) cos(λ− 1)α} = 0 (14.48)
λ {A1(λ+ 1) cos(λ+ 1)α+A2(λ+ 1) cos(λ− 1)α+

A3(λ+ 1) sin(λ+ 1)α+A4(λ+ 1) sin(λ− 1)α} = 0 (14.49)
λ {A1(λ+ 1) cos(λ+ 1)α−A2(λ+ 1) cos(λ− 1)α−
A3(λ+ 1) sin(λ+ 1)α−A4(λ+ 1) sin(λ− 1)α} = 0 (14.50)

Οι (14.47) - (14.50) αποτελούν ένα σύστημα τεσσάρων ομογενών εξι-
σώσεων, ως προς τις τέσσερες άγνωστες σταθερέςA1,A2,A3 καιA4. Το
σύστημα αυτό θα έχει μη τετριμμένη (μηδενική) λύση, μόνο για ορι-
σμένες ιδιοτιμές του εκθέτη λ. Η τιμή λ = 0 είναι μια ιδιοτιμή που
ισχύει για όλες τις γωνίες α της εσοχής (σφήνας), διότι το λ υπάρχει
ως παράγοντας σ’ όλες τις εξισώσεις (14.47) - (14.50). Διώχνοντας τον
παράγοντα λ από τις (14.47) - (14.50) και με προσθέσεις και αφαιρέσεις
εξισώσεων παίρνουμε

A1(λ+ 1) sin(λ+ 1)α+A2(λ− 1) sin(λ− 1)α = 0 (14.51)
A1(λ+ 1) cos(λ+ 1)α+A2(λ+ 1) cos(λ− 1)α = 0 (14.52)
A3(λ+ 1) cos(λ+ 1)α+A4(λ− 1) cos(λ− 1)α = 0 (14.53)
A3(λ− 1) cos(λ− 1)α+A4(λ+ 1) sin(λ− 1)α = 0 (14.54)

Η διαδικάσία αυτή μας οδηγεί στα παρακάτω δύο ανεξάρτητα συστή-
ματα εξισώσεων(λ+ 1) sin(λ+ 1)α (λ− 1) sin(λ− 1)α

(λ+ 1) cos(λ+ 1)α (λ+ 1) cos(λ− 1)α

A1

A2

 = 0 (14.55)

και (λ+ 1) cos(λ+ 1)α (λ− 1) cos(λ− 1)α

(λ+ 1) sin(λ+ 1)α (λ+ 1) sin(λ− 1)α

A3

A4

 = 0 (14.56)

Οι (14.55) έχουν μη τετριμμένη λύση για τους όρους A1 και A2, αν η
ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι ίση με μηδέν, δηλαδή
αν

λ sin 2α+ sin 2λα = 0 (14.57)
Οι (14.56) έχουν μη τετριμμένη λύση αν

λ sin 2α− sin 2λα = 0 (14.58)
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14.4.3 Η φύση των ιδιομορφιών

Εξ αιτίας του ενεργειακού κριτηρίουπουαναφέραμεπιοπάνω, πρέ-
πει να ισχύει ότι λ > 0. Θα ψάξουμε για το μικρότερο δυνατό λ που δί-
νει και την ισχυρότερη ιδιομορφία στην κορυφή της εσοχής, δηλαδή
για r → 0.

Οι (14.57) και (14.58) ικανοποιούνται για όλα τα α αν λ = 0, ενώ
η (14.58) ικανοποιείται για όλα τα α αν λ = 1. Η λύση λ = 0 αντι-
στοιχεί σε συγκεντρωμένη δύναμη που δρα στην αρχή των αξόνων,
αλλά αυτή η λύση είναι χωρίς χρησιμότητα εδώ διότι θεωρούμε τις
παρειές της εσοχής αφόρτιστες. Η τιμή λ = 1 δίνει λύση μόνο για
2α = 257.4o. Η λύση λ = 1 της εξίσωσης (14.58) είναι μια ιδιαίτερη ιδιο-
μορφία, διότι αν την αντικαταστήσουμε στην τασική ιδιοσυνάρτηση
(14.3), λαμβάνοντας υπ’ όψη και την (14.41), παίρνουμε τη μηδενική
μορφή ϕ = A4 sin(0). Η σωστή οριακή μορφή για την τασική ιδιοσυ-
νάρτηση, όταν λ = 1, προκύπτει με χρήση της τασικής συνάρτησης
(14.4) και οδηγεί στη συνθήκη (14.38) για το αντισυμμετρικό πεδίο, η
οποία ικανοποιείται μόνον όταν 2α = 257.4o

Για διευκόλυνση κάνουμε τη γραφικήπαράσταση τωνσυναρτήσεων

y = sinx = sin 2λα ως προς x = 2λα (14.59)

y = ±xsin 2α

2α
= ±λ sin 2α ως προς x = 2λα (14.60)

που φαίνεται στο Σχήμα 14.8. Η ημιτονοειδής γραμμή στο Σχήμα 14.8
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’
b’

Σχήμα 14.8: Γραφήματα των συναρτήσεων y = sinx = sin 2λα και y =
±x sin 2α

2α = ±λ sin 2α.

αναφέρεται στη (14.59) ενώοι ευθείες γραμμές αναφέρονται στη (14.60).
Η πιο απλή περίπτωση είναι όταν 2α = 2π, οπότε η σφήνα γίνεται

ημιάπειρη ρωγμή (Σχήμα 14.9). Τότε ισχύει ότι

sin 2α = 0 (14.61)
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x
θ

r
y

Ο

π

−π

Σχήμα 14.9: Ημιάπειρη ρωγμή.

και οι λύσεις του συστήματος των (14.57) και (14.58) αντιστοιχούν σε
σημεία όπου η ημιτονοειδής καμπύλη τέμνει τον οριζόντιο άξονα στο
Σχήμα 14.8, δηλαδή όταν

sin 2λπ = 0 ⇒ λ =
1

2
, 1,

3

2
. . . (14.62)

Αυτό ειναι ένα σημαντικό αποτέλεσμα εξ αιτίας των εφαρμογών του
στη Μηχανική των Θραύσεων. Το τασικό πεδίο των (14.43) - (14.45)
μπορεί να γραφτεί σαν δυναμοσειρά ιδιοσυναρτήσεων που προκύ-
πτουν από τη (14.42), για τις τιμές του λ που είναι λύσεις της (14.62).
Όμως κοντά στην κορυφή της εσοχής (r −→ 0), οι όροι για λ = 1, 32 . . .
μηδενίζονται ενώ παραμένει (απειριζόμενος) ο όρος που περιέχει το
r

1
2
−1 = r−

1
2 . Δηλαδή οι τάσεις στην κορυφή της εσοχής τείνουν στο

άπειρο, όταν r −→ 0, όπως τείνει η συνάρτησή r− 1
2 . Τα σημεία x = π

και x = 2π στον οριζόντιο άξονα x του Σχήματος 14.8, αντιστοιχούν
στις ιδιοτιμές λ = 1

2 και λ = 1 αντίστοιχα.
Έστω τώραότι εξετάζουμε μια σφήναμε γωνιακό άνοιγμα 2αμικρό-

τερο από 2π. Σ’ αυτή την περίπτωση οι λύσεις των εξισώσεων (14.57)
και (14.58), παριστάνονται από τα σημεία τομής της ημιτονοειδούς κα-
μπύλης και των ευθειών A και A′ αντίστοιχα (Σχήμα 14.8).

Όταν η γωνία 2α ελαττώνεται, η κλίση sin 2α
2α γίνεται αρνητική και

μικραίνει, μέχρι η ευθεία να πάρει την εφαπτομενική θέση ′ ή τη συμ-
μετρική της OB, για 2α = 257.4o. Μετά η κλίση αυξάνεται, παίρνει την
τιμή μηδέν όταν 2α = π που αντιστοιχεί στην περίπτωση του ημιεπι-
πέδου και τελικά, για 2α = 0 η ευθεία παίρνει τις οριακές θέσεις C και
C ′.

Γενικά οι ευθείες γραμμές και ′, αν είναι ελαφρά κεκλιμμένες ως
προς τον οριζόντιο άξονα, θα τμήσουν την ημιτονοειδή καμπύλη σε
πεπερασμένοαριθμόσημείων, δηλαδήθα έχουμεπεπερασμένοαριθμό
πραγματικών ριζών λ. O αριθμός των ριζών αυξάνεται καθώς η κλίση
των ευθειών OA και OA′ πλησιάζει στο μηδέν. Με αύξηση της κλίσης,
ρίζες που για μηδενική κλίση απέχουν ίσες αποστάσεις μεταξύ τους,
πλησιάζουν ανά δύο π. χ. οι a′ και b′ στο Σχήμα 14.8. Για κάθε ζεύγος
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ριζών, υπάρχει μια κρίσιμη κλίση της ευθείας ′ (η ′ γίνεται τότε εφαπτο-
μενική στην ημιτονοειδή καμπύλη) όπου οι δύο ρίζες συμπίπτουν. Για
παραπέρα αύξηση της κλίσης εμφανίζονται ζεύγη συζυγών μιγαδικών
ριζών.

Η ένταση λ− 1 της ιδιομορφίας των τάσεων στην κορυφή της εσο-
χής, δηλαδή ο εκθέτης του r στις (14.43) - (14.45), παρουσιάζεται γρα-
φικά, σαν συνάρτηση της γωνίας 2α της εσοχής, στο Σχήμα 14.10. Στο

0

180 240 300 360
ο ο ο ο

Αντισυµµετρικη
Συµµετρικη

’

’

−0.1

−0.2

−0.3

−0.4

−0.5

2α

λ−1

Σχήμα 14.10: H ένταση της ιδιομορφίας λ − 1 των τάσεων στην αιχμή
της εσοχής, σαν συνάρτηση του γωνιακού ανοίγματος 2α της εσοχής.

σχήμα αυτό η μια καμπύλη αντιστοιχεί στους όρους A1 και A2 που
αντιστοιχούν σε συμμετρική, ως προς θ = 0, φόρτιση και η άλλη κα-
μπύλη αντιστοιχεί στους όρους A3 και A4 που αντιστοιχούν σε αντι-
συμμετρική, ως προς θ = 0, φόρτιση. Έτσι η καμπύλη «συμμετρική»
αντιστοιχεί στη λύση της (14.57) ως προς λ, ενώ η καμπύλη «αντισυμ-
μετρική» αντιστοιχεί στη λύση της (14.58) ως προς λ. Για σφήνες, όπου
2α < π και τα δύο πεδία, συμμετρικό και αντισυμμετρικό, είναι ομαλά
(χωρίς ιδιομορφία), δηλαδή ισχύει ότι λ − 1 > 0. Συνεπώς, εξ αιτίας
των (14.43) - (14.45), οι τάσεις τείνουν στο μηδέν όταν το r −→ 0.

Τα αποτελέσματα της ασυμπτωτικής ανάλυσης, δηλαδή της έκφρα-
σης των τάσεων ως δυναμοσειρών του r και της επιλογής του κυρίαρ-
χου όρου που κάνει την τάση ιδιόμορφη όταν r −→ 0, είναι χρήσιμα
στις αριθμητικές μεθόδους επίλυσης προβλημάτων. Μας δίνουν πλη-
ροφορίες για το τασικό πεδίο κοντά στο σημείο της ιδιομορφίας. Πα-
ρέχουν έτσι τη δυνατότητα στον προγραμματιστή να χρησιμοποιήσει
κατάλληλα στοιχεία στην περιοχή αυτή. Αν δεν ακολουθηθεί τέτοια
διαδικασία τα αριθμητικά αποτελέσματα θα είναι προβληματικά στην
περιοχή της ιδιομορφίας (εξάρτηση της λύσης από πλέγμα διακριτο-
ποίησης, αστάθεια της λύσης, αδυναμία σύγκλισης κ. λ. π.).
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14.4.4 Το ιδιόμορφο τασικό πεδίο

Αν λ = λS είναι μια ιδιοτιμή της εξίσωσης (14.57), τότε οι δύο εξι-
σώσεις (14.51) και (14.52) δεν είναι γραμμικά ανεξάρτητες και μπορούν
να ικανοποιηθούν και οι δύο επιλέγοντας

A1 = A(λS − 1) sin(λS − 1)α (14.63)
A2 = −A(λS + 1) sin(λS + 1)α (14.64)

όπου A είναι μια νέα αυθαίρετη σταθερά. Το αντίστοιχο (συμμετρικό)
ιδιόμορφο τασικό πεδίο, ορίζεται από την τασική συνάρτηση

ϕS = ArλS+1 {(λS − 1) sin(λS − 1)α cos(λS + 1)θ−
(λS + 1) sin(λS + 1)α cos(λS − 1)θ} (14.65)

Με παρόμοια διαδικασία, από τις εξισώσεις (14.53) και (14.54), βρί-
σκουμε το αντισυμμετρικό ιδιόμορφο τασικό πεδίο, από την τασική
συνάρτηση

ϕA = BrλA+1 {(λA + 1) sin(λA − 1)α sin(λA + 1)θ−
(λA + 1) sin(λA + 1)α sin(λA − 1)θ} (14.66)

όπου λA είναι μια ιδιοτιμή της εξίσωσης (14.58) και B είναι αυθαίρετη
σταθερά.

Για το τασικό πεδίο κοντά στο άκρο της ημιάπειρης ρωγμής (Σχήμα
14.9), οι ιδιοτιμές και τωνδύοσυστημάτων εξισώσεων (14.57) και (14.58),
δίνονται από τη σχέση (14.62). Η κυρίαρχη ιδιοτιμή μάλιστα είναι

λS = λA =
1

2
(14.67)

Από τις (14.65), (14.67) και από τις (12.39) - (12.41), παίρνουμε τις εκ-
φράσεις των τάσεων για το συμμετρικό ιδιόμορφο τασικό πεδίο κοντά
στο άκρο της ρωγμής, ως

σrr =
KI√
2πr

{
5

4
cos

(
θ

2

)
− 1

4
cos

(
3θ

2

)}
(14.68)

σθθ =
KI√
2πr

{
3

4
cos

(
θ

2

)
+

1

4
cos

(
3θ

2

)}
(14.69)

σrθ =
KI√
2πr

{
1

4
sin
(
θ

2

)
+

1

4
sin
(
3θ

2

)}
(14.70)

όπου έχουμε εισαγάγει τη νέα σταθερά

KI = 3A

√
π

2
(14.71)
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που είναι γνωστή ως ο συντελεστής έντασης των τάσεων τύπου Ι (ανοίγ-
ματος) ρωγμής.

Όμοια από τις (14.65), (14.66) και από τις (12.39) - (12.41), παίρ-
νουμε τις εκφράσεις των τάσεων για το αντισυμμετρικό ιδιόμορφο τα-
σικό πεδίο κοντά στο άκρο της ρωγμής, ως

σrr =
KII√
2πr

{
−5

4
sin
(
θ

2

)
+

3

4
sin
(
3θ

2

)}
(14.72)

σθθ =
KII√
2πr

{
−3

4
sin
(
θ

2

)
− 3

4
sin
(
3θ

2

)}
(14.73)

σrθ =
KII√
2πr

{
1

4
cos

(
θ

2

)
+

3

4
cos

(
3θ

2

)}
(14.74)

όπου ο συντελεστήςKII είναι γνωστός ως συντελεστής έντασης των τά-
σεων τύπου ΙI (διάτμησης) ρωγμής.

14.5 Άσκηση

Δείξτε ότι η συνάρτηση

ϕ = Ar2θ (14.75)

μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως τασική συνάρτηση. Μετά βρείτε τις τά-
σεις που δίνει η ϕ στην ελεύθερη επιφάνεια ημιεπιπέδου, το οποίο
καταλαμβάνει την περιοχή

−π
2
≤ θ ≤ π

2
(14.76)

Τελικά δείξτε ότι η τασική συνάρτηση

ϕ = − F

4πa
(r21θ1 + r22θ2) (14.77)

λύνει το πρόβλημα του ημιεπιπέδου, που δέχεται κατακόρυφο κατα-
νεμημένο φορτίο, συνισταμένης δύναμης F , όπως φαίνεται στο Σχήμα
14.11. Τα r1, r2, θ1 και θ2 ορίζονται στο Σχήμα 14.11.
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Σχήμα 14.11: Ημιεπίπεδο με ομοιόμορφα κατανεμημένο φορτίο στην
ελέυθερη επιφάνεια.



Κεφάλαιο 15

Προβλήματα επαφών στο
επίπεδο

15.1 Ομοιότητα

Εξετάζοντας τα προβλήματα των σφηνών στο προηγούμενο κεφά-
λαιο, ασχοληθήκαμε με φορτίσεις είτε στις πλευρές της σφήνας είτε
στο άπειρο. Μια άλλη ενδιαφέρουσα κατηγορία προβλημάτων είναι οι
σφήνες με αφόρτιστες πλευρές, αλλά με συγκεντρωμένο φορτίο στην
αιχμή (κορυφή) τους (Σχήμα 15.1).
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Σχήμα 15.1: Σφήνα με συγκεντρωμένο φορτίο στην αιχμή της.

Ένα βασικό χαρακτηριστικό των προβλημάτων αυτών είναι ότι δεν
υπάρχει εσωτερικό χαρακτηριστικό μήκος. Μια μεγεθυμένηφωτογραφία
της γεωμετρίας, φαίνεται ίδια με την αρχική. Η λύση θα πρέπει να συ-
μπεριφέρεται με παρόμοιο τρόπο, δηλαδή οι ισοϋψείς καμπύλες της
τασικής συνάρτησης ϕ θα πρέπει να έχουν το ίδιο γεωμετρικό σχήμα,
σε όλες τις αποστάσεις από την αιχμή. Προβλήματα αυτού του τύπου,

179
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όπου η λύση παραμένει ίδια μετά από αλλαγή της κλίμακας του μή-
κους, περιγράφονται ως προβλήματα ομοιότητας.

Άμεση συνέπεια της ομοιότητας είναι ότι όλες οι ποσότητες μπο-
ρούν να γραφούν με τη μορφή χωριζόμενων μεταβλητών. Π. χ. η τάση
γράφεται ως

σ = f(r)g(θ) (15.1)
Επειδή πάνω σ’ ένα κυκλικό τόξο ακτίνας r = a, το ολοκλήρωμα

των τάσεων πρέπει να εξισορροπεί τη δύναμη F που ασκείται στην
αιχμή της σφήνας, ανεξάρτητα από την τιμή που παίρνει το a, συμπε-
ραίνουμε ότι f(r) = r−1. Πράγματι το στοιχειώδες μήκος τόξου πάνω
στο οποίο γίνεται η ολοκλήρωση είναι ds = rdθ και

F =

∫
σds =

∫
σrdθ =

∫
r−1g(θ)rdθ =

∫
g(θ)dθ (15.2)

δηλαδή για οποιοδήποτε τόξο ακτίνας r = a, η συνισταμένη δύναμη
των τάσεων είναι ίδια και ίση με F , όπως απαιτεί η ισορροπία.

15.2 Η λύση Flamant

Για να έχουμε τάσεις ανάλογες του r−1, επιλέγουμε από τον Πίνακα
12.1 την τασική συνάρτηση

ϕ = C1rθ sin θ − C2rθ cos θ + C3r ln r cos θ + C4r ln r sin θ (15.3)
Οι τάσεις πουπροκύπτουναπό την (14.3), εξ αιτίας των (12.39) - (12.41),
είναι

σrr = r−1(2C1 cos θ − 2C2 sin θ + C3 cos θ + C4 sin θ) (15.4)
σrθ = r−1(C3 sin θ − C4 cos θ) (15.5)
σθθ = r−1(C3 cos θ + C4 sin θ) (15.6)

Για να μην αναπτύσσονται τάσεις στις πλευρές της σφήνας πρέπει να
έχουμε

σθr = σθθ = 0 για θ = α, β (15.7)
Η (15.7) ικανοποιείται αν

C3 = C4 = 0 (15.8)
Για τον προσδιορισμό των υπόλοιπων σταθερών C1 και C2, θεωρούμε
την ισορροπία ενός κυκλικού τομέα στην περιοχή 0 < r < a και παίρ-
νουμε τις σχέσεις

Fx + 2

∫ β

α

(
C1 cos θ − C2 sin θ

a

)
a cos θdθ = 0 (15.9)

Fy + 2

∫ β

α

(
C1 cos θ − C2 sin θ

a

)
a sin θdθ = 0 (15.10)
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Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων (15.9) και (15.10), βρίσκουμε τις
σταθερές C1 και C2. Παρατηρούμε ότι στις (15.9) και (15.10) η ακτίνα
απαλείφεται και επομένως οι (15.9) και (15.10) ικανοποιούνται, όπως
αναμενόταν, για κάθε τιμή του r.

Εξ αιτίας της (15.8), οι (15.5) και (15.6) δίνουν
σrθ = σθθ = 0 για α ≤ θ ≤ β (15.11)

δηλαδή κάθε ακτινική επιφάνεια θ = θ1 (α ≤ θ1 ≤ β) της σφήνας δέχε-
ται μηδενικές τάσεις. Οι μόνες μη μηδενικές τάσεις που αναπτύσσο-
νται είναι οι

σrr =
2C1 cos θ

r
− 2C2 sin θ

r
(15.12)

Η λύση στο παραπάνω πρόβλημα του σφήνα ονομάζεται λύση Flamant
ή απλή ακτινική κατανομή.

15.3 Το ημιεπίπεδο με συγκεντρωμένη δύναμη
στην ελεύθερη επιφάνεια

Αν θέσουμε α = 0 και β = −π στη λύση Flamant, προκύπτει η ει-
δική περίπτωση του ημιεπιπέδου y < 0 που δέχεται συγκεντρωμένη
δύναμη στην ελεύθερη επιφάνεια (Σχήμα 15.2). Οι σχέσεις (15.9) και
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Σχήμα 15.2: Ημιεπίπεδομε συγκεντρωμένη δύναμηστην ελεύθερη επι-
φάνεια.

(15.10), για την περίπτωση του ημιεπιπέδου. δίνουν

Fx + 2

∫ 0

−π
(C1 cos2 θ − C2 sin θ cos θ)dθ = Fx + πC1 = 0 (15.13)

Fy + 2

∫ 0

−π
(C1 cos θ sin θ − C2 sin2 θ)dθ = Fy − πC2 = 0 (15.14)

απ’ όπου προκύπτει

C1 = −Fx

π
(15.15)

C2 =
Fy

π
(15.16)

Είναι χρήσιμο να εξεταστούν οι δύο παραπάνω όροι χωριστά.
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15.3.1 Η κατακόρυφη συνιστώσα Fy της δύναμης

Αν θεωρήσουμε ότι δρα στην ελεύθερη επιφάνεια y = 0 του ημιε-
πιπέδου, μόνον η κάθετη σ’ αυτή δύναμη Fy, τότε η (15.12) δίνει

σrr = −2Fy sin θ
πr

(15.17)

Η σrr γίνεται μέγιστη για θ = −π
2 , δηλαδή πάνω στην κατακόρυφη ευ-

θεία που περνά από το σημείο εφαρμογής του φορτίου. Η σrr πάλι,
μηδενίζεται για θ = 0 ή για θ = −π, δηλαδή πάνω στην ελεύθερη επι-
φάνεια. Οι μετατοπίσεις που αντιστοιχούν στο τασικό πεδίο (15.17),
προκύπτουν εύκολα από τον Πίνακα 12.2 ως

2µur =
Fy

2π
[(κ− 1)θ cos θ − (κ+ 1) ln r sin θ + sin θ] (15.18)

2µuθ =
Fy

2π
[−(κ− 1)θ sin θ − (κ+ 1) ln r cos θ − cos θ] (15.19)

Οι λύσεις (15.17) - (15.19) έχουν ενδιαφέρονδιότι θα χρησιμοποιηθούν
ως συναρτήσεις Green (ολοκληρωτέες συναρτήσεις μέσα σε ολοκλη-
ρώματα) για τη μελέτη προβλημάτων ημιεπιπέδου που καταπονείται
με διάφορα είδη φορτίων στην ελεύθερη επιφάνεια.

Οι μετατοπίσεις στην ελεύθερη επιφάνεια έχουν ιδιαίτερο ενδια-
φέρον. Για θ = 0 (y = 0, x > 0) έχουμε

2µur = 2µux = 0 (15.20)

2µuθ = 2µuy =
Fy

2π
[−(κ+ 1) ln r − 1] (15.21)

ενώ για θ = −π (y = 0, x < 0) έχουμε

2µur = −2µux = (κ− 1)
Fy

2
(15.22)

2µuθ = −2µuy =
Fy

2π
[(κ+ 1) ln r + 1] (15.23)

Για την επίτευξη συμμετρίας στη λύση, όπως απαιτεί το φυσικό πρό-
βλημα, προσθέτουμε τις μετατοπίσεις στερεού σώματος

2µux =
Fy(κ− 1)

4
(15.24)

2µuy =
Fy

2π
(15.25)

στις (15.18) και (15.19) αντίστοιχα. Έτσι οι (15.20) - (15.23) τελικά γίνο-
νται

ux =
Fy(κ− 1)sgn(x)

8µ
(15.26)

uy = −Fy(κ+ 1) ln |x|
4πµ

(15.27)
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όπου

sgn(x) =
{
+1 για x > 0

−1 για x < 0
(15.28)

Σημειώνεται ότι r = |x| πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια y = 0.

15.3.2 Η οριζόντια συνιστώσα Fx της δύναμης

Η οριζόντια συνιστώσα Fx της δύναμης παράγει το τασικό πεδίο

σrr = −2Fx cos θ
πr

(15.29)

Από τονΠίνακα 12.2, με πρόσθεση κατάλληλωνμετατοπίσεωνστερεού
σώματος, οι μετατοπίσεις στην ελεύθερη επιφάνεια εξ αιτίας της δρά-
σης της Fx μόνο, γίνονται

ux = −Fx(κ+ 1) ln |x|
4πµ

(15.30)

uy = −Fx(κ− 1)sgn(x)
8µ

(15.31)

15.3.3 To συνδυασμένο πεδίο των Fy και Fx

H αρχή της επαλληλίας μας επιτρέπει να προσθέσουμε τις μετατο-
πίσεις (15.26) και (15.30) και τις (15.27) και (15.31), έτσι ώστε να προκύ-
ψουν οι μετατοπίσεις σε μια θέση x της ελεύθερης επιφάνειας (Σχήμα
15.3), εξ αιτίας της ταυτόχρονης δράσης τωνFx καιFy. Οι μετατοπίσεις
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Σχήμα 15.3: Μετατοπίσεις στην ελεύθερη επιφάνεια, σε απόσταση x
από το σημείο εφαρμογής της δύναμης.

αυτές είναι

ux = −Fx(κ+ 1) ln |x|
4πµ

+
Fy(κ− 1)sgn(x)

8µ
(15.32)

uy = −Fx(κ− 1)sgn(x)
8µ

− Fy(κ+ 1) ln |x|
4πµ

(15.33)
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15.4 Κατανεμημένο κατακόρυφο φορτίο

Έστω κατανεμημένο κατακόρυφο φορτίο, έντασης p(ξ) ανά μονάδα
μήκους ξ, που εφαρμόζεται στην ελεύθερη επιφάνεια του ημιεπιπέ-
δου (Σχήμα 15.4). Σε απειροστό μήκος dξ η συνισταμένη ασκούμενη
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Σχήμα 15.4: Κατανεμημένο κατακόρυφο φορτίο στην ελεύθερη επιφά-
νεια ημιεπιπέδου.

δύναμη είναι ίση με p(ξ)dξ και μπορεί να θεωρηθεί ως συγκεντρωμένη
δύναμη, διότι dξ −→ 0. To πεδίο των τάσεων και των μετατοπίσεων εξ
αιτίας του κατανεμημένου φορτίου p(ξ), μπορεί να προκύψει με επαλ-
ληλία, χρησιμοποιώντας τη λύση Flamant ως συνάρτηση Green, δη-
λαδή θεωρώντας το κατανεμημένο φορτίο, οριακά ως άθροισμα συ-
γκεντρωμένων φορτίων μεταβαλλόμενου μεγέθους p(ξ)dξ.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η μετατόπιση uy, στην ελεύθερη επιφά-
νεια y = 0. Εξ αιτίας της (15.27), η μετατόπιση uy στο σημείο P (x, 0),
δίνεται από τη σχέση

uy = −κ+ 1

4πµ

∫
A
p(ξ) ln |x− ξ|dξ (15.34)

όπου A είναι η επιφάνεια πάνω στην οποία το κατανεμημένο φορτίο
p(ξ) δρα. Η A θεωρείται ως γραμμή, π. χ. από ξ = a έως ξ = b, με μονα-
διαίο πάχος κάθετα στο χαρτί.

H (15.34) δείχνει ότι η μετατόπιση uy −→ ∞ όταν x −→ ∞. Γενικά σε
αποστάσεις r >> A, τα πεδία τάσεων και μετατοπίσεων προσεγγίζουν
αυτά που παράγονται από συγκεντρωμένες δυνάμεις και δίνονται από
τις σχέσεις (15.17) - (15.19), εξ αιτίας μόνο κατακόρυφης δύναμης στην

ελεύθερη επιφάνεια. Έτσι οι τάσεις θα φθίνουν όπως η συνάρτηση
1

r
και οι μετατοπίσεις θα μεταβάλλονται λογαριθμικά.

Η λύση (15.34) για το ημιεπίπεδο μπορεί να χρησιμοποιηθεί και σε
σώματα με πεπερασμένες διαστάσεις, όταν το μήκοςA της επιφάνειας
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επαφής φορτίου - σώματος, είναι πολύ μικρότερο από τις διαστάσεις
του σώματος.

Εξ αιτίας των μη φραγμένων μετατοπίσεων στο άπειρο, μετατοπί-
σεις στερεού σώματος δε μπορούν να βρεθούν στο άπειρο. Για να απο-
φευχθούν τέτοιες δυσκολίες, συχνά χρησιμοποιείται η βαθμίδα της
μετατόπισης στην κατάστρωση προβλημάτων στο ημιεπίπεδο. Έτσι η
(15.34) δίνει

duy
dx = −κ+ 1

4πµ

∫
A

p(ξ)dξ
x− ξ

(15.35)

Όταν το σημείο x βρίσκεται μέσα στο διάστημα A, το ολοκλήρωμα
στην (15.35) γίνεται ιδιόμορφο και θεωρείται ως η πρωτεύουσα τιμή του
ολοκληρώματος Cauchy, δηλαδή∫ b

a

p(ξ)dξ
x− ξ

= lim
ϵ−→0

(∫ x−ϵ

a

p(ξ)dξ
x− ξ

+

∫ b

x+ϵ

p(ξ)dξ
x− ξ

)
(15.36)

όπου a < x < b.

15.5 Προβλήματα επαφών χωρίς τριβή

Τα αποτελέσματα που παρουσιάστηκαν προηγούμενα, μας επιτρέ-
πουν να βρούμε τη λύση για ένα ημιεπίπεδο, στο οποίο διεισδύει ένα
απαραμόρφωτο σώμα (διεισδυτής), που έχει δεδομένο σχήμα (Σχήμα
15.5). Θεωρούμε ότι δεν αναπτύσσονται τριβές μεταξύ του απαραμόρ-

Απαραµορφωτο
        σωµα

Παραµορφωµενη
ελευθερη
επιφανεια
ηµιεπιπεδου

’
’

’
’

’
’

y

O

B C

x

F
d

Σχήμα 15.5: Απαραμόρφωτος διεισδυτής στην ελεύθερη επιφάνεια
ημιεπιπέδου.
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φωτου διεισδυτή και του ημιεπιπέδου.
Έστω A η επιφάνεια επαφής μεταξύ του απαραμόρφωτου διεισ-

δυτή και του ημιεπιπέδου, δηλαδή το τμήμα από το B ως το C (Σχήμα
15.5). Στην επιφάνειαA, η μετατόπιση uy του ημιεπιπέδου δίνεται από
τη σχέση

uy = −u0(x) + C1x+ C0 (15.37)
όπου u0(x) είναι μια γνωστή συνάρτηση πουπεριγράφει το σχήμα του,
γενικά μη - επίπεδου, μετώπουBC του απαραμόρφωτου διεισδυτή. Οι
σταθερές C1 και C0 εκφράζουν στροφή και μετατόπιση στερεού σώμα-
τος αντίστοιχα, του διεισδυτή. Αν F είναι η δύναμη που εφαρμόζεται
εξωτερικά στο διεισδυτή, τότε εξ αιτίας της ισορροπίας δυνάμεων και
ροπών στο διεισδυτή, ισχύουν οι σχέσεις∫

A
p(ξ)dξ = −F (15.38)∫

A
p(ξ)ξdξ = −Fd (15.39)

όπου p(ξ) είναι η κατανομή της πίεσης στην επιφάνεια A και d είναι η
απόσταση του άξονα της F από την αρχή του συστήματος αναφοράς
O. Από τις (15.38) και (15.39) μπορούν να προσδιοριστούν οι σταθερές
C0 και C1.

Αν η αρχή του συστήματος συντεταγμένων τοποθετηθεί στο μέσο
της επιφάνειας επαφής A, με το μισό του μήκους της επιφάνειας επα-
φής να συμβολίζεται με a, τότε οι σχέσεις (15.35) και (15.37), δίνουν

−du0
dx + C1 = −κ+ 1

4πµ

∫ a

−a

p(ξ)dξ
x− ξ

(15.40)

για −a < x < a. Η (15.40) έχει τη μορφή ιδιόμορφης ολοκληρωτικής
εξίσωσης Cauchy με άγνωστη την κατανομή της πίεσης p(ξ).

15.5.1 Μέθοδος επίλυσης της ιδιόμορφης ολοκληρωτικής
εξίσωσης Cauchy

Ολοκληρωτικές εξισώσεις αυτού του είδους εμφανίζονται σε εφαρ-
μογές μεθόδωνμιγαδικώνμεταβλητών, σεπροβλήματαδυναμικούστο
επίπεδο. Τέτοιες εξισώσεις μελετήθηκαν εκτενώςαπό τονMuskhelishvili
[5], ενώ ειδικά οι εφαρμογές τους σε προβλήματα της ελαστικότητας
αναλύονται από τον Muskhelishvili [6]. Με πιο απλές λύσεις ιδιόμορ-
φων ολοκληρωτικών εξισώσεων ασχολείται και ο Johnson [4].

Για την επίλυση της εξίσωσης (15.40), κάνουμε την παρακάτω αλ-
λαγή μεταβλητών

x = a cosϕ (15.41)
ξ = a cos θ (15.42)
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και η (15.40) παίρνει τη μορφή

1

a sinϕ
du0
dϕ + C1 = −κ+ 1

4πµ

∫ π

0

p(θ) sin θdθ
cosϕ− cos θ (15.43)

όπου 0 < ϕ < π. Αναπτύσσουμε κατόπιν τις συναρτήσεις
du0(ϕ)
dϕ και

p(θ) σε σειρά Fourier ως

p(θ) =

∞∑
n=0

pn cosnθ
sin θ (15.44)

du0(ϕ)
dϕ =

∞∑
n=1

un sinnϕ (15.45)

όπου pn και un είναι συντελεστές. Παίρνοντας υπ’ όψη το γνωστό απο-
τέλεσμα ∫ π

0

cosnθdθ
cosϕ− cos θ = −π sinnϕsinϕ (15.46)

η (15.43), εξ αιτίας των (15.44) και (15.45), γίνεται

∞∑
n=1

un sin(nϕ) + C1a sinϕ =
(κ+ 1)a sinϕ

4πµ

∞∑
n=1

πpn sin(nϕ)
sinϕ

=
(κ+ 1)a

4µ

∞∑
n=1

pn sin(nϕ) (15.47)

και από την τελευταία παίρνουμε

pn =
4µun

(κ+ 1)a
για n > 1 (15.48)

p1 =
4µ(C1a+ u1)

(κ+ 1)a
(15.49)

Επειδή οι συντελεστές un, είναι γνωστοί από το ανάπτυγμα σε σειρά
Fourier της (15.45), οι συντελεστές pn του αναπτύγματος της πίεσης
του διεισδυτή στο ημιεπίπεδο, μπορούν να βρεθούν από τη (15.48),
για όλα τα n > 1 αλλά όχι για n = 0, 1.

Οι δύο συντελεστές p0 και p1 υπολογίζονται χρησιμοποιώντας τη
σχέση (15.44), στις εξισώσεις ισορροπίας (15.38) και (15.39). Έτσι από
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τις (15.38) και (15.39) παίρνουμε

−F =

∫ a

−a
p(x′)dx′ =

∫ π

0
p(θ)a sin θdθ =

a

∞∑
n=0

pn

∫ π

0
cos(nθ)dθ = πap0 =⇒ p0 = − F

πa
(15.50)

−Fd =

∫ a

−a
p(x′)x′dx′ =

∫ π

0
p(θ)a2 sin θ cos θdθ =

a2
∞∑
n=0

pn

∫ π

0
cos θ cos(nθ)dθ = πa2p1

2
=⇒ p1 = −2Fd

πa2
(15.51)

Η στροφή στερεού σώματος C1 του διεισδυτή, υπολογίζεται μετά από
τις (15.49) και (15.51) ως

C1 = −Fd(κ+ 1)

2πµa2
− u1

a
(15.52)

Εναλλακτικάανοδιεισδυτής κινείται κατακόρυφαχωρίς ναστρέφεται,
η σταθερά C1 ισούται με μηδέν και η (15.52) δίνει

Fd = −2πµu1a

κ+ 1
(15.53)

15.5.2 Διεισδυτής με επίπεδο οριζόντιο μέτωπο

Έστω ότι ο ορθογώνιος απαραμόρφωτος διεισδυτής του Σχήματος
15.6, φορτίζεται στο μέσο του μετώπου του με κατακόρυφη δύναμη F ,
έτσι ώστε να υπάρχει συμμετρία ως προς τον άξονα y. Το μέτωπο ΒC

F

y

x

aa

B C

Σχήμα 15.6: Ορθογώνιος διεισδυτής με κεντρική κατακόρυφη δύναμη
F .
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του διεισδυτή περιγράφεται από τις εξισώσεις

u0(x) = C (15.54)
du0(x)
dx = 0 (15.55)

και η (15.48) δίνει
pn = 0 για n > 1 (15.56)

Επειδή το φορτίο είναι συμμετρικό, ισχύει ότι d = 0 και η (15.51) δίνει

p1 = 0 (15.57)

ενώ το p0 δίνεται από την (15.50). Έτσι η (15.44), εξ αιτίας των (15.56),
(15.57) και (15.50) δίνει

p(x) =
p0

sinϕ = − F

πa

√
1−

x2

a2

= − F

π
√
a2 − x2

= − F

π
√
a− x

√
a+ x

(15.58)
Παρατηρούμε από τη (15.58) ότι στα ακραία γωνιακά σημεία Β και C
του μετώπου του διεισδυτή, έχουμε ιδιομορφία τετραγωνικής ρίζας,
στο διάνυσμα τάσης p(x). H λύση (15.58) είναι τυπική για προβλήματα
διείσδυσης όπου ο διεισδυτής έχει γωνία σε ακραίο σημείο του μετώ-
που διείσδυσης. Η λύση (15.58) παριστάνεται γραφικά στο Σχήμα 15.7.

y

x

aa O

Σχήμα 15.7: H κατανομή της πίεσης p(x) στην επιφάνεια επαφής με-
ταξύ ορθογώνιου, κεντρικά φορτιζόμενου, διεισδυτή και ημιεπιπέ-
δου.

15.5.3 Διεισδυτής με κυλινδρικό μέτωπο

Θεωρούμε τη διείσδυση ενός απαραμόρφωτου κυλίνδρου ακτίνας
R, στο ημιεπίπεδο (Σχήμα 15.8). Η διείσδυση γίνεται υπό την επίδραση
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κεντρικής κατακόρυφης δύναμης F . Το πρόβλημα αυτό διαφέρει από

F

R
y

a a

x

Σχήμα 15.8: Διείσδυση απαραμόρφωτου κυλίνδρου στο ημιεπίπεδο.

το προηγούμενο πρόβλημα του διεισδυτή με οριζόντιο επίπεδο μέ-
τωπο, διότι εδώ το μήκος επαφής 2a μεταξύ του κυλίνδρου και του
ημιεπιπέδου, είναι άγνωστο.

Για μικρόβάθος διείσδυσης, η καμπυλότητα τουμετώπου τουδιεισ-
δυτή δίνεται από τη σχέση

d2u0
dx2 = − 1

R
(15.59)

και ολοκληρώνοντας παίρνουμε

u0 = C0 −
x2

2R
= C0 −

a2 cos 2ϕ
4R

− a2

4R
(15.60)

Από τη (15.60), προκύπτει ότι

du0
dϕ =

a2 sin 2ϕ

2R
(15.61)

και ο μοναδικός μη μηδενικός συντελεστής της σειράς (15.45) είναι ο

u2 =
a2

2R
(15.62)

Από τη (15.48), εξ αιτίας της (15.62), προκύπτει ότι

p2 =
2µa

R(κ+ 1)
(15.63)

Επειδή το φορτίο είναι κεντρικό, έχουμε ότι d = 0 και από τη (15.51)
προκύπτει ότι p1 = 0. Το p0 δίνεται από τη (15.50) και έτσι η (15.44) δίνει

p(θ) =

−
F

πa
+

2µa

R(κ+ 1) cos 2θ
sin θ (15.64)
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Η έκφραση στο δεξί μέλος της (15.64), γίνεται ιδιόμορφη όταν θ = 0, π
ή ισοδύναμα όταν x = ±a. Για να μη συμβεί αυτό θα πρέπει να ισχύει

F

πa
=

2µa

R(κ+ 1)
⇒ a =

√
F (κ+ 1)R

2πµ
(15.65)

Εξ αιτίας της (15.65), η (15.64) δίνει

p(θ) = −F (1− cos 2θ)
πa sin θ = −2F sin θ

πa
(15.66)

ή ισοδύναμα

p(x) = −2F
√
a2 − x2

πa2
(15.67)

Η ελλειπτική κατανομή της πίεσης στην επιφάνεια επαφής, φαίνεται
στο Σχήμα 15.9.

a a

x

y

Σχήμα 15.9: Η κατανομή της πίεσης στην επιφάνεια επαφής.

15.6 Άσκηση

Να βρεθεί η τάση σrr στο ημιεπίπεδο του σχήματος, που φορτί-
ζεται με κατακόρυφη δύναμη Fy και οριζόντια δύναμη Fx, στην ελεύ-
θερη επιφάνεια. Τα σημεία εφαρμογής των δύο δυνάμεων απέχουν
απόσταση a μεταξύ τους (Σχήμα 15.10).
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Σχήμα 15.10: Ημιεπίπεδο με κατακόρυφη και οριζόντια συγκεντρω-
μένη δύναμη στην ελεύθερη επιφάνεια.



Κεφάλαιο 16

Συγκεντρωμένες δυνάμεις,
εξαρμώσεις και ρωγμές

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουμε δύο λύσεις που είναι ιδιόμορφες
σε εσωτερικό σημείο ενός σώματος και εκφράζουν το τασικό πεδίο εξ
αιτίας μιας συγκεντρωμένης δύναμης (λύση Kelvin) και εξ αιτίας μιας
εξάρμωσης. Και οι δύο λύσεις έχουν ιδιομορφία με εκθέτη −1 και γι
αυτό δεν είναι αποδεκτές, σύμφωνα με το ενεργειακό κριτήριο. Όμως
μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως συναρτήσεις Green για την περι-
γραφή κατανομών σε ολοκληρώματα συνέλιξης. Στα ολοκληρώματα
αυτά, η ολοκλήρωση μπορεί να γίνει παρά την ύπαρξη της ιδιομορ-
φίας. Η λύση Kelvin είναι επίσης χρήσιμη διότι μπορεί να περιγράψει
και το τασικό πεδίο εξ αιτίας μιας κατανεμημένης φόρτισης, σε σημεία
μακρυά από τη φορτιζόμενη περιοχή, όταν η επιφάνεια φόρτισης εί-
ναι μικρή.

16.1 Η λύση Kelvin

Θεωρούμε επίπεδο σώμα άπειρων διαστάσεων, που καταπονείται
με δύναμη F κατά τη διεύθυνση x, στην αρχή των αξόνων (Σχήμα 16.1).
Εξ αιτίας της συμμετρίας ως προς τον άξονα θ = 0, επιλέγουμε μόνο
τους όρους που δίνουν συμμετρικές ορθές τάσεις σrr και σθθ ως προς
θ = 0, από τη λύση Flamant (14.3). Έτσι παίρνουμε την τασική συνάρ-
τηση

ϕ = C1rθ sin θ + C3r ln r cos θ (16.1)

193
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r

F

x

y

θ

Σχήμα 16.1: Συγκεντρωμένηδύναμησε επίπεδοσώμαάπειρωνδιαστά-
σεων.

που δίνει τις τάσεις

σrr =
2C1 cos θ

r
+
C3 cos θ

r
(16.2)

σrθ =
C3 sin θ

r
(16.3)

σθθ =
C3 cos θ

r
(16.4)

είτε από τις σχέσεις (14.4) - (14.6) είτε από τον Πίνακα 12.1. Από τον
Πίνακα 12.2, οι αντίστοιχες μετατοπίσεις είναι

2µur =
C1

2
[(κ− 1)θ sin θ − cos θ + (κ+ 1) ln r cos θ] +
C3

2
[(κ+ 1)θ sin θ − cos θ + (κ− 1) ln r cos θ] (16.5)

2µuθ =
C1

2
[(κ− 1)θ cos θ − sin θ − (κ+ 1) ln r sin θ] +
C3

2
[(κ+ 1)θ cos θ − sin θ − (κ− 1) ln r sin θ] (16.6)

Έστω ότι κάνουμε μια φανταστική εγκοπή κατά μήκος του άξονα
θ = 0, 2π και ορίζουμε την πρωτεύουσα τιμή του θ στο διάστημα 0 ≤
θ < 2π. Ενώ οι τριγωνομετρικοί αριθμοί sin θ και cos θ παραμένουν
συνεχείς για θ = 0, 2π, η ποσότητα θ cos θ παρουσιάζει ασυνέχεια για
θ = 0, 2π. Έτσι όταν θ = 0 έχουμε ότι θ cos θ = 0, ενώ για θ = 2π έχουμε
ότι θ cos θ = 2π. Επομένως, όπως φαίνεται από τη (16.6), η μετατόπιση
uθ παρουσιάζει ασυνέχεια πάνω στον άξονα θ = 0, 2π.

Μπορούμε να ακυρώσουμε την ασυνέχεια αυτή, επιλέγοντας τις
σταθερέςC1 καιC3 έτσι, ώστε οι όροι που περιέχουν το θ cos θ στην έκ-
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φραση της uθ να αλληλοαναιρούνται. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί απαι-
τώντας

C1(κ− 1) + C3(κ+ 1) = 0 (16.7)

ή για επίπεδη ένταση

(1− ν)C1 + 2C3 = 0 (16.8)

Έτσι οι άγνωστες σταθερές μειώνονται από δύο σε μια. Η σταθερά
αυτή θα βρεθεί από την ισορροπία δυνάμεων σε μια περιοχή γύρω
από την αρχή των αξόνων. Από την ισορροπία ενός κυκλικού δίσκου
ακτίνας r, γύρω από την αρχή των αξόνων, έχουμε

F +

∫ 2π

0
(σrr cos θ − σrθ sin θ)rdθ = 0

(16.2),(16.3),(16.7)
=⇒ C1 = − F

2π
(16.9)

και από τη (16.8) βρίσκουμε

C3 =
(1− ν)F

4π
(16.10)

για επίπεδη ένταση. Εξ αιτίας των (16.9) και (16.10), οι (16.2) - (16.4)
γίνονται

σrr =
(3 + ν)F cos θ

4πr
(16.11)

σrθ =
(1− ν)F sin θ

4πr
(16.12)

σθθ =
(1− ν)F cos θ

4πr
(16.13)

Οι (16.11) - (16.13) αποτελούν τη λύση Kelvin. Το αντίστοιχο αποτέλεσμα
για μια δύναμη που δρα στην αρχή των αξόνων κατά τη διεύθυνση y,
μπορεί να βρεθεί με παρόμοιο τρόπο, χρησιμοποιώντας τους όρους
της (14.3) που δίνουν συμμετρικές ορθές τάσεις ως προς τον άξονα
y. Εναλλακτικά, μπορούμε να στρέψουμε το σύστημα των αξόνων της

παραπάνω λύσης, θέτοντας όπου θ το θ −
π

2
.

16.2 Εξαρμώσεις (Dislocations)

Στην κλασσική Ελαστικότητα θεωρούμε ότι τα σώματα που εξετά-
ζουμε είναι συνεχή, δηλαδή έχουν την ιδιότητα να διαιρούνται (τε-
μαχίζονται) άπειρες φορές. Θεωρούμε ένα συνεχές μέσο απείρων δια-
στάσεων και κάνουμε μια τομή κατά μήκος του ημιεπιπέδου x > 0,
y = 0. Μετά εφαρμόζουμε ίσα και αντίθετα διανύσματα τάσης στις δύο
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πλευρές της εγκοπής (Σχήμα 16.2), έτσι ώστε να δημιουργήσουμε ένα
άνοιγμα σταθερού πάχους, καθ’ όλο το μήκος του θετικού ημιάξονα
x. Μετά εισάγουμε στο κενό που δημιουργήθηκε μια λεπτή φέτα του
ίδιου υλικού, η οποία καλύπτει πλήρως το κενό, κρατώντας τις πλευ-
ρές της εγκοπής μακρυά τη μια από την άλλη. Η νεοεισαχθείσα φέτα
συγκολλιέται στις πλευρές της εγκοπής. Έτσι δημιουργείται ένα νέο
συνεχές μέσο, στο οποίο έχουν δημιουργηθεί παραμένουσες τάσεις. Η
απομάκρυνση των δύο επιφανειών του ανοίγματος λέγεται εξάρμωση
(dislocation) και το εντατικό πεδίο που δημιουργείται ονομάζεται λύση
εξάρμωσης (dislocation solution).

y

x
O δ

θ=2π

θ=0

Σχήμα 16.2: Η αναρριχητική εξάρμωση (climb dislocation)

Οι τάσεις αυτές μπορούν να βρεθούν με χρήση της τασικής συνάρ-
τησης που χρησιμοποιήθηκε για τη συγκεντρωμένη δύναμη σε μέσο
άπειρων διαστάσεων. Απαιτώντας η δύναμη που ασκείται στην αρχή
των αξόνων να είναι μηδενική, δηλαδή C1 = 0, παίρνουμε

ϕ = C3r ln r cos θ (16.14)

Το μέγεθος των τάσεων που προκαλεί η δημιουργία της εξάρμωσης
εξαρτάται από την ασυνέχεια στη μετατόπιση uθ πάνω στη γραμμή
θ = 0, 2π. H ασυνέχεια αυτή, έχει ίδιο πάχος με την επί πλέον φέτα
υλικού που εισήχθη, για την αποκατάσταση της συνέχειας του υλικού.
Το πάχος της ασυνέχειας είναι

δ = uθ(0)− uθ(2π) = −π(κ+ 1)C3

2µ
= − 2πC3

µ(1 + ν)
(16.15)

για την περίπτωση της επίπεδης έντασης.
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Έτσι μπορούμε να ορίσουμε μια εξάρμωση με ασυνέχεια στη μετα-
τόπιση δ = By. Το άλμα αυτό στη μετατόπιση αντιστοιχεί σε σταθερά

C3 = −Byµ(1 + ν)

2π
(16.16)

και δίνει το τασικό πεδίο

σrr = σθθ = −Byµ(1 + ν) cos θ
2πr

(16.17)

σrθ = −Byµ(1 + ν) sin θ
2πr

(16.18)

Πάνω στον άξονα των x, δηλαδή για y = 0 ή θ = 0, π, οι τάσεις σε
καρτεσιανές συντεταγμένες δίνονται από τις σχέσεις

σxx = σyy = −Byµ(1 + ν)

2πx
(16.19)

σxy = 0 (16.20)

H παραπάνω λύση που δίνεται από τις σχέσεις (16.17) - (16.20) ονομά-
ζεται αναρριχητική εξάρμωση (climb dislocation), διότι δημιουργεί ένα
χάσμα στην εγκοπή που βρίσκεται πάνω στο θετικό ημιάξονα x, όπου
θ = 0, 2π.

Μια ανάλογη λύση μπορούμε να πάρουμε από την τασική συνάρ-
τηση

ϕ = C3r ln r sin θ (16.21)
Στην περίπτωση αυτή προκύπτει ασυνέχεια στη μετατόπιση ur, κατά
μήκος του θετικού ημιάξονα x, έχουμε δηλαδή σχετική ολίσθηση του
ενός χείλους της εγκοπής ως προς το άλλο, χωρίς αυτά να αποχωρίζο-
νται. Στηνπερίπτωσηαυτή έχουμε ολισθητική εξάρμωση (glide dislocation).
Το εντατικό πεδίο λόγω της ολισθητικής εξάρμωσης, δίνεται από τις
σχέσεις

σrr = σθθ =
Bxµ(1 + ν) sin θ

2πr
(16.22)

σrθ = −Bxµ(1 + ν) cos θ
2πr

(16.23)

ενώ για y = 0 έχουμε

σxx = σyy = 0 (16.24)

σxy = −Bxµ(1 + ν)

2πx
(16.25)

όπου
Bx = ur(0)− ur(2π) (16.26)
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είναι το ολισθητικό άνοιγμα της εξάρμωσης.
Οι λύσεις (16.17), (16.18) της αναρριχητικής και (16.22), (16.23) της

ολισθητικής εξάρμωσης, διαφέρουν μόνο ως προς τη διεύθυνση. Η
αναρριχητική εξάρμωση γίνεται ολισθητική εξάρμωση, αν επιλέξουμε
να τοποθετήσουμε την εγκοπή κατά μήκος της γραμμής θ = −3π/2, π/2,
δηλαδή πάνω στο θετικό ημιάξονα των y. Διακρίνουμε τους δύο προ-
σανατολισμούς χρησιμοποιώντας το σύμβολο Bx για την ασυνέχεια
στη μετατόπιση της ολισθητικής εξάρμωσης και το σύμβολοBy για την
ασυνέχεια στη μετατόπιση της αναρριχητικής εξάρμωσης. Συχνά θεω-
ρούμε τα Bx και By ως συνιστώσες του διανύσματος Burgers (Burgers
vector).

16.2.1 Οι εξαρμώσεις στην Επιστήμη Υλικών

Στηνπραγματικότητα ταυλικά έχουνατομικήήμοριακήδομή.Όμως
μπορούμε και σ’ αυτή τηνπερίπτωσηναθεωρήσουμε την επιβολή ενός
χάσματος στο σώμα, μεταξύ δύο σειρών από μόρια, πάνω στον ημιά-
ξονα x > 0 μέχρι την αρχή των αξόνων (Σχήμα 16.3). Στο κενό αυτό,

Σχήμα 16.3: Μια εξάρμωση στη μοριακή δομή.

εισάγεται μια νέα σειρά από μόρια. Όταν το σώμα αφήνεται να ισορ-
ροπήσει, θα υπάρξει μια κίνηση μορίων κυρίως κοντά στο άκρο της
εισαχθείσας σειράς μορίων. Έτσι δημιουργείται μια ατέλεια στην κα-
νονική μοριακή διάταξη, που αντιστοιχεί σε μια εξάρμωση στα πλαί-
σια της Επιστήμης των Υλικών.

Σημαντικές πληροφορίες σχετικά με το ρόλο που παίζουν οι εξαρ-
μώσεις στη μηχανική συμπεριφορά του υλικού, έδωσε το προσομοί-
ωμα των φυσαλίδων, των Bragg και Nye [1]. Αυτοί επινόησαν μια μέ-
θοδο για τη δημιουργία ενός συστήματος φυσαλίδων, όπου η μια με
την άλλη φυσαλίδα έχουν ακριβώς το ίδιο σχήμα. Η ύπαρξη ελκτικών
δυνάμεων μεταξύ των φυσαλίδων, οδηγεί στη δημιουργία μιας ομοιό-
μορφης διάταξης αυτών, όταν αυτό είναι δυνατό. Όμως εμφανίζονται
και εξαρμώσεις, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 16.4. Όταν εφαρμόζο-
νται δυνάμεις στα εξωτερικά σύνορα ενός συστήματος φυσαλίδων, οι
εξαρμώσεις μετακινούνται με τέτοιο τρόπο ώστε να επιτρέπουν την
κίνηση και των συνόρων. Η κίνηση των εξαρμώσεων θεωρείται ότι εί-
ναι η κύρια αιτία των πλαστικών παραμορφώσεων στα όλκιμα υλικά.
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Σχήμα 16.4: Το προσομοίωμα των φυσαλίδων με εμφανείς τις ολισθη-
τικές εξαρμώσεις.

Μεγαλύτερα συστήματα από φυσαλίδες, παρουσιάζουν συγκεκριμέ-
νες περιοχές όπου οι φυσαλίδες διατάσσονται διαφορετικά από τις
γειτονικές τους (Σχήμα 16.5). H συμπεριφορά αυτή είναι παρόμοια με

Συνορο κοκκων′′

Σχήμα 16.5: Το προσομοίωμα τωνφυσαλίδων με σύνορα κόκκων (grain
boundaries).

τη συμπεριφορά των κόκκων σε κοκκώδη υλικά. Όταν το σώμα πα-
ραμορφώνεται, οι εξαρμώσεις κινούνται μέχρι να φτάσουν σ΄ένα σύ-
νορο κόκκων (grain boundary), όπου λόγω διαφορετικού προσανατολι-
σμού η κίνηση των εξαρμώσεων διακόπτεται. Έτσι το σώμα γίνεται πε-
ρισσότερο στιβαρό. Οι συστοιχίες (pile ups) εξαρμώσεων στα σύνορα
κόκκων, είναι υπεύθυνες για την κρατυνόμενη πλαστική συμπεριφορά
των όλκιμων υλικών. Όταν οι συγκεντρωμένες εξαρμώσεις αλληλεπι-
δρούν, δημιουργούν μεγαλύτερες διαταραχές στην κρυσταλλική δομή
των σωμάτων, όπως κενά (voids) ή ρωγμές. Τα τελευταία αποτελούν
σημάδια έναρξης της αστοχίας, λόγω θραύσης ή λόγω κόπωσης.

16.2.2 Σύγκριση της έννοιας των εξαρμώσεων στα συνεχή
και στα διακριτά μέσα

Οι λύσεις για τις εξαρμώσεις σε ελαστικά μέσα, θα μπορούσαν ίσως
να χρησιμοποιηθούν και για την περιγραφή των τάσεων σε εξαρμώ-
σεις στη μοριακή δομή, αν η ασυνέχεια στη μετατόπιση θεωρηθεί ίση
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με το πάχος της διεισδύουσας στρώσης μορίων. Όμως η έννοια της τά-
σης δεν είναι ξεκάθαρη σε τόσο μικρή κλίμακα. Θυμόμαστε ότι οι ιδιό-
μορφες τάσεις δικαιολογούνται με χρήση της έννοιας του διακριτού
μέσου, όπου η ιδιομορφία εμφανίζεται εκτός του υλικού, στο κενό.

Σημειώνεται ότι οι εξαρμώσεις στα συνεχή μέσα μπορούν να έχουν
ασυνέχεια στη μετατόπιση (διάνυσμα Burgers), οποιουδήποτε μεγέ-
θους. Αντίθετα στο διακριτό μέσο, η ασυνέχεια στη μετατόπιση καθο-
ρίζεται αυστηρά από το πάχος της στρώσης μορίων. Το πάχος αυτό
είναι πολύ μικρό και συνεπώς και οι παραγόμενες τάσεις είναι πολύ
μικρές, σε σχέση με τις τάσεις που αναπτύσσονται σε μακροσκοπικές
κατασκευές που ενδιαφέρουν το μηχανικό. Βέβαια στη γειτονιά της
ατέλειας, μπορεί να έχουμε μεγάλες τάσεις λόγω της ύπαρξης ιδιο-
μορφίας. Παραπέρα, ένα μεταλλικό σώμα, μετά τη δημιουργία πολλών
εξαρμώσεων, δε θα είναι υπό τάση λόγω του τυχαίου προσανατολι-
σμού των εξαρμώσεων αυτών. Αυτό βέβαια συμβαίνει μέσα στα όρια
της ελαστικότητας.

Αν το μεταλλικό σώμα παραμορφώνεται στην πλαστική περιοχή, η
κίνηση των εξαρμώσεων θα δημιουργήσει περισσότερο προσανατολι-
σμένες δομές, που μπορεί να δώσουν παραμένουσες τάσεις. Σημειώ-
νεται ότι κατά τη διάρκεια της πλαστικής παραμόρφωσης, οι εξαρ-
μώσεις μόνο κινούνται, ούτε δημιουργούνται ούτε καταστρέφονται.
Ένας τρόπος για να παρασταθεί μαθηματικά το εντατικό πεδίο κατά
τη διάρκεια της πλαστικής παραμόρφωσης, είναι μέσα από μια κατα-
νομή από εξαρμώσεις. Σε πρώτη φάση μπορούμε να θεωρήσουμε, ένα
ζεύγος από δύο εξαρμώσεις, με ίσα και αντίθετα διανύσματα Burgers,
σε μια απόσταση μεταξύ τους (Σχήμα 16.6). Μ’ αυτό τον τρόπο πετυ-

. .

P Q

By B y

Σχήμα 16.6: Ένα ζεύγος εξαρμώσεων με ίσες και αντίθετες ασυνέχειες
στη μετατόπιση.

χαίνουμε μια ασυνέχεια στη μετατόπιση μόνο κατά μήκος του ευθύ-
γραμμου τμήματος που τις ενώνει και όχι κατά μήκος μιας ημιάπειρης
ευθείας όπως στην περίπτωση μιας και μόνης εξάρμωσης.

16.2.3 Οι εξαρμώσεις ως συναρτήσεις Green

Στη Θεωρία Ελαστικότητας, οι εξαρμώσεις χρησιμοποιούνται ως
συναρτήσεις Green σε ολοκληρώματα, για την περιγραφή εντοπισμέ-
νων τάσεων και παραμορφώσεων. Έστω ότι έχουμε μια κατανομή από
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εξαρμώσεις, σε μια ένα περιοχή Ω ενός ελαστικού σώματος. Η περιοχή
Ω περιβάλλεται από το υπόλοιπο ελαστικό σώμα. Οι τάσεις που προ-
κύπτουν από την ολοκλήρωση της λύσης, ικανοποιούν τις εξισώσεις
ισορροπίας παντού μέσα στο σώμα, διότι η εξάρμωση περιέχει ασυνέ-
χεια στη μετατόπιση αλλά όχι κάποια δύναμη. Επίσης οι μετατοπίσεις
θα ικανοποιούν τις συνθήκες συμβιβαστού παντού, εκτός από την πε-
ριοχή Ω, όπου έχουμε την ασυνέχεια των μετατοπίσεων ως δεδομένο,
λόγω των εξαρμώσεων που υπάρχουν εκεί. Υπάρχει βέβαια η πιθανό-
τητα να έχουμε ασυνέχεια στις μετατοπίσεις και σε άλλα σημεία του
σώματος, όπως στην περίπτωση ενός ημιεπιπέδου, με συγκεντρωμένη
δύναμη στην ελεύθερη επιφάνεια. Αυτή η εξέλιξη μπορεί να αποτρα-
πεί, αν απαιτήσουμε οι ασυνέχειες στις μετατοπίσεις, να περιορίζο-
νται στο χωρίο Ω μόνο, δηλαδή στα άκρα του χωρίου Ω να έχουμε μη-
δενικές ασυνέχειες στις μετατοπίσεις. Μια τέτοια συνθήκη κλεισίματος
εκφράζεται από τις σχέσεις∫

Ω
Bx(x, y)dxdy = 0 (16.27)∫

Ω
By(x, y)dxdy = 0 (16.28)

Στις δύο παραπάνω σχέσεις τα Bx(x, y) και By(x, y) είναι οι κατανομές
των ασυνεχειών ανά μονάδα επιφάνειας.

Στο Σχήμα 16.7 φαίνεται η προσομοίωση μιας ρωγμής από μια συ-
νεχή κατανομή εξαρμώσεων, με ίσες και αντίθετες ασυνέχειες.

Σχήμα 16.7: Προσομοίωση ρωγμής από μια κατανομή εξαρμώσεων.

16.2.4 Συγκεντρώσεις τάσεων

Ας επανέλθουμε στο πρόβλημα μιας κυκλικής οπής στην περιοχή
Ω, σε πλάκαάπειρωνδιαστάσεωνπου εφελκύεται με τάσεις στο άπειρο
(Υποενότητα 12.3.1). Το πρόβλημα μπορεί να προσεγγιστεί, με «εισα-
γωγή» εξαρμώσεων μέσα στην οπή, όσο κι αν φαίνεται περίεργη η το-
ποθέτηση εξαρμώσεων στο κενό.

Θεωρούμε αρχικά την επίπεδη πλάκα χωρίς οπή και στην περιοχή
Ω τουσυνεχούς (όχι κομμένου) σώματος, τοποθετούμε εξαρμώσεις που
δημιουργούν επί πλέον τάσεις στην περιφέρεια του κύκλου, της ανύ-
παρκτης προς το παρόν οπής. Αν η ένταση των εξαρμώσεων αυτών και
η διάταξή τους στο χωρίο Ω είναι τέτοια ώστε οι τάσεις που δημιουρ-
γούνται στην περιφέρεια του κύκλου, να είναι ίσες και αντίθετες με
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τα διανύσματα τάσης που αναπτύσσονται εκεί λόγω του φορτίου στο
άπειρο, τότε παίρνουμε μηδενικά διανύσματα τάσης σ’ όλα τα σημεία
της περιφέρειας στο συνεχές σώμα. Έχουμε δηλαδή ένα συνεχές σώμα
χωρίς οπή, με μηδενικά διανύσματα τάσης στην περιφέρεια (της ανύ-
παρκτης οπής). Έχουμε συνεπώς ίδιες συνοριακές συνθήκες με αυτές
του σώματος με οπή, διότι η παρουσία των εξαρμώσεων δεν αλλάζει
την κατανομή των τάσεων στο άπειρο.

Η γενική ιδέα της χρήσης λύσεωνδιαταραχής (perturbation solutions),
τοποθετώντας ιδιομορφίες σε μια περιοχή όπου δεν απαιτείται η ικα-
νοποίηση των διεπουσών εξισώσεων, πιο συγκεκριμένα εδώ των εξι-
σώσεων συμβιβαστού, είναι διαδεδομένη στην Εφαρμοσμένη Μηχα-
νική. Για παράδειγμα, η λύση για τη ροή ενός ρευστού γύρω από ένα
απαραμόρφωτο σώμα, μπορεί να βρεθεί σε αρκετές περιπτώσεις, το-
ποθετώντας μια κατάλληλη κατανομή πηγών και καταβοθρών (sources
and sinks), στο γεωμετρικό χώρο που καταλαμβάνεται από το απαρα-
μόρφωτο σώμα. Η κατανομή αυτή είναι τέτοια ώστε η κάθετη προς το
σώμα συνιστώσα της ταχύτητας, στην εξωτερική επιφάνεια του σώμα-
τος, να γίνεται ίση με μηδέν.

Οι συνθήκες κλεισίματος, (16.27) και (16.28), επιτρέπουν τη χρήση
κατανομών από εξαρμώσεις, αποτελούμενες από εκατέρωθεν ταιρια-
στές εξαρμώσεις με ίσες και αντίθετες ασυνέχειες στημετατόπιση (Σχήμα
16.7). Όπως φαίνεται και από τα ολοκληρώματα στις σχέσεις (16.27)
και (16.28), συχνά χρησιμοποιούμε τις πυκνότητες των εξαρμώσεων
(dislocationdensities), δηλαδή τις χωρικές παραγώγους τωνασυνεχειών
στη μετατόπιση.

Αν κοιτάξουμε τον κυρίαρχο όρο στις τάσεις, στο πρόβλημα της
εφελκυόμενης πλάκας άπειρων διαστάσεων που φέρει κυκλική οπή
(σχέσεις (12.98) - (12.100)), θα δούμε ότι φθίνει στο άπειρο όπως το
r−2. Οι τάσεις για μια εξάρμωση φθίνουν όπως το r−1 (σχέσεις (16.17),
(16.18)), επομένως οι τάσεις για τη χωρική παράγωγο της ασυνέχειας

στη μετατόπιση
dBy

dx θα φθίνουν και αυτές όπως το r−2. Φαίνεται έτσι
η ποιοτική ισοδυναμία των δύο πεδίων.

16.3 Ρωγμές

Οιρωγμές αποτελούναντικείμενομελέτης τηςΜηχανικής τωνΘραύ-
σεων. Η ρωγμή ορίζεται ως η οριακή περίπτωση μιας οπής που ο όγκος
της είναι μηδενικός, δηλαδή τα χείλη της ρωγμήςβρίσκονται σε επαφή,
τουλάχιστον στην αφόρτιστη κατάσταση. Η ρωγμή μπορεί να θεωρη-
θεί και ως μια εσωτερική επιφάνεια (γραμμή στην περίπτωση επιπέ-
δου σώματος) που δε μπορεί να μεταφέρει εφελκυστικές τάσεις δια
μέσου αυτής.
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Στην πράξη οι ρωγμές συμπεριφέρονται μονοδιάστατα σε εφελκυ-
σμό ή θλίψη, δηλαδή είτε ανοίγουν προσπαθώντας να μεταφέρουν
εφελκυστικές τάσεις είτε κλείνουν σε περίπτωση θλίψης, χωρίς το μή-
κος τους να αλλάζει. Όταν οι ρωγμές ανοίγουν, τα χείλη τους είναι
αφόρτιστα αν δεν υπάρχει εσωτερική πίεση, ενώ όταν κλείνουν τα
χείλη τους φορτίζονται λόγω της επαφής. Για το λόγο αυτό ένα ρηγ-
ματωμένο σώμα θα είναι πιο στιβαρό σε θλίψη απ’ ότι σε εφελκυσμό.
Γενικά οι ρωγμές παρουσιάζουνσυγκέντρωση τάσεωνυπό εφελκυσμό,
αλλά όχι υπό θλίψη.

16.3.1 Η Γραμμικά Ελαστική Μηχανική των Θραύσεων

Ηπιοαπλήθεωρία θραύσης, αυτήπουαναπτύχθηκε από τονGriffith
[3], διατυπώνει ότι θα έχουμε διάδοση ρωγμής σ’ ένα ψαθυρό υλικό
όταν ο παράγοντας που πολλαπλασιάζει το ιδιόμορφο τασικό πεδίο, ο
ονομαζόμενοςσυντελεστής έντασης των τάσεων (σχέσεις (14.68) - (14.70),
(14.72) - (14.74)), υπερβαίνει μια κρίσιμη τιμή. Πιο συγκεκριμένα, ο
Griffith εισηγήθηκε ότι μια ρωγμή θα διαδοθεί, όταν έχουμε μια μεί-
ωση στη συνολική ενέργεια του συστήματος. Η διάδοση της ρωγμής
προκαλεί μείωση της ενέργειας παραμόρφωσης του σώματος, αλλά
δημιουργεί καινούργιες επιφάνειες θραύσης που απορροφούν ενέρ-
γεια, την επιφανειακή ενέργεια. Η επιφανειακή ενέργεια απαιτείται για
την υπερνίκηση των ατομικών δυνάμεων που εμποδίζουν την από-
σχιση του υλικού. Διάδοση της ρωγμής θα έχουμε, όταν ο συντελεστής
έντασης των τάσεων, ξεπεράσει την κρίσιμη τιμή τουπου λέγεται σκλη-
ρότητα θραύσης.

Φαίνεται παράξενο που η πραγματική συμπεριφορά των υλικών
κατά τη θραύση, περιγράφεται από ένα μη πραγματικό, ιδιόμορφο τα-
σικό πεδίο, που σίγουρα δε μπορεί να περιγράψει την εντατική κατά-
σταση, ακριβώς στην περιοχή που θα δημιουργηθεί η αστοχία. Όμως,
αν το υλικό είναι ψαθυρό, δημιουργούνται μη γραμμικά φαινόμενα σε
μια σχετικά μικρή περιοχή γύρω από το άκρο της ρωγμής. Η περιοχή
αυτή ονομάζεται ζώνη διεργασίας θραύσης. Αν η ζώνη αυτή έχει μικρές
διαστάσεις σε σχέση με τις άλλες διαστάσεις του σώματος, κυρίως σε
σχέση με το μήκος της ρωγμής, τότε η Γραμμικά Ελαστική Μηχανική
Θραύσεων με την ιδιομορφία στην τάση, περιγράφει ικανοποιητικά
το εντατικό πεδίο έξω από τη ζώνη αυτή.

16.3.2 Ρωγμή στο επίπεδο υπό εφελκυσμό

Συχνά θεωρούμε τη ρωγμή, ως μια αλληλουχία από εξαρμώσεις,
το συνολικό τασικό πεδίο των οποίων, προστιθέμενο στις τάσεις του
αδιατάρακτου (χωρίς τη ρωγμή) πεδίου, δίνει μηδενικές τάσεις κατά
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μήκος της ρωγμής. Το Σχήμα 16.8 δείχνει μια ρωγμή μήκους 2a που κα-
ταλαμβάνει την περιοχή −a < x < a, y = 0, σ’ ένα επίπεδο σώμα άπει-
ρωνδιαστάσεωνπουυποβάλλεται σε ομοιόμορφο εφελκυσμό σyy = S,
στο άπειρο.

a a

y

x

S

S

Σχήμα 16.8: Ρωγμή στο επίπεδο υπό εφελκυσμό

Υποθέτοντας ότι η ρωγμή είναι ανοιχτή, δηλαδή ότι τα χείλη της δε
βρίσκονται σε επαφή, οι συνοριακές συνθήκες γράφονται ως

σxy = σyy = 0 για − a < x < a και y = 0 (16.29)
σyy → S, σxy → 0, σxx → 0 για r → ∞ (16.30)

Ακολουθώντας τη διαδικασία που εφαρμόσαμε στην περίπτωση της
κυκλικής οπής σε εφελκυόμενη πλάκα, θεωρούμε τη λύση του προβλή-
ματος της ρωγμής ως επαλληλία του τασικού πεδίου του σώματος χω-
ρίς τη ρωγμή και μιας διορθωτικής λύσης της οποίας οι συνοριακές
συνθήκες είναι

σxy = 0, σyy = −S για − a < x < a και y = 0 (16.31)
σyy → 0, σxy → 0, σxx → 0 για r → ∞ (16.32)

Παρατηρούμε ότι η διορθωτική λύση αντιστοιχεί στο πρόβλημα μιας
ρωγμής υπό εσωτερική πίεση S, που βρίσκεται σ’ ένα αφόρτιστο σώμα
άπειρων διαστάσεων. Η ρωγμή ανοίγει λόγω εσωτερικής πίεσης S στα
χείλη της.

Γενικά το τασικό πεδίο λόγω ρωγμής, θα προέρχεται από μια αλλη-
λουχία αναρριχητικών και ολισθητικών εξαρμώσεων. Στο παρόν πρό-
βλημαόμως, λόγω της συμμετρίαςωςπρος τονάξονα y = 0, δεν έχουμε
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σχετική ολισθητική κίνηση κατά μήκος των χειλιών της ρωγμής. Συνε-
πώς η λύση μπορεί να κατασκευαστεί από μια συνεχή κατανομή αναρ-
ριχητικών εξαρμώσεωνμόνο.Πιο συγκεκριμέναπαριστάνουμε τη λύση
ως μια συνεχή κατανομή από αναρριχητικές εξαρμώσεις, που έχουν
ασυνέχεια στη μετατόπιση By(x) ανά μονάδα μήκους, στο διάστημα
−a < x < a πάνω στον άξονα y = 0.

Θεωρούμε την τάση σyy στο σημείο (x, 0), λόγω των εξαρμώσεων
ανάμεσα στα σημεία ξ και ξ + δξ, πάνω στον άξονα x. Αν το δξ είναι
πολύ μικρό, η κατανομή των εξαρμώσεων μπορεί να αντικατασταθεί
από μια και μόνη εξάρμωση, με ασυνέχεια στη μετατόπιση By(ξ)dξ. Η
τάση σyy λόγω αυτής της εξάρμωσης, στο σημείο (x, 0) είναι

σyy = −µ(1 + ν)By(ξ)dξ

2π(x− ξ)
(16.33)

λόγω της (16.19), επειδή η απόσταση μεταξύ των σημείων (ξ, 0) και
(x, 0) είναι x− ξ.

Η τάση σyy λόγω του συνολικού αριθμού των εξαρμώσεων κατά μή-
κος της ρωγμής, προκύπτει με την υπέρθεση των σyy από κάθε εξάρ-
μωση και γράφεται υπό μορφή ολοκληρώματος ως

σyy = −µ(1 + ν)

2π

∫ a

−a

By(ξ)dξ

x− ξ
(16.34)

Λόγω της συνοριακής συνθήκης (16.31), η σχέση (16.34) οδηγεί στην
παρακάτω ιδιόμορφη ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Cauchy∫ a

−a

By(ξ)dξ

x− ξ
=

2πS

µ(1 + ν)
για − a < x < a (16.35)

H (16.35) είναι ίδια με την ολοκληρωτική εξίσωση (14.40), που αναφέ-
ρεται στο πρόβλημα διείσδυσης απαραμόρφωτου σώματος σε ημιε-
πίπεδο. Μπορεί επομένως να λυθεί με τη μέθοδο αναπτύγματος της
άγνωστηςσυνάρτησηςσε σειρά Fourier, όπωςπαρουσιάζεται στην Υπο-
ενότητα 15.5.1. Κάνοντας τις αλλαγές μεταβλητών

x = a cosϕ (16.36)
ξ = a cos θ (16.37)

η (16.35) δίνει ∫ π

0

By(θ) sin θdθ
cosϕ− cos θ =

2πS

µ(1 + ν)
(16.38)

όπου 0 < ϕ < π. Επίσης για n = 1, από τη (14.46) παίρνουμε∫ π

0

cos θdθ
cosϕ− cos θ = −π (16.39)
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και τελικά προκύπτει

By(θ) = − 2S cos θ
µ(1 + ν) sin θ +

A

sin θ (16.40)

ή
By(ξ) = − 2Sξ

µ(1 + ν)
√
a2 − ξ2

+
Aa√
a2 − ξ2

(16.41)

όπουA είναι μια σταθεράολοκλήρωσης. Αυτήμπορεί να βρεθεί από το
δεδομένο ότι στα δύο άκρα της η ρωγμή είναι κλειστή, δηλαδή ότι εκεί
η ασυνέχεια στημετατόπιση είναι μηδενική. Ησυνθήκηαυτή γράφεται
ως ∫ a

−a
By(ξ)dξ = 0 (16.42)

και δίνει A = 0.
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το τασικό πεδίο κοντά στο άκρο

της ρωγμής. Λόγω της (16.34), η τάση σyy στην περιοχή |x| > a πάνω
στον άξονα y = 0 είναι

σyy = −µ(1 + ν)

2π

∫ a

−a

By(ξ)dξ

x− ξ
=

S

π

∫ a

−a

ξdξ
(x− ξ)

√
a2 − ξ2

=

S

(
−1 +

| x |√
x2 − a2

)
(16.43)

όπως φαίνεται σε πίνακα των Gradshteyn και Ryzhik [2].
Υπενθυμίζεται ότι η (16.43) είναι η διορθωτική λύση, για μια ρωγμή

που ανοίγει λόγω εσωτερικής πίεσης S και δημιουργεί μηδενικές τά-
σεις στο άπειρο. Για να πάρουμε τη λύση του αρχικού προβλήματος,
όπου έχουμε ανοιχτή ρωγμή και δεδομένη εφελκυστική τάση S στο
άπειρο, πρέπει να προσθέσουμε την τάση S στη (16.43). Έτσι παίρ-
νουμε

σyy =
S | x |√
x2 − a2

(16.44)

για |x| > a. Όπως φαίνεται από τη (16.44), η σyy τείνει στο αδιατάρακτο
τασικό πεδίο όταν x → ∞ και παρουσιάζει ιδιομορφία όταν x → +a+

ή όταν x→ −a−.
Ορίζουμε το συντελεστή έντασης των τάσεων KI ως

KI ≡ lim
x→a+

σyy(x)
√
2π(x− a)

= lim
x→a+

Sx
√

2π(x− a)√
x2 − a2

(16.45)

= S
√
πa (16.46)
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Μπορούμε επίσης ναβρούμε τηνασυνέχεια στημετατόπισησε κάθε
θέση x πάνω στα χείλη της ρωγμής, από τη σχέση

uy(x, 0
+)− uy(x, 0

−) =

∫ x

−a
By(ξ)dξ =

2S

µ(1 + ν)

√
a2 − x2 (16.47)

Έτσι η ρωγμή ανοίγει παίρνοντας το σχήμα μιας μακρόστενης έλλει-
ψης, σαν αποτέλεσμα της εφελκυστικής τάσης S που εφαρμόζεται στο
άπειρο.
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