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�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 31 ÅéóáãùãÞËïãéêÞ åßíáé ç áíÜëõóç �ùí ìåèüäùí �ïõ óõëëïãéóìïý. Ìåëå�þí�áò áõ�Ýò�éò ìåèüäïõò, ç ëïãéêÞ åíäéáöÝñå�áé ðåñéóóü�åñï ãéá �ç ìïñöÞ ðáñÜ ãéá �ïðåñéå÷üìåíï �ïõ óõëëïãéóìïý ð.÷. èåùñÞó�å �ïõò ðéï êÜ�ù óõëëïãéóìïýò:1. ¼ëïé ïé Üíèñùðïé åßíáé èíç�ïß. Ï ÓùêñÜ�çò åßíáé Üíèñùðïò. ¢ñá ïÓùêñÜ�çò åßíáé èíç�üò.2. ¼ëá �á êïõíÝëéá áãáðïýí �á êáñü�á. Ï ÌðÜíõ åßíáé êïõíÝëé. ¢ñá ïÌðÜíõ áãáðÜåé �á êáñü�á.Êáé ïé äýï óõëëïãéóìïß Ý÷ïõí �çí ßäéá ìïñöÞ. ¼ëá �á A åßíáé B. Ôï Såßíáé A. ¢ñá �ï S åßíáé B. Ç áëÞèåéá Þ �ï øåýäïò �ùí åðéìÝñïõò õðïèÝ-óåùí êáé óõìðåñáóìÜ�ùí äåí åíäéáöÝñïõí �ç ËïãéêÞ. Ôçí åíäéáöÝñåé ìüíïíåÜí ç áëÞèåéá �çò õðüèåóçò óõíåðÜãå�áé �çí áëÞèåéá �ïõ óõìðåñÜóìá�ïò. Çóõó�çìá�éêÞ �õðïðïßçóç êáé êá�Ü�áîç �ùí Ýãêõñùí ìåèüäùí óõëëïãéóìïýåßíáé ìéá áðü �éò êýñéåò áó÷ïëßåò �çò ËïãéêÞò. Áí äå ãéá �ç ìåëÝ�ç üëùíáõ�þí ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ìáèçìá�éêÝò ìÝèïäïé êáé �ï åíäéáöÝñïí êá�åõèýíå-�áé êõñßùò ó�ïõò ìáèçìá�éêïýò óõëëïãéóìïýò �ü�å �ç ëïãéêÞ áõ�Þ �ç ëÝìåÌáèçìá�éêÞ ËïãéêÞ.Ç ëïãéêÞ ùò åðéó�Þìç áíáð�ý÷èçêå Þäç áðü �çí áñ÷áéü�ç�á. Ï Áñéó�ï�Ý-ëçò Þ�áí ï ðñþ�ïò ï ïðïßïò äéÝêñéíå �á åßäç �ïõ óõëëïãéóìïý, äçìéïõñãþí�áòÝíá óýó�çìá ðïõ åßíáé ãíùó�ü ùò £óõëëïãéó�éêÞ¤. Ç äéåéóäõ�éêÞ êáé ðåéó�éêÞáíÜëõóÞ �ïõ, êáèþò êáé �ï ìåãÜëï êýñïò �ïõ ùò äéáíïç�Þ, óõíå�Ýëåóå þó�å�ï óýó�çìÜ �ïõ íá ðáñáìåßíåé ç âáóéêÞ áíáöïñÜ ãéá ðåñßðïõ äýï ÷éëéå�çñß-äåò. Ôç óêõ�Üëç ðÞñáí ïé Ó�ùéêïß ìå óçìáí�éêÝò óõíåéóöïñÝò, êõñßùò ó�çëïãéêÞ �ùí ðñï�Üóåùí. Áñãü�åñá, ãéá ðïëý ìáêñý äéÜó�çìá ïé åíáó÷ïëÞóåéòðåñß �ç ëïãéêÞ Þ�áí êõñßùò ó÷üëéá, �áîéíïìÞóåéò êáé ðáñáëëáãÝò ðÜíù ó�ïáñéó�ï�åëéêü óýó�çìá.Ç ðñþ�ç ìåãÜëç áíáãÝííçóç �çò ëïãéêÞò îåêéíÜåé ìå �ïí Frege, ó�ï �Ýëïò�ïõ äÝêá�ïõ Ýíá�ïõ áéþíá. Ï Frege ðñïóðáèþí�áò íá ëýóåé êõñßùò öéëïóï-öéêÜ ðñïâëÞìá�á ðïõ ó÷å�ßæïí�áí ìå �çí, êá�Ü Kant, Ýííïéá �çò áíáëõ�éêü-�ç�áò �ùí ðñï�Üóåùí, äçìéïýñãçóå Ýíá �õðéêü óýó�çìá, åí�õðùóéáêÜ äïìç-ìÝíï, ó�ï ïðïßï ìðïñåß êÜðïéïò íá �õðïðïéÞóåé êÜèå ìáèçìá�éêü óõëëïãéóìü.Ôï óýó�çìá áõ�ü êáé ãåíéêü�åñá ïé ó÷å�éêÝò åñãáóßåò �ïõ áðï�Ýëåóáí ìéáåðáíÜó�áóç ó�çí éó�ïñßá �çò ëïãéêÞò.Ïé åñãáóßåò �ïõ Frege ãßíïí�áí óå ìéá ðåñßïäï �á÷ý�á�çò áíÜð�õîçò �ùíìáèçìá�éêþí ó�á ïðïßá, �çí åðï÷Þ åêåßíç, åß÷áí åéóá÷èåß íåïöáíåßò êáé áìöé-ëåãüìåíåò ìÝèïäïé áðüäåéîçò êáé áðïäï÷Þò ýðáñîçò ìáèçìá�éêþí áí�éêåéìÝ-íùí. Ó�çí áìöéóâÞ�çóç áõ�Þ âïÞèçóå êáé ç åìöÜíéóç �ùí ëåãüìåíùí ëïãéêþíðáñáäüîùí, ìå ãíùó�ü�åñï �ï ðáñÜäïîï �ïõ Russell1, �ï ïðïßï áíÝ�ñåøå �çí1Ï Frege ðßó�åõå ü�é ãéá ïðïéáäÞðï�å éäéü�ç�á P (x) õðÜñ÷åé �ï óýíïëï �ùí £áí�éêåéìÝ-íùí¤ ðïõ �çí éêáíïðïéïýí. Áí üìùò, êá�Ü �ïí Russell, ç éäéü�ç�á åßíáé ç £x =∈ x¤, äçëáäÞ�ï óýíïëï x äåí áíÞêåé ó�ïí åáõ�ü �ïõ, �ü�å �ï óýíïëï A = {x | x =∈ x} äåí ìðïñåß íáõðÜñîåé, äéü�é �ü�å èá åß÷áìå A ∈ A ↔ A =∈ A (Ü�ïðï).



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 4ðïñåßá �ïõ Ýñãïõ �ïõ Frege.ÄçìéïõñãÞèçêáí ìáèçìá�éêÝò áí�ßðáëåò £ó÷ïëÝò¤· ç êõñéü�åñç äéÜêñéóçõðÞñîå ìå�áîý �ùí êá�áóêåõáó�éêéó�þí (ïé ïðïßïé äåí äÝ÷ïí�áé �çí áðüäåéîçýðáñîçò åíüò ìáèçìá�éêïý áí�éêåéìÝíïõ ðáñÜ ìüíïí áí Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞ-óåé ìéá ìÝèïäï êá�áóêåõÞò �ïõ) êáé �ùí êëáóéêþí (ïé ïðïßïé äÝ÷ïí�áé �çíýðáñîç áí�éêåéìÝíùí áí ðñïêýð�åé áðü áðüäåéîç óýìöùíç ìå �ïõò êëáóéêïýòëïãéêïýò êáíüíåò).�éá ðáñÜäåéãìá, ó�ï ðñüâëçìá,ÕðÜñ÷ïõí Üññç�ïé áñéèìïß a êáé b þó�å ab åßíáé ñç�üò,ç áêüëïõèç áðüäåéîç åßíáé áðïäåê�Þ êëáóéêÜ:ÈåùñÞó�å �ï √2, ðïõ îÝñïõìå ü�é åßíáé Üññç�ïò. Ôü�å õðÜñ÷ïõí äýïðåñéð�þóåéò. Áí (
√

2)
√

2 åßíáé ñç�üò, �ü�å ðáßñíïõìå a = b =
√

2 êáé ab åßíáéñç�üò. Áí (
√

2)
√

2 åßíáé Üññç�ïò, �ü�å ìå a = (
√

2)
√

2 êáé b =
√

2 Ý÷ïõìåab = (
√

2)
√

2)
√

2 = (
√

2)2 = 2, äçëáäÞ ñç�üò.Ïé êá�áóêåõáó�éêéó�Ýò üìùò äåí äÝ÷ïí�áé �çí áðüäåéîç áõ�Þ äéü�é äåíäçìéïõñãåß�áé ìÝèïäïò êá�áóêåõÞò �ùí a êáé b.Ó�ç äéáìÜ÷ç áõ�Þ ðáñåìâáßíåé ï ìåãÜëïò ìáèçìá�éêüò Hilbert êáé êá�áñ-�ßæåé Ýíá ðñüãñáììá åðßëõóçò �ùí èåìåëßùí �ùí ìáèçìá�éêþí, ãíùó�ü ùòðñüãñáììá �ïõ Hilbert.Óýìöùíá ìå áõ�ü, ó�á ìáèçìá�éêÜ, ïé ðñï�Üóåéò ðïõ Ý÷ïõí íüçìá åßíáéìüíïí ïé áñéèìç�éêÝò ðñï�Üóåéò (Þ ïé áíáãüìåíåò óå �Ý�ïéåò) ðïõ Ý÷ïõí Ýíáíáðëü, óõíäõáó�éêü ÷áñáê�Þñá, äçëáäÞ Ý÷ïõí �ç ìïñöÞ: £ãéá êÜèå x éó÷ýåéç P (x)¤, üðïõ P (x) åßíáé ìéá éäéü�ç�á �ùí áñéèìþí åðéâåâáéþóéìç ìç÷áíéêÜ-êá�áóêåõáó�éêÜ. �éá ðáñÜäåéãìá, ç ðñü�áóç: ãéá êÜèå n õðÜñ÷åé ðñþ�ïòáñéèìüò ìåãáëý�åñïò �ïõ n êáé ìéêñü�åñïò �ïõ n! + 1. Áõ�Þ ç ðñü�áóç Ý÷åé(êá�Ü �ïí Hilbert) íüçìá äéü�é ç éäéü�ç�á P (n) ≡ ∃p (p ðñþ�ïò êáén < p <n! + 1), ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ, åßíáé éäéü�ç�á ìç÷áíéêÜ åðéâåâáéþóéìç. Áõ-�Ýò �éò ðñï�Üóåéò ï Hilbert �éò ïíïìÜæåé ðñáãìá�éêÝò ðñï�Üóåéò êáé üëåò �éòõðüëïéðåò éäåá�Ýò. ÄçëáäÞ, êá�Ü �ïí Hilbert õðÜñ÷ïõí äýï êüóìïé, ï êü-óìïò �ùí ðñáãìá�éêþí ìáèçìá�éêþí, ó�ïí ïðïßï ïé ðñï�Üóåéò Ý÷ïõí íüçìáêáé ï êüóìïò �ùí éäåá�þí. Ïé êëáóéêÝò ìÝèïäïé õðÜãïí�áé ó�ïí éäåá�ü êü-óìï. Ôþñá, áí ïé éäåá�Ýò ìÝèïäïé äåí Ý÷ïõí íüçìá, �ü�å ðïéïò åßíáé ï ëüãïòýðáñîÞò �ïõò;Êá�Ü �ïí Hilbert, ï ëüãïò ýðáñîçò åßíáé íá äéåõêïëýíïõí �éò ìáèçìá�éêÝòáðïäåßîåéò ðñáãìá�éêþí ðñï�Üóåùí. ÄçëáäÞ, èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ü�é áí ìåéäåá�Ýò ìåèüäïõò áðïäåéêíýïõìå ìéá ðñáãìá�éêÞ ðñü�áóç, �ü�å èá ðñÝðåé íáõðÜñ÷åé êáé ìéá ðñáãìá�éêÞ áðüäåéîç �çò ßäéáò ðñü�áóçò. �éá íá áðïäåé÷èåßáõ�ü, ï Hilbert áíáëýåé êáé �õðïðïéåß �éò ìáèçìá�éêÝò èåùñßåò êá�Ü �ñüðï ðïõáöçñçìÝíåò ìáèçìá�éêÝò èåùñßåò (üðùò ð.÷. ç áñéèìç�éêÞ) áðïêñõó�áëëþíï-í�áé óå �õðéêÜ óõó�Þìá�á �á ïðïßá áðï�åëïýí�áé áðü óýìâïëá êáé ëåé�ïõñãé-êïýò êáíüíåò ÷åéñéóìïý �ùí óõìâüëùí, äçëáäÞ, áðï�åëïýí �õðéêÜ ðáßãíéá,üðùò ð.÷. �ï óêÜêé. Ó�ç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýåé ü�é �ï õðü åîÝ�áóéí ðñüâëçìá



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 5�ïõ ðñïãñÜììá�üò �ïõ åßíáé éóïäýíáìï ìå �çí áðáß�çóç �çò óõíÝðåéáò áõ-�þí �ùí �õðéêþí óõó�çìÜ�ùí, äçëáäÞ ìå �çí áðüäåéîç �çò áäõíáìßáò áõ�ïý�ïõ �õðéêïý ìáèçìá�éêïý ðáé÷íéäéïý íá êá�áëÞîåé óå ìéá áí�éöá�éêÞ ðñü�áóçüðùò ð.÷. �ï 0 = 1· êáé áõ�ü ìå �ïí ßäéï (êá�' áíáëïãßá) áêñéâþò �ñüðïðïõ ìðïñïýìå íá äéáãíþóïõìå ó�ï ðáé÷íßäé �ïõ óêáêéïý ü�é Ýíáò óõãêåêñé-ìÝíïò ó÷çìá�éóìüò ìå �á ðéüíéá åßíáé áäýíá�ïí íá ðáñá÷èåß. Ïé ìáèçìá�éêÝòèåùñßåò, óýìöùíá ìå �çí ïð�éêÞ áõ�Þ, áðïê�ïýí �çí õðüó�áóç åíüò ìáèçìá-�éêïý áí�éêåéìÝíïõ (áöïý Ý÷ïõí óõãêñï�çèåß óå äïìçìÝíïõò ó÷çìá�éóìoýòóõìâüëùí) êáé ãßíïí�áé ìå �ç óåéñÜ �ïõò áí�éêåßìåíï ìáèçìá�éêÞò ìåëÝ�çò.Ç, êá�' áõ�üí �ïí �ñüðï, ìåëÝ�ç �ùí ìáèçìá�éêþí èåùñéþí ïíïìÜæå�áé áðü�ïí Hilbert Èåùñßá áðïäåßîåùí Þ Ìå�áìáèçìá�éêÜ.Ç ðñüóèå�ç áðáß�çóç ðïõ ÷ñåéÜæå�áé, ãéá íá õëïðïéçèåß �ï ðñüãñáììá �ïõHilbert, åßíáé ü�é ç áðüäåéîç áõ�Þ �çò óõíÝðåéáò �ùí �õðéêþí èåùñéþí (ó�áìå�áìáèçìá�éêÜ) ðñÝðåé íá ãßíå�áé ìå ìáèçìá�éêïýò áðëïýò óõíäõáó�éêïýò�ñüðïõò, äçëáäÞ ìÝóá ó�ïí êüóìï �ùí ðñáãìá�éêþí ìáèçìá�éêþí.Ç ðñïóðÜèåéá íá õëïðïéçèåß �ï ðñüãñáììá �ïõ Hilbert äéÞñêåóå áñêå�Ü÷ñüíéá êáé ìåãÜëïé ìáèçìá�éêïß �çò åðï÷Þò áó÷ïëÞèçêáí ìå áõ�ü. Ó�á ÷ñü-íéá áõ�Ü äçìéïõñãÞèçêáí üëá �á âáóéêÜ ìáèçìá�éêÜ êáé ëïãéêÜ åñãáëåßá �áïðïßá áñãü�åñá ÷ñçóßìåõóáí ãéá �çí áíÜð�õîç �çò ëïãéêÞò êáé �çí åìöÜíéóç�çò ðëçñïöïñéêÞò.Ôï ðñüãñáììá �ïõ Hilbert åß÷å ðéêñü �Ýëïò, äéü�é ï G�odel (üðùò èá äïýìå)áðÝäåéîå ìå �ï èåþñçìÜ �ïõ �çò ìç ðëçñü�ç�áò ü�é: �ï óýó�çìá �çò áñéèìç�é-êÞò (�ï ïðïßï åßíáé áñêïýí�ùò éó÷õñü êáé ðåñéëáìâÜíåé üëåò �éò ìåèüäïõò �ùíðñáãìá�éêþí ìáèçìá�éêþí) äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé �ç óõíÝðåéÜ �ïõ, äçëáäÞ�åëéêÜ ïý�å ç áñéèìç�éêÞ ïý�å êáíÝíá ðëïõóéü�åñï ìáèçìá�éêü óýó�çìá äåíìðïñåß íá áðïäåé÷èåß óõíåðÝò ìå ðñáãìá�éêÝò ìáèçìá�éêÝò ìåèüäïõò, üðùòáðáé�ïýóå �ï ðñüãñáììá Hilbert.Ôï ðñüãñáììá �ïõ Hilbert êáé óõíáöåßò ëïãéêïöéëïóïöéêÝò áíáæç�ÞóåéòÞ�áí ç áöå�çñßá ãéá �á ìåãÜëá áðï�åëÝóìá�á ìéáò åðéó�Þìçò, �çò åðéó�Þ-ìçò �çò ìáèçìá�éêÞò ëïãéêÞò, ìÝóá áðü �çí ïðïßá áíáäýèçêå ç Üëëç ìåãÜëçåðéó�Þìç �çò åðï÷Þò ìáò, ç ðëçñïöïñéêÞ.ÁëëÜ, âÝâáéá, ðÝñá áðü êÜèå ïñéóìü Þ/êáé éó�ïñéêÞ áíáäñïìÞ, ï êáëý�å-ñïò �ñüðïò ãéá íá äïýìå �é åßíáé ìéá åðéó�Þìç åßíáé íá �ç ìåëå�Þóïõìå. ÁòîåêéíÞóïõìå ëïéðüí!



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 62 Ç ëïãéêÞ �ùí ðñï�Üóåùí, ðñï�áóéáêüò ëïãéóìüòÓ�ï êåöÜëáéï áõ�ü èá ïñßóïõìå ìéá ãëþóóá ìÝóù �çò ïðïßáò èá ìðïñïýìåíá ìå�áöñÜæïõìå ðñï�Üóåéò �çò öõóéêÞò ìáò ãëþóóáò. Óå áí�ßèåóç ìå �éòöõóéêÝò ãëþóóåò (åëëçíéêÜ, áããëéêÜ, êëð.) ç ãëþóóá ðïõ èá ïñßóïõìå èáåßíáé ìéá �õðéêÞ ãëþóóá, ìéá ãëþóóá ìå áõó�çñïýò êáíüíåò ó÷çìá�éóìïý�ùí ðñï�Üóåùí. Ìáò åíäéáöÝñåé ìÜëëïí íá åêöñÜóïõìå �ç ìïñöÞ Þ �çí �õ-ðéêÞ ðëïêÞ �ùí ðñï�Üóåùí êáé ç óõìâïëéêÞ ãëþóóá èá åßíáé óå èÝóç íáðñáãìá�ïðïéÞóåé áõ�üí �ï ó�ü÷ï.Ïé óýíèå�åò ðñï�Üóåéò äçìéïõñãïýí�áé ìå �ç ÷ñÞóç �ùí (ðñï�áóéáêþí)óõíäÝóìùí. ÁðëÝò ðñï�Üóåéò åßíáé áõ�Ýò ðïõ äåí åßíáé óýíèå�åò, äçëáäÞ ðïõäåí áíáëýïí�áé ðåñáé�Ýñù. Ó�çí ðñï�áóéáêÞ ëïãéêÞ åíäéáöåñüìáó�å ãéá �çëïãéêÞ ìïñöÞ �ùí óýíèå�ùí ðñï�Üóåùí êáé ãéá �éò ó÷Ýóåéò óõìðåñáóìïý ìå-�áîý ðñï�Üóåùí ðïõ åßíáé õðïèÝóåéò êáé ðñï�Üóåùí ðïõ åßíáé óõìðåñÜóìá�á,åß�å áõ�Ýò åßíáé óýíèå�åò åß�å åßíáé áðëÝò.Ïé óõíÞèåéò óýíäåóìïé, ìÝóù �ùí ïðïßùí ó÷çìá�ßæïí�áé ïé óýíèå�åò ðñï-�Üóåéò, åßíáé ç Üñíçóç (ü÷é, äåí), ç óýæåõîç (êáé), ç äéÜæåõîç (Þ), ç óõíåðá-ãùãÞ (áí. . . �ü�å . . . ) êáé ç éóïäõíáìßá (áí êáé ìüíïí áí Þ áíí). Áò äïýìåêÜðïéá ðáñáäåßãìá�á óýíèå�ùí ðñï�Üóåùí:1. �ï 10 äåí åßíáé ðåñé��üò (ü÷é £�ï 10 åßíáé ðåñé��üò¤),2. �ï 2 åßíáé Üñ�éïò êáé ðñþ�ïò (£�ï 2 åßíáé Üñ�éïò¤ êáé £�ï 2 åßíáé ðñþ�ïò¤),3. áí ïé áðÝíáí�é ðëåõñÝò åíüò �å�ñáðëåýñïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò êáé ßóåò,�ü�å áõ�ü åßíáé ðáñáëëçëüãñáìï.Ó�ï ðáñÜäåéãìá 1 Ý÷ïõìå ìéá óýíèå�ç ðñü�áóç ðïõ ó÷çìá�ßæå�áé ìå �ïí óýí-äåóìï �çò Üñíçóçò ó�çí áðëÞ ðñü�áóç £�ï 10 åßíáé ðåñé��üò¤, ó�ï 2 Ý÷ïõìåìéá óýæåõîç áðëþí ðñï�Üóåùí åíþ ó�ï 3 ç õðüèåóç £áí ïé áðÝíáí�é ðëåõñÝòåíüò �å�ñáðëåýñïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò êáé ßóåò¤, ðïõ åßíáé ìÝñïò ìéáò óýíèå�çòðñü�áóçò (óõíåðáãùãÞò), åßíáé êáé áõ�Þ óýíèå�ç (ìéá óýæåõîç).Ôéò áðëÝò ðñï�Üóåéò, äçëáäÞ áõ�Ýò ðïõ äåí Ý÷ïõí êáìßá ðëïêÞ ìå âÜóç�ïõò ðñï�áóéáêïýò óõíäÝóìïõò, èá �éò ðáñéó�Üíïõìå ó�çí �õðéêÞ ãëþóóáðïõ èá ïñßóïõìå ìå �éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò. Ó�ïí ðñï�áóéáêü ëïãé-óìü äåí õðåéóåñ÷üìáó�å ó�ïí �ñüðï ìå �ïí ïðïßï áõ�Ýò äïìïýí�áé, �éò èåù-ñïýìå áðëþò äéá�õðþóåéò ÷ùñßò ðåñáé�Ýñù äõíá�ü�ç�á áíÜëõóçò, äéá�õðþóåéòïé ïðïßåò ìðïñïýí áðëþò íá åßíáé áëçèåßò Þ øåõäåßò. Óå ìéá óýíèå�ç ðñü�áóçç áëÞèåéá Þ �ï øåýäïò �ùí áðëþí ðñï�Üóåùí èá êáèïñßæåé �çí áëÞèåéá Þ �ïøåýäïò ïëüêëçñçò �çò óýíèå�çò ðñü�áóçò. Áò äïýìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ðþòìðïñïýìå, ìÝóù �çò ÷ñÞóçò óõìâüëùí, íá áíáðáñáó�Þóïõìå �ç ìïñöÞ åíüò(ðñï�áóéáêïý �ýðïõ) óõëëïãéóìïý. ¸ó�ù £ï Êþó�áò åßíáé êáèçãç�Þò¤, £ïÊþó�áò åßíáé ðëïýóéïò¤, £ï Êþó�áò åßíáé ëáúêüò �ñáãïõäéó�Þò¤ �ñåéò ðñï�Ü-óåéò �éò ïðïßåò áí�ßó�ïé÷á �éò óõìâïëßæïõìå - áíáðáñéó�ïýìå ìå �á ãñÜììá�áA, B, C. ÈåùñÞó�å �þñá �éò áêüëïõèåò äçëþóåéò:



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 7£Ï Êþó�áò åßíáé êáèçãç�Þò¤·åßíáé øåõäÝò ü�é £ï Êþó�áò åßíáé êáèçãç�Þò¤ êáé ü�é £ï Êþó�áò åßíáéðëïýóéïò¤·áí £ï Êþó�áò åßíáé ëáúêüò �ñáãïõäéó�Þò¤, �ü�å £ï Êþó�áò åßíáé ðëïý-óéïò¤.Èá èÝëáìå íá äåßîïõìå ü�é áðü �éò ðáñáðÜíù õðïèÝóåéò ìðïñïýìå íá óõ-ìðåñÜíïõìå ü�éåßíáé øåõäÝò ü�é £ï Êþó�áò åßíáé ëáúêüò �ñáãïõäéó�Þò¤.Áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �á óýìâïëá ¬ ãéá �ï ü÷é, ∧ ãéá �ï êáé, → ãéá �ïáí. . . �ü�å . . . (�ç óõíåðáãùãÞ), ï ùò Üíù óõëëïãéóìüò ðáßñíåé �ç ìïñöÞ
((A ∧ ¬(A ∧B)) ∧ (C → B))→ (¬C)ðïõ åßíáé ç ìïñöÞ åíüò óùó�ïý óõëëïãéóìïý ãéá�ß ç �õðéêÞ áõ�Þ ìïñöÞ �çòðñü�áóçò (ðñï�áóéáêüò �ýðïò) åßíáé �áõ�ïëïãßá.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 82.1 Ç ãëþóóá �çò ËïãéêÞò �ùí ðñï�ÜóåùíÈá ïñßóïõìå �ç ãëþóóá �ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïý LΠ ç ïðïßá åßíáé ç �õðéêÞãëþóóá �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò. Ôï óýíïëï �ùí óõìâüëùí �çò ãëþóóáò Þ,üðùò ëÝìå, �ï ÁëöÜâç�ï �çò ãëþóóáò áðï�åëåß�áé áðü:1. Ôá óýìâïëá ëïãéêþí óõíäÝóìùí: ¬, ∧, ∨,→. Áí�ßó�ïé÷á áõ�Ü ïíïìÜ-æïí�áé Üñíçóç, óýæåõîç, äéÜæåõîç êáé óõíåðáãùãÞ.2. �áñåíèÝóåéò: �çí áñéó�åñÞ ðáñÝíèåóç ( êáé �ç äåîéÜ ðáñÝíèåóç ).3. Óýìâïëá ðñï�Üóåùí Þ ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò: ¸íá áñéèìÞóéìï óý-íïëï óõìâüëùí Á1; Á2; : : : ; Án; : : :.Óå êÜèå ãëþóóá �ï áëöÜâç�ï åßíáé áðáñáß�ç�ï. Åßíáé ç ðñþ�ç ýëç ìå�çí ïðïßá ó�ç óõíÝ÷åéá êá�áóêåõÜæïõìå �éò ðñï�Üóåéò ìáò, �éò öñÜóåéò ìáò.¼�áí ïñßæïõìå �ï óýíïëï �ùí óõìâüëùí ðïõ áðï�åëïýí �ï áëöÜâç�ï ìéáòãëþóóáò èá õðïèÝ�ïõìå ü�é �á óýìâïëá áõ�Ü äåí Ý÷ïõí êáìéÜ ïí�ïëïãéêÞóçìáóßá ðÝñáí �ïõ ü�é åßíáé óýìâïëá äéáêåêñéìÝíá, äçëáäÞ îå÷ùñéó�Ü ìå�áîý�ïõò. Èá ðñÝðåé äå íá �á äéáêñßíïõìå áðü �á óýìâïëá �çò ìå�áãëþóóáò ðïõèá �á ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá ìåëå�Þóïõìå �çí �õðéêÞ ãëþóóá.Ç ðáñÜèåóç óõìâüëùí �ïõ áëöáâÞ�ïõ, �ï Ýíá ìå�Ü �ï Üëëï, óå Ýíáí ðåðå-ñáóìÝíï ó÷çìá�éóìü ìáò äßíåé �éò åêöñÜóåéò. ÅêöñÜóåéò ëïéðüí �çò ãëþóóáò�ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïý åßíáé ïé ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò óõìâüëùí �ïõáëöáâÞ�ïõ ð.÷. ))→ A3(, (A1 → (¬A2)), ()A10¬ åßíáé åêöñÜóåéò.Ôï ìÞêïò ìéáò Ýêöñáóçò åßíáé ï áñéèìüò �ùí åìöáíßóåùí �ùí óõìâüëùí ó'áõ�Þí. �éá ðáñÜäåéãìá, �ï ìÞêïò áí�ßó�ïé÷á �ùí ðñïçãïýìåíùí åêöñÜóåùíåßíáé 5, 8 êáé 4. Áò óçìåéùèåß ü�é �ï ìÞêïò ìéáò Ýêöñáóçò åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí1. Áí � êáé v äýï åêöñÜóåéò, �ü�å ç Ýêöñáóç �v åßíáé ç ðáñÜèåóç �ùí äýïåêöñÜóåùí, äçëáäÞ ç Ýêöñáóç � áêïëïõèïýìåíç áðü �çí Ýêöñáóç v, ð.÷. áí� ≡ (A3 → êáé v ≡ A2), �ü�å �v ≡ (A3 → A2). Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá�çí ðáñÜèåóç ðåñéóóü�åñùí áðü äýï åêöñÜóåùí, ð.÷. ç Ýêöñáóç �vw åßíáéðáñÜèåóç �ùí åêöñÜóåùí �, v êáé w. Áí � = �vw Þ �v Þ vw, �ü�å v åßíáéãíÞóéï �ìÞìá �çò � . Ç Ýêöñáóç � èåùñåß�áé �ìÞìá �ïõ åáõ�ïý �çò, �ïõ � . ¢ñáÝíá �ìÞìá ìéáò Ýêöñáóçò åßíáé åß�å ïëüêëçñç ç Ýêöñáóç åß�å Ýíá ãíÞóéï �ìÞìá�çò. Ó�çí ðåñßð�ùóç � = vw ç v ïíïìÜæå�áé ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �çò � . ÄýïåêöñÜóåéò � êáé � åßíáé ßóåò, �ï ãñÜöïõìå ùò � ≡ � , áí Ý÷ïõí �ï ßäéï ìÞêïòêáé Ý÷ïõí �á ßäéá óýìâïëá ó�éò ßäéåò èÝóåéò, äçëáäÞ �áõ�ßæïí�áé ùò óõí�áê�éêÜáí�éêåßìåíá. Ç ≡ åßíáé ëïéðüí ç ó÷Ýóç �çò óõí�áê�éêÞò �áõ�ü�ç�áò. �éáðáñÜäåéãìá, áí Ý÷ïõìå �éò åêöñÜóåéò 2+3 êáé 3+2 ó�ï áëöÜâç�ï {2;+; 3},�ü�å äåí éó÷ýåé ü�é 2 + 3 ≡ 3 + 2, ðáñüëï ðïõ ïé åêöñÜóåéò åñìçíåõüìåíåò ùòáñéèìïß äßíïõí 2+3=3+2.Áðü �ï óýíïëï �ùí åêöñÜóåùí ìáò åíäéáöÝñïõí ìüíï ïé êáëïö�éáãìÝíåò,áõ�Ýò ðïõ Ý÷ïõí íá ðïõí êÜ�é, ïé ê�éóìÝíåò ìå �ïõò £óùó�ïýò¤ ãñáììá�éêïýòêáíüíåò. Ï �ñüðïò ìÝóù �ïõ ïðïßïõ áðü �ï óýíïëï �ùí åêöñÜóåùí ìðïñïýìå



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 9íá äéáêñßíïõìå �éò êáëïö�éáãìÝíåò åêöñÜóåéò èá áðï�åëåß �ç �ñáììá�éêÞ �çòãëþóóáò. Áðï�õðþíå�áé äå ó�ïí áêüëïõèï ïñéóìü:Ïñéóìüò 2.1 Óùó�Ýò Þ êáëïö�éáãìÝíåò åêöñÜóåéò Þ ðñï�áóéáêïß �ýðïé åß-íáé ïé åêöñÜóåéò ðïõ ïñßæïí�áé, åðáãùãéêÜ, ùò åîÞò:1. Ïé ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò åßíáé ðñï�áóéáêïß �ýðïé.2. Áí ö êáé ø åßíáé ðñï�áóéáêïß �ýðïé, �ü�å ïé åêöñÜóåéò (ö ∧ ø);
(ö ∨ ø); (ö → ø); (¬ö) åßíáé ðñï�áóéáêïß �ýðïé.3. Müíïí ïé åêöñÜóåéò ðïõ ó÷çìá�ßæïí�áé áðü åöáñìïãÝò �ùí (1) êáé (2)åßíáé ðñï�áóéáêïß �ýðïé.Ï ïñéóìüò 2.1 äåí åßíáé �ßðï�å Üëëï ðáñÜ Ýíáò ìç÷áíéóìüò êá�áóêåõÞò ðñï-�áóéáêþí �ýðùí. Ï �ýðïò áõ�üò �ïõ ïñéóìïý ëÝãå�áé êáé ãåíéêåõìÝíïò åðá-ãùãéêüò ïñéóìüò. Åßíáé åðáãùãéêüò åðåéäÞ ìáò äßíåé Ýíá óýíïëï áñ÷éêþíåêöñÜóåùí, �éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò, ðïõ �éò ïíïìÜæåé ðñï�áóéáêïýò �ý-ðïõò êáé ó�ç óõíÝ÷åéá äßíåé êÜðïéïõò êáíüíåò ïé ïðïßïé ìðïñïýí íá åöáñìï-ó�ïýí ãåíéêü�åñá óå åêöñÜóåéò êáé ðïõ ìáò åðé�ñÝðïõí íá êá�áóêåõÜóïõìåêáéíïýñãéïõò ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò áðü ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò ðïõ Ý÷ïõí Þäçêá�áóêåõáó�åß. ÊÜèå Ýêöñáóç ëïéðüí åßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò ìüíïí áí ó�çíêá�áóêåõÞ �çò Ý÷åé ðñïçãçèåß áõ�Þ ç äéáäéêáóßá.ð.÷. ç Ýêöñáóç ((¬A1)→ (A1∧A3)) åßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò äéü�é õðÜñ-÷åé ç åîÞò êá�áóêåõÞ:(i). Ôá Á1; Á3 åßíáé ðñï�áóéáêïß �ýðïé ëüãù (1).(ii). Ôá (¬A1); (A1 ∧A3) åßíáé ðñï�áóéáêïß �ýðïé ëüãù (2) êáé (i).(iii). ((¬A1)→ (A1 ∧A3)) åßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò ëüãù (2) êáé (ii).Ç êá�áóêåõÞ áõ�Þ ìðïñåß íá ðáñïõóéáó�åß õðü ìïñöÞ äÝíäñïõ ùò åîÞò:

((¬A1)→ (A1 ∧A3))
���

HHH
(¬A1) (A1 ∧A3)A1

�
�A1

@
@A3ÊÜèå Ýêöñáóç ó�çí ïðïßá äåí åßíáé äõíá�üí íá åöáñìïó�åß ç äéáäéêáóßáïñéóìïý äåí åßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò. �.÷. ¬(A1 äåí åßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò.ÓõíÞèùò ï ïñéóìüò �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí äßíå�áé ùò åîÞò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 10Ïñéóìüò 2.2 Ôï óýíïëï Π �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí åßíáé �ï ìéêñü�åñï óý-íïëï ãéá �ï ïðïßï éó÷ýïõí ïé åîÞò éäéü�ç�åò:1. ÊÜèå ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ áíÞêåé ó�ï Π.2. Áí �;  ∈ Π �ü�å (ö ∧ ø); (ö ∨ ø); (ö → ø); (¬ö) ∈ Π [ëÝìå ü�é Π åßíáéêëåéó�ü ó�éò äéáäéêáóßåò ó÷çìá�éóìïý óýíèå�ùí �ýðùí℄.�áñá�Þñçóç: ÊÜèå óýíïëï Σ åêöñÜóåùí �çò ãëþóóáò �ï ïðïßï éêáíïðïéåß�éò óõíèÞêåò 1 êáé 2 �ïõ ïñéóìïý 2.2 ëÝãå�áé åðáãùãéêü óýíïëï. Åßíáé �ü�ååýêïëï íá äïýìå ü�é �ï Π, ùò �ï ìéêñü�åñï åðáãùãéêü óýíïëï, åßíáé ç �ïìÞüëùí �ùí åðáãùãéêþí óõíüëùí.Èá äïýìå �þñá ü�é ï ïñéóìüò 2.2 åßíáé éóïäýíáìïò ìå �ç äéáäéêáóßá ó÷ç-ìá�éóìïý �ùí �ýðùí ðïõ áíáöÝñèçêå ðáñáðÜíù.Èåþñçìá 2.3 � ∈ Π ⇔ ÕðÜñ÷åé áêïëïõèßá �1; �2; : : : ; �n �ýðùí þó�å � ≡�n êáé êÜèå �i; (1 ≤ i ≤ n) �çò áêïëïõèßáò, åß�å åßíáé ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þåß�å åßíáé óýíèå�ïò ðñï�áóéáêüò �ýðïò �ïõ ïðïßïõ �á óõíèå�éêÜ ìÝñç Ý÷ïõíðñïçãçèåß ó�çí áêïëïõèßá, äçëáäÞ áí ð.÷. �i ≡ (�j ∧ �k) üðïõ j; k ≤ i.Ç áêïëïõèßá �1; �2; : : : ; �n ðåñéãñÜöåé �ïí �ñüðï ó÷çìá�éóìïý �ïõ � óýìöùíáìå �éò ïäçãßåò �ïõ ïñéóìïý 2.1 êáé ïíïìÜæå�áé áêïëïõèßá äçìéïõñãßáò �ïõ �.Áðüäåéîç ⇒: ¸ó�ù R �ï óýíïëï �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí � ðïõ ðñïêý-ð�ïõí áðü áêïëïõèßåò äçìéïõñãßáò, äçëáäÞ õðÜñ÷åé áêïëïõèßá äçìéïõñãßáò�1; �2; : : : ; �n þó�å �n = �. Ôü�å åýêïëá âëÝðïõìå ü�é R åßíáé åðáãùãéêüóýíïëï. ¢ñá Π ⊆ R åðåéäÞ Π åßíáé �ï ìéêñü�åñï åðáãùãéêü óýíïëï.
⇐: Ýó�ù � ≡ �n ó�çí áêïëïõèßá äçìéïõñãßáò �1; �2; : : : ; �n. Ìå åðáãùãÞó�ï n, áñ÷ßæïí�áò áðü �ï n = 1, åýêïëá âëÝðïõìå ü�é êÜèå �Ý�ïéï �n áíÞêåéó�ï Π. Äéü�é áí ìåí �n åßíáé ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ áíÞêåé, åðåéäÞ �ï ΠðåñéÝ÷åé üëåò �éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò, åíþ áí �n Ý÷åé ðñïêýøåé áðü �ýðïõò�j ìå j < n èá áíÞêåé äéü�é áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç �á �j ∈ Π åíþ �ï �nèá áíÞêåé åðåéäÞ �ï Π åßíáé åðáãùãéêü óýíïëï êáé Üñá êëåéó�ü ó�ç äçìéïõñãßáóýíèå�ùí �ýðùí. �Ï �ýðïò �ïõ ãåíéêåõìÝíïõ åðáãùãéêïý ïñéóìïý õðïäåéêíýåé êáé ìéá ìÝ-èïäï áðüäåéîçò ðïõ ïíïìÜæå�áé áðüäåéîç ìå åðáãùãÞ. Áò õðïèÝóïõìå ü�é

P(x) åßíáé ìéá éäéü�ç�á ðïõ áíáöÝñå�áé ó�éò åêöñÜóåéò �çò ãëþóóáò, ð.÷.
P(x) èá ìðïñïýóå íá åßíáé ç éäéü�ç�á £ç Ýêöñáóç x Ý÷åé �ïí ßäéï áñéèìü áñé-ó�åñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí¤. Ôü�å, ãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é ç éäéü�ç�á
P(x) éó÷ýåé ãéá üëïõò �ïõò ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò, áñêåß íá áðïäåßîïõìå �áåîÞò:(i) Íá áðïäåßîïõìå ü�é P(Ái) ãéá êÜèå óýìâïëï ðñü�áóçò Ái, äçëáäÞ íááðïäåßîïõìå ü�é êÜèå óýìâïëï ðñü�áóçò Ý÷åé áõ�Þí �çí éäéü�ç�á.(ii) Ìå âÜóç �çí õðüèåóç P(ö) êáé P(ø) íá áðïäåßîïõìå ü�é éó÷ýåé êáé
P((¬ö)); P((ö ∨ ø)); P((ö ∧ ø)); P((ö → ø)). (�ï åðáãùãéêü âÞìá).Áí ëïéðüí áðïäåßîïõìå �á (i) êáé (ii) ãéá ìéá éäéü�ç�á P(x), �ü�å �ï óýíïëï
P �ùí åêöñÜóåùí ðïõ éêáíïðïéïýí áõ�Þí �çí éäéü�ç�á èá åßíáé åðáãùãéêü



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 11óýíïëï, Üñá �ï Π, ùò �ï ìéêñü�åñï åðáãùãéêü óýíïëï, èá åßíáé Π ⊆ P,äçëáäÞ êÜèå ðñï�áóéáêüò �ýðïò èá éêáíïðïéåß �çí éäéü�ç�á P.Ìéá Üëëç ìïñöÞ ìå �çí ïðïßá èá ðáñïõóéÜæå�áé ç áíù�Ýñù áðüäåéîç ìååðáãùãÞ åßíáé ç åðáãùãÞ ó�ïí áñéèìü �ùí åìöáíßóåùí ðñï�áóéáêþí óõíäÝ-óìùí óå Ýíáí ðñï�áóéáêü �ýðï. Ï áñéèìüò áõ�üò ïíïìÜæå�áé âáèìüò �ïõ� (deg(�)). Ïðü�å ç áðüäåéîç ãßíå�áé áðïäåéêíýïí�áò ðñþ�á ü�é ç éäéü�ç�áéó÷ýåé ãéá üëåò �éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò, äçëáäÞ ìå âáèìü 0 êáé ó�ç óõ-íÝ÷åéá, õðïèÝ�ïí�áò ü�é éó÷ýåé ãéá �ýðïõò ìå âáèìü < n, áðïäåéêíýïõìå ü�ééó÷ýåé êáé ãéá �ýðïõò ìå âáèìü n.¼ëá üóá Ý÷ïõìå áíáð�ýîåé ùò ðñïò �ïõò åðáãùãéêïýò ïñéóìïýò êáé �éòáðïäåßîåéò ìå åðáãùãÞ ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí, èá éó÷ýïõí,�çñïõìÝíùí �ùí áíáëïãéþí, êáé óå êÜèå Üëëç áíÜëïãç ðåñßð�ùóç ó�ç óõíÝ-÷åéá.�áñÜäåéãìá 2.4 Áðïäåßî�å ü�é êÜèå ðñï�áóéáêüò �ýðïò Ý÷åé �ïí ßäéï áñéèìüáñéó�åñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí.Áðüäåéîç : Ìå åðáãùãÞ.(i) Ç éäéü�ç�á éó÷ýåé ãéá �á óýìâïëá ðñï�Üóåùí ãéá�ß ï áñéèìüò �ùí ðá-ñåíèÝóåùí åßíáé ìçäÝí.(ii) ¸ó�ù ö êáé ø Ý÷ïõí �ïí ßäéï áñéèìü áñéó�åñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝ-óåùí. Ôü�å (¬ö) Ý÷åé åðßóçò �ïí ßäéï áñéèìü äéü�é ðñïó�Ýèçêå ó�ïí ö ìüíïìéá áñéó�åñÞ êáé ìéá äåîéÜ ðáñÝíèåóç. Åðßóçò, (ö ∧ ø) Ý÷åé �ïí ßäéï áñéèìüäéü�é ðñïöáíþò ç Ýêöñáóç ö ∧ ø Ý÷åé �ïí ßäéï áñéèìü êáé ó�ïí (ö ∧ ø) ðñï-ó�Ýèçêå ìéá áñéó�åñÞ êáé ìéá äåîéÜ ðáñÝíèåóç. �éá �ïí ßäéï ëüãï �á (ö ∧ ø),
(ö → ø) Ý÷ïõí �ïí ßäéï áñéèìü áñéó�åñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí. �2.2 ÌïíáäéêÞ áíáãíùóéìü�ç�áÊÜèå ðñï�áóéáêüò �ýðïò, áíÜëïãá ìå �ï ðïéï óýìâïëï óõíäÝóìïõ Ý÷åé ÷ñç-óéìïðïéçèåß �åëåõ�áßï ó�çí êá�áóêåõÞ �ïõ, åßíáé åß�å ìéá ðñï�áóéáêÞ ìå�á-âëç�Þ, åß�å ìéá Üñíçóç �çò ìïñöÞò (¬ö), åß�å ìßá äéÜæåõîç �çò ìïñöÞò (ö∨ø),åß�å ìßá óýæåõîç �çò ìïñöÞò (ö∧ø), åß�å ìéá óõíåðáãùãÞ �çò ìïñöÞò (ö → ø).Ôï ó�ïé÷åßï ðïõ ìáò åðé�ñÝðåé �çí áíáìößâïëç áíáãíþñéóç �ïõ ðïéï óýì-âïëï óõíäÝóìïõ Ý÷åé åöáñìïó�åß �åëåõ�áßï åßíáé ç ÷ñçóéìïðïßçóç �ùí ðá-ñåíèÝóåùí. Áí äåí ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ðáñåíèÝóåéò êáé ó÷çìá�ßæáìå ð.÷. �çíÝêöñáóç Á1 ∧ A2 → Á3, �ü�å èá Þìáó�áí óå áìöéâïëßá áí áõ�ü ðáñéó�Üíåé�ïí ðñï�áóéáêü �ýðï (Á1 ∧ (A2 → Á3)) Þ �ïí ((Á1 ∧ A2) → Á3). ÄçëáäÞç áíáãíùóéìü�ç�á ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç äåí èá Þ�áí ìïíáäéêÞ. �éï êÜ�ùäéá�õðþíå�áé �ï èåþñçìá ðïõ ìáò åîáóöáëßæåé �ç ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìü�ç�á.Èåþñçìá 2.5 �éá êÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï � ìßá êáé ìüíï ìßá áðü �éò áêü-ëïõèåò óõíèÞêåò éêáíïðïéåß�áé:1. ö åßíáé ìéá ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ.2. ÕðÜñ÷åé Ýíáò ìïíáäéêüò ðñï�áóéáêüò �ýðïò  þó�å ö ≡ (¬ø).



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 123. ÕðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü æåýãïò ðñï�áóéáêþí �ýðùí ø1; ø2 êáé Ýíá ìï-íáäéêü óýìâïëï ëïãéêïý óõíäÝóìïõ ♦ Ý�óé þó�åö ≡ (ø1♦ø2) êáé ♦ ∈ {∧;∨;→}.Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ìéá óýæåõîç äåí ìðïñåß íá åßíáé äéÜæåõîç Þ óõíåðáãùãÞêëð.Áðüäåéîç Áðïäåéêíýïõìå ðñþ�á �ï áêüëïõèï ëÞììá.ËÞììá 2.6 ÊÜèå ãíÞóéï áñ÷éêü ìÝñïò åíüò ðñï�áóéáêïý �ýðïõ åßíáé ìéáÝêöñáóç ìå ðëÞèïò áñéó�åñþí ðáñáíèÝóåùí ìåãáëý�åñï áðü �ï ðëÞèïò �ùíäåîéþí.Aðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ. Ç éäéü�ç�á éó÷ýåé ó�éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò ãéá�ßáõ�Ýò äåí Ý÷ïõí ãíÞóéï áñ÷éêü ìÝñïò. ¸ó�ù �þñá ü�é ç éäéü�ç�á éó÷ýåé ãéá�ïõò �ýðïõò ö êáé ø. Èá áðïäåßîïõìå ü�é éó÷ýåé ãéá �ïõò (ö∧ø), (¬ö), ê.ï.ê.�áßñíïõìå �ïí (ö ∧ ø). ÊÜèå ãíÞóéï áñ÷éêü ìÝñïò �ïõ (ö ∧ ø) Ý÷åé ìßá áðü�éò ìïñöÝò: ( Þ (ö′ Þ (ö Þ (ö∧ Þ (ö ∧ ø′ Þ (ö ∧ ø, üðïõ ö′ êáé ø′ ãíÞóéááñ÷éêÜ ìÝñç, áí�ßó�ïé÷á, �ùí ö êáé ø, Üñá ëüãù �çò õðüèåóçò éó÷ýåé ãé'áõ�Ü ç éäéü�ç�á. Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é êáé ó�éò Ýîé ðåñéð�þóåéò Ý÷ïõìåðåñéóóü�åñåò áñéó�åñÝò áðü äåîéÝò ðáñåíèÝóåéò. Ôçí ßäéá áêñéâþò áðüäåéîç÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá �ïõò (ö ∨ ø); (ö → ø)êáé(¬ö).Áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò 2.5. Ôï ü�é êÜèå ðñï�áóéáêüò �ýðïò èá Ý÷åéìéá áðü �éò ìïñöÝò ðïõ äçëþíïí�áé ó�ï èåþñçìá 2.5 åßíáé ðñïöáíÝò áðü �ïíåðáãùãéêü ïñéóìü 2.1. Íá áðïäåßîïõìå �þñá �ç ìïíáäéêü�ç�á. ¸ó�ù ü�éï �ýðïò Ý÷åé �ç ìïñöÞ (ø1 ∧ ø2). Ï �ýðïò áõ�üò åßíáé áäýíá�ïí íá Ý÷åé êáé�ç ìïñöÞ (¬ø), äéü�é ï �ýðïò ø1 èá Üñ÷éæå ìå �ï óýìâïëï ¬, áäýíá�ïí äéü�éüëïé ïé ðñï�áóéáêïß �ýðïé åß�å åßíáé ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò åß�å áñ÷ßæïõí ìåìéá áñéó�åñÞ ðáñÝíèåóç. ¸ó�ù �þñá ü�é (ø1 ∧ ø2) ≡ (ø′
1♦ø′

2) ãéá êÜðïéïõò�ýðïõò ø′
1; ø′

2 êáé êÜðïéï óýìâïëï óõíäÝóìïõ ♦. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é ø1∧ø2) ≡ø′
1♦ø′

2). ÁëëÜ �ü�å áí �ï ø1 äéáöïñå�éêü áðü �ï ø′
1, áõ�ü óçìáßíåé ü�é áíáñ÷ßóïõìå íá äéáãñÜöïõìå �á ßäéá óýìâïëá ðïõ áíáãêáó�éêÜ âñßóêïí�áé ó�éòáêïëïõèßåò óõìâüëùí ø1 ∧ ø2) êáé ø′

1♦ø′
2) áíÜëïãá ìå �ï ðïéïí áðü �ïõò ø1êáé ø′

1 åîáí�ëÞóïõìå ðñþ�ï, åß�å ï ø1 èá åßíáé ãíÞóéï áñ÷éêü ìÝñïò �ïõ ø′
1 Þ ïø′

1 èá åßíáé ãíÞóéï áñ÷éêü ìÝñïò �ïõ ø1. Êáé �á äýï üìùò áõ�Ü åßíáé áäýíá�á,ìéá êáé óýìöùíá ìå �ï ëÞììá 2.6 êÜèå ãíÞóéï áñ÷éêü ìÝñïò åíüò ðñï�áóéáêïý�ýðïõ Ý÷åé ðåñéóóü�åñåò áñéó�åñÝò áðü äåîéÝò ðáñåíèÝóåéò Üñá áðïêëåßå�áé íáåßíáé �ýðïò üðùò áðáé�åß �ï ðáñÜäåéãìá 2.4. ¢ñá �åëéêÜ,  1 ≡  ′
1 êáé Üñá

∧ø2) ≡ ♦ø′
2) áðü �ï ïðïßï óõìðåñáßíïõìå ü�é ∧ ≡ ♦ êáé ø2 ≡ ♦ø′

2). ¼ìïéáäïõëåýïõìå êáé ãéá �éò Üëëåò ìïñöÝò (ö ∨ ø) ê�ë. �¸íáò áëãüñéèìïò åßíáé ìéá êá�áóêåõáó�éêÞ óõí�áãÞ Þ äéáäéêáóßá ìÝóù�çò ïðïßáò ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå, óå Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü âçìÜ�ùí�çò äéáäéêáóßáò, áí ãéá Ýíá ìÝëïò åíüò äïóìÝíïõ óõíüëïõ �ï ìÝëïò áõ�üéêáíïðïéåß ìéá éäéü�ç�á Þ ü÷é. �.÷. áí A åßíáé �ï óýíïëï �ùí åêöñÜóåùí êáéP ç éäéü�ç�á ìéáò Ýêöñáóçò íá åßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò, Ýíáò áëãüñéèìïò ó�çíðåñßð�ùóç áõ�Þ èá Þ�áí íá ðåñéãñÜøïõìå ìéá äéáäéêáóßá ðïõ èá áðïöÜóéæå



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 13(ìå Ýíáí åí�åëþò êá�áóêåõáó�éêü-ìç÷áíéêü �ñüðï) áí ìéá äïèåßóá Ýêöñáóçåßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò Þ ü÷é [ç áðÜí�çóç èá äßíå�áé ìå Ýíá ÍÁÉ Þ Ýíá Ï×É℄.Áò õðïèÝóïõìå �þñá ü�é ï õðïëïãéó�Þò ìáò, äçëáäÞ ç ìç÷áíÞ ðïõ åê�å-ëåß �éò êá�áóêåõáó�éêÝò-ìç÷áíéêÝò ïäçãßåò ìáò, áíáãíùñßæåé �á óýìâïëá
¬;∧;∨;→; (; ) êáé �á óýìâïëá A1; A2; : : : ; An; : : :. Èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíáíáëãüñéèìï þó�å ü�áí �ïí �ñïöïäï�ïýìå ìå ìéá Ýêöñáóç íá ìáò áðáí�Üåé áíáõ�Þ åßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò Þ ü÷é. ¸ó�ù � ç äïèåßóá Ýêöñáóç êáé Ýó�ù L�ï ìÞêïò �çò �.ÂÞìá 1. Áí L = 1, �ü�å áðáí�Üåé ÍÁÉ ìüíï ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ � åßíáéðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ, áëëéþò áðáí�Üåé Ï×É.ÂÞìá 2. Áí L > 1, ðñÝðåé ç � íá áñ÷ßæåé ìå ìéá áñéó�åñÞ ðáñÝíèåóç.Áëëéþò Ï×É. Áí �ï äåý�åñï óýìâïëï åßíáé ¬, �ü�å � ðñÝðåé íá Ý÷åé �ç ìïñöÞ
(¬ ) ãéá êÜðïéá Ýêöñáóç  , áëëéþò Ï×É. Ó' áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç �ï ðñü-âëçìá áíÜãå�áé ó�çí åðáíÜëçøç �çò äéáäéêáóßáò, áñ÷ßæïí�áò áðü �ï ÂÞìá 1ãéá �çí Ýêöñáóç  , ðïõ âÝâáéá �þñá Ý÷åé ìéêñü�åñï ìÞêïò áðü �ç �. Åðé-ó�ñïöÞ ó�ï ÂÞìá 1 ãéá �çí  .ÂÞìá 3. Áí � áñ÷ßæåé ìå áñéó�åñÞ ðáñÝíèåóç áëëÜ �ï äåý�åñï óýìâïëïäåí åßíáé �ï ¬, �ü�å óáñþó�å �ï � áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ Ýùò ü�ïõ ãéáðñþ�ç öïñÜ ö�Üóå�å óå ìéá Ýêöñáóç �çò ìïñöÞò ( , üðïõ ó�çí Ýêöñáóç  Ý÷ïõìå �ïí ßäéï áñéèìü áñéó�åñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí. Áí åîáí�ëçèåß ç �÷ùñßò íá ö�Üóå�å óå ìéá �Ý�ïéá Ýêöñáóç, ç áðÜí�çóç åßíáé Ï×É. Áí ö�Üóïõìå,�ü�å ç � ðñÝðåé íá Ý÷åé �ç ìïñöÞ ( ♦�), ìå � êÜðïéá Ýêöñáóç êáé ♦ ∈
{¬;∧;∨;→}, áëëéþò Ï×É. Ôü�å �ï ðñüâëçìá áíÜãå�áé ó�ï íá åîå�Üóïõìå áíïé åêöñÜóåéò  êáé �, ðïõ Ý÷ïõí ìéêñü�åñï ìÞêïò, åßíáé ðñï�áóéáêïß �ýðïé.¢ñá åðéó�ñïöÞ ó�ï ÂÞìá 1 êáé ðåñáßùóç �çò äéáäéêáóßáò ãéá �ï  êáé ìå�Ü�ï ßäéï ãéá �ï �.ÅðåéäÞ êÜèå Ýêöñáóç Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï ìÞêïò ç äéáäéêáóßá áõ�Þ èá �å-ëåéþóåé êáé áí õðÜñ÷åé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí Ï×É ç áðÜí�çóç ãéá �çí Ýêöñáóç �åßíáé Ï×É, åíþ áí äåí õðÜñîåé, äçëáäÞ áí üëåò ïé áðáí�Þóåéò Ýùò �ï �Ýëïòåßíáé ÍÁÉ �ü�å � åßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò.Ùò Üóêçóç ìðïñåß�å íá áðïäåßîå�å , ìå åðáãùãÞ ó�ï �, ü�é üí�ùò ç áíù-�Ýñù ðåñéãñáöÞ �ùí âçìÜ�ùí åßíáé Ýíáò óùó�üò áëãüñéèìïò ðïõ áí � åßíáéðñï�áóéáêüò �ýðïò äßíåé �çí áðÜí�çóç ÍÁÉ, åíþ áí äåí åßíáé äßíåé �çí áðÜ-í�çóç Ï×É.2.2.1 �ïëùíéêÞ ãñáöÞÕðÜñ÷åé Ýíáò �ñüðïò íá ïñßóïõìå �ïõò �ýðïõò ÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìåðáñåíèÝóåéò êáé ðáñ' üëá áõ�Ü íá Ý÷ïõìå ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìü�ç�á. Îåêé-íþí�áò áðü �éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò êÜèå öïñÜ ðïõ èÝëïõìå �çí Üñíçóç�ïõ ö, ãñÜöïõìå ¬ö, ãéá �ç äéÜæåõîç, óýæåõîç, óõíåðáãùãÞ �ùí ö êáé ø ãñÜ-öïõìå áí�ßó�ïé÷á ∨öø, ∧öø,→ öø. Ï �ñüðïò áõ�üò åðåéäÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêåðñþ�á áðü �ïõò �ïëùíïýò ëïãéêïýò ïíïìÜæå�áé ðïëùíéêüò �ñüðïò ãñáöÞò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 142.2.2 ÁíïñèïãñáößåòÅðåéäÞ ü�áí èÝëïõìå íá ãñÜöïõìå ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò åßíáé ðïëëÝò öïñÝòêïõñáó�éêü íá ÷ñçóéìïðïéïýìå üëåò �éò ðáñåíèÝóåéò ðïõ áðáé�ïýí�áé, èá åðé-�ñÝðïõìå ó�ïí åáõ�ü ìáò íá êÜíïõìå êáé áíïñèïãñáößåò. �.÷. èá ãñÜöïõìå� ∧  êáé èá åííïïýìå (� ∧  ), èá ãñÜöïõìå (¬ ) →  êáé èá åííïïýìå
((¬ ) →  ). Ï £êáíüíáò¤ ó�éò áíïñèïãñáößåò èá åßíáé ü�é �ï ¬ èá äÝíåéðåñéóóü�åñï ìå �á ãåé�ïíéêÜ �ïõ áð' ü,�é �á ∨ êáé ∧, ðïõ ìå �ç óåéñÜ �ïõòèá äÝíïõí ðåñéóóü�åñï ìå �á ãåé�ïíéêÜ �ïõò áð' ü,�é �ï →. �.÷. áí ãñÜøù
¬�∨ → �∨ óýìöùíá ìå áõ�üí �ïí êáíüíá, èá åííïþ ((¬�∨ )→ (�∨ )).



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 152.3 ÁóêÞóåéò1. Áðïäåßî�å ü�é êÜèå ãíÞóéï �åëéêü �ìÞìá åíüò ðñï�áóéáêïý �ýðïõ Ý÷åéðåñéóóü�åñåò äåîéÝò áðü áñéó�åñÝò ðáñåíèÝóåéò.2. ¸ó�ù  ; �; � ðñï�áóéáêïß �ýðïé. Ôü�å áí (¬ ) åßíáé �ìÞìá �ïõ �, �ï ïíïìÜæå�áé �ï åýñïò ó�ïí � �ïõ ¬ ó�á áñéó�åñÜ �ïõ  . Áí ( ♦�) åßíáé�ìÞìá �ïõ �, �ü�å �á  êáé � ïíïìÜæïí�áé áñéó�åñü êáé äåîéü åýñïò ó�ïí ��ïõ ♦ ìå�áîý  êáé �.Áðïäåßî�å ü�é êÜèå ¬ ó�ï êÜèå � Ý÷åé Ýíá ìïíáäéêü åýñïò.Åðßóçò ü�é êÜèå ♦ óå êÜèå � Ý÷åé ìïíáäéêÜ áñéó�åñÜ êáé äåîéÜ åýñç.3. Áðïäåßî�å ü�é áí � åßíáé �ìÞìá �ïõ (¬ ), �ü�å � åßíáé �ìÞìá �ïõ  Þ � = (¬ ). Åðßóçò áðïäåßî�å ü�é áí � åßíáé �ìÞìá �ïõ  ♦�, �ü�å � åßíáé�ìÞìá �ïõ  Þ �ìÞìá �ïõ � Þ � =  ♦�.4. Öáí�áó�åß�å ü�é ï õðïëïãéó�Þò óáò áíáãíùñßæåé �á óýìâïëá ¬;∧;∨;→êáé �á óýìâïëá A1; A2; : : : ; An; : : :. Íá êá�áóêåõÜóå�å Ýíá ðñüãñáììá (áëãü-ñéèìï) þó�å ü�áí �ïí �ñïöïäï�åß�å ìå ìéá Ýêöñáóç íá óáò áðáí�Üåé áí áõ�Þåßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò Þ ü÷é.5. Áðïäåßî�å �ï èåþñçìá �çò ìïíáäéêÞò áíáãíùóéìü�ç�áò ãéá �çí ðïëù-íéêÞ ãñáöÞ.(Õðüäåéîç: Ïé åêöñÜóåéò ' êáé  ëÝãïí�áé óõìâéâáó�Ýò ü�áí åß�å ' ≡  åß�å ç ìßá áðü áõ�Ýò åßíáé áñ÷éêü ìÝñïò �çò Üëëçò. Áðïäåßî�å ìå åðáãùãÞ ó�ïíáñéèìü �ùí óõìâüëùí ü�é áí '1; '2; : : : ; 'n,  1;  2; : : : ;  n åßíáé ðñï�áóéáêïß�ýðïé êáé ïé åêöñÜóåéò '1'2 : : : 'n êáé  1 2 : : :  n åßíáé óõìâéâáó�Ýò, �ü�å'i ≡  i ãéá êÜèå i ≤ n.)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 162.4 ÓçìáóéïëïãéêÝò Ýííïéåò, Óçìáí�éêÞÌÝ÷ñé �þñá ç ìåëÝ�ç �çò ãëþóóáò Þ�áí êáèáñÜ óõí�áê�éêÞ. Ïé ðñï�áóéáêïß�ýðïé äåí Þ�áí �ßðï�å Üëëï ðáñÜ £íåêñÝò¤ áêïëïõèßåò óõìâüëùí, óõí�áê�éêÜáí�éêåßìåíá. �Ýñáí áõ�ïý êáìéÜ Üëëç ïí�ïëïãéêÞ áîßá äåí áíáãíùñéæü�áíó' áõ�Ü �á óýìâïëá, äåí Þ�áí öïñ�éóìÝíá ìå êáìéÜ £åñìçíåßá¤. Ç ãëþóóáüìùò õðÜñ÷åé ãéá íá åêöñÜæåé êÜðïéá ðñÜãìá�á. �éá íá áðïêá�áó�Þóïõìåëïéðüí �ïí ëüãï ãéá �ïí ïðïßï êá�áóêåõÜó�çêå ç (�õðéêÞ) ãëþóóá ðñÝðåéíá äþóïõìå �çí åñìçíåßá �çò, äçëáäÞ �ïí �ñüðï ìå �ïí ïðïßï ç ãëþóóááðïê�Ü �ç óçìáóßá �çò (óçìáóéïëïãßá Þ óçìáí�éêÞ). �ñïò �ïí óêïðü áõ�üèá óêåö�üìáó�å ü�é �á óýìâïëá ðñï�Üóåùí åßíáé (êÜðïéåò) áðëÝò, á�ïìéêÝòðñï�Üóåéò �çò åëëçíéêÞò ãëþóóáò (Üñá ðñï�Üóåéò ðïõ åßíáé áëçèåßò Þ øåõäåßò),�á õðüëïéðá óýìâïëá ¬;∧;∨;→ Ý÷ïõí �ç óõíÞèç óçìáóßá êáé ü�é ï ïñéóìüò�çò êá�áóêåõÞò �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí áí�áíáêëÜ �ïí �ñüðï êá�áóêåõÞòðñï�Üóåùí, ó�ç öõóéêÞ ãëþóóá, ìå âÜóç �ïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò.ÓõíÞèåéò ëïãéêïß óýíäåóìïé: èåùñïýìå óêüðéìï íá ðáñåìâÜëïõìå ìéá åîÝ-�áóç �ùí óõíÞèùí ëïãéêþí óõíäÝóìùí ¬;∧;∨;→. Åäþ èá ðñÝðåé íá ðñïóÝ-îïõìå. Ôá óýìâïëá ¬;∧;∨;→ �á ìå�á÷åéñéó�Þêáìå ùò óýìâïëá óõíäÝóìùíó�çí �õðéêÞ ìáò ãëþóóá. Êáé �þñá ðñüêåé�áé íá �á ìå�á÷åéñéó�ïýìå êáé óáíóýìâïëá �ùí ßäéùí �ùí ðñáãìá�éêþí óõíäÝóìùí. Ìéá ëýóç èá Þ�áí íá ãñÜ-öïõìå ¬;∧;∨;→ ãéá �á óýìâïëá ùò óõí�áê�éêÜ áí�éêåßìåíá êáé êÜ�é óáí
¬̃; ∧̃; ∨̃; →̃ ãéá �ç óçìáóßá �ïõò äçëáäÞ �ïõò óõíäÝóìïõò. ÓõíÞèùò èá �ïáðïöåýãïõìå êáé åëðßæïõìå ü�é ï áíáãíþó�çò èá êá�áëáâáßíåé êÜèå öïñÜ �éåííïïýìå. Äå÷üìáó�å ü�é êÜèå ðñï�áóéáêüò �ýðïò (ðïõ ðáñéó�Üíåé ìéá ðñü-�áóç �çò öõóéêÞò ãëþóóáò) ìðïñåß íá Ý÷åé ìéá áðü �éò åîÞò äýï áëçèï�éìÝò:áëçèÞò (T, True) Þ øåõäÞò (F, False). Ç áëçèï�éìÞ ìéáò óýíèå�çò ðñü�áóçòêáèïñßæå�áé ðëÞñùò áðü �éò áëçèï�éìÝò �ùí áðëïýó�åñùí ðñï�Üóåùí ðïõ óõí-äÝèçêáí ìå êÜðïéïí ëïãéêü óýíäåóìï ãéá íá �ç ó÷çìá�ßóïõí. Ï êáèïñéóìüòáõ�üò ãßíå�áé óýìöùíá ìå �ïõò ðáñáêÜ�ù áëçèïðßíáêåò: Áñíçóç:' ¬'T FF TÇ Üñíçóç áëëÜæåé �çí �éìÞ áëÞèåéáò �çò ðñü�áóçò ó�çí ïðïßá áíáöÝñå�áé.Óýæåõîç: '  '∧ T T TT F FF T FF F F£' ∧  ¤ óçìáßíåé £' êáé  ¤.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 17ÄéÜæåõîç:£' ∨  ¤ óçìáßíåé £' Þ  ¤. ÕðÜñ÷ïõí äýï óçìáóßåò �çò äéÜæåõîçò ó�çíêáèçìåñéíÞ �çò ÷ñÞóç. Ç ìç áðïêëåéó�éêÞ êáé ç áðïêëåéó�éêÞ óçìáóßá. Çìç áðïêëåéó�éêÞ äéÜæåõîç äýï ðñï�Üóåùí åêöñÜæåé ü�é ìßá áðü �éò ðñï�Üóåéòåßíáé áëçèéíÞ, ÷ùñßò íá ëÝåé �ßðï�á ãéá �ï áí áìöü�åñåò ïé ðñï�Üóåéò ðñÝðåéíá åßíáé áëçèéíÝò Þ ü÷é. Ç áðïêëåéó�éêÞ äéÜæåõîç äýï ðñï�Üóåùí ìáò ëÝåé ü�éìßá áðü �éò ðñï�Üóåéò åßíáé áëçèÞò åíþ ç Üëëç åßíáé øåõäÞò. �.÷. áí ó' Ýíáâéâëéïðùëåßï åßíáé ãñáììÝíç ç åðéãñáöÞ £Ïé ðåëÜ�åò ðïõ åßíáé êáèçãç�Ýò Þöïé�ç�Ýò Ý÷ïõí åéäéêÞ Ýêð�ùóç¤, �ü�å ðñïöáíþò Ý÷ïõìå ìéá ìç áðïêëåéó�éêÞäéÜæåõîç. Áí Ýíá êéíçìá�ïãñáöéêü Ýñãï ðáßæå�áé �çí ßäéá þñá ì' Ýíá èåá�ñéêüÝñãï, �ü�å ç ðñü�áóç £èá ðÜìå ó�ïí êéíçìá�ïãñÜöï Þ ó�ï èÝá�ñï¤ Ý÷åé �çíáðïêëåéó�éêÞ óçìáóßá. Ó�á ìáèçìá�éêÜ ç äéÜæåõîç ÷ñçóéìïðïéåß�áé ðÜí�áìå �ç ìç áðïêëåéó�éêÞ �çò óçìáóßá. ¢ñá ìðïñïýìå íá ëÝìå ü�é êÜèå áñéè-ìüò åßíáé èå�éêüò Þ ìéêñü�åñïò �ïõ 3 îÝñïí�áò ü�é õðÜñ÷ïõí èå�éêïß áñéèìïßìéêñü�åñïé �ïõ 3. Ï áëçèïðßíáêáò �çò ìç áðïêëåéó�éêÞò äéÜæåõîçò åßíáé:'  '∨ T T TT F TF T TF F FÓõíåðáãùãÞ:£'→  ¤ óçìáßíåé £áí ' �ü�å,  ¤.'  '→ T T TT F FF T TF F TÇ ðåñßð�ùóç (2ç óåéñÜ) üðïõ ç õðüèåóç åßíáé áëçèÞò êáé �ï óõìðÝñáóìáøåõäÝò åßíáé óáöÞò. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ó�ï ' →  ðñÝðåé íá áðïäïèåßç �éìÞ F. Åðßóçò óáöÞò åßíáé êáé ç ðåñßð�ùóç �çò ðñþ�çò óåéñÜò. �éá íáäéêáéïëïãÞóïõìå �éò õðüëïéðåò óåéñÝò �ïõ áëçèïðßíáêá ðáñá�çñïýìå ü�é åßíáéåðéèõìç�ü ç ðñü�áóç £áí ' êáé  �ü�å  ¤ íá åßíáé ðÜí�á áëçèéíÞ. ÄçëáäÞç (' ∧  ) →  ðñÝðåé íá ðáßñíåé ðÜí�á �çí �éìÞ T. ÁëëÜ �ü�å (ãñÜöïí�áò' = T Þ ' = F áí ç ' ðáßñíåé �çí �éìÞ T Þ �çí �éìÞ F):
• Áí ' = T êáé  = T, �ü�å ('∧ ) = T êáé  = T. ¢ñá äéêáéïëïãåß�áéç ðñþ�ç óåéñÜ.
• Áí ' = F êáé  = T, �ü�å (' ∧  ) = F. ¢ñá äéêáéïëïãåß�áé ç �ñß�çóåéñÜ.
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• Áí ' = F êáé  = F, �ü�å (' ∧  ) = F. ¢ñá äéêáéïëïãåß�áé ç �Ý�áñ�çóåéñÜ.¢ëëç äéêáéïëüãçóç �ïõ áëçèïðßíáêá åßíáé ç åîÞò: Èåùñïýìå �çí ðñü�áóç £áíx ðåñé��üò �ü�å x2 ðåñé��üò¤. Ôç èåùñïýìå áëçèéíÞ ðñü�áóç. �ñïöáíþò ãéáíá äéáøåýóïõìå áõ�Þí �çí ðñü�áóç äåí èá èÝëáìå íá èåùñÞóïõìå ðåñéð�þóåéòüðïõ x äåí åßíáé ðåñé��üò. Áõ�ü äéêáéïëïãåß �çí 3ç êáé 4ç óåéñÜ. ÅðßóçòêÜèå ðåñßð�ùóç x ðåñé��ïý ìáò äßíåé x2 ðåñé��ü ðïõ åðéâåâáéþíåé �ïí ãåíéêüéó÷õñéóìü. Áõ�ü äéêáéïëïãåß �çí 1ç óåéñÜ.Ôïõò áëçèïðßíáêåò ìðïñïýìå íá �ïõò öáí�áó�ïýìå, ìå ðñïöáíÞ �ñüðï, ùòóõíáñ�Þóåéò ðïõ êáèïñßæïõí �ïõò áí�ßó�ïé÷ïõò óõíäÝóìïõò. ¸�óé ï áëçèïðß-íáêáò �çò Üñíçóçò èá êáèïñßæåé �ç óõíÜñ�çóç-óýíäåóìï ¬̃ : {T;F} → {T;F}êáé ïé õðüëïéðïé �éò óõíáñ�Þóåéò ∧̃; ∨̃; →̃ : {T;F}2 → {T;F}.2.5 ÁðïíïìÝò áëÞèåéáòÈÝëïõìå íá ïñßóïõìå �é óçìáßíåé ãéá Ýíáí ðñï�áóéáêü �ýðï íá åßíáé ëïãéêÞóõíÝðåéá Üëëùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí. �.÷. A1 åßíáé ëïãéêÞ óõíÝðåéá �ïõ

(A1 ∧ A2). �éá�ß ðñÜãìá�é üðïéåò ðñï�Üóåéò �çò åëëçíéêÞò ãëþóóáò êáé íáóõìâïëßæïõí ïé A1 êáé A2, áí ç ðñü�áóç (A1 ∧ A2) åßíáé áëçèÞò �ü�å çA1 èá åßíáé åðßóçò áëçèÞò. Ôï óýíïëï {T;F} �ï ïíïìÜæïõìå óýíïëï �ùíáëçèï�éìþí Þ �éìþí áëÞèåéáò êáé áðï�åëåß�áé áðü äýï îå÷ùñéó�Ü ó�ïé÷åßá,�ï T êáé �ï F. Ôï T ïíïìÜæïõìå áëçèÝò (True). Ôï F ïíïìÜæïõìå øåõäÝò(False). (Äåí Ý÷åé óçìáóßá ðïéá åßíáé �á T êáé F, èá ìðïñïýóå íá Þ�áíïé áñéèìïé 1 êáé 0, üðùò óõíÞèùò ðáñéó�Üíïí�áé ó�çí ðëçñïöïñéêÞ.) Åó�ù
A �ï óýíïëï �ùí ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þí �çò ãëþóóáò �çò ëïãéêÞò �ùíðñï�Üóåùí êáé Π �ï óýíïëï üëùí �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí.Ïñéóìüò 2.7 ÁðïíïìÞ áëÞèåéáò ïíïìÜæïõìå êÜèå óõíÜñ�çóçV : A→ {T;F}(äçëáäÞ êÜèå óõíÜñ�çóç áðü �ï óýíïëï A ó�ï óýíïëï �ùí áëçèï�éìþí).Áí V åßíáé ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò, �ü�å óå êÜèå £á�ïìéêÞ ðñü�áóç¤ Ak áí�é-ó�ïé÷åß ìÝóù �çò V ìßá �éìÞ T Þ F. Áí õðïèÝóïõìå ü�é ïé A1; A2; : : : ; An; : : :áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò á�ïìéêÝò ðñï�Üóåéò ðïõ ìðïñïýìå íá ó÷çìá�ßóïõìå ó�çíåëëçíéêÞ ãëþóóá, �ü�å ç �éìÞ T Þ F ðïõ èá ðáßñíïõìå ìÝóù �çò V èá ìáòëÝåé ü�é ç ðñü�áóç åßíáé áí�ßó�ïé÷á áëçèÞò Þ øåõäÞò. ÄçëáäÞ ìßá áðïíïìÞáëÞèåéáò áðï�åëåß Ýíáí £êüóìï¤ ìÝóá ó�ïí ïðïßï ìßá á�ïìéêÞ ðñü�áóç (äç-ëáäÞ �á óýìâïëá ðñï�Üóåùí) áðïê�Ü �ç óçìáóßá �çò, íá åßíáé äçëáäÞ áëçèÞòÞ øåõäÞò ó�ïí êüóìï áõ�ü. ¢ðáî êáé äïèåß ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò, ïé �éìÝòáëÞèåéáò �ùí óýíèå�ùí ðñï�Üóåùí èá êáèïñßæïí�áé âÜóåé �ùí áëçèïðéíÜêùí.Áõ�ü áõ�üìá�á èá ìáò äþóåé ìéá åðÝê�áóç �çò óõíÜñ�çóçò V ó�ï óýíïëïüëùí �ùí ðñï�Üóåùí. Áí ïíïìÜóïõìå V̄ áõ�Þí �çí åðÝê�áóç, ç V̄ èá åßíáé



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 19ìéá óõíÜñ�çóç V̄ : Π → {T;F} ðïõ ïñßæå�áé ùò áêïëïýèùò: Ï ïñéóìüò ãß-íå�áé ìå (ãåíéêåõìÝíç) åðáãùãÞ ó�ïí �ñüðï êá�áóêåõÞò �ùí ðñï�áóéáêþí�ýðùí:0. �éá êÜèå Ai ∈ A Ý÷ïõìå V̄ (Ai) = V (Ai) (Üñá V̄ åßíáé åðÝê�áóç �çò V ).Áí �þñá '; ∈ Π êáé Ý÷ïõí Þäç ïñéó�åß ïé V̄ (') êáé V̄ ( ),1. V̄ ((¬')) =

{ T áí V̄ (') = FF áí V̄ (') = T2. V̄ ((' ∧  )) =

{ T áí V̄ (') = T êáé V̄ ( ) = TF äéáöïñå�éêÜ3. V̄ ((' ∨  )) =

{ F áí V̄ (') = F êáé V̄ ( ) = FT äéáöïñå�éêÜ4. V̄ (('→  )) =

{ F áí V̄ (') = T êáé V̄ ( ) = FT äéáöïñå�éêÜÓçìåßùóç: Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é ïé óõíèÞêåò äåîéÜ áí�éó�ïé÷ïýí ó�ïí�ñüðï ìå �ïí ïðïßï õðïëïãßæïõìå �çí �éìÞ áëÞèåéáò ìéáò óýíèå�çò ðñü�áóçòâÜóåé �ïõ áëçèïðßíáêá (ü�áí ïé �éìÝò áëÞèåéáò �ùí åðéìÝñïõò ðñï�Üóåùí åßíáéãíùó�Ýò). ÄçëáäÞ èá ìðïñïýóáìå íá åß÷áìå ãñÜøåé V̄ (¬�) = ¬̃(V̄ (�)) êáéV̄ (�♦ ) = ♦̃(V̄ (�); V̄ ( )) ãéá ♦ ∈ {∧;∨;→}.Éó÷ýïõí �á áêüëïõèá èåùñÞìá�á:Èåþñçìá 2.8 �éá êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò V õðÜñ÷åé ìßá êáé ìüíïí ìßáåðÝê�áóç V̄ .ÁðüäåéîçÌïíáäéêü�ç�á: ¸ó�ù ü�é õðÞñ÷áí äýï äéáöïñå�éêÝò åðåê�Üóåéò V̄1 êáé V̄2ìéáò V . Ôü�å èá õðÞñ÷å Ýíáò åëÜ÷éó�ïò n ãéá �ïí ïðïßï Ýíáò ðñï�áóéáêüò�ýðïò � ìå deg(�) = n èá Ýðáéñíå äýï äéáöïñå�éêÝò �éìÝò ãéá �á V̄1 êáé V̄2,äçëáäÞ V̄1(�) 6= V̄2(�). ÁëëÜ �ü�å � äåí èá ìðïñïýóå íá åßíáé ìéá ðñï�áóéáêÞìå�áâëç�Þ äéü�é ó�éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò ïé V̄1 êáé V̄2 óõìöùíïýí, åðåéäÞV̄1 êáé V̄2 åðåê�Üóåéò �çò V . ¢ñá � óýíèå�ïò �ýðïò êáé áí ð.÷. � ≡ (�1 ∧�2)�ü�å V̄1(�) = ∧̃(V̄1(�1); V̄1(�2))
Å: Õ:
= ∧̃(V̄2(�1); V̄2(�2)) = V̄2(�)[Áðü Å. Õ. (ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç) V̄1(�1) = V̄2(�1) êáé V̄1(�2) = V̄2(�2),åðåéäÞ deg(�1);deg(�2) < deg(�) = n. ℄¾ðáñîç: �éá êÜèå n ∈ N ïñßæïõìå óõíÜñ�çóç V̄n ç ïðïßá Ý÷åé ðåäßï ïñé-óìïý üëïõò �ïõò ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò � ìå âáèìü ≤ n [äçëáäÞ deg(�) ≤ nêáé ðåäßï �éìþí �ï {T;F}. Ç óõíÜñ�çóç èá íïåß�áé ùò Ýíá óýíïëï äéá�å�áã-ìÝíùí æåõãþí < a; b >, üðïõ a åßíáé �ï üñéóìá êáé b ç �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçòãéá �ï üñéóìá a.

• V̄0 = V
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• V̄n+1 èá ðñïêýð�åé åÜí ó�ç V̄n ðñïóèÝóïõìå üëá �á äéá�å�áãìÝíá æåýãç
〈�; ∗〉, üðïõ deg(�) = n+ 1 êáé
∗ = V̄n+1(�) = ¬̃(V̄n( )) áí � ≡ ¬ , åíþ
∗ = V̄n+1(�) = ♦̃(V̄n(�1); V̄n(�2)) áí � ≡ �1♦�2, [ìå ♦ ∈ {∧;∨;→}℄.Åýêïëá âëÝðïõìå, ìå åðáãùãÞ ó�ï n, ü�éV = V̄0 ⊆ · · · ⊆ V̄n ⊆ V̄n+1 ⊆ · · ·êáé ïñßæïí�áò V̄ =

∞⋃n=0

V̄nðáßñíïõìå �ç æç�ïýìåíç åðÝê�áóç �çò V . �Èåþñçìá 2.9 Áí ' åßíáé Ýíáò ðñï�áóéáêüò �ýðïò ó�ïí ïðïßï åìöáíßæïí�áé�á óýìâïëá ðñï�Üóåùí Ak1 ; Ak2 ; : : : ; Akn (êáé ìüíïí áõ�Ü) êáé áí V1; V2 åßíáéäýï áðïíïìÝò áëÞèåéáò ðïõ óõìöùíïýí ó' áõ�Ü �á óýìâïëá äçëáäÞ V1(Aki) =V2(Aki) ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : ; n, �ü�å V̄1(') = V̄2(').�.÷. áí ' ≡ (A1 → (A2 → A5)), �ü�å ç �éìÞ V̄ (') åîáñ�Ü�áé ìüíïí áðü �éò�éìÝò V (A1); V (A2); V (A5) êáé ü÷é áðü Üëëåò, ë.÷. �ç V (A50).Ïñéóìüò 2.10 ËÝìå ü�é ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V éêáíïðïéåß �ïí ðñï�á-óéáêü �ýðï ' áí V̄ (') = T.Áò õðïèÝóïõìå �þñá ü�é Σ åßíáé Ýíá óýíïëï ðñï�áóéáêþí �ýðùí (Üðåéñï ÞðåðåñáóìÝíï) êáé ü�é � åßíáé åðßóçò Ýíáò ðñï�áóéáêüò �ýðïò.Ïñéóìüò 2.11 Ôï Σ �áõ�ïëïãéêÜ óõíåðÜãå�áé �ïí � (êáé ãñÜöïõìå Σ |= �)áí êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ éêáíïðïéåß üëïõò �ïõò �ýðïõò ó�ï Σ éêáíïðïéåßêáé �ïí �.Ï ïñéóìüò áõ�üò áí�áíáêëÜ �ï áßóèçìá ðïõ Ý÷ïõìå íá èåùñïýìå ü�é Ýíá óõ-ìðÝñáóìá (�ï �) Ýðå�áé áðü Ýíá óýíïëï õðïèÝóåùí (�ï Σ) áí ç ðáñáäï÷Þü�é ïé õðïèÝóåéò åßíáé áëçèéíÝò åîáóöáëßæåé ü�é êáé �ï óõìðÝñáóìá åßíáé áëç-èÝò. ÏñéóìÝíåò åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò �ïõ Σ |= � áîßæåé íá ìíçìïíåõ�ïýí. Áòåßíáé �ï Σ �ï êåíü óýíïëï ∅. �áñá�çñïýìå ü�é åßíáé ðÜí�á áëÞèåéá ü�é êÜèåáðïíïìÞ áëÞèåéáò éêáíïðïéåß üëá �á ìÝëç �ïõ Σ. (�éá�ß;). ¢ñá ü�áí Ý÷ïõìå
∅ |= �, áõ�ü óçìáßíåé ü�é êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò éêáíïðïéåß �ïí �. Ó' áõ-�Þí �çí ðåñßð�ùóç ëÝìå ü�é ï � åßíáé �áõ�ïëïãßá êáé ãñÜöïõìå |= �. ¢ëëçåéäéêÞ ðåñßð�ùóç åßíáé ü�áí êáìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò äåí éêáíïðïéåß üëá ìáæß�á ìÝëç �ïõ Σ. Ôü�å éó÷ýåé (äçëáäÞ ó' áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç åßíáé áëçèÝò) �ï
Σ |= �. Áõ�ü ìðïñïýìå íá �ï äïýìå ìå �ï íá öáí�áó�ïýìå �éò ðåñéð�þóåéòðïõ èá ìðïñïýóå �ï Σ |= � íá ìçí åßíáé áëçèéíü. Èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ìéá



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 21áðïíïìÞ ðïõ èá éêáíïðïéïýóå üëïõò �ïõò �ýðïõò �ïõ Σ áëëÜ äåí èá éêáíï-ðïéïýóå �ï �. ÁëëÜ êÜ�é �Ý�ïéï åßíáé áäýíá�ï áöïý �ï Σ äåí éêáíïðïéåß�áéáðü êáìßá áðïíïìÞ. ¢ñá �åëéêÜ �ï Σ |= � ðñÝðåé íá åßíáé áëçèÝò. �.÷.
Σ = {';¬'} |=  . Áí �ï Σ åßíáé ìïíïìåëÝò äçëáäÞ Σ = { } ãéá êÜðïéï  ,�ü�å áí�ß ãéá { } |= � ãñÜöïõìå  |= �. Áí Ý÷ïõìå  |= � êáé � |=  , ëÝìåü�é ïé  êáé � åßíáé �áõ�ïëïãéêÜ éóïäýíáìïé êáé ãñÜöïõìå  |= |=�.�.÷. ¬(' ∧  ) |= |=¬' ∨ ¬ .Åî ïñéóìïý, ç åñþ�çóç áí Ýíáò ðñï�áóéáêüò �ýðïò � åßíáé �áõ�ïëïãßá Þü÷é óõíáñ�Ü�áé ìå üëåò �éò áðïíïìÝò áëÞèåéáò, ïé ïðïßåò åßíáé Üðåéñåò. Ôïèåþñçìá 2.9 üìùò ìáò ëÝåé ü�é ìüíïí ïé óõíäõáóìïß �ùí áëçèï�éìþí ðïõáí�éó�ïé÷ïýí ó�éò ìå�áâëç�Ýò B1; : : : ; Bn ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïí � ðñÝðåéíá ëçöèïýí õðüøç. �éá n �éìÝò áí�éó�ïé÷ïýí 2n äéáöïñå�éêïß óõíäõáóìïß(áðïíïìÝò) �éìþí áëçèåßáò. Óå êÜèå ìßá áðü áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò ç �éìÞãéá �ïí � ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áðï�åëåóìá�éêÜ. Ïé �éìÝò �ïõ � ãéá üëåò�éò 2n ðåñéð�þóåéò óõãêñï�ïýí áõ�ü ðïõ ïíïìÜæïõìå áëçèïðßíáêá �ïõ �.�ñïóðáèÞó�å íá åîáêñéâþó�å ìå �ç ìÝèïäï �ïõ áëçèïðßíáêá ü�é ï �ýðïò� = (A ∧B → C) ∧ (A→ B)→ (A→ C)åßíáé �áõ�ïëïãßá. Ï áëãüñéèìïò �ïõ áëçèïðßíáêá ëåé�ïõñãåß âÝâáéá ðÜí�ááëëÜ ìðïñïýìå íá ðáñïõóéÜóïõìå êÜðïéïí Üëëïí áëãüñéèìï ðïõ åßíáé ðéïáðï�åëåóìá�éêüò.Ï áëãüñéèìïò áõ�üò äïõëåýåé ùò åîÞò: �Üñ�å ìßá ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ�ïõ � Ýó�ù A êáé áí�éêá�áó�Þó�å �ç ìå �ï ãñÜììá T. Ôü�å èá ðñïêýøïõí£åêöñÜóåéò¤ �çò ìïñöÞò B∧T, T∧B, T→ C ê.ï.ê. ¼ëåò ïé äõíá�Ýò ìïñöÝòåêöñÜóåùí ðïõ ìðïñåß íá ðñïêýøïõí öáßíïí�áé ó�ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá. Áõ�Ýòïé åêöñÜóåéò èá áí�éêá�áó�áèïýí ìå �éò åêöñÜóåéò ðïõ âñßóêïí�áé ó�ï äåîéüìÝñïò �ïõ ðßíáêá, ïðü�å èá ðñïêýøåé Ýíáò �ýðïò �çò ãëþóóáò ðïõ äåí èáðåñéÝ÷åé �ç ìå�áâëç�Þ A. Ôï ßäéï èá ãßíåé áí�éêáèéó�þí�áò �ï A ìå �çí �éìÞF. Èá åðáíáëÜâïõìå �ç äéáäéêáóßá Ýùò ü�ïõ åîáí�ëçèïýí üëåò ïé ðñï�áóéáêÝòìå�áâëç�Ýò �ïõ �. Ó�ï äÝí�ñï ðïõ èá ó÷çìá�éó�åß ìå �çí åê�Ýëåóç áõ�Þò �çòäéáäéêáóßáò èá ðñÝðåé óå üëá �á �åñìá�éêÜ öýëëá íá õðÜñ÷åé �ï óýìâïëï T.Áëëéþò äåí èá ðñüêåé�áé ãéá �áõ�ïëïãßá.
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¬T F
¬F TD ∧ T DT ∧D DD ∧ F FF ∧D FD ∨ T TT ∨D TD ∨ F DF ∨D DD → T TT→ D DD → F ¬DF→ D TÔï äÝí�ñï ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí Ýëåã÷ï �ïõ � óýìöùíá ìå �ïõò áíù�Ýñùêáíüíåò åßíáé �ï åîÞò: �

���
HHHT �1

�
�T @

@�2

�
�

@
@TTüðïõ ìå A = F ó�ï � Ý÷åé ðñïêýøåé �ï T êáé ìå A = T Ý÷åé ðñïêýøåé �ï�1 ≡ (B → C) ∧ B → C. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ìå B = F ó�ï �1 Ý÷åé ðñïêýøåé �ïT êáé ìå B = T Ý÷åé ðñïêýøåé �ï �2 ≡ C → C. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ìå C = F ó�ï�2 Ý÷åé ðñïêýøåé �ï T êáé ìå C = T åðßóçò �ï T.Åßíáé ÷ñÞóéìï �þñá íá êá�áãñÜøïõìå ìåñéêïýò áðü �ïõò âáóéêïýò íüìïõòÞ éóïäõíáìßåò �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò. Ç áðüäåéîÞ �ïõò åðáößå�áé ó�ïíáíáãíþó�ç.1. �ñïóå�áéñéó�éêÞ, áí�éìå�áèå�éêÞ éäéü�ç�á ãéá �á ∧;∨;↔.�.÷. � ∧ ( ∧ �) |= |=(� ∧  ) ∧ �; � ∨  |= |= ∨ � êëð.2. Åðéìåñéó�éêïß íüìïé:

(' ∧ ( ∨ �)) |= |= ((' ∧  ) ∨ (' ∧ �))
(' ∨ ( ∧ �)) |= |= ((' ∨  ) ∧ (' ∨ �))3. Áñíçóç:
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(¬(¬')) |= |='
¬('→  ) |= |=(' ∧ ¬ )
¬('↔  ) |= |=((' ∧ ¬ ) ∨ (¬' ∧  ))
¬(' ∧  ) |= |=(¬' ∨ ¬ )
¬(' ∨  ) |= |=(¬' ∧ ¬ )

} Íüìïé �ïõ De Morgan
|= (' ∨ ¬') Áñ÷Þ �ïõ áðïêëåéïìÝíïõ �ñß�ïõ
|= ¬(' ∧ (¬'))
('→  ) |= |=((¬ )→ (¬')) Áí�éó�ñïöïáí�ßèå�çËÞììá 2.12 Áí éó÷ýïõí � |= |=�′ êáé  |= |= ′, �ü�å1. ¬� |= |=¬�′.2. � ∧  |= |=�′ ∧  ′.3. � ∨  |= |=�′ ∨  ′.4. �→  |= |=�′ →  ′.Èåþñçìá 2.13 Áí � |= |= êáé �′ ðñïêýð�åé áðü �ïí � ìå �çí áí�éêá�Ü-ó�áóç ó' áõ�üí êÜðïéùí (ü÷é áíáãêáó�éêÜ üëùí) åìöáíßóåùí �ïõ � áðü �ï �ü�å � |= |=�′.Áðüäåéîç Ìå åðáãùãÞ ó�ïí �. �Èåþñçìá 2.14 (Äõ�éêü�ç�á) ¸ó�ù ' ðñï�áóéáêüò �ýðïò ãéá �çí êá�á-óêåõÞ �ïõ ïðïßïõ Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò óýìâïëá óõíäÝóìùí ìüíïí �á ∧;∨êáé ¬. ¸ó�ù '∗ ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò ðïõ ðñïêýð�åé áí ó�ïí ' åíáëëÜîïõìå�á ∧ êáé ∨ êáé áí�éêá�áó�Þóïõìå êÜèå ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ A ìå �ï ¬A.Ôü�å ' |= |=¬'∗.Áðüäåéîç Ìå åðáãùãÞ ó�ïí �. Áí � ≡ A, A ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ, �ü�å�∗ ≡ ¬A êáé âÝâáéá � ≡ A |= |=¬�∗ ≡ ¬¬A.Áí ð.÷. � ≡ �1 ∧ �2, �ü�å �∗ ≡ �∗1 ∨ �∗2 êáé áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç�1 ≡ ¬�∗1 êáé �2 ≡ ¬�∗2. Ïðü�å áðü ëÞììá 2.12� ≡ �1 ∧ �2 |= |=¬�∗1 ∧ ¬�∗2 |= |=¬(�∗1 ∨ �∗2) ≡ ¬�∗:�áñïìïßùò êáé ãéá �éò Üëëåò ðåñéð�þóåéò. �2.6 ÁóêÞóåéò1. Äåßî�å ü�é êáíÝíáò áðü �ïýò äýï ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò äåí óõíåðÜãå�áé�áõ�ïëïãéêÜ �ïí Üëëï:

(' ∧ (( → �) ∧ (� →  ))) êáé ((' ∧ ( ∧ � )) ∨ ((¬') ∧ ((¬ ) ∧ (¬�))))2. Åßíáé ï ((('→  )→ ')→ ') �áõ�ïëïãßá;3. (i) Σ ∪ {'} |=  ⇐⇒ Σ |= ('→  )(ii) � |= |=� ⇐⇒ |= (� → � ) ∧ (� → �)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 242.7 �ñï�áóéáêïß óýíäåóìïéÌÝ÷ñé �þñá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé �Ýóóåñéò ðñï�áóéáêïýò (Þ ëïãéêïýò) óõí-äÝóìïõò. Áíáñù�éüìáó�å áí èá êåñäßæáìå �ßðï�á ðñïóèÝ�ïí�áò êé ÜëëïõòóõíäÝóìïõò Þ èá ÷Üíáìå ðáñáëåßðïí�áò ìåñéêïýò. Èá ðñïóðáèÞóïõìå �Ý�ïéïõåßäïõò åñù�Þóåéò íá �éò êÜíïõìå áêñéâåßò þó�å íá ìðïñÝóïõìå íá äþóïõìåêáé áêñéâåßò áðáí�Þóåéò. Áò èåùñÞóïõìå �ï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá. ¸ó�ùü�é åðåê�åßíïõìå �ç ãëþóóá ìáò ðñïóèÝ�ïí�áò Ýíáí �ñéèÝóéï óýíäåóìï #.ÄçëáäÞ �þñá áí '; ; � åßíáé ðñï�áóéáêïß �ýðïé, ï (#' �) èá åßíáé ðñï�á-óéáêüò �ýðïò. �ñÝðåé íá äþóïõìå ìéá åñìçíåßá ó' áõ�ü �ï óýìâïëï. ÄçëáäÞíá õðïëïãßæïõìå �çí �éìÞ V̄ ((#' � )), üðïõ V åßíáé ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò,ü�áí åßíáé ãíùó�Ýò ïé �éìÝò V̄ ('); V̄ ( ); V̄ (� ). Ïñßæïõìå V̄ ((#' � )) íá åßíáéü,�é êáé ç ðëåéïøçößá �ùí V̄ ('), V̄ ( ), V̄ (� ), ð.÷. áí V̄ (') = V̄ ( ) = T êáéV̄ (� ) = F, �ü�å V̄ ((#' �)) = T. Éó÷õñéæüìáó�å ü�é ìå �çí åðÝê�áóç áõ�Þðïõ êÜíáìå ó�ï óýíïëï �ùí óõíäÝóìùí ìáò äåí êåñäßóáìå �ßðï�á, ãéá�ß êÜèåðñï�áóéáêüò �ýðïò ó�çí åðåê�å�áìÝíç êáéíïýñãéá ìáò ãëþóóá åßíáé �áõ�ïëï-ãéêÜ éóïäýíáìïò ìå Ýíáí ðñï�áóéáêü �ýðï �çò áñ÷éêÞò ìáò ãëþóóáò. Êé áõ�üãéá�ß (#' � ) åßíáé �áõ�ïëïãéêÜ éóïäýíáìïò ìå �ïí (('∧ )∨('∧�)∨( ∧�)).Ïñéóìüò 2.15 ÊÜèå óõíÜñ�çóç B : {T;F}n → {T;F} ïíïìÜæå�áé óõíÜñ-�çóç Boole n èÝóåùí Þ (ëïãéêüò, ðñï�áóéáêüò) óýíäåóìïò n èÝóåùí2. Åäþ
{T;F}n = {T;F} × : : :× {T;F}

︸ ︷︷ ︸n . Åðé�ñÝðïõìå êáé ó�éò �éìÝò T êáé F íá åßíáéóõíáñ�Þóåéò Boole ìå 0 èÝóåéò. Ó' áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç óõíÞèùò ãñÜöïõìå
T êáé F .Ç Ýííïéá �çò óõíÜñ�çóçò Boole ãåíéêåýåé �çí éäÝá �ïõ óõíäÝóìïõ. ¼�áí åñ-ìçíåýïõìå Ýíáí óýíäåóìï ëÝìå ðïéïé óõíäõáóìïß �éìþí áëÞèåéáò (äéá�å�áã-ìÝíåò n-Üäåò áëçèï�éìþí) äßíïõí ðïéåò �éìÝò áëÞèåéáò (ð.÷. ï áëçèïðßíáêáò).ÊÜèå ðñï�áóéáêüò �ýðïò ïñßæåé ìéá óõíÜñ�çóç Boole.�.÷. èåùñïýìå �ïí (A1∧A2)∨A1. �áßñíïõìå �çí åîÞò óõíÜñ�çóç Boole.A1 A2 (A1 ∧A2) ∨A1T T TT F TF T FF F FÊáé ãåíéêü�åñá:Ïñéóìüò 2.16 ¸ó�ù � ðñï�áóéáêüò �ýðïò ðïõ ïé ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýòðïõ ðåñéÝ÷åé åßíáé ïé B1; : : : ; Bk. Ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóç Boole ìå n èÝóåéò
B� ùò áêïëïýèùò. B�(x1; : : : ; xn) = V̄ (�), üðïõ xi ∈ {T;F} êáé V åßíáé çáðïíïìÞ áëÞèåéáò ìå V (Bi) = xi (i = 1; 2; : : : ; k). ËÝìå ü�é ç B� åßíáé çóõíÜñ�çóç Boole ðïõ ðñáãìá�ïðïéåß�áé áðü �ïí �.2ËÝìå åðßóçò n-èÝóéá óõíÜñ�çóç Þ n-èÝóéïò óýíäåóìïò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 25Óçìåßùóç: Ó�ïí áíù�Ýñù ïñéóìü ç óõíÜñ�çóç B� ðïõ ïñßæå�áé áðü �ï � åîáñ-�Ü�áé áðü �ç äéÜ�áîç B1; : : : ; Bk �ùí ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þí ðïõ åìöáíß-æïí�áé ó�ï �, ð.÷. áí � ≡ (A2 → A5) êáé Ý÷ïõìå B1 = A2 êáé B2 = A5, �ü�å
B�(T;F) = F, åíþ áí ðÜñïõìå B1 = A5 êáé B2 = A2 Ý÷ïõìå B�(T;F) = T.ÓõíÞèùò èá ðñáãìá�ïðïéïýìå �ç B� èåùñþí�áò ü�é ïé ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç-�Ýò �ïõ � Ý÷ïõí äéá�á÷èåß êá�Ü áýîïí�á áñéèìü äåßê�ç, äçëáäÞ ç B1; : : : ; Bkåßíáé ç áêïëïõèßá Áj1 ; : : : ; Ajk ìå j1 < j2 < · · · < jk.Èåþñçìá 2.17 ¸ó�ù G ìéá óõíÜñ�çóç Boole ìå n èÝóåéò (n ≥ 1). Ôü�åõðÜñ÷åé Ýíáò ðñï�áóéáêüò �ýðïò � ó�ç ãëþóóá �ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïýÝ�óé þó�å G = B�, äçëáäÞ G ðñáãìá�ïðïéåß�áé áðü �üí �.Áðüäåéîç 1ç ðåñßð�ùóç: ðåäßï �éìþí �çò G åßíáé �ï óýíïëï {F}, äçëáäÞäßíåé ó�áèåñÜ �çí �éìÞ F. Ôü�å� ≡ (A1 ∧ ¬A1) ∧ : : : ∧ (An ∧ ¬An)2ç ðåñßð�ùóç: Ç 1ç ðåñßð�ùóç äåí éó÷ýåé, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí k ðåñéð�þóåéòó�éò ïðïßåò ç G ðáßñíåé �çí �éìÞ T, üðïõ 0 < k ≤ 2n. ÊÜíïõìå ìéá ëßó�ááõ�þí �ùí ðåñéð�þóåùí. x11; x12; : : : ; x1n (1)x21; x22; : : : ; x2n (2)... ...xk1; xk2; : : : ; xkn (k) 



¸ó�ù A1; : : : ; An ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò. Ïñßæïõìå�ij =

{ Aj áí xij = T
(¬Aj) áí xij = Fêáé 
i = �i1 ∧ : : : ∧ �in êáé � = 
1 ∨ : : : ∨ 
k.Éó÷õñéæüìáó�å ü�é G = B�. �ü�å ç 
i ãßíå�áé áëçèÞò; ¼�áí üëá �á�i1; : : : ; �in åßíáé áëçèÞ. Ôá �ij üìùò åßíáé êá�áóêåõáóìÝíá Ý�óé þó�å íáðáßñíïõí �çí �éìÞ T ìüíïí ü�áí �á Aj ðÜñïõí �éò �éìÝò ðïõ Ý÷ïõìå ó�ïíðßíáêá. ¸íáò ïðïéïóäÞðï�å Üëëïò óõíäõáóìüò åê�üò ðßíáêá êÜíåé Ýíá áðü�á �ij øåõäÝò, Üñá üëá �á 
i øåõäÞ, Üñá �ç � øåõäÞ. ¼ëá áõ�Ü öáßíïí�áéêáèáñÜ áí åîå�Üóïõìå �ï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.¸ó�ù G ùò áêïëïýèùò:
G(T,T,T)=T
G(T,T,F)=F
G(T,F,T)=F
G(T,F,F)=T
G(F,T,T)=F
G(F,T,F)=T
G(F,F,T)=T
G(F,F,F)=F



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 26Ôü�å ó�éò �ñéÜäåò �ùí áëçèï�éìþí ðïõ áí�éó�ïé÷åß �éìÞ T äçìéïõñãïýìå �ïõòåîÞò �ýðïõò:F F T (¬A1) ∧ (¬A2) ∧A3F T F (¬A1) ∧A2 ∧ (¬A3)T F F A1 ∧ (¬A2) ∧ (¬A3)T T T A1 ∧A2 ∧A3







áõ�Ü åßíáé �á 
iÔü�å � = ((¬A1) ∧ (¬A2) ∧ A3) ∨ ((¬A1) ∧ A2 ∧ (¬A3)) ∨ (A1 ∧ (¬A2) ∧
(¬A3)) ∨ (A1 ∧A2 ∧A3): �Ôï óõìðÝñáóìá �ïõ ðéï ðÜíù èåùñÞìá�ïò åßíáé ü�é Ý÷ïõìå áñêå�ïýò (ó�çíðñáãìá�éêü�ç�á ðéï ðïëëïýò áð' ü,�é ÷ñåéáæüìáó�å) óõíäÝóìïõò ó�ç äéÜèåóÞìáò. �éá�ß, áí õðïèÝóïõìå ü�é ó�ç ãëþóóá ìáò åéóÜãïõìå êÜðïéïõò êáé-íïýñãéïõò £åîù�éêïýò¤ óõíäÝóìïõò (üðùò �ïí �ñéèÝóéï #), �ü�å êÜèå ðñü-�áóç  ó�çí êáéíïýñãéá ãëþóóá èá ðñáãìá�ïðïéåß ìéá óõíÜñ�çóç Boole, B .ÁëëÜ áð' �ï ðéï ðÜíù èåþñçìá ç B èá ðñáãìá�ïðïéåß�áé áðü ìéá ðñü�áóç �ó�çí áñ÷éêÞ ìáò ãëþóóá äçëáäÞ B = B�. �ñÜãìá ðïõ ìáò ëÝåé ü�é ' êáé  åßíáé �áõ�ïëïãéêÜ éóïäýíáìåò. (�éá�ß;)Ïñéóìüò 2.18 Äéáæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ êáëåß�áé êÜèå ìïñöÞ 
1∨ : : :∨
k üðïõ 
i = �i1 ∧ : : : ∧ �ini êáé êÜèå �ij åßíáé ìßá ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ Þç Üñíçóç ìéáò ðñï�áóéáêÞò ìå�áâëç�Þò.Áí ðñïóÝîïõìå �çí áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò 2.17, âëÝðïõìå ü�é ï �ýðïò �ðïõ êá�áóêåõÜóáìå åßíáé óå äéáæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ.Èåþñçìá 2.19 �éá êÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíáí �áõ-�ïëïãéêÜ éóïäýíáìï óå äéáæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ.Áðüäåéîç ¸ó�ù ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò  . Ôü�å õðÜñ÷åé �ýðïò � óå äéáæåõ-ê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ ðïõ ðñáãìá�ïðïéåß �ç B . ÄçëáäÞ B = B�. ÁëëÜ�ü�å  êáé � åßíáé �áõ�ïëïãéêÜ éóïäýíáìïé. �Ïñéóìüò 2.20 Óõæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ êáëåß�áé êÜèå ìïñöÞ 
1∧: : :∧
küðïõ 
i = �i1 ∨ : : : ∨ �ini êáé êÜèå �ij åßíáé ìßá ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ Þ çÜñíçóç ìéáò ðñï�áóéáêÞò ìå�áâëç�Þò.Èåþñçìá 2.21 �éá êÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíáí �áõ-�ïëïãéêÜ éóïäýíáìï óå óõæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ.Áðüäåéîç Ó�ï ðáñÜäåéãìá �çò áðüäåéîçò �ïõ èåùñÞìá�ïò 2.17 ðáßñíïõìå�éò ãñáììÝò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå �éìÝò F. Óå êÜèå �Ý�ïéá ðñßð�ùóç ïñßæïõìå�ç äéÜæåõîç �ùí áí�ßó�ïé÷ùí ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þí Þ �ùí áñíÞóåþí �ïõòþó�å áõ�Þ íá ãßíå�áé øåõäÞò ìüíï ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ óõíäõáóìïý áëçèï-�éìþí �çò ãñáììÞò áõ�Þò. Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáßñíïõìå �ç óýæåõîç áõ�þí �ùíäéáæåýîåùí êáé ïäçãïýìáó�å ó�ï æç�ïýìåíï. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 27ÊÜèå ðñï�áóéáêüò �ýðïò êáé ç ÜñíçóÞ �ïõ êáëïýí�áé óõìðëçñùìá�éêïß�ýðïé, ï êáèÝíáò åî áõ�þí åßíáé �ï óõìðëÞñùìá �ïõ Üëëïõ. Ïé ðñï�áóéá-êÝò ìå�áâëç�Ýò êáé ïé áñíÞóåéò ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þí ëÝãïí�áé ëåê�éêÜ.Ìðïñïýìå �ü�å íá äïýìå ü�é éó÷ýåé.Èåþñçìá 2.22 Ìéá äéáæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ åßíáé áí�ßöáóç áíí ó�çíêÜèå óýæåõîç (áðü �éò äéáæåýîåéò ðïõ �ç óõãêñï�ïýí) åìöáíßæïí�áé óõìðëç-ñùìá�éêÜ ëåê�éêÜ.Ìéá óõæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ åßíáé �áõ�ïëïãßá áíí ó�çí êÜèå äéÜ-æåõîç (áðü �éò óõæåýîåéò ðïõ �ç óõãêñï�ïýí) åìöáíßæïí�áé óõìðëçñùìá�éêÜëåê�éêÜ.¢ñá, áí ç äéáæåõê�éêÞ Þ ç óõæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ åíüò �ýðïõ Ý÷åéìéá áðü �éò ðáñáðÜíù ìïñöÝò, �ü�å ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò èá åßíáé áí�ßó�ïé÷ááí�ßöáóç Þ �áõ�ïëïãßá.Èá äþóïõìå �þñá ìåñéêïýò êáíüíåò ìå�áó÷çìá�éóìïý ìå �çí åöáñìïãÞ�ùí ïðïßùí Ýíáò ïðïéïóäÞðï�å ðñï�áóéáêüò �ýðïò ìðïñåß íá ìå�áó÷çìá�éó�åßó�ïí éóïäýíáìï óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ. Åðáößå�áé ó�ïí áíáãíþó�ç íá ðåñéãñÜ-øåé �ï ðþò ìå âÜóç áõ�ïýò �ïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò-éóïäõíáìßåò ìðïñïýìå íáïäçãçèïýìå ó�çí åðéèõìç�Þ êáíïíéêÞ ìïñöÞ.1. A→ B |= |=¬A ∨B.2. A↔ B |= |=(¬A ∨B) ∧ (A ∨ ¬B).3. ¬(A↔ B) |= |=(¬A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B).4. ¬¬A |= |=A.5. ¬(A1 ∨ · · · ∨An |= |=¬A1 ∧ · · · ∧ ¬An.6. ¬(A1 ∧ · · · ∧An) |= |=¬A1 ∨ · · · ∨ ¬An.7. A ∧ (B1 ∨ · · · ∨Bn) |= |=(A ∧B1) ∨ · · · ∨ (A ∧Bn).
(B1 ∨ · · · ∨Bn) ∧A |= |=(B1 ∧A) ∨ · · · ∨ (Bn ∧A).8. A ∨ (B1 ∧ · · · ∧Bn) |= |=(A ∨B1) ∧ · · · ∧ (A ∨Bn).
(B1 ∧ · · · ∧Bn) ∨A |= |=(B1 ∨A) ∧ · · · ∧ (Bn ∨A).Åðßóçò êá�áãñÜöïí�áé êáé êÜðïéïé êáíüíåò áðëïðïßçóçò.

• A ∨A |= |=A.
• A ∧A |= |=A.
• A ∨ (A ∧A) |= |=A.
• A ∧ (A ∨A) |= |=A.
• A ∨ (B ∧ ¬B ∧ C) |= |=A.
• A ∧ (B ∨ ¬B ∨ C) |= |=A.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 282.8 ÅðÜñêåéá óõíäÝóìùíÏñéóìüò 2.23 ¸ó�ù S Ýíá óýíïëï óõíäÝóìùí, ð.÷. S = {∧;∨;¬}. To
S ëÝãå�áé åðáñêÝò áí êÜèå óõíÜñ�çóç Boole ìðïñåß íá ðñáãìá�ïðïéçèåß áðüÝíáí ðñï�áóéáêü �ýðï ãéá �ï ê�ßóéìï �ïõ ïðïßïõ Ý÷ïõìå ìå�á÷åéñéó�åß óõí-äÝóìïõò ìüíïí áðü �ï S.Åßäáìå ü�é êÜèå óõíÜñ�çóç Boole ðñáãìá�ïðïéåß�áé áðü Ýíáí ðñï�áóéáêü �ýðïó�ïí ïðïßï åìöáíßæïí�áé ìüíïí ïé óýíäåóìïé ∧;∨ êáé ¬ (äéáæåõê�éêÞ êáíïíéêÞìïñöÞ). ¢ñá �ï óýíïëï {¬;∧;∨} êáé âÝâáéá, êá�Ü ìåßæïíá ëüãï, �ï óýíïëï
{¬;∧;∨;→} �çò ãëþóóáò ìáò åßíáé åðáñêÝò. Ìðïñïýìå üìùò íá âåë�éþóïõìå�ï áðï�Ýëåóìá:Èåþñçìá 2.24 Ôá óýíïëá {¬;∧} êáé {¬;∨} åßíáé åðáñêÞ.Áðüäåéîç Áöïý �ï {¬;∧;∨} åßíáé åðáñêÝò, ãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é �ï
{¬;∧} åßíáé åðáñêÝò áñêåß íá åêöñÜóïõìå �ï óýíäåóìï ∨ óõíáñ�Þóåé �ùíõðïëïßðùí. ¸÷ïõìå

(' ∨  ) |= |=¬(¬' ∧ ¬ ):¢ñá êÜèå ÷ñÞóç �ïõ ' ∨  ìðïñïýìå íá �çí áí�éêá�áó�Þóïõìå ìå �ïéóïäýíáìü �çò. �éá íá áðïäåßîïõìå ü�é {¬;∨} åßíáé åðáñêÝò ðáñá�çñïýìå ü�é
(' ∧  ) |= |=¬(¬' ∨ ¬ ). �¢óêçóç: {∧;→} äåí åßíáé åðáñêÝò (õðüäåéîç: Äåí ìðïñåß íá ðñáãìá�ï-ðïéçèåß ç Üñíçóç).�éá êÜèå öõóéêü áñéèìü n, õðÜñ÷ïõí 22n óõíáñ�Þóåéò Boole Þ óýíäåóìïén èÝóåùí.Óýíäåóìïé 0 èÝóåùí: Óõìâá�éêÜ åîå�Üæïõìå êáé �çí ðåñßð�ùóç n = 0.¸÷ïõìå äýï �Ý�ïéïõò óýíäåóìïõò, �ïí T êáé �ïí F . Ìðïñïýìå íá �ïõòìå�áöÝñïõìå êáé ó�ç ãëþóóá èåùñþí�áò �ïõò óáí ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò á�ï-ìéêïýò. Ôü�å üìùò ãéá êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå ðÜí�á ü�éV (T ) = T êáé V (F) = F.�.÷. ï �ýðïò A→ F åßíáé �áõ�ïëïãéêÜ éóïäýíáìïò ìå �ïí (¬A).Óýíäåóìïé 1 èÝóçò: ÕðÜñ÷ïõí 4. Ìüíïí Ýíáò, ç Üñíçóç, Ý÷åé åíäéáöÝñïí.Óýíäåóìïé 2 èÝóåùí: ÕðÜñ÷ïõí 222

= 16. Åê�üò �ùí ∧;∨;→ ïé Üëëïéåßíáé:



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 29Óýìâïëï Éóïäõíáìßá �áñá�çñÞóåéò
T ó�áèåñüò ìå �éìÞ T
F ó�áèåñüò ìå �éìÞ FA ðñþ�ç ðñïâïëÞB äåý�åñç ðñïâïëÞ
¬A
¬BA↔ B (A→ B) ∧ (B → A) éóïäõíáìßáA← B B → A áí�ßó�ñïöç óõíåðáãùãÞA+B (A ∨B) ∧ ¬(A ∧B) áðïêëåéó�éêÞ äéÜæåõîç (xor)A ↓ B ¬(A ∨B) ïý�å A ïý�å B (nor)A|B ¬(A ∧B) Þ ü÷é A Þ ü÷é B (nand)A < B (¬A) ∧B F < T (äéÜ�áîç)A > B A ∧ (¬B) T > FÈåþñçìá 2.25 Ôá {|} êáé {↓} åßíáé åðáñêÞ.Áðüäåéîç: Ïé áëçèïðßíáêåò �ùí | êáé ↓ åßíáé:A B A|B A ↓ BT T F FT F T FF T T FF F T T¸÷ïõìå:
¬A |= |= (A|A)A ∨B |= |= ((¬A)|(¬B))

¬A |= |= (A ↓ A)A|B |= |= ¬((¬A) ↓ (¬B))�ñïêýð�åé ü�é �ï óýíïëï {|} åßíáé åðáñêÝò äéü�é ìÝóù �ïõ | åêöñÜæïí�áéïé óýíäåóìïé ¬ êáé ∨, ðïõ óõãêñï�ïýí åðáñêÝò óýíïëï óõíäÝóìùí. ÅðßóçòåðåéäÞ �ï ¬ åêöñÜæå�áé ìÝóù �ïõ ↓ êáé �ï | ìÝóù �ùí ¬ êáé ↓ ðñïêýð�åéü�é �ï óýíïëï ↓ åßíáé åðáñêÝò, äéü�é åêöñÜæåé �ïõò óõíäÝóìïõò �ïõ åðáñêïýòóõíüëïõ {¬; |}.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 302.9 ÁóêÞóåéò1. Áðïäåßî�å ü�é | êáé ↓ åßíáé ïé ìüíïé óýíäåóìïé äýï èÝóåùí ðïõ åßíáé ðëÞñåéòáðü ìüíïé �ïõò.2. Ìßá ðñü�áóç ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï �ïí óýíäåóìï ↔ åßíáé �áõ�ïëïãßá áí êáéìüíïí áí êÜèå ðñï�áóéáêü óýìâïëï áðáí�Ü�áé Ýíáí Üñ�éï áñéèìü öïñþí.3. Ïé óýíäåóìïé äýï èÝóåùí åßíáé 16 �ïí áñéèìü. Áð' áõ�ïýò ìüíïí ïé 10åßíáé ðñáãìá�éêÜ äéèÝóéïé. Ïé õðüëïéðïé åßíáé åß�å ïõóéùäþò ìïíïèÝóéïé (ðñï-âïëÝò, ¬A, ¬B) Þ 0 èÝóåùí (ó�áèåñïß). Áðü �ïõò 10 îÝñïõìå ü�é ïé | êáé ↓áðï�åëïýí áðü ìüíïé �ïõò (êáé ìüíïí áõ�ïß) åðáñêÞ óýíïëá. Áðü �ïõò 8 ðïõìáò ìÝíïõí ìðïñïýìå íá ó÷çìá�ßóïõìå 28 æåõãÜñéá. Ç åñþ�çóç åßíáé: ðüóááð' áõ�Ü �á æåõãÜñéá áðï�åëïýí åðáñêÞ óýíïëá;(Õðüäåéîç: Áðïäåßî�å ü�é {∧;∨;→;←;↔} êáé {∧;∨; <;>;+} äåí åßíáé åðáñêÞóýíïëá. ¢ñá áðïêëåßïí�áé 19 æåýãç! Ìå�Ü áðïäåßî�å ü�é {→;F}, {←;F}åßíáé åðáñêÞ êáé Üñá óõìðåñÜíå�å ü�é {→; <}, {→; >}, {→;+}, {←; <},
{←; >}, {←;+} åßíáé åðáñêÞ. Êá�üðéí áðïäåßî�å ü�é {<; T }, {>; T } åß-íáé åðáñêÞ êáé óõìðåñÜíå�å ü�é {<;↔}, {>;↔} åßíáé åðáñêÞ. (Åäþ ' → |= |=T > (' >  ) êáé {→; <} åðáñêÝò. Åðßóçò T |= |=(A ↔ A).) ¢ñáìáò ìÝíåé ìüíï Ýíá æåõãÜñé íá áó÷ïëçèïýìå: �ï {+;↔}. Áðïäåßî�å �þñáü�é:�ñü�áóç To {¬;+;↔} äåí åßíáé åðáñêÝò.)4. Âñßóêåó�å ó�ç ÷þñá �ùí èáõìÜ�ùí üðïõ üëïé ïé êÜ�ïéêïé ëÝíå åß�å ðÜ-í�á áëÞèåéá (ïé £êáëïß¤) Þ ðÜí�á øÝììá�á (ïé £êáêïß¤). Êá�åõèýíåó�å ðñïò�ï ìáãåìÝíï êÜó�ñï þóðïõ îáöíéêÜ ï äñüìïò ó÷çìá�ßæåé ìéá äé÷Üëá. Åêåßâñßóêå�áé Ýíáò êÜ�ïéêïò ðïõ äåí îÝñå�å áí åßíáé êáëüò Þ êáêüò. Ìå �çí ðñïû-ðüèåóç ü�é áõ�üò èá óáò áðáí�Þóåé óå ìéá ìüíïí åñþ�çóç êáé ìüíï ìå Ýíá íáéÞ Ýíá ü÷é, �é åñþ�çóç èá �ïõ êÜíå�å ãéá íá äåß�å ðïéïò áðü �ïõò äýï äñüìïõò�çò äé÷Üëáò ðÜåé ó�ï êÜó�ñï.(Õðüäåéîç: ÈåùñÞó�å �éò ðñï�Üóåéò: ' íá óçìáßíåé £ëåò �çí áëÞèåéá¤ êáé  £áõ�üò ï äñüìïò ðÜåé ó�ï êÜó�ñï¤. Ó÷çìá�ßó�å Ýíáí êá�Üëëçëï áëçèïðßíáêáþó�å ç ðñáãìá�ïðïßçóÞ �ïõ ìå âÜóç �éò ' êáé  íá óáò äßíåé �çí êá�Üëëçëçåñþ�çóç.)5. Áðïäåßî�å ü�é êáíÝíáò áðü �ïõò ' ↔ ( ↔ �) êáé (' ∧ ( ∧ �)) ∨ (¬' ∧
(¬ ∧ ¬�)) äåí åßíáé ëïãéêÞ óõíÝðåéá ï Ýíáò �ïõ Üëëïõ.6. Áðïäåßî�å Þ áí�áðïäåßî�å �á áêüëïõèá:(i) áí åß�å Σ |= ' Þ Σ |=  , �ü�å Σ |= ' ∨  .(ii) áí Σ |= ' ∨  , �ü�å åß�å Σ |= ' Þ Σ |=  .



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 317. Áðïäåßî�å �çí áêüëïõèç ðñü�áóç ãíùó�Þ êáé ùò ëÞììá ðáñåìâïëÞò: Áíï ðñï�áóéáêüò �ýðïò ' →  åßíáé �áõ�ïëïãßá ( |= '→  ), �ü�å ìéá áðü �éòðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò áëçèåýåé:(1) ï ' åßíáé áí�éëïãßá ( |= ¬' ),(2) ï  åßíáé �áõ�ïëïãßá ( |=  ),(3) õðÜñ÷åé ðñï�áóéáêüò �ýðïò 
 �Ý�ïéïò þó�å:
• êÜèå ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ �ïõ 
 åìöáíßæå�áé êáé ó�ïí ' êáé ó�ïí ,
• ïé '→ 
; 
 →  åßíáé �áõ�ïëïãßåò ( |= '→ 
 ; |= 
 →  ).8. Áðü �çí áðüäåéîç �çò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò ðñïêýð�åé ü�é ìðïñïýìå íáêá�áóêåõÜóïõìå �ïí �ýðï 
 ü�áí îÝñïõìå �á ' êáé  . ¸ó�ù ' ≡ ((q →p)∨r)∧((r → p)∨¬q) êáé  ≡ (¬p∧¬q)∨(p∧¬q)∨(p∧q)∨s. Êá�áóêåõÜó�å�ïí 
.9. Èåþñçìá ïñéóéìü�ç�áò: ¸ó�ù A;B;A1; : : : ; Ak äéáêåêñéìÝíåò ìå�áîý�ïõò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò êáé ' ≡ '(A;A1; : : : ; Ak) Ýíáò ðñï�áóéáêüò�ýðïò �ïõ ïðïßïõ ïé ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò åßíáé ìå�áîý �ùí A;A1; : : : ; Ak.Áí ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò

('(A;A1; : : : ; Ak) ∧ '(B;A1; : : : ; Ak))→ (A↔ B)åßíáé �áõ�ïëïãßá, �ü�å õðÜñ÷åé Ýíáò ðñï�áóéáêüò �ýðïò 
 ≡ 
(A1; : : : ; Ak),ìå ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò ìå�áîý �ùí A1; : : : ; Ak, Ý�óé þó�å ï �ýðïò'(A;A1; : : : ; Ak)→ (A↔ 
)íá åßíáé �áõ�ïëïãßá.(Õðüäåéîç: ÷ñçóéìïðïéÞó�å �ï ëÞììá ðáñåìâïëÞò.)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 322.10 Ôï èåþñçìá �çò óõìðÜãåéáòÓ�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå �ï èåþñçìá �çò óõìðÜãåéáò ãéá �ïí ðñï�áóéáêüëïãéóìü. Ôï èåþñçìá áõ�ü åßíáé áðü �á óðïõäáéü�åñá èåùñÞìá�á �çò ëïãé-êÞò· èá äïýìå ðþò ó÷å�ßæå�áé ìå �ï èåìåëéþäåò èåþñçìá �çò ðëçñü�ç�áò. Èá�ï ðáñïõóéÜóïõìå åäþ ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïý äéü�é Ý�óéìðïñïýìå íá �ï áðïäåßîïõìå ìå áðëïýó�åñï �ñüðï êáé íá äïýìå, ÷ùñßò �çíðáñïõóßá Üëëùí ðåñßðëïêùí ó�ïé÷åßùí {üðùò ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ êá�çãïñç-ìá�éêïý ëïãéóìïý{, �éò êýñéåò éäÝåò �çò áðüäåéîçò.Ïñéóìüò 2.26 ¸ó�ù Σ Ýíá óýíïëï ðñï�áóéáêþí �ýðùí. ËÝìå ü�é �ï Σ åß-íáé éêáíïðïéÞóéìï áí õðÜñ÷åé ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V �Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå� ∈ Σ Ý÷ïõìå ü�é V (�) = T. ËÝìå ü�é �ï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï(ðåð. éêáí.) áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï �ïõ Σ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï.Èåþñçìá 2.27 (èåþñçìá �çò óõìðÜãåéáò) ¸íá óýíïëï ðñï�áóéáêþí �ý-ðùí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áí êáé ìüíïí áí åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï.Áðüäåéîç Ôï ìç ðñïöáíÝò ìÝñïò �ïõ èåùñÞìá�ïò åßíáé í' áðïäåßîïõìå ü�éáí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï �ïõ Σ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï �ü�å üëï �ï óý-íïëï åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Èá �ï áðïäåßîïõìå ìå äéÜöïñá âÞìá�á.Ïñéóìüò 2.28 ¸íá óýíïëï ðñï�Üóåùí Σ ëÝãå�áé ðëÞñåò áí ãéá ïðïéïíäÞ-ðï�å ðñï�áóéáêü �ýðï � Ý÷ïõìå åß�å � ∈ Σ Þ (¬�) ∈ Σ.�áñá�çñïýìå ü�é áí Ý÷ïõìå ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V �ü�å �ï óýíïëï Σ =
{� | V (�) = T} åßíáé ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï.ÁëëÜ êáé áí�éó�ñüöùò êÜèå ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óý-íïëï åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. �éá íá �ï áðïäåßîïõìå áõ�ü ðáñá�çñïýìå ðñþ�áü�é éó÷ýåé �ï áêüëïõèï ëÞììá.ËÞììá 2.29 Óå êÜèå ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óýíïëï Σéó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò:1. � ∈ Σ ⇔ (¬�) =∈ Σ2. (� ∧  ) ∈ Σ ⇔ � ∈ Σ êáé  ∈ Σ3. (� ∨  ) ∈ Σ ⇔ � ∈ Σ Þ  ∈ Σ4. (�→  ) ∈ Σ ⇔ � =∈ Σ Þ  ∈ ΣÁðüäåéîç ëÞììá�ïò: �éá �ï 1. Áí � ∈ Σ �ü�å ïðùóäÞðï�å äåí ìðïñïýìå íáÝ÷ïõìå (¬�) ∈ Σ åðåéäÞ �ï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï êáé �ï óýíïëï
{�;¬�} äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Áí�ßó�ñïöá, áí ¬� =∈ Σ, �ü�å åðåéäÞ �ï Σåßíáé ðëÞñåò èá Ý÷ïõìå � ∈ Σ. �éá �ï 2. ¸ó�ù (� ∧  ) ∈ Σ. Ôü�å äåíåßíáé äõíá�üí íá Ý÷ïõìå ð.÷. ¬� ∈ Σ äéü�é �ï óýíïëï {(�∧ );¬�} äåí åßíáé



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 33éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá èá åßíáé � ∈ Σ åðåéäÞ �ï Σ åßíáé ðëÞñåò. Ïìïßùò ãéá�ï  . Áí�ßó�ñïöá, áí Ý÷ïõìå � ∈ Σ êáé  ∈ Σ äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìåü�é ¬(� ∧  ) ∈ Σ åðåéäÞ �ï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá áðüðëçñü�ç�á �ïõ Σ èá Ý÷ïõìå (� ∧  ) ∈ Σ. Ïìïßùò êáé ãéá �éò õðüëïéðåòðåñéð�þóåéò.Ìå âÜóç áõ�ü �ï ëÞììá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå �ï áêüëïõèï:ËÞììá 2.30 ÊÜèå ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï Σ åßíáé éêáíï-ðïéÞóéìï.Áðüäåéîç ëÞììá�ïò: Ïñßæïõìå ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ùò åîÞò:Áí A åßíáé ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ, �ü�åV (A) =

{ T áí A ∈ ΣF áí ¬A ∈ ΣÅßíáé ðñïöáíÝò ü�é ëüãù �çò ðëçñü�ç�áò �ïõ Σ ãéá êÜèå ðñï�áóéáêÞ ìå�á-âëç�Þ A õðÜñ÷åé ç �éìÞ V (A), êáé ü�é ëüãù �ïõ ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìïõç �éìÞ áõ�Þ åßíáé ìïíáäéêÞ. ÄçëáäÞ ü�é ï ïñéóìüò �çò V åßíáé êáëüò.Ìðïñïýìå �þñá íá áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ ó�ïõò ðñï�áóéáêïýò �ýðïõòü�é ãéá êÜèå �ýðï � éó÷ýåé: � ∈ Σ⇔ V (�) = T�éá �éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò ç éó÷ýò �ïõ áíù�Ýñù åßíáé ðñïöáíÞò. �éá�éò Üëëåò ðåñéð�þóåéò áò åîå�Üóïõìå �çí ðåñßð�ùóç � = �1 ∧ �2. ¸÷ïõìå:�1 ∧ �2 ∈ Σ ⇔ (áðü ðñïçã. ëÞììá) �1 ∈ Σ êáé �2 ∈ Σ

⇔ (åðáã. õðüèåóç) V (�1) = T êáé V (�2) = T
⇔ V (�1 ∧ �2) = T:Ïìïßùò ãéá üëåò �éò Üëëåò ðåñéð�þóåéò.¢ñá ëïéðüí, �åëéêÜ, áí ìáò äïèåß Ýíá óýíïëï ðñï�áóéáêþí �ýðùí Σ , ãéáíá áðïäåßîïõìå ü�é åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é åßíáé äõíá�üííá åðåê�áèåß óå Ýíá óýíïëï Σ

′ ⊇ Σ þó�å Σ
′ íá åßíáé ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíáéêáíïðïéÞóéìï. Ïðü�å áñêåß íá áðïäåßîïõìå �ï áêüëïõèï óðïõäáßï ëÞììá.ËÞììá 2.31 (Lindenbaum) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óýíïëï Σìðïñåß íá åðåê�áèåß óå Ýíá ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óýíïëï

Σ
′ ⊇ Σ.Áðüäåéîç: Åöüóïí �ï óýíïëï �ùí ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þí åßíáé áñéèìÞ-óéìï, �ï óýíïëï üëùí �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí ìðïñåß íá áñéèìçèåß3. ¸ó�ù3Áðü �ç óõíïëïèåùñßá ãíùñßæïõìå ü�é áí Σ åßíáé áñéèìÞóéìï, �ü�å �ï óýíïëï üëùí �ùíðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí áðü ó�ïé÷åßá �ïõ Σ åßíáé áñéèìÞóéìï. ÁñéèìÞóéìï óçìáßíåé ü�éõðÜñ÷åé ìßá 1{1 êáé åðß áí�éó�ïé÷ßá ìå �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 34�1; �2; : : : ; �n; : : : ìßá �Ý�ïéá áñßèìçóç. Ïñßæïõìå �çí áêïëïõèßá óõíüëùíðñï�áóéáêþí �ýðùí Σ0 ⊆ Σ1 ⊆ Σ2 ⊆ · · · ⊆ Σn ⊆ · · · ùò åîÞò:
Σ0 = Σ

Σn+1 =

{
Σn ∪ {�n} áí Σn ∪ {�n} åßíáé ðåð. éêáí.
Σn ∪ {¬�n} äéáöïñå�éêÜÌðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é êÜèå Σn åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï.Ôï áðïäåéêíýïõìå ìå (áñéèìç�éêÞ) åðáãùãÞ ó�ï n. �éá n = 0 éó÷ýåé áðü�ïí ïñéóìü. ÕðïèÝ�ïõìå �þñá ü�é éó÷ýåé ãéá n, äçëáäÞ ü�é �ï Σn åßíáé ðåðå-ñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. �éá íá áðïäåßîïõìå ü�é �ï Σn+1 åßíáé ðåðåñáóìÝíáéêáíïðïéÞóéìï, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é ãéá �õ÷üí � áí �ï Σn ∪ {�} äåíåßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï, �ü�å �ï Σn ∪ {¬�} åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêá-íïðïéÞóéìï. ¸ó�ù ëïéðüí { 1; : : : ;  k;¬�} �õ÷üí ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï�ïõ Σn;¬�. ÅðåéäÞ �ï Σn; � äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï õðÜñ÷åéõðïóýíïëü �ïõ { ′

1; : : : ;  ′l ; �} ðïõ äåí éêáíïðïéåß�áé. ÅðåéäÞ �ï Σn åßíáé ðå-ðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï èá õðÜñ÷åé ìßá áðïíïìÞ, Ýó�ù V , ðïõ éêáíïðïéåß �ï
{ 1; : : : ;  k;  ′

1; : : : ;  ′l}. ÁëëÜ �ü�å ç V äåí ìðïñåß íá éêáíïðïéåß �ç �, ÜñáV (¬�) = T, äçëáäÞ ç V éêáíïðïéåß �ï { 1; : : : ;  k;¬�}.Ïñßæïõìå �þñá �ï Σ
′

=
∞⋃n=0

Σn:Ôï Σ
′ åßíáé ðëÞñåò äéü�é êÜèå ðñï�áóéáêüò �ýðïò åßíáé êÜðïéï �n ó�ç ëßó�á�çò áñßèìçóçò êáé ãéá �ç äçìéïõñãßá �ïõ Σ

′ Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß üëá �á �nÞ ¬�n. Ôï Σ
′ åßíáé êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï äéü�é áí {�1; : : : ; �k} Ýíáõðïóýíïëü �ïõ èá õðÜñ÷åé Ýíá n ∈ N áñêïýí�ùò ìåãÜëï þó�å {�1; : : : ; �k} ⊆

Σn, åðåéäÞ {�1; : : : ; �k} ⊆ ∪∞n=oΣn, Üñá, åðåéäÞ �ï Σn åßíáé ðåðåñáóìÝíáéêáíïðïéÞóéìï, �ï óýíïëï {�1; : : : ; �k} èá éêáíïðïéåß�áé. ��üñéóìá 2.32 Áí Σ |= �, �ü�å õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï Σ0 ⊆ Σ, þó�å Σ0 |=�.Áðüäåéîç Ç áðüäåéîç âáóßæå�áé ó�ï ü�é Σ |= � ìüíïí �ü�å áí �ï Σ;¬� äåíåßíáé éêáíïðïéÞóéìï.¸ó�ù �þñá Σ |= �. Ôü�å �ï óýíïëï Σ;¬� äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï, Üñááðü èåþñçìá �çò óõìðÜãåéáò äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá õðÜñ-÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï Σ0;¬� ðïõ äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï (Σ0 ⊆ Σêáé Σ0 ðåðåñáóìÝíï). ¢ñá Σ0 |= �. ��áñá�Þñçóç 2.1 Ôï ðüñéóìá 2.32 ìáò ëÝåé �ï åîÞò: Áí �ï � åßíáé ëï-ãéêÞ óõíÝðåéá åíüò áðåßñïõ óõíüëïõ £õðïèÝóåùí¤ Σ, �ü�å ç ëïãéêÞ óõíÝðåéáåêðïñåýå�áé áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï �ïõ Σ äçëáäÞ äåí óõììå�Ý÷ïõíüëåò ïé Üðåéñåò õðïèÝóåéò ó�ï óõìðÝñáóìá � áëëÜ ìüíïí Ýíá ðåðåñáóìÝíïðëÞèïò áõ�þí. Ôï ðüñéóìá áõ�ü åßíáé ðïëý éó÷õñü, ùò éó÷õñéóìüò· ó�çíðñáãìá�éêü�ç�á åßíáé éóïäýíáìï ìå �ï èåþñçìá �çò óõìðÜãåéáò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 35�ñü�áóç 2.33 Áí õðïèÝóïõìå ü�é éó÷ýåé ç åêöþíçóç �ïõ ðïñßóìá�ïò 2.32,�ü�å ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå �ï èåþñçìá �çò óõìðÜãåéáò.Áðüäåéîç ¸ó�ù Σ ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. Áðïäåéêíýïõìå ü�é Σ åßíáééêáíïðïéÞóéìï äéÜ �çò åéò Ü�ïðïí áðáãùãÞò. ¸ó�ù ëïéðüí Σ ìç éêáíïðïéÞ-óéìï. Ôü�å Σ |=  ∧¬ , áöïý ùò ìç éêáíïðïéÞóéìï �áõ�ïëïãéêÜ óõíåðÜãå�áéêÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï. Áðü ðüñéóìá 2.32 õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï Σ0 ⊆ Σ þó�å
Σ0 |=  ∧ ¬ . ÁëëÜ åðåéäÞ Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï õðÜñ÷åé Vðïõ éêáíïðïéåß �ï Σ0. ÁëëÜ �ü�å ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß êáé �ï  ∧¬ , ðñÜãìáÜ�ïðï. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 362.11 ÁóêÞóåéò1. ¸ó�ù Σ1 êáé Σ2 (ðéèáíþò Üðåéñá) óýíïëá ðñï�áóéáêþí �ýðùí Ý�óé þó�å
Σ1 ∪ Σ2 äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Áðïäåßî�å ü�é õðÜñ÷åé ðñï�áóéáêüò �ýðïò� þó�å Σ1 |= � êáé Σ2 |= ¬�.2. ¸ó�ù Σ óýíïëï ðñï�Üóåùí þó�å ãéá êÜèå áðïíïìÞ V õðÜñ÷åé êÜðïéïò� ∈ Σ þó�å V (�) = T . Áðïäåßî�å ü�é õðÜñ÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï
{A1; : : : ; An} ⊆ Σ Ý�óé þó�å ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò A1 ∨ A2 ∨ · · · ∨ An åßíáé�áõ�ïëïãßá.3. Ïñßæïõìå ìéá ó÷Ýóç ≺ ó�ï óýíïëï �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí ùò åîÞò:' ≺  áíí |= '→  êáé 6|=  → '.á) Äåßî�å ü�é ãéá �õ÷üí�åò ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò '; , áí ' ≺  , �ü�åõðÜñ÷åé ðñï�áóéáêüò �ýðïò � �Ý�ïéïò ðïõ ' ≺ � ≺  .â) Âñåß�å ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò '1; '2; : : : �Ý�ïéïõò ðïõ '1 ≺ '2 ≺ '3 : : :4. Ïé õðï�ýðïé åíüò ðñï�áóéáêïý �ýðïõ � åßíáé üëïé ïé ðñï�áóéáêïß �ýðïé(óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ �ïõ ßäéïõ �ïõ �) ðïõ £ó÷çìá�ßæïí�áé¤ ìå âÜóç �ïíåðáãùãéêü ïñéóìü þó�å íá äçìéïõñãçèåß ï �ýðïò �. �.÷. ïé �1 êáé �2 åßíáéõðï�ýðïé �ïõ (�1 ∧�2) êëð. Äåßî�å ü�é, ãéá êÜèå n ∈ N êáé êÜèå ðñï�áóéáêü�ýðï ', áí ó�ï ' õðÜñ÷ïõí n åìöáíßóåéò óõíäÝóìùí, �ü�å õðÜñ÷ïõí �ï ðïëý
2n+ 1 õðï�ýðïé �ïõ '.5. Áðïäåßî�å ü�é | êáé ↓ åßíáé ïé ìüíïé óýíäåóìïé äýï èÝóåùí ðïõ åßíáé ðëÞñåéòáðü ìüíïé �ïõò. Âéâëéïãñáößá êåöáëáßïõ 2Å3, Î1, Î2, Î8.(Ïé áíáöïñÝò ðáñáðÝìðïõí ó�ç âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ âéâëßïõ)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 373 Áðïäåéê�éêü óýó�çìáÁîéùìá�éêü óýó�çìá �ýðïõ Hilbert ãéá �ïí ðñï�áóéáêü ëïãéóìü.Èá äþóïõìå �ïí ïñéóìü åíüò �õðéêïý óõó�Þìá�ïò �ïõ ïðïßïõ óêïðüò èáåßíáé íá áðïäåéêíýåé ìå áõó�çñü �ñüðï �éò áëÞèåéåò �ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãé-óìïý, äçëáäÞ, åß�å �éò áðüëõ�åò áëÞèåéåò ïé ïðïßåò èá åßíáé ïé ðñï�áóéáêïß�ýðïé ðïõ ãßíïí�áé áëçèåßò óå üëåò �éò áðïíïìÝò (�áõ�ïëïãßåò) Þ �éò ó÷å�éêÝòáëÞèåéåò (ó÷å�éêÝò óå ó÷Ýóç ìå Ýíá óýíïëï õðïèÝóåùí) ïé ïðïßåò èá áëç-èåýïõí ó�éò áðïíïìÝò ðïõ éêáíïðïéïýí �éò õðïèÝóåéò. �éá ëüãïõò ïéêïíïìßáò�çò ðáñïõóßáóçò ç ãëþóóá ìáò èá ðåñéëáìâÜíåé ìüíïí �ïõò óõíäÝóìïõò ¬êáé →. Ç åðéëïãÞ áõ�Þ äåí åßíáé ðåñéïñéó�éêÞ áöïý �ï óýíïëï {¬;→} åßíáéåðáñêÝò óýíïëï óõíäÝóìùí êáé êÜèå åìöÜíéóç Üëëïõ óõíäÝóìïõ ìðïñåß íáèåùñçèåß óõí�ïìïãñáößá Ýêöñáóçò ðïõ ãñÜöå�áé áðïêëåéó�éêÜ ìå ¬ êáé →.�åíéêÜ, Ýíá áîéùìá�éêü óýó�çìá áðï�åëåß�áé áðü �á áîéþìá�á, ðïõ åßíáé ïéðñï�Üóåéò ðïõ áíÜ ðÜóá ó�éãìÞ ìðïñïýìå íá åðéêáëåó�ïýìå êáé íá ÷ñçóéìï-ðïéÞóïõìå ó�çí áðüäåéîÞ ìáò êáé �ïõò êáíüíåò áðáãùãÞò ðïõ èá ìáò åðé�ñÝ-ðïõí íá ðáñÜãïõìå, áðü �á Þäç áðïäåé÷èÝí�á, êáéíïýñãéá óõìðåñÜóìá�á.3.1 Ôõðéêü áîéùìá�éêü óýó�çìá×ñçóéìïðïéïýìå �á áêüëïõèá ó÷Þìá�á ëïãéêþí áîéùìÜ�ùí. �éá ïðïéïõóäÞ-ðï�å �ýðïõò �;  ; � ïé áêüëïõèïé (ðéï óýíèå�ïé) �ýðïé åßíáé áîéþìá�á:A1 �→ ( → �)A2 (�→ ( → �))→ ((�→  )→ (�→ �))A3 (¬ → ¬�)→ ((¬ → �)→  )Êáíüíåò áðáãùãÞò: ×ñçóéìïðïéïýìå �ïí êáíüíá áðáãùãÞò ðïõ åßíáéãíùó�üò ìå �ï ëá�éíéêü üíïìá Modus Ponens êáé �ïí óõìâïëßæïõìå ìå MP. Ïêáíüíáò áõ�üò ìáò ëÝåé ü�é áðü �ïõò �→  êáé � áðÜãïõìå (óõìðåñáßíïõìå)�ïí  . Ó÷çìá�éêÜ �→  � MPÏñéóìüò 3.1 Ìéá (�õðéêÞ) Èåùñßá åßíáé Ýíá óýíïëï ðñï�áóéáêþí �ýðùí ïéïðïßïé ïíïìÜæïí�áé ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á �çò èåùñßáò. Áí�éèÝ�ùò, �á áîéþ-ìá�á ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü �á ó÷Þìá�á áîéùìÜ�ùí A1{A3 ïíïìÜæïí�áé ëïãéêÜáîéþìá�á. Ôéò èåùñßåò �éò óõìâïëßæïõìå óõíÞèùò ìå �á ãñÜììá�á T ,Σ,: : :.�áñá�Þñçóç 3.1 Ôá ëïãéêÜ áîéþìá�á ìáæß ìå �ïõò êáíüíåò áðáãùãÞò áðï-�åëïýí �ï ëïãéêü ìÝñïò ìéáò èåùñßáò. Ó�çí ðåñßð�ùóÞ ìáò ìðïñïýìå íáöáí�áó�ïýìå ü�é áðï�åëïýí �ç ìïñöïëïãéêÞ - �õðéêÞ åêäï÷Þ �ùí ëïãéêþíóõó÷å�éóìþí ðïõ êÜíïõìå óõíÞèùò ü�áí äçìéïõñãïýìå óõëëïãéóìïýò. ÊÜèå



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 38ëïãéêüò óõëëïãéóìüò üìùò, ü�áí äåí åßíáé ëïãéêÜ £êáèáñüò¤, âáóßæå�áé óåêÜðïéåò åîùëïãéêÝò ðáñáäï÷Ýò ïé ïðïßåò åßíáé �á ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á. Áí÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ùò ðáñÜäåéãìá �çí áîéùìá�éêÞ ãåùìå�ñßá, ìðïñïýìå íáðïýìå ü�é ðÜí�á áíáãíùñßæïõìå ùò ëïãéêü ìÝñïò, äçëáäÞ áíåîÜñ�ç�á áðü �ïü�é äïõëåýïõìå óå ìéá óõãêåêñéìÝíç èåùñßá, �ï ãåãïíüò ü�é ìðïñïýìå íá äå-÷�ïýìå �çí ðñü�áóç �→ � ùò ëïãéêÜ (êáèïëéêÜ) áëçèÞ Þ �ç äõíá�ü�ç�á íáóõìðåñáßíïõìå �ï  áðü ðñïçãçèåßóåò ó�çí áðüäåéîç ðñü�Üóåéò � →  êáé�, áëëÜ äåí ìðïñïýìå íá äå÷�ïýìå ùò ëïãéêÜ áëçèåßò ðñï�Üóåéò üðùò £áðüäýï óçìåßá äéÝñ÷å�áé ìüíïí ìßá åõèåßá¤ Þ ü�é £áðü óçìåßï êåßìåíï åê�üò åõ-èåßáò Üãå�áé ìßá ðáñÜëëçëïò¤. Áõ�Ýò åßíáé ðñï�Üóåéò ðïõ ðñïóéäéÜæïõí ó�çöýóç �ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ åîå�Üæïõìå, åßíáé äçëáäÞ ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á. ÇðëÞñçò âÝâáéá áíáëïãßá ìå áõ�Ü ðïõ áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù èá ðáñïõóéáó�åßó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ êá�çãïñçìá�éêïý ëïãéóìïý.Ïñéóìüò 3.2 Áðüäåéîç ó�ç èåùñßá T ïíïìÜæå�áé êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêï-ëïõèßá �1; �2; : : : ; �n ðñï�áóéáêþí �ýðùí ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýïõí �á êÜ-�ùèé:�éá êÜèå i üðïõ 1 ≤ i ≤ n ï �ýðïò �i åßíáé, åß�å1. Ýíá ëïãéêü áîßùìá A1, A2 Þ A3,2. åß�å áíÞêåé ó�çí T , äçëáäÞ åßíáé Ýíá ìç ëïãéêü áîßùìá �çò T ,3. åß�å õðÜñ÷ïõí �j; �k �ýðïé �çò áêïëïõèßáò �1; �2; : : : ; �n ìå j < i êáék < i þó�å �j ≡ �k → �i (äçëáäÞ ï �i åßíáé �ï óõìðÝñáóìá êáíüíáMP ìå õðïèÝóåéò �ýðïõò ìå ìéêñü�åñï äåßê�ç, äçëáäÞ ðïõ ðñïçãïýí�áéó�çí áðüäåéîç áðü �ïí �i).�áñá�Þñçóç 3.2 Ï ïñéóìüò áí�éó�ïé÷åß ó�ïí �ñüðï ðïõ ó�çí êáèçìåñéíÞìáèçìá�éêÞ ðñáê�éêÞ äïìåß�áé ìéá áðüäåéîç. Îåêéíþí�áò, åíäå÷ïìÝíùò, áðüêÜðïéåò ðñï�Üóåéò ðïõ åßíáé �á áîéþìá�á �çò èåùñßáò ìáò, ðñï÷ùñÜìå âÞìáâÞìá óõó�çìá�éêÜ ó�çí ðáñáãùãÞ óõìðåñáóìÜ�ùí, ìå ÷ñÞóç óõëëïãéóìþíïé ïðïßïé âáóßæïí�áé åß�å óå êÜðïéåò êáèïëéêÝò áëÞèåéåò (ëïãéêÜ áîéþìá�á)åß�å óå óõëëïãéó�éêïýò �ñüðïõò ðáñáãùãÞò óõìðåñáóìÜ�ùí (êáíüíåò áðá-ãùãÞò). Óå ïðïéïäÞðï�å ó�Üäéï âÝâáéá �çò äéáäéêáóßáò ìðïñïýìå íá åðéêá-ëåó�ïýìå �çí éó÷ý åíüò ìç ëïãéêïý áîéþìá�ïò. Ç åîáí�ëç�éêÞ êá�áãñáöÞ�ïõ êÜèå âÞìá�ïò áõ�Þò �çò äéáäéêáóßáò äçìéïõñãåß ìéá áêïëïõèßá üðùò çðåñéãñáöüìåíç ó�ïí ïñéóìü.Áò ðáñá�çñÞóïõìå åðßóçò ü�é �á áîéþìá�á, ïé êáíüíåò áðáãùãÞò, ïé èåù-ñßåò åßíáé üëá �õðéêÜ áí�éêåßìåíá, äçëáäÞ óõìâïëïóåéñÝò ÷ùñßò êáìéÜ a pri-ori óçìáóéïëïãßá. Ï ÷áñáê�Þñáò �ùí áðïäåßîåùí åßíáé ìéá �õðéêÞ-ìç÷áíéêïý�ýðïõ êá�áóêåõÞ ðïõ ðñïóïìïéÜæåé ìå Ýíá �õðéêü ðáãíßäé ð.÷. �ï óêÜêé. �éáíá äçìéïõñãÞóåéò ìéá áðüäåéîç, èá ðñÝðåé íá åöáñìüóåéò ìç÷áíéêÜ �ïõò áõ-ó�çñïýò êáíüíåò äçìéïõñãßáò êáé ü÷é áíáöïñÝò ó�ï �é áõ�Ýò ìðïñåß íá óç-ìáßíïõí (äåò êáé ðáñÜäåéãìá 3.4).



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 39Ïñéóìüò 3.3 Èåþñçìá �çò èåùñßáò T ïíïìÜæå�áé êÜèå �ýðïò � ãéá �ïíïðïßï õðÜñ÷åé áðüäåéîç �1; �2; : : : ; �n ó�ç èåùñßá T ìå �n ≡ �.Áí � åßíáé èåþñçìá �çò T , ãñÜöïõìå T ⊢ �. Áí T = ∅, äçëáäÞ áí èåù-ñÞóïõìå ü�é Ý÷ïõìå ìßá èåùñßá ÷ùñßò ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á, ãñÜöïõìå ⊢ �.Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ëÝìå ü�é ç áðüäåéîç åßíáé ó�ïí êáèáñü ðñï�áóéáêü ëï-ãéóìü. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ïðïéáäÞðï�å áðüäåéîç ðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéåß ãéá�çí êá�áóêåõÞ �çò ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á åßíáé áðüäåéîç ó�ïí êáèáñü ðñï�á-óéáêü ëïãéóìü. Êáé âÝâáéá åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò ü�é ⊢ � óõíåðÜãå�áé T ⊢ �ãéá ïðïéïäÞðï�å T . Ôá �õðéêÜ áîéùìá�éêÜ óõó�Þìá�á ðïõ ðáñïõóéÜæïí�áéó' áõ�ü �ï êåöÜëáéï ïíïìÜæïí�áé áîéùìá�éêÜ óõó�Þìá�á �ýðïõ Hilbert. Ôï÷áñáê�çñéó�éêü �ïõò ãíþñéóìá åßíáé ü�é Ý÷ïõí ðïëëÜ ëïãéêÜ áîéþìá�á êáéëßãïõò êáíüíåò áðáãùãÞò.�áñÜäåéãìá 3.4 Èá áðïäåßîïõìå ü�é ãéá êÜèå � éó÷ýåé ü�é
⊢ �→ �.Áñêåß íá êá�áóêåõÜóïõìå ìßá áêïëïõèßá �1; : : : ; �n, üðùò áêñéâþò ó�ïíïñéóìü, Ý�óé þó�å ï �n íá åßíáé ï � → �. Ôçí ðáñïõóéÜæïõìå ðáñáêÜ�ùãñÜöïí�Üò �çí áðü ðÜíù ðñïò �á êÜ�ù, üðïõ ïé áñéèìïß áñéó�åñÜ åßíáé ïéäåßê�åò �çò áêïëïõèßáò êáé üðïõ äåîéÜ ðáñïõóéÜæå�áé ç áé�éïëüãçóç �ïõ ãéá�ßç áêïëïõèßá éêáíïðïéåß �éò ðñïäéáãñáöÝò �ïõ ïñéóìïý. Ç áé�éïëüãçóç äåíåßíáé ìÝñïò �çò �õðéêÞò áðüäåéîçò áëëÜ ó÷üëéá ðïõ ìáò åðé�ñÝðïõí íá âëÝ-ðïõìå ü�é ç áðüäåéîç óõãêñï�Þèçêå ìå óùó�ü �ñüðï ìå âÜóç �ïõò êáíüíåò.Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�ïý �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò ç áé�éïëüãçóç ðáñïõóéÜæå�áé ìå�çí áí�ßó�ïé÷ç áñßèìçóç áêñéâþò áðü êÜ�ù, åíþ áñãü�åñá èá �ïðïèå�åß�áéó�ïí ßäéï ðßíáêá ìå �çí áñßèìçóç �çò áêïëïõèßáò �çò áðüäåéîçò.1. (�→ ((�→ �)→ �))→ ((�→ (�→ �))→ (�→ �)2. �→ ((�→ �)→ �)3. (�→ (�→ �))→ (�→ �)4. �→ (�→ �)5. �→ �ìå �çí ðáñáêÜ�ù áí�ßó�ïé÷ç áé�éïëüãçóç1. Áîßùìá Á22. Áîßùìá Á13. Áðü 1, 2 êáé MP4. Áîßùìá Á15. Áðü 3,4 êáé MP�áñá�Þñçóç 3.3 Áò ðñïóèÝóïõìå Ýíá ó÷üëéï ãéá �ç ÷ñÞóç �ùí ëÝîåùí£áðüäåéîç¤ £èåþñçìá¤ êëð. ó�ïõò ïñéóìïýò ðïõ ðñïçãÞèçêáí. Åßíáé ðéï óù-ó�ü ü�áí áíáöåñüìáó�å ó' áõ�Ü íá ëÝìå �õðéêÞ áðüäåéîç, �õðéêü èåþñçìá



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 40ê.ë.ð. ¼�áí ÷ñçóéìïðïéïýìå �éò ëÝîåéò áðüäåéîç, èåþñçìá êëð. ìå �çí êá-èçìåñéíÞ ìáèçìá�éêÞ �ïõò óçìáóßá äåí ðñÝðåé íá �éò óõã÷Ýïõìå ìå �á áí�é-êåßìåíá ðïõ ðåñéãñÜö�çêáí ìå �ïõò ðñïçãçèÝí�åò ïñéóìïýò. Èá ìðïñïýóáìåð.÷. íá áðïäåßîïõìå Ýíá èåþñçìá ãéá �á �õðéêÜ èåùñÞìá�á. Ó' áõ�Þ �çíðåñßð�ùóç �ï èåþñçìá áõ�ü �ï ïíïìÜæïõìå ìå�áèåþñçìá. ÄçëáäÞ Ýíá èåþ-ñçìá ðïõ äéá�õðþíå�áé ó�ç ìå�áãëþóóá êáé áöïñÜ áí�éêåßìåíá �çò �õðéêÞòãëþóóáò, èåùñßáò êëð. Áò óçìåéùèåß åðßóçò ü�é åðåéäÞ ïé �õðéêÝò èåùñßåò(êõñßùò áõ�Ýò �ïõ êá�çãïñçìá�éêïý ëïãéóìïý) áí�áíáêëïýí õðáñê�Ýò ìá-èçìá�éêÝò èåùñßåò ð.÷. áñéèìç�éêÞ, èåùñßá óõíüëùí, ç ìáèçìá�éêÞ åîÝ�áóçáõ�þí �ùí �õðéêþí èåùñéþí ïíïìÜæå�áé Ìå�áìáèçìá�éêÜ, äçëáäÞ ìáèçìá�éêÜðïõ åîå�Üæïõí �éò �õðéêÝò áíáðáñáó�Üóåéò �ùí ìáèçìá�éêþí.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå Ýíá (ìå�á)èåþñçìá ðïõ èá ìáò âïçèÜåé ó�çíåýñåóç �õðéêþí áðïäåßîåùí.Èåþñçìá 3.5 (Ôï èåþñçìá �çò áðáãùãÞò, Herbrand) Áí T ∪{�} ⊢  (ãñÜöïõìå êáé T; � ⊢  ), �ü�å T ⊢ �→  .Áðüäåéîç Ôï èåþñçìá �ï áðïäåéêíýïõìå ìå åðáãùãÞ ó�ï ìÞêïò n �çò áðü-äåéîçò  1; : : : ;  n �çò  ( ≡  n). �åíéêÜ ðáñá�çñïýìå ðñþ�á ü�é áí  åßíáéÝíá áðü �á áêüëïõèá:1.  åßíáé ëïãéêü áîßùìá,2.  ∈ T ,3.  ≡ �,�ü�å ç ðñü�áóç éó÷ýåé äéü�é:Ó�çí ðñþ�ç êáé ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç éó÷ýåé ü�é T ⊢  . Êáé åðåéäÞ éó÷ýåéåðßóçò ü�é T ⊢  → (� →  ) (åðåéäÞ  → (� →  ) åßíáé ëïãéêü áîßùìá) èáÝ÷ïõìå T ⊢ � →  áðü åöáñìïãÞ �ïõ êáíüíá Modus Ponens. Ó�çí �ñß�çðåñßð�ùóç èá Ý÷ïõìå âÝâáéá T ⊢ � → � åðåéäÞ ⊢ � → �, áðü ðñïçãïýìåíïðáñÜäåéãìá.¸ó�ù �þñá ü�é ç  åßíáé áðï�Ýëåóìá åíüò êáíüíá MP. Ôü�å Ý÷ïõí ðñïç-ãçèåß ó�çí áðüäåéîç �á  i êáé  i →  . ÅðåéäÞ áõ�Ü Ý÷ïõí ðñïçãçèåß ïé áðïäåß-îåéò �ïõò Ý÷ïõí ìéêñü�åñï ìÞêïò áðü �ï n êáé Üñá ãéá áõ�Ü éó÷ýåé ç åðáãùãéêÞõðüèåóç, Üñá T ⊢ �→  i êáé T ⊢ �→ ( i →  ). Ôï áðï�Ýëåóìá ðñïêýð�åéåðåéäÞ ëüãù A2 éó÷ýåé T ⊢ (� → ( i →  )) → ((� →  i) → (� →  )).×ñçóéìïðïéïýìå äýï öïñÝò �ïí êáíüíá MP. �3.2 Ïñèü�ç�á êáé ðëçñü�ç�áÈåþñçìá 3.6 (Èåþñçìá �çò ïñèü�ç�áò) Áí T ⊢ �, �ü�å T |= �. Ó�çíåéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõ T = ∅, Ý÷ïõìå ü�é ⊢ � óõíåðÜãå�áé |= �, äçëáäÞ �áèåùñÞìá�á �ïõ êáèáñïý ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïý åßíáé �áõ�ïëïãßåò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 41Áðüäåéîç åýêïëç äéü�é ç éêáíïðïéçóéìü�ç�á éó÷ýåé ãéá �á áîéþìá�á (�áëïãéêÜ áîéþìá�á åßíáé �áõ�ïëïãßåò) êáé ìå�áöÝñå�áé áðü �éò õðïèÝóåéò åíüòêáíüíá Modus Ponens ó�ï óõìðÝñáóìá.Ôï áíù�Ýñù èåþñçìá ìáò ëÝåé ü�é üëá �á èåùñÞìá�á åßíáé ïñèÜ. Éó÷ýåéüìùò êáé �ï áí�ßó�ñïöï; ÄçëáäÞ éó÷ýåé ü�é áí Ý÷ïõìå ìßá �áõ�ïëïãßá �ü�åáõ�Þ èá åßíáé Ýíá èåþñçìá �ïõ �õðéêïý óõó�Þìá�ïò; Éó÷ýåé, ìå Üëëá ëüãéá, ü�é�ï �õðéêü óýó�çìá Ý÷åé �ç äõíá�ü�ç�á íá áðïäåéêíýåé üëåò �éò �áõ�ïëïãßåò;Èåþñçìá 3.7 (Èåþñçìá �çò ðëçñü�ç�áò) Áí |= �, äçëáäÞ áí � åßíáé�áõ�ïëïãßá, �ü�å ⊢ �.Èá áðïäåßîïõìå ðñþ�á �á áêüëïõèá ëÞììá�á:ËÞììá 3.8 Ïé ðáñáêÜ�ù ðñï�áóéáêïß �ýðïé åßíáé �õðéêÜ èåùñÞìá�á �ïõáðïäåéê�éêïý óõó�Þìá�ïò �ýðïõ Hilbert (äçëáäÞ áí � åßíáé Ýíáò áðü �ïõòðáñáêÜ�ù ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò Ý÷ïõìå ⊢ �).(a) ¬¬�→ �(b) �→ ¬¬�(
) ¬�→ (�→  )(d) (¬ → ¬�)→ (�→  )(e) (�→  )→ (¬ → ¬�)(f) �→ (¬ → ¬(�→  ))(g) (�→  )→ ((¬�→  )→  )Áðüäåéîç:Èá áðïäåßîïõìå ðñþ�á �çí áêüëïõèç ðñü�áóç:�ñü�áóç 3.9 i) �→  ; → � ⊢ �→ �ii) �→ ( → �);  ⊢ �→ �Áðüäåéîç �ïõ 3.9, i).1. �→  Õ� (Õ�=Õðüèåóç)2.  → � Õ�3. � Õ�4.  1,3, MP5. � 2,4 MP¢ñá � →  ; → �; � ⊢ �. ¢ñá, áðü èåþñçìá áðáãùãÞò, � →  ; →� ⊢ �→ �.Áðüäåéîç �ïõ ii). Åýêïëç, ìå �ï èåþñçìá �çò áðáãùãÞò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 42Áðüäåéîç �ïõ ëÞììá�ïò 3.8.(a):1. (¬�→ ¬¬�)→ ((¬�→ ¬�)→ �) Áîßùìá Á32. ¬�→ ¬� ãíùó�ü3. (¬�→ ¬¬�)→ � 1,2,ðñï�. 3.9, ii4. ¬¬�→ (¬�→ ¬¬�) Áîßùìá Á15. ¬¬�→ � 3,4 ðñï�. 3.9, i(b):1. (¬¬¬�→ ¬�)→ ((¬¬¬�→ �)→ ¬¬�) Áî. Á32. ¬¬¬�→ ¬� áðü (a)3. (¬¬¬�→ �)→ ¬¬� 1,2,MP4. �→ (¬¬¬�→ �) Áî. Á15. �→ ¬¬� 3,4, ðñï�. 3.9, i(
):1. ¬� Õ�2. � Õ�3. �→ (¬ → �) Áîßùìá Á14. ¬�→ (¬ → ¬�) Áîßùìá Á15. ¬ → � 2,3,MP6. ¬ → ¬� 1,4,MP7. (¬ → ¬�)→ ((¬ → �)→  ) Áîßùìá Á38. (¬ → �)→  6,7,MP9.  5,8,MP¢ñá, áðü 1-9, ¬�; � ⊢  . Êá�Ü óõíÝðåéá, áðü �ï èåþñçìá �çò áðáãùãÞò,
¬� ⊢ �→  , êáé, îáíÜ áðü �ï èåþñçìá �çò áðáãùãÞò, ⊢ ¬�→ (�→  ).(d):1. ¬ → ¬� Õ�2. � Õ�3. (¬ → ¬�)→ ((¬ → �)→  ) Áîßùìá Á34. �→ (¬ → �) Áîßùìá Á15. (¬ → �)→  1,3,MP6. �→  4,5,ðñï�. 3.9, i7.  2,6,MPÁðü 1-7, ¬ → ¬�; � ⊢  , êáé äýï åöáñìïãÝò �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò áðá-ãùãÞò äßíïõí �ï áðï�Ýëåóìá.(e):1. �→  Õ�2. ¬¬�→ � Áðü (a)3. ¬¬�→  1,2,ðñï�. 3.9, i4.  → ¬¬ Áðü (b)5. ¬¬�→ ¬¬ 3,4,ðñï�. 3.9, i6. (¬¬�→ ¬¬ )→ (¬ → ¬�) Áðü (d)7. (¬ → ¬�) 5,6,MP



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 43¢ñá, áðü 1-7, � →  ⊢ ¬ → ¬�, êáé, áðü èåþñçìá áðáãùãÞò Ý÷ïõìå�ï áðï�Ýëåóìá.(f):�ñïöáíþò, �; � →  ⊢  áðü MP. ¢ñá, ⊢ � → ((� →  ) →  ) ìå äýïåöáñìïãÝò �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò áðáãùãÞò. Áðü (e) ⊢ ((� →  ) →  ) →
(¬ → ¬(� →  )). ¢ñá ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí ðñü�áóç 3.9, i ðáßñíïõìå �ïáðï�Ýëåóìá.(g):1. �→  Õ�2. ¬�→  Õ�3. (�→  )→ (¬ → ¬�) Áðü (e)4. ¬ → ¬� 1,3,MP5. (¬�→  )→ (¬ → ¬¬�) Áðü (e)6. ¬ → ¬¬� 2,5,MP7. (¬ → ¬¬�)→ ((¬ → ¬�)→  ) Áîßùìá Á38. (¬ → ¬�)→  6,7,MP9.  4,8,MP¢ñá, �→  ;¬�→  ⊢  . Äýï åöáñìïãÝò �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò áðáãùãÞòäßíïõí �ï áðï�Ýëåóìá.ËÞììá 3.10 ¸ó�ù ü�é üëåò ïé ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ åìöáíßæïí�áéó�ïí ðñï�áóéáêü �ýðï � åßíáé áíÜìåóá ó�éò B1; : : : ; Bk. ¸ó�ù V áðïíïìÞáëÞèåéáò (ìáò åíäéáöÝñïõí ìüíïí ïé �éìÝò ðïõ ðáßñíåé ó�á Bi). Ïñßæïõìå B′iíá åßíáé Bi áí V (Bi) = T êáé B′i íá åßíáé ¬Bi áí V (Bi) = F . Ïñßæïõìååðßóçò �′ íá åßíáé � áí V (�) = T êáé �′ íá åßíáé ¬� áí V (�) = F . Ôü�åB′

1; : : : ; B′k ⊢ �′ .�áñÜäåéãìá. ¸ó�ù � ≡ ¬(¬A1 → A2). Ôü�å ãéá �éò äéÜöïñåò áðïíïìÝòìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå �ïí áëçèïðßíáêá �ïõ �. ¸÷ïõìåA1 A2 ¬(¬A1 → A2)T T FF T FT F FF F TÁí åöáñìüóïõìå �çí ðñü�áóç ó�çí áðïíïìÞ ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí �ñß�çãñáììÞ Ý÷ïõìåA1;¬A2 ⊢ ¬¬(¬A1 → A2) êáé ó�çí �Ý�áñ�ç ãñáììÞ ¬A1;¬A2 ⊢
¬(¬A1 → A2).Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ ó�ï �. Áí ï � åßíáé ç ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ B1�ü�å �ï æç�ïýìåíï áíÜãå�áé ó�ï B1 ⊢ B1 êáé ¬B1 ⊢ ¬B1.�åñßð�ùóç 1. � åßíáé ¬ . Ôü�å ç ÅÕ éó÷ýåé ãéá �ï  .



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 44Õðïðåñßð�ùóç 1a. ¸ó�ù ü�é ï  ðáßñíåé �çí �éìÞ T óå ìßá áðïíïìÞ V .Ôü�å � ðáßñíåé �çí �éìÞ F. ¢ñá,  ′ åßíáé  êáé �′ åßíáé ¬�. Áðü ÅÕ ãéá  ,B′
1; : : : ; B′k ⊢  . ¢ñá áðü ëÞììá 3.8 (b) êáé MP , B′

1; : : : ; B′k ⊢ ¬¬ . ÁëëÜ
¬¬ åßíáé �′ .Õðïðåñßð�ùóç 1b. ¸ó�ù  ðáßñíåé �çí �éìÞ F. Ôü�å  ′ åßíáé ¬ êáé �′åßíáé �. Áðü ÅÕ B′

1; : : : ; B′k ⊢ ¬ . ÁëëÜ ¬ åßíáé �′ .�åñßð�ùóç 2. � åßíáé  → � Ôü�å ãéá �á  êáé � éó÷ýåé ç ÅÕ, ÜñáB′
1; : : : ; B′k ⊢  ′ êáé B′

1; : : : ; B′k ⊢ �′ .�åñßð�ùóç 2a.  ðáßñíåé �çí �éìÞ F. ¢ñá � ðáßñíåé �çí �éìÞ T. Ôü�å ′ åßíáé ¬ êáé �′ åßíáé �. ¢ñá, B′
1; : : : ; B′k ⊢ ¬ . Áðü ëÞììá 3.8 (
),B′

1; : : : ; B′k ⊢  → �. ÁëëÜ  → � åßíáé �′ .�åñßð�ùóç 2b. � ðáßñíåé �çí �éìÞ T. ¢ñá � ðáßñíåé �çí �éìÞ T. Ôü�å�′ åßíáé � êáé �′ åßíáé �. Éó÷ýåé B′
1; : : : ; B′k ⊢ �. Ôü�å áðü áîßùìá Á1B′

1; : : : ; B′k ⊢  → �. ÁëëÜ  → � åßíáé �′ .�åñßð�ùóç 2
.  ðáßñíåé �çí �éìÞ T , � ðáßñíåé �çí �éìÞ F. Ôü�å � Ý÷åé�çí �éìÞ F,  ′ åßíáé  , �′ åßíáé ¬� êáé �′ åßíáé ¬�. Éó÷ýåé B′
1; : : : ; B′k ⊢  êáé B′

1; : : : ; B′k ⊢ ¬�. ¢ñá áðü ëÞììá 3.8 (f), B′
1; : : : ; B′k ⊢ ¬( → �). ÁëëÜ

¬( → �) åßíáé �′ .Áõ�ü åîáí�ëåß �éò äõíá�Ýò ðåñéð�þóåéò, åðåéäÞ ç ãëþóóá ðåñéÝ÷åé ìüíïí�ïõò óõíäÝóìïõò ¬ êáé →.Áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò ðëçñü�ç�áò. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ïëÞììá 3.10. ¸ó�ù � åßíáé �áõ�ïëïãßá êáé Ýó�ù B1; : : : ; Bk åßíáé ïé ðñï-�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïí �. �éá ïðïéáäÞðï�å áðïíïìÞáëÞèåéáò (ó�á B1; : : : ; Bk), áðü �ï ëÞììá 3.10 Ý÷ïõìå ü�é B′
1; : : : ; B′k ⊢ �.(�′ åßíáé � åðåéäÞ � ðáßñíåé ðÜí�á �çí �éìÞ T.) ¢ñá, áí Bk ðÜñåé �çí �éìÞT, B′

1; : : : ; B′k−1; Bk ⊢ �, êáé áí Bk ðÜñåé �çí �éìÞ F, B′
1; : : : ; B′k−1;¬Bk ⊢ �.¢ñá, áðü �ï èåþñçìá �çò áðáãùãÞò, B′

1; : : : B′k−1 ⊢ Bk → � êáéB′
1; : : : ; B′k−1 ⊢

¬Bk → �. Ôü�å áðü ëÞììá 3.8, (g)B′
1; : : : ; B′k−1 ⊢ � êáé âÝâáéá �áB′

1; : : : ; B′kìðïñïýí íá áí�éó�ïé÷ïýí óå ïðïéáäÞðï�å áðïíïìÞ. Ïìïßùò Bk−1 ìðïñåß íáåßíáé T Þ F êáé îáíÜ åöáñìüæïí�áò �ï èåþñçìá �çò áðáãùãÞò êáé �ï ëÞììá 3.8,(g) ìðïñïýìå íá áðáëåßøïõìå �ï B′k−1 üðùò áêñéâþò áðáëåßøáìå �ï B′k. Ìå�Üáðü k �Ý�ïéá âÞìá�á �åëéêÜ ðáßñíïõìå ⊢ �.�üñéóìá 3.11 Áí T èåùñßá (T ìðïñåß íá åßíáé Üðåéñï óýíïëï) �ü�å T |= �óõíåðÜãå�áé T ⊢ �.Áðüäåéîç Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï èåþñçìá �çò óõìðÜãåéáò. Áðü �ï ðü-ñéóìá �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò óõìðÜãåéáò Ý÷ïõìå ü�é T0 |= �, ãéá êÜðïéï ðåðå-ñáóìÝíï õðïóýíïëï �ïõ T �ï T0 = { 1; : : : ;  n}. ÄçëáäÞ  1; : : : ;  n |= �.Áõ�ü åßíáé éóïäýíáìï ìå �ï |=  1 → (· · · → ( n → �) · · ·). Áðü èåþñçìáðëçñü�ç�áò Ý÷ïõìå ü�é ⊢  1 → (· · · → ( n → �) · · ·). Êáé âÝâáéá åðåéäÞêÜèå �i ∈ T , åöáñìüæïí�áò n öïñÝò �ïí êáíüíá MP, ðáßñíïõìå �åëéêÜ ü�éT ⊢ �. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 453.3 ÁóêÞóåéò1. ¸ó�ù ü�é ïñßæïõìå ó�ïí ðñï�áóéáêü ëïãéóìü Ýíá �õðéêü óýó�çìá, Ýó�ù
Q, ùò åîÞò:ËïãéêÜ áîéþìá�á: ¼ëïé ïé ðñï�áóéáêïß �ýðïé �çò ìïñöÞòá1. �→ ( → �)á2. (¬�→  )→ ((¬�→ ¬ )→ �)Êáíüíåò áðáãùãÞò: Modus PonensÓ�ï óýó�çìá áõ�ü Q ïñßó�å �ß åßíáé áðüäåéîç áðü �ï óýíïëï �ùí ìçëïãéêþí áîéùìÜ�ùí T .Áðïäåßî�å ü�é áí ó' áõ�ü �ï óýó�çìá �ï óýíïëï T åßíáé áóõíåðÝò, äçëáäÞõðÜñ÷åé  þó�å T ⊢  êáé T ⊢ ¬ , �ü�å ãéá êÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï � Ý÷ïõìåü�é T ⊢ �. (åäþ �ï ⊢ óçìáßíåé £áðïäåéêíýå�áé ó�ï Q¤)2. ¸ó�ù � ðñï�áóéáêüò �ýðïò ðïõ äåí åßíáé �áõ�ïëïãßá. ÏíïìÜæïõìå ó�éã-ìéü�õðï �ïõ � êÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï ðïõ ðñïêýð�åé áí ó�ïí � áí�éêá�áó�Þ-óïõìå �éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò �ïõ ìå ïðïéïíäÞðï�å ðñï�áóéáêü �ýðï, ìå�çí ðñïûðüèåóç ü�é óå êÜèå áí�éêá�Üó�áóç ðñï�áóéáêÞò ìå�áâëç�Þò A ó�ïí�, áðü Ýíáí ðñï�áóéáêü �ýðï  , üëåò ïé åìöáíßóåéò �çò A áí�éêáèßó�áí�áé áðü�ïí  . ¸ó�ù T ç èåùñßá ðïõ �á ìç ëïãéêÜ áîéþìá�Ü �çò åßíáé üëá �á ó�éã-ìéü�õðá �ïõ �. Áðïäåßî�å ü�é T åßíáé áóõíåðÞò, äçëáäÞ õðÜñ÷åé ðñï�áóéáêüò�ýðïò  þó�å T ⊢  êáé T ⊢ ¬ .3. Óå Ýíá �õðéêü áîéùìá�éêü óýó�çìá, Ýíá õðïóýíïëï Z �ùí áîéùìÜ�ùí ëÝ-ãå�áé áíåîÜñ�ç�ï áí êÜðïéïò �ýðïò ó�ï Z äåí áðïäåéêíýå�áé áðü �á õðüëïéðááîéþìá�á ìÝóù �ùí êáíüíùí áðáãùãÞò. Áðïäåßî�å ü�é �ï êáèÝíá áðü �áó÷Þìá�á áîéùìÜ�ùí Á1, Á2 êáé Á3 åßíáé áíåîÜñ�ç�ï. Õðüäåéîç ãéá �ï Á1:ÈåùñÞó�å �ïõò áêüëïõèïõò ðßíáêåò.

A ¬A0 11 12 0 êáé
A B A→ B0 0 01 0 22 0 00 1 21 1 22 1 00 2 21 2 02 2 0Áõ�ïß ëåé�ïõñãïýí ùò áëçèïðßíáêåò, ìüíïí ðïõ �þñá õðÜñ÷åé êáé ìßá �ñß�ç�éìÞ áëçèåßáò, �ï 2. ÌÝóù áõ�þí �ùí ðéíÜêùí, ãéá �éìÝò �ùí ðñï�áóéáêþíìå�áâëç�þí 0, 1 Þ 2 (áðïíïìÞ), êÜèå ðñï�áóéáêüò �ýðïò áðïê�Ü ìéá �éìÞ 0,



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 461 Þ 2. Áò ïíïìÜóïõìå ìçäåíéêü êÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï � ðïõ ðáßñíåé ðÜí�á�çí �éìÞ 0 ãéá ïðïéáäÞðï�å áðïíïìÞ. Áðïäåßî�å ü�é üëá �á áîéþìá�á �ùíó÷çìÜ�ùí Á2 êáé Á3 åßíáé ìçäåíéêïß �ýðïé êáé ü�é ï êáíüíáò Modus Ponensäéá�çñåß �ç ìçäåíéêü�ç�á. ÁëëÜ ï A1 → (A2 → A1) äåí åßíáé ìçäåíéêüò. Ìåðáñüìïéï �ñüðï áðïäåßî�å �çí áíåîáñ�çóßá �ïõ Á2 êáé Á3.Âéâëéïãñáößá êåöáëáßïõ 3Å1, Å2, Å3, Î1, Î6, Î8.(Ïé áíáöïñÝò ðáñáðÝìðïõí ó�ç âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ âéâëßïõ)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 474 �ñù�ïâÜèìéá êá�çãïñçìá�éêÞ ËïãéêÞ(�ñù�ïâÜèìéïò êá�çãïñçìá�éêüò ëïãéóìüò)ÕðÜñ÷ïõí åßäç ëïãéêþí áðáãùãþí ðïõ äåí ìðïñïýí íá äéêáéïëïãçèïýíìå âÜóç ìüíïí �ç ëïãéêÞ �ùí ðñï�Üóåùí, ð.÷:á1. ÊÜèå ößëïò �ïõ �éþñãïõ åßíáé ößëïò �ïõ Êþó�á.Ï Íßêïò äåí åßíáé ößëïò �ïõ Êþó�á.¢ñá, ï Íßêïò äåí åßíáé ößëïò �ïõ �éþñãïõ.á2. ¼ëïé ïé Üíèñùðïé åßíáé èíç�ïß.Ï ÓùêñÜ�çò åßíáé Üíèñùðïò.¢ñá, ï ÓùêñÜ�çò åßíáé èíç�üò.á3. ¼ëïé ïé Üíèñùðïé åßíáé æþá.¢ñá, �ï êåöÜëé åíüò áíèñþðïõ åßíáé �ï êåöÜëé åíüò æþïõ.Ç ïñèü�ç�á áõ�þí �ùí óõëëïãéóìþí äåí åîáñ�Ü�áé áðü �çí �ïðïèÝ�çóç�ùí ðñï�Üóåùí óå ó÷Ýóç ìå �ïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò, Ý�óé þó�å ç êá�Ü-ó�ñùóç åíüò áëçèïðßíáêá íá ìáò Ýäéíå �çí ïñèü�ç�á Þ ìç �ïõ óõëëïãéóìïý.Åîáñ�Ü�áé ìÜëëïí áðü �ç äïìÞ êáé �ùí £åðéìÝñïõò¤ ðñï�Üóåùí êáèþò êáé áðü�ç óçìáóßá åêöñÜóåùí üðùò üëïé, êÜèå, êëð.Áò åéóáãÜãïõìå Ýíáí åéäéêü óõìâïëéóìü ãéá íá êÜíïõìå ðéï äéáöáíÞ �çäïìÞ �ïõ óõëëïãéóìïý. Áí P (x) åßíáé Ýíá êá�çãüñçìá, äçëáäÞ ìáò ëÝåé ü�é�ï x Ý÷åé �çí éäéü�ç�á P , �ü�å ∀xP (x) ìáò ëÝåé ü�é ãéá êÜèå x ç éäéü�ç�á Péó÷ýåé. Åðßóçò ∃xP (x) ìáò ëÝåé ü�é õðÜñ÷åé (�ïõëÜ÷éó�ïí) Ýíá x ðïõ Ý÷åé �çíéäéü�ç�á P . Ó�çí Ýêöñáóç ∀xP (x) �ï ∀x åßíáé ï êáèïëéêüò ðïóïäåßê�çò êáéó�çí ∃xP (x) �ï ∃x åßíáé ï õðáñê�éêüò ðïóïäåßê�çò.Áí �þñá 
; �; �; �;Φ(x; y); A(x);Θ(x); Z(x); k(x) óçìáßíïõí, áí�ßó�ïé÷á,�éþñãïò, Êþó�áò, Íßêïò, ÓùêñÜ�çò, x åßíáé ößëïò �ïý y, x åßíáé Üíèñùðïò, xåßíáé èíç�üò, x åßíáé æþï, �ï êåöÜëé �ïý x, �ü�å ïé 1, 2, 3 ðéï ðÜíù ãßíïí�áé:
∀x(Φ(x; 
)→ Φ(x; �)

¬Φ(�; �)
¬Φ(�; 
) (1)

∀x(A(x)→ Θ(x))A(�)

Θ(�)

(2)
∀x(A(x)→ Z(x))

∀x(∃y(x = k(y) ∧A(y))→ ∃y(x = k(y) ∧ Z(y))) (3)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 48�áñá�çñïýìå ü�é ç ïñèü�ç�á áõ�þí �ùí óõëëïãéóìþí äåí åîáñ�Ü�áé áðü �çíåéäéêÞ óçìáóßá �ùí 
; �; �; �;Φ; A;Θ; Z; k. ÂëÝðïõìå ü�é �á êáéíïýñãéá ó�ïé-÷åßá ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé ó�çí êáéíïýñãéá ìáò ëïãéêÞ (ó�ïí êáéíïýñãéï �ñüðï ðá-ñáãùãÞò ïñèþí óõëëïãéóìþí) åßíáé �á êá�çãïñÞìá�á, üðùò ð.÷. �á Φ; A;Θêëð. êáé ïé ðïóïäåßê�åò. Åîïý êáé êá�çãïñçìá�éêüò ëïãéóìüò. Ïé ðñï�Ü-óåéò ðïõ ó÷çìá�ßæïí�áé êáé ç áëÞèåéá �ùí ïðïßùí ìáò åíäéáöÝñåé ìéëÜíå ãéáÝíá ðåäßï áí�éêåéìÝíùí, ãéá Ýíá £óýìðáí¤ �çò óõæÞ�çóçò. Åßíáé �ï ðåäßï �ùíáí�éêåéìÝíùí ãéá �á ïðïßá ìéëÜìå êáé ãéá �á ïðïßá ìáò åíäéáöÝñåé íá áíáêá-ëýøïõìå áëÞèåéåò. �.÷. �ï óýìðáí �çò óõæÞ�çóçò èá ìðïñïýóå íá åßíáé �áóýíïëá, ïðü�å ç ãëþóóá ìáò èá Þ�áí ç ãëþóóá �çò óõíïëïèåùñßáò Þ ïé áñéè-ìïß, ïðü�å ç ãëþóóá ìáò èá Þ�áí ç ãëþóóá �çò áñéèìïèåùñßáò êëð. (ãëþóóá÷ïíäñéêÜ åßíáé ï �ñüðïò ó÷çìá�éóìïý ðñï�Üóåùí).Ôï ðþò ìå�á÷åéñéæüìáó�å �ïõò ðïóïäåßê�åò, �ï ðþò ðïóïäåß÷íïõìå, áðï-�åëåß �ï Üëëï êýñéï ÷áñáê�çñéó�éêü �çò ãëþóóáò ìáò. ¼�áí áíáöåñüìáó�åìå ðïóïäåßê�åò, ó�ï óýìðáí �çò óõæÞ�çóÞò ìáò, áíáöåñüìáó�å ó�á áí�éêåß-ìåíá, ó�á ó�ïé÷åßá �ïõ óýìðáí�ïò êáé ü÷é óå óõëëïãÝò Þ óõëëïãÝò óõëëïãþíê.ï.ê. áí�éêåéìÝíùí, ó�ïé÷åßùí. �.÷. áí �ï óýìðáí åßíáé áñéèìïß, ìðïñïýìåíá ðïýìå ü�é £êÜèå áñéèìüò Ý÷åé ìßá éäéü�ç�á¤ (ð.÷. ∀x(x ≥ 0)) áëëÜ ü÷é £êÜèåóýíïëï áñéèìþí Ý÷åé ìßá éäéü�ç�á¤. �éá íá �ï ðïýìå áõ�ü èá ðñÝðåé ó�ï óý-ìðáí ìáò íá ðåñéÝ÷ïí�áé êáé �á óýíïëá �ùí áñéèìþí. Áõ�üò ï �ñüðïò ÷ñÞóçò�ùí ðïóïäåéê�þí êáèïñßæåé �éò ãëþóóåò ìáò ùò ãëþóóåò ðñþ�ïõ âáèìïý, ãé'áõ�ü êáé ï üñïò ðñù�ïâÜèìéá ëïãéêÞ.4.1 �ëþóóá �çò ëïãéêÞò �ùí êá�çãïñçìÜ�ùíÌßá ãëþóóá �çò ëïãéêÞò �ùí êá�çãïñçìÜ�ùí áðï�åëåß�áé áðü:(I) Ôá ëïãéêÜ óýìâïëá: Áõ�Ü áðï�åëïýí�áé áðü:(i) Ìå�áâëç�Ýò: ¸íá áñéèìÞóéìï óýíïëï áðü óýìâïëáx1; x2; x3; : : : ; xn; : : : ðïõ èá �á ïíïìÜæïõìå ìå�áâëç�Ýò.(ii) Ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò: Èá åßíáé �á óýìâïëá ¬;∧;∨;→;↔.(iii) Êüììá, ðáñåíèÝóåéò: Ôï óýìâïëï ; êáé �á óýìâïëá ( êáé ).(iv) �ïóïäåßê�åò: Ôá óýìâïëá ∀ êáé ∃.(II) Ôá ìç ëïãéêÜ óýìâïëá: Áõ�Ü áðï�åëïýí�áé áðü:(i) Óýìâïëá ó�áèåñþí: ¸íá óýíïëï óõìâüëùí 
1, 
2, 
3, : : :, 
n, : : :ðïõ èá �á ïíïìÜæïõìå ó�áèåñÝò. Ïé ó�áèåñÝò èá ðáßæïõí �ïí ñüëïðïõ ðáßæïõí �á êýñéá ïíüìá�á ó�çí êáèïìéëïõìÝíç. ÄçëáäÞ èáóõìâïëßæïõí Ýíá ó�áèåñü áí�éêåßìåíï. Ó�ï ðáñÜäåéãìÜ ìáò ó�ï 2.�ï � Þ�áí ìßá ó�áèåñÜ ðïõ óõìâüëéæå �ïí ÓùêñÜ�ç. Óçìåéþó�åü�é �ï óýíïëï �ùí ó�áèåñþí ìðïñåß íá åßíáé Þ áñéèìÞóéìï, äçëáäÞ�ï 
1; 
2; : : : ; 
n; : : : Þ ðåðåñáóìÝíï äçëáäÞ 
1; : : : ; 
� ãéá êÜðïéï �,Þ áêüìç êáé êåíü, äçëáäÞ íá ìçí õðÜñ÷ïõí êáèüëïõ ó�áèåñÝò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 49(ii) Óýìâïëá êá�çãïñçìÜ�ùí: �éá êÜèå öõóéêü n > 0, õðÜñ÷åé Ýíáóýíïëï óõìâüëùí, �á óýìâïëá êá�çãïñçìÜ�ùí n-èÝóåùí. Ôï óý-íïëï áõ�ü ìðïñåß íá åßíáé áñéèìÞóéìï äçëáäÞ Qn1 ; Qn2 ; : : : ; Qni ; : : :Þ ðåðåñáóìÝíï Qn1 ; Qn2 ; : : : ; Qn�, ãéá êÜðïéï �, (Þ âÝâáéá áêüìá êáéêåíü)4.Ôá óýìâïëá êá�çãïñçìÜ�ùí ìéáò èÝóçò èá óõìâïëßæïõí éäéü�ç�åò(�ùí áí�éêåéìÝíùí �ïõ óýìðáí�üò ìáò) ð.÷. Q1(x) ìðïñåß íá óõì-âïëßæåé �çí éäéü�ç�á £ï x åßíáé ñç�üò¤. Ôá óýìâïëá êá�çãïñçìÜ�ùín-èÝóåùí óõìâïëßæïõí n-ìåëåßò ó÷Ýóåéò, ë.÷. Q2(x; y) ìðïñåß íáóõìâïëßæåé £ï x åßíáé ìéêñü�åñïò �ïõ y¤.(iii) Óýìâïëá óõíáñ�Þóåùí: �éá êÜèå öõóéêü n > 0, Ýíá óýíïëï óõì-âüëùí, �á óýìâïëá óõíáñ�Þóåùí n èÝóåùí. Áõ�Ü èá óõìâïëß-æïõí óõíáñ�Þóåéò n ìå�áâëç�þí ó�ï óýìðáí �ùí áí�éêåéìÝíùíìáò A äçë. óõíáñ�Þóåéò áðü �ï An = A×A× · · · ×A
︸ ︷︷ ︸n 'o�"́& ó�ï A.Ôï óýíïëï áõ�ü �ùí óõìâüëùí ìðïñåß íá åßíáé áñéèìÞóéìï äçëáäÞfn1 ; fn2 ; : : : ; fni ; : : : Þ ðåðåñáóìÝíï, äçëáäÞ fn1 ; : : : ; fn� Þ áêüìç êáéêåíü, äçëáäÞ íá ìçí õðÜñ÷ïõí êáèüëïõ óýìâïëá óõíáñ�Þóåùí.�áñÜäåéãìá: Ó�ï ðáñÜäåéãìá �çò óåë. 47Ôá 
; �; �; � åßíáé óýìâïëá ó�áèåñþí.Ôï Φ åßíáé óýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïò äýï èÝóåùí.Ôá A;Θ; Z åßíáé óýìâïëá êá�çãïñçìÜ�ùí ìéáò èÝóçò.Ôï k åßíáé Ýíá óýìâïëï óõíÜñ�çóçò ìéáò èÝóçò êáé óõìâïëßæåé ìßá óõ-íÜñ�çóç áðü �ï óýíïëï �ùí æþùí ó�ï óýíïëï �ùí êåöáëéþí �ùí æþùí, Ý�óéþó�å áí x åßíáé Ýíá æþï, �ü�å k(x) íá åßíáé �ï êåöÜëé �ïõ x.Ïé ãëþóóåò óõìâïëßæïí�áé ìå L êáé ü�áí õðÜñ÷åé áíÜãêç äéá÷ùñéóìïý�ïõò ãñÜöïõìå L1;L2;LA ê.�.ë. Åêåßíï ðïõ äéáöïñïðïéåß ìßá ãëþóóá áðüìßá Üëëç åßíáé Ýíá äéáöïñå�éêü óýíïëï áðü ìç ëïãéêÜ óýìâïëá ìéá êáé �áëïãéêÜ óýìâïëá óå üëåò åßíáé �á ßäéá.�áñá�Þñçóç 4.1 Ó�ïí êáèïñéóìü �ïõ óõíüëïõ �ùí ëïãéêþí óõìâüëùí �çòðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò ó�áèÞêáìå áñêå�Ü £ãåííáéüäùñïé¤ ðåñéëáìâÜíïí�áò�ïõò ëïãéêïýò ðñï�áóéáêïýò óõíäÝóìïõò ¬;∨;∧;→;↔ êáèþò êáé �ïõò ðïóï-äåßê�åò ∀ êáé ∃. Ç óçìáóéïëïãßá ðïõ èá õéïèå�Þóïõìå ðéï êÜ�ù ìáò åðé�ñÝðåéíá åßìáó�å ðéï £ïéêïíïìéêïß¤. Ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí ðñï�áóéáêþí óõíäÝóìùíèá ìðïñïýóáìå íá ðåñéïñéó�ïýìå ó�ï óýíïëï {¬;→}, áöïý áõ�ü åßíáé ÝíáåðáñêÝò óýíïëï óõíäÝóìùí, äçëáäÞ êÜèå ÷ñÞóç �ùí ∧; ∨ Þ ↔ èá ìðïñïýóå4Áðáé�åß�áé íá õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá óýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïò, þó�å íá åßíáé äõíá�Þç ýðáñîç �ïõëÜ÷éó�ïí åíüò á�ïìéêïý �ýðïõ. Ó�çí ðåñßð�ùóç �çò ãëþóóáò ìå éóü�ç�á(ïñéóìüò 5.12) èá áñêïýóå ç ýðáñîç ìüíïí �ïõ óõìâüëïõ =.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 50íá áí�éêá�áó�áèåß ìå éóïäýíáìç ÷ñÞóç �ùí ¬ êáé →. �éá �ïõò ðïóïäåßê�åòèá ìðïñïýóáìå íá ðåñéïñéó�ïýìå ó�ï ∀, áöïý, üðùò èá äïýìå, êÜèå ∃x åßíáééóïäýíáìï ìå �ï ¬∀x¬. Óå ü,�é áêïëïõèÞóåé ìåñéêÝò öïñÝò èá ðåñéïñéæüìá-ó�å óå �Ý�ïéåò ðéï £ïéêïíïìéêÝò¤ ëýóåéò ãéá �éò ãëþóóåò, ÷Üñéí åõêïëßáò.�áñÜäåéãìá 4.2 �éá íá ïñßóù ìßá ãëþóóá áñêåß íá ïñßóù �ï óýíïëï �ùíìç ëïãéêþí óõìâüëùí. Áõ�Ü �á óýìâïëá ìáæß ìå �á ëïãéêÜ èá áðï�åëïýí�ï áëöÜâç�ï �çò ãëþóóáò. Ïñßæù �ç ãëþóóá LA ùò åîÞò: LA = {=; <;+; ·; 0; 1}. Ç LA åßíáé ìßá ãëþóóá ãéá �çí áñéèìç�éêÞ (ðïõ ìðïñåß íá åêöñÜ-óåé éäéü�ç�åò �ùí áñéèìþí). Åäþ �á =, < åßíáé óýìâïëá êá�çãïñçìÜ�ùí äýïèÝóåùí êáé óõìâïëßæïõí �ï ßóïí êáé �ï ìéêñü�åñï. Ôá + êáé · åßíáé óýìâïëáóõíáñ�Þóåùí äýï èÝóåùí êáé óõìâïëßæïõí �çí ðñüóèåóç êáé �ïí ðïëëáðëá-óéáóìü, êáé 0 êáé 1 åßíáé óýìâïëá ó�áèåñþí êáé óõìâïëßæïõí �ï ìçäÝí êáé �ïÝíá.Åäþ �ï óýìâïëï = ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ìå äýï äéáöïñå�éêÝò óçìáóßåò. �éáíá åîéóþóåé �ï LA ìå �ï óýíïëï �ùí óõìâüëùí �çò ãëþóóáò, äçëáäÞ ÷ñçóé-ìïðïéÞèçêå ùò óýìâïëï �çò ìå�áãëþóóáò êáé åðßóçò ùò ìÝëïò �ïõ óõíüëïõáõ�ïý äçëáäÞ ùò óýìâïëï �çò ãëþóóáò. Áí èÝëáìå íá åßìáó�å ðéï óùó�ïß,áëëÜ êáé ðéï ó÷ïëáó�éêïß, èá ÷ñçóéìïðïéïýóáìå äéáöïñå�éêïýò óõìâïëéóìïýòãéá �éò äéáöïñå�éêÝò ðåñéð�þóåéò, ð.÷. ùò óýìâïëï �çò ãëþóóáò �ï óýìâïëï
≈. Èá ðáñáìåßíïõìå üìùò ó�çí ðáñáäï÷Þ ü�é �á óõìöñáæüìåíá ìáò õðïäåé-êíýïõí ìå ðïéá Ýííïéá ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíá óýìâïëï.�áñÜäåéãìá 4.3 LG = {=; ◦; e} åßíáé ìßá ãëþóóá ãéá �ç èåùñßá �ùí ïìÜ-äùí, üðïõ = óýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïò äýï èÝóåùí, ◦ óýìâïëï óõíÜñ�çóçòäýï èÝóåùí êáé èá óõìâïëßæåé �çí ðñÜîç A×A→ A, üðïõ A åßíáé ìßá ïìÜäá(óõìâïëßæåé äçëáäÞ �çí åóù�åñéêÞ ðñÜîç �çò ïìÜäáò) êáé e ó�áèåñÜ ðïõ èáóõìâïëßæåé �ï ïõäÝ�åñï ó�ïé÷åßï.¸÷ïí�áò ïñßóåé �ï áëöÜâç�ï ìéáò ãëþóóáò, èá èÝëáìå íá äïýìå �é ìðï-ñïýìå íá ö�éÜîïõìå ðïõ íá £óçìáßíåé¤ êÜ�é äçëáäÞ �é ìðïñïýìå íá £ðïýìå¤ìå âÜóç áõ�ü �ï áëöÜâç�ï.Ïñéóìüò 4.4 ¸ó�ù L ìßá ãëþóóá (äçëáäÞ ìáò Ý÷åé äïèåß �ï áëöÜâç�ü�çò). ¸êöñáóç ó�çí L åßíáé ìßá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá óõìâüëùí �çòãëþóóáò.ÅìÜò âÝâáéá ìáò åíäéáöÝñïõí ïé åêöñÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí êÜðïéï íüçìá. �ñþ-�á èá äïýìå ðïéåò åêöñÜóåéò �çò ãëþóóáò õðïäçëþíïõí áí�éêåßìåíá.Ïñéóìüò 4.5 Ïñßæïõìå ðïéåò åêöñÜóåéò åßíáé üñïé ìå �ïí åîÞò åðáãùãéêüïñéóìü:(i) Ïé ìå�áâëç�Ýò êáé �á óýìâïëá ó�áèåñþí åßíáé üñïé.(ii) Áí fni åßíáé óýìâïëï óõíÜñ�çóçò n èÝóåùí êáé t1; : : : ; tn åßíáé üñïé �ü�åfni (t1; : : : ; tn) åßíáé üñïò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 51�.÷. üñïé ó�çí LA åßíáé ïé 0, 1, +(0; 1), +(+(0; 1); 1), +(0; x2) êëð.Ïñéóìüò 4.6 Êëåéó�üò üñïò åßíáé ï üñïò ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáìéÜ ìå�á-âëç�Þ. �.÷. +(0; 1) åßíáé êëåéó�üò üñïò åíþ ï üñïò +(0; x2) äåí åßíáé.Ïñéóìüò 4.7 Á�ïìéêü �ýðï ïíïìÜæïõìå êÜèå Ýêöñáóç �çò ìïñöÞò R(t1; : : : ; tn),üðïõ R åßíáé óýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïò n-èÝóåùí êáé t1; : : : ; tn åßíáé üñïé.Äéáéóèç�éêÜ ìáò ëÝåé ü�é �á áí�éêåßìåíá ðïõ õðïäçëþíïí�áé áðü �ïõò üñïõòt1; : : : ; tn éêáíïðïéïýí �ç ó÷Ýóç R.Ïñéóìüò 4.8 Ïñßæïõìå ðïéåò åêöñÜóåéò åßíáé �ýðïé (ìéáò ãëþóóáò L). Ïïñéóìüò åßíáé åðáãùãéêüò:(i) ÊÜèå á�ïìéêüò �ýðïò åßíáé �ýðïò.(ii) Áí �1, �2 åßíáé �ýðïé, �ü�å ïé åêöñÜóåéò (�1∧�2), (�1∨�2), (�1 → �2),
(�1 ↔ �2), (¬�1) åßíáé �ýðïé.(iii) Áí x åßíáé ìå�áâëç�Þ êáé � åßíáé �ýðïò, �ü�å ïé åêöñÜóåéò ∃x� êáé
∀x� åßíáé �ýðïé.Êáé âÝâáéá �åëéêÜ �ýðïé åßíáé ìüíïí ïé åêöñÜóåéò ðïõ ó÷çìá�ßæïí�áé óýì-öùíá ìå �ïõò êáíüíåò 1, 2, 3.�áñá�Þñçóç: ¼,�é Ý÷ïõìå ðåé ãéá �ïõò ãåíéêåõìÝíïõò åðáãùãéêïýò ïñéóìïýòó�ç óåë. 10 éó÷ýåé êáé åäþ. ÄçëáäÞ ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå éäéü�ç�åò êáé íááðïäåßîïõìå ðñï�Üóåéò ìå åðáãùãÞ (ãåíéêåõìÝíç) ó�ïõò üñïõò, �ýðïõò êëð.Åðßóçò ü�áí ãñÜöïõìå �ýðïõò óå ìßá ãëþóóá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìåáíïñèïãñáößåò, ð.÷. ó�çí LA ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ∀x(x = x) áí�ß ãéá�ï ðéï óùó�ü ∀x = (x; x). Ó�ïí ïñéóìü �ùí üñùí êáé �ýðùí (ïñéóìüò 4.5êáé 4.8) õéïèå�Þóáìå �ïí ëåãüìåíï pre�x óõìâïëéóìü, äçëáäÞ �ï óýìâïëïíá ðñïçãåß�áé �ùí ïñéóìÜ�ùí �ïõ. Ôï +(x1; x2) åßíáé óå pre�x óõìâïëéóìü.�éï ïéêåßïò üìùò åßíáé ï in�x óõìâïëéóìüò, ïðü�å êá�' áõ�üí èá ãñÜöïõìåx1 + x2. Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå åëåýèåñá êáé �ïí in�x óõìâïëéóìü ãéá íá åßíáéðéï åõáíÜãíùó�åò ïé åêöñÜóåéò ìáò.¢ëëá ðáñáäåßãìá�á �ýðùí ó�çí LA åßíáé ∀x∀y∀z(x = y∧y = z → x = z),

∀x∃y(x ≤ y ∧ ¬(x = y)) ê.ï.ê.Áò ãñÜøïõìå äýï �ýðïõò ó�ç ãëþóóá LA.
∀x1(x1 < x2)

∃x1∀x2(x1 < x2)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 52ÕðÜñ÷åé ìßá óçìáí�éêÞ äéáöïñÜ ìå�áîý �ïõò. Ï äåý�åñïò áí �ïí ìå�áöñÜ-óïõìå ëÝåé £õðÜñ÷åé Ýíáò áñéèìüò Ý�óé þó�å êÜèå áñéèìüò íá åßíáé ìåãáëý-�åñüò �ïõ¤. Ï ðñþ�ïò �ýðïò üìùò ìðïñåß íá íïçèåß óáí ìå�Üöñáóç ìéáò ìçðëÞñïõò ðñü�áóçò, �çò £êÜèå áñéèìüò åßíáé ìéêñü�åñïò �ïõ ¤. Åßìáó�å óåáäõíáìßá íá óõìðëçñþóïõìå �çí ðñü�áóç ÷ùñßò íá îÝñïõìå �é íá êÜíïõìåìå �ç ìå�áâëç�Þ x2. Óå �Ý�ïéåò ðåñéð�þóåéò ëÝìå ü�é ç x2 åßíáé ìßá åëåýèåñçìå�áâëç�Þ ó�çí ∀x1(x1 < x2). ¹ ðéï óùó�Ü ü�é ç åìöÜíéóç �çò x2 ó�ïí �ýðïåßíáé åëåýèåñç.ÅìöÜíéóç Þ åããñáöÞ ìéáò ìå�áâëç�Þò óå Ýíáí �ýðï åßíáé ç ìå�áâëç�Þ ðïõáðáí�Ü�áé ó' Ýíáí �ýðï óå ìéá óõãêåêñéìÝíç èÝóç. �.÷. ó�ïí �ýðï
(∀x(x
↑
1

< y)) ∧ (x
↑
2

= y)Ý÷ïõìå äýï åããñáöÝò5 �çò ßäéáò ìå�áâëç�Þò x ó�ç èÝóç 1 êáé ó�ç èÝóç 2.Ó�ïõò �ýðïõò ∀x� êáé ∃x� ï �ýðïò � ïíïìÜæå�áé �ï âåëçíåêÝò �ïõ ðï-óïäåßê�ç ∀x Þ �ïõ ∃x. ¼�áí ìßá åìöÜíéóç ìéáò ìå�áâëç�Þò x âñßóêå�áéìÝóá ó�ï âåëçíåêÝò åíüò ðïóïäåßê�ç ∀x Þ ∃x, �ü�å ç åìöÜíéóç áõ�Þ åßíáéäåóìåõìÝíç· ç åìöÜíéóç ìéáò ìå�áâëç�Þò ðïõ äåí åßíáé äåóìåõìÝíç ëÝãå�áéåëåýèåñç.�.÷. ó�ïí ðéï ðÜíù �ýðï ç åìöÜíéóç 1 �çò x åßíáé äåóìåõìÝíç åíþ çåìöÜíéóç 2 �çò x åßíáé åëåýèåñç.¢óêçóç 4.1 Äåß�å ðïéåò åããñáöÝò �ùí ìå�áâëç�þí åßíáé åëåýèåñåò Þ äå-óìåõìÝíåò ó�ïõò ðéï êÜ�ù �ýðïõò:á1. ∀x3(∀x1R2
1(x1; x2)→ R2

1(x3; 
1))á2. ∀x2R2
1(x3; x2)→ ∀x3R2

1(x3; x2)á3. ∀x2∃x1R3
1(x1; x2; f2

1 (x1; x2)) ∨ (¬∀x1R2
1(x2; f1

1 (x1)))ËÝìå ü�é ç ìå�áâëç�Þ x åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ïí � áí õðÜñ÷åé �ïõ-ëÜ÷éó�ïí ìéá åëåýèåñç åìöÜíéóç �çò x ó�ïí �. Ôï óýíïëï �ùí åëåýèåñùíìå�áâëç�þí �ïõ � (óõìâïëéóìüò EM(�)) �ï ïñßæïõìå åðáãùãéêÜ ùò åîÞò:Ïñéóìüò 4.9 ÅðáãùãéêÜ.á1. Áí � åßíáé á�ïìéêüò �ýðïò, �ü�å �ï óýíïëï EM(�) åßíáé �ï óýíïëï�ùí ìå�áâëç�þí ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïí �.á2. Áí � = ¬ , �ü�å EM(�) = EM( ).á3. Áí � åßíáé �1 → �2 Þ �1 ∧ �2 Þ �1 ∨ �2 Þ �1 ↔ �2 �ü�å ÅÌ(�) =EM(�1) ∪ ÅÌ(�2).5ÊÜèå åìöÜíéóç �çò x ó�ïí � áìÝóùò ìå�Ü áðü Ýíá ∀ Þ ∃, äçëáäÞ ó�çí ðåñßð�ùóç ∀x Þ
∃x, äåí ëïãßæå�áé ùò åìöÜíéóç �çò ìå�áâëç�Þò ó�ïí �.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 53á4. Áí � åßíáé ∀x ; �ü�å EM(�) = EM( ) \ {x}.�ïëëÝò öïñÝò �éò åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò x1; x2; : : : ; xn óå Ýíáí �ýðï ��éò åìöáíßæïõìå ãñÜöïí�áò �(x1; : : : ; xn). ¼�áí ãñÜöïõìå �(x1; : : : ; xn)åííïïýìå EM(�) ⊆ {x1; : : : xn}. Ï óõìâïëéóìüò åßíáé âïëéêüò ãéá�ß �ü�åìå �(t1; : : : ; tn) óõìâïëßæïõìå �çí (�áõ�ü÷ñïíç) áí�éêá�Üó�áóç �ùí åëåýèå-ñùí åìöáíßóåùí �ùí x1; : : : ; xn áí�ßó�ïé÷á ìå �ïõò üñïõò t1; : : : ; tn. �.÷.áí �(x1; x2) ≡ (x1 = x2) ∧ (∀x1(x1 < x2)) êáé t1 ≡ 
1, t2 ≡ f(x3), �ü�å�(t1; t2) ≡ (
1 = f(x3)) ∧ (∀x1(x1 < f(x3))).Áí èÝëïõìå íá ãñÜøïõìå ìå ìåãáëý�åñç áêñßâåéá �çí áí�éêá�Üó�áóç ìå-�áâëç�þí áðü üñïõò, ãñÜöïõìå �(t1=x1; : : : ; tn=xn) êáé åííïïýìå ü�é ï üñïòti áí�éêáèéó�Ü (�áõ�ü÷ñïíá ìå �ïõò Üëëïõò) üëåò �éò åëåýèåñåò åìöáíßóåéò �çòxi ó�ïí �. ¸�óé ëïéðüí ãñÜöïõìå �(t=x) ü�áí ï t áí�éêáèéó�Ü �éò åëåýèåñåòåìöáíßóåéò �çò x. ÂÝâáéá ü�áí äåí õðÜñ÷åé ëüãïò óýã÷õóçò ãñÜöïõìå áðëÜ�(t1; : : : ; tn) Þ �(t), áí�ßó�ïé÷á. Áò óçìåéùèåß ü�é, äéá�çñþí�áò �ïí ßäéï óõì-âïëéóìü êáé ãéá �çí áí�éêá�Üó�áóç óå üñïõò, áí u êáé t åßíáé üñïé, �ü�å èáóõìâïëßæïõìå ìå u(t=x) �ïí üñï ðïõ ðñïêýð�åé áí ó�ïí üñï u áí�éêá�áó�Þ-óïõìå üëåò �éò åìöáíßóåéò �çò ìå�áâëç�Þò x ìå �ïí üñï t. Åäþ äåí ÷ñåéÜæå�áéíá ðïýìå £�éò åëåýèåñåò åìöáíßóåéò¤ áöïý ó�ïõò üñïõò äåí õðÜñ÷ïõí �åëå-ó�Ýò äÝóìåõóçò þó�å íá äçìéïõñãçèïýí äåóìåõìÝíåò åìöáíßóåéò ìå�áâëç�þí.Åðåê�åßíïí�áò �ï ðáñáðÜíù ìå �ïí ðñïöáíÞ �ñüðï, ìðïñïýìå íá ãñÜöïõìåêáé u(t1=x1; : : : ; tn=xn).Áí �(x) Ýíáò �ýðïò êáé t Ýíáò üñïò, �ü�å ëÝìå ü�é ç x åßíáé áí�éêá�áó�Ü-óéìç áðü �ïí t ó�ïí �(x) áí êáìéÜ åëåýèåñç åããñáöÞ �çò x ó�ïí �(x) äåíêåß�áé ó�ï âåëçíåêÝò åíüò ðïóïäåßê�ç ∀y Þ ∃y, üðïõ y åßíáé ìßá ìå�áâëç�Þðïõ åìöáíßæå�áé ó�ïí t, äçëáäÞ éóïäýíáìá ü�áí ìå �çí áí�éêá�Üó�áóç �(t)êáìéÜ ìå�áâëç�Þ �ïõ t äåí äåóìåýå�áé.�.÷. ç x äåí åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí üñï y ó�ïí �ýðï ∀y(x < y).Åßíáé öáíåñü ü�é áí Ýíáò üñïò äåí ðåñéÝ÷åé ìå�áâëç�Ýò äçëáäÞ åßíáé Ýíáò êëåé-ó�üò üñïò, �ü�å ïðïéáäÞðï�å ìå�áâëç�Þ åßíáé ðÜí�á áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïíüñï áõ�ü óå ïðïéïíäÞðï�å �ýðï. Åðßóçò ü�é êÜèå ìå�áâëç�Þ åßíáé áí�éêá�á-ó�Üóéìç áðü �ïí åáõ�ü �çò.Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �çí áíù�Ýñù Ýííïéá åðáãùãéêÜ, ùò åîÞò:Ïñéóìüò 4.10 x åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí � áíá1. � åßíáé á�ïìéêüò �ýðïò.á2. � åßíáé �çò ìïñöÞò ¬ êáé x åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí  .á3. � åßíáé �çò ìïñöÞò �1 ∧ �2 Þ �1 ∨ �2 Þ �1 → �2 Þ �1 ↔ �2 êáé ç xåßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí � êáé ó�ïí  .á4. � åßíáé �çò ìïñöÞò ∀y êáé
• ç x äåí åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ïí ∀y Þ
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• ç y äåí åìöáíßæå�áé ó�ïí t êáé ç x åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïít ó�ïí  .�áñÜäåéãìá 4.11 Ó�á ðáñáêÜ�ù Ý÷ïõìå:(i) Ç x åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí üñï y ó�ïí R1

1(x), áëëÜ ç x äåíåßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí y ó�ïí ∀yR1
1(x).Ç x1 åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí üñï f2

1 (x1; x3)ó�ïí ∀x2R2
1(x1; x2)→ R1

1(x1) áëëÜ äåí åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïíf2
1 (x1; x3) ó�ïí ∃x3∀x2R2

1(x1; x2)→ R1
1(x1).(ii) Ç x åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �çí x óå êÜèå �ýðï.Ïñéóìüò 4.12 �ñü�áóç åßíáé êÜèå �ýðïò ðïõ äåí Ý÷åé åëåýèåñåò åìöáíß-óåéò ìå�áâëç�þí. Èá äïýìå ü�é ðñü�áóç åßíáé Ýíáò ðëÞñçò éó÷õñéóìüò ðïõåñìçíåõüìåíïò ãßíå�áé åß�å áëçèÞò Þ øåõäÞò.4.2 ÄïìÝò (Åñìçíåßåò)Ìéá ðñù�ïâÜèìéá êá�çãïñçìá�éêÞ ãëþóóá åßíáé êÜ�é �ï �õðéêü. Ìðïñïýìåíá öáí�áó�ïýìå �éò åêöñÜóåéò �çò óáí áñèñþóåéò óõìâüëùí ðïõ äåí Ý÷ïõíêáíÝíá íüçìá. Ìå�áîý áõ�þí �ùí åêöñÜóåùí Ý÷ïõí ïñéóèåß ìåñéêÝò (ïé �ýðïéêáé ïé ðñï�Üóåéò) þó�å íá åßíáé åðéäåê�Ýò íïÞìá�ïò (ìéáò óçìáóßáò Þ åñìç-íåßáò). ËÝìå åðéäåê�Ýò äéü�é èåùñïýìå ü�é ùò ó�ïé÷åßá �çò ãëþóóáò áõ�Ýòåßíáé óýìâïëá (óýíïëá óõìâüëùí) êáé �ßðï�å Üëëï.Ïñéóìüò 4.13 ÄïìÞ Þ Åñìçíåßá A ãéá ìßá ðñù�ïâÜèìéá êá�çãïñçìá�éêÞãëþóóá L åßíáé Ýíá óýó�çìá áðï�åëïýìåíï áðü:á1. ¸íá ìç êåíü óýíïëï A, �ï ðåäßï �çò äïìÞò, ðïõ �ï óõìâïëßæïõìå ìå

|A|. Öáí�áæüìáó�å ü�é A åßíáé �ï óýìðáí �ùí áí�éêåéìÝíùí ó�á ïðïßááíáöåñüìáó�å ìÝóù �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò.á2. Ìßá áí�éó�ïß÷éóç åíüò ó�ïé÷åßïõ 
A ∈ A óå êÜèå óýìâïëï ó�áèåñÜò 
�çò ãëþóóáò L.á3. Ìßá áí�éó�ïß÷éóç ìéáò óõíÜñ�çóçò ìå n ìå�áâëç�Ýò fA : An → A óåêÜèå óýìâïëï óõíÜñ�çóçò ìå n èÝóåéò f �çò ãëþóóáò L.á4. Ìßá áí�éó�ïß÷éóç ìéáò n-ìåëïýò ó÷Ýóçò RA ⊆ An ãéá êÜèå óýìâïëïêá�çãïñÞìá�ïò n-èÝóåùí R �çò ãëþóóáò L.Ìéá äïìÞ ëïéðüí äßíåé íüçìá óå ìßá �õðéêÞ ãëþóóá (Ýíá íüçìá ðïõ ìÝ÷ñé�þñá �ï ó�åñïýí�áí). Ôï íüçìá áõ�ü �ï ðáßñíåé ìå �ï íá áðïäïèåß ìßá ðñáã-ìá�éêü�ç�á ó�á âáóéêÜ óýìâïëá �çò ãëþóóáò äçëáäÞ ó�éò ó�áèåñÝò, ó�éòóõíáñ�Þóåéò êáé ó�á êá�çãïñÞìá�á. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é �á Üëëá óýìâïëá �çò



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 55ãëþóóáò üðùò ïé óýíäåóìïé êáé ïé ðïóïäåßê�åò Ý÷ïõí ðÜí�á �çí êáíïíéêÞöõóéêÞ �ïõò óçìáóßá, ðñÜãìá ðïõ èá äïýìå ðéï êÜ�ù.Áí L åßíáé ìßá ãëþóóá, åßäáìå ü�é ìðïñïýìå íá �çí ðáñïõóéÜóïõìå ùò
L = {R; : : : ; f; : : : ; 
; : : :}, üðïõ ìå R; : : : êá�áãñÜöïõìå üëá �á óýìâïëá êá-�çãïñçìÜ�ùí �çò ãëþóóáò, ìå f; : : : �á óýìâïëá óõíáñ�Þóåùí êáé ìå 
; : : :�á óýìâïëá ó�áèåñþí. Ôçí åñìçíåßá A ãéá �çí L ìðïñïýìå íá �çí ðáñïõ-óéÜóïõìå ùò A = 〈|A|; RA; : : : ; fA; : : : ; 
A; : : :〉, üðïõ �A åßíáé ç áí�ßó�ïé÷çåñìçíåßá (ïñéóìüò 4.13) ãéá êÜèå ìç ëïãéêü óýìâïëï � �çò L.�.÷. ìéá åñìçíåßá �çò LA �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò 4.2 ìðïñåß íá ðáñïõóéá-ó�åß ùò A = 〈|A|;=A; <A;+A; ·A; 0A; 1A〉. Ìßá áðü áõ�Ýò �éò åñìçíåßåò �çò
LA åßíáé ç óõíÞèçò åñìçíåßá NA = 〈N;=NA ; <NA ; : : :〉, üðïõ =NA åßíáé çéóü�ç�á êáé �á õðüëïéðá ó�ïé÷åßá åßíáé ïé óõíÞèåéò ó÷Ýóåéò (�ï ìéêñü�åñï),óõíáñ�Þóåéò (ðñüóèåóç, ðïë/óìüò), ìçäÝí êáé Ýíá ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.ÌåñéêÝò öïñÝò, ü�áí äåí õðÜñ÷åé óýã÷õóç, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�á ßäéá óýìâïëá êáé ùò óýìâïëá �çò ãëþóóáò êáé ùò ó�ïé÷åßá �çò äïìÞò, ð.÷.ç äïìÞ NA ìðïñåß íá ãñáö�åß êáé ùò NA = 〈N;=; <;+; ·; 0; 1〉.Ïñéóìüò �çò áëÞèåéáò �ïõ Tarski�éá íá ïñßóïõìå ðü�å ìßá ðñü�áóç �çò ãëþóóáò L åßíáé áëçèÞò ó�çí åñ-ìçíåßá �çò L, �çí A, ðñÝðåé íá äþóïõìå Ýíáí ïñéóìü ðïõ íá £ðåñíÜåé¤ ìÝóááðü �ïõò �ýðïõò, êáé åðåéäÞ áõ�ïß ìðïñåß íá Ý÷ïõí åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò, Üñáü÷é êÜðïéï �åëéêü íüçìá, ãé' áõ�ü öáí�áæüìáó�å ü�é óå êÜèå ìå�áâëç�Þ Ý÷åéáí�éó�ïé÷çèåß Ýíá ó�ïé÷åßï �Þò äïìÞò þó�å íá êëåßíïõìå �çí áíïéê�Þ óçìáóßá�ùí åëåýèåñùí ìå�áâëç�þí:Ïñéóìüò 4.14 ¸ó�ù V = {x1; x2; : : : ; xn; : : :} �ï óýíïëï �ùí ìå�áâëç�þí�çò ãëþóóáò L. Êáé Ýó�ù A ìßá åñìçíåßá �çò L. Ôü�å áðï�ßìçóç (ó�çí A)ïíïìÜæå�áé êÜèå óõíÜñ�çóç s : V → |A|. ÅðåéäÞ ìÝóù ìéáò áðï�ßìçóçò sêÜèå ìå�áâëç�Þ ðáñéó�Üíåé êÜðïéï ó�ïé÷åßï �çò äïìÞò, �ï ßäéï èá óõìâáßíåéêáé ãéá êÜèå üñï �çò ãëþóóáò. Ôï ó�ïé÷åßï �çò äïìÞò ðïõ ðáñéó�Üíåé ï üñïòt (ìÝóù �çò áðï�ßìçóçò) êáé �ï ïðïßï óõìâïëßæïõìå ìå s(t) �ï ïñßæïõìå ìååðáãùãÞ ó�ïõò üñïõò ùò åîÞò:(i) Áí t åßíáé ìßá ìå�áâëç�Þ x, èÝ�ïõìå s(t) = s(x).(ii) Áí t åßíáé ìßá ó�áèåñÜ 
, èÝ�ïõìå s(t) = 
A.(iii) Áí t1; : : : ; tn åßíáé üñïé (ãéá �ïõò ïðïßïõò Þäç îÝñïõìå �á s(t1); : : : ; s(tn))êáé f åßíáé Ýíá óýìâïëï óõíÜñ�çóçò ìå n èÝóåéò �ü�å s(f(t1; : : : ; tn)) =fA(s(t1); : : : ; s(tn)).ÂëÝðïõìå ü�é ëüãù �çò 1 ç s åßíáé åðÝê�áóç �çò s.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 56�áñÜäåéãìá 4.15 ¸ó�ù LA ç ãëþóóá �ïõ ðáñáäåßãìá�ïò 4.2. ¸ó�ù Aìßá åñìçíåßá �çò ìå |A| = N = �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí, =A �çíéóü�ç�á ìå�áîý öõóéêþí, <A �ç ó÷Ýóç äéÜ�áîçò ó�ï N, +A êáé ·A ç ðñüóèåóçêáé ðïëëáðëáóéáóìüò �ùí öõóéêþí, êáé 0A, 1A áí�ßó�ïé÷á �ï ìçäÝí êáé �ïÝíá, äçëáäÞ A = NA = 〈N; <;+; ·; 0; 1〉. ¸ó�ù s : V → N ç áðï�ßìçóçs(x�) = 2�. Ôü�å s(x1 · x2 + 1) = s(x1) ·A s(x2) +A 1A = 9.Ïñéóìüò 4.16 ÄïèÝí�ùí �ùí A êáé s üðùò ðéï ðÜíù, ïñßæïõìå �é óçìáßíåéç A íá éêáíïðïéåß �ïí �ýðï � ìå �çí s, ðñÜãìá ðïõ óõìâïëßæïõìå ìå |=A �[s],ìå åðáãùãÞ:(i) Áí � åßíáé á�ïìéêüò �ýðïò, Ýó�ù R(t1; : : : ; tn), �ü�å
|=A R(t1; : : : ; tn)[s] o�⇐⇒ 〈s(t1); : : : ; s(tn)〉 ∈ RA(äçëáäÞ �á áí�éêåßìåíá s(t1); : : : ; s(tn) âñßóêïí�áé ó�ç ó÷Ýóç RA ìå-�áîý �ïõò).(ii) Áí � åßíáé ¬ ãéá êÜðïéï �ýðï  (ï ïðïßïò Ý÷åé £ê�éóèåß¤ ðñéí áðü �ïí� êáé åðïìÝíùò îÝñïõìå �çí Ýííïéá �ïõ |=A  [s]), �ü�å
|=A ¬ [s] o�⇐⇒ ü÷é |=A  [s] (Þ 6|=A  [s])(iii) Áí � åßíáé ( 1 ∧  2) Þ ( 1 ∨  2) Þ ( 1 →  2)

|=A ( 1 ∧  2)[s] o�⇐⇒ |=A  1[s] êáé |=A  2[s]
|=A ( 1 ∨  2)[s] o�⇐⇒ |=A  1[s] Þ |=A  2[s]
|=A ( 1 →  2)[s] o�⇐⇒ 6|=A  1[s] Þ |=A  2[s](iv) Áí � åßíáé ∀x (Üñá �ï  ê�éóìÝíï ðñéí áðü �ï � êáé Üñá îÝñïõìå �çí

|=A  [s] ü÷é ìüíï ãéá �çí s ðïõ åîå�Üæïõìå áëëÜ êáé ãéá ïðïéáäÞðï�åÜëëç s äéáöïñå�éêÞ), �ü�å
|=A ∀x o�⇐⇒ |=A  [s(x=a)] ãéá üëá �á a ∈ |A|, üðïõs(x=a) : V → |A| åßíáé ç s(x=a)(y) =

{ s(y) áí y 6≡ xa áí y ≡ xÄçëáäÞ s(x=a) åßíáé ßäéá ìå �çí s, ìå �ç äéáöïñÜ ü�é ó�ç ìå�áâëç�Þ xðáßñíåé �çí �éìÞ a.(v) Áí � åßíáé ∃x �ü�å
|=A ∃x [s] o�⇐⇒ õðÜñ÷åé Ýíá a ∈ |A| þó�å |=A  [s(x=a)]



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 57�ñü�áóç 4.17 ¸ó�ù � �ýðïò ðïõ ïé åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò �ïõ åßíáé õðï-óýíïëï �ïõ {y1; : : : ; y�}, üðïõ y1; : : : ; y� ìå�áâëç�Ýò. ¸ó�ù s êáé s′ áðïíïìÝòãéá �éò ïðïßåò s(y1) = s′(y1); : : : ; s(y�) = s′(y�). Ôü�å
|=A �[s]⇐⇒ |=A �[s′]Áðüäåéîç Áðïäåéêíýïõìå ðñþ�á ü�é áí t üñïò ìå ìå�áâëç�Ýò ìå�áîý �ùíy1; : : : ; y� �ü�å s(t) = s′(t). [Ìå åðáãùãÞ ó�ïí t.℄

• áí t ìå�áâëç�Þ x �ü�å x = yi ãéá êÜðïéï i ∈ {1; : : : ; �}, Üñá s(yi) =s′(yi).
• Áí t óýìâïëï ó�áèåñÜò 
 �ü�å s(t) = 
A = s′(t).
• Áí t = fn(t1; : : : ; tn), �ü�å áðü �çí åðáã. õðüè. ∀i = 1; : : : ; n s(ti) =s′(ti). ¢ñá s(t) = (fn)A(s(t1); : : : ; s(tn)) = (fn)A(s′(t1); : : : ; s′(tn)) =s′(t).Êá�üðéí áðïäåéêíýïõìå �çí ðñü�áóç ìå åðáãùãÞ ó�ïí �.
• í � åßíáé á�ïìéêüò, Ýó�ù � ≡ R(t1; : : : ; tn) �ü�å

|=A �[s] ⇔ |=A R(t1; : : : ; tn)
⇔ RA(s(t1); : : : ; s(tn))
⇔ RA(s′(t1); : : : ; s′(tn))
⇔ |=A �[s′]:

• Ôï åðáãùãéêü âÞìá óáí Üóêçóç. ��áñá�çñïýìå ü�é áí � åßíáé ðñü�áóç, �ü�å �ï óýíïëï �ùí åëåýèåñùí ìå�á-âëç�þí �çò � åßíáé õðïóýíïëï �ïõ êåíïý óõíüëïõ. ¢ñá, áð' �çí ðñü�áóç 4.17Ýðå�áé ü�é ãéá êÜèå áðï�éìÞóåéò s êáé s′ Ý÷ïõìå ü�é |=A �[s]⇔|=A �[s′]. ¢ñáåß�å ãéá üëåò �éò s : V → |A| Ý÷ïõìå |=A �[s] åß�å ãéá üëåò �éò s : V → |A|Ý÷ïõìå 6|=A �[s]. Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç ëÝìå ü�é ç � åßíáé áëçèÞò ó�çí Aêáé ãñÜöïõìå |=A �, ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç ëÝìå ü�é ç � åßíáé øåõäÞò ó�çí
A êáé ãñÜöïõìå 6|=A �. �ïëëÝò öïñÝò, áí�ß �ïõ �A � ãñÜöïõìå A � � êáéáí�ß �ïõ 2A � ãñÜöïõìå A 2 �.�áñÜäåéãìá 4.18 ¸ó�ù L = {<} êáé A = 〈N; <〉 êáé Ýó�ù s ìå s(x) = 3êáé s(y) = 5. Ôü�å |=A x < y[s] äéü�é 〈s(x); s(y)〉 ∈<A, äçëáäÞ 3 < 5.�áñÜäåéãìá 4.19 ¸ó�ù L = {<;+; 0} êáé åñìçíåßá A = 〈N; <A;+A; 0A〉.Ôü�å |=A ∀x(0 < x + 1)[s], ìå ïðïéáäÞðï�å s, äéü�é áí a ∈ N �ü�å Ý÷ïõìå
|=A 0 < x+ 1[s(x=a)] äéü�é áõ�ü óçìáßíåé ü�é 0A <A s(x=a)(x) +A 1, äçëáäÞ
0 < a+ 1, ðñÜãìá ïñèü ó�ï N.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 58Ïñéóìüò 4.20 Áí � åßíáé �ýðïò (ðïõ ðéèáíüí íá Ý÷åé êáé åëåýèåñåò ìå-�áâëç�Ýò), �ü�å ëÝìå ü�é � åßíáé áëçèÞò ó�çí åñìçíåßá A ü�áí ãéá êÜèåáðï�ßìçóç s : V → |A| Ý÷ïõìå ü�é |=A �[s] êáé �ü�å ãñÜöïõìå åðßóçò �A �Þ A � �. Áí Ýíáò �ýðïò �, �çò ãëþóóáò L, åßíáé áëçèÞò óå üëåò �éò åñìç-íåßåò �çò L, ëÝìå ü�é ï � åßíáé Ýãêõñïò �ýðïò Þ ëïãéêÜ Ýãêõñïò �ýðïò êáéãñÜöïõìå � �.¢ìåóá, áðü �ïí ïñéóìü, Ý÷ïõìå �çí áêüëïõèç ðñü�áóç.�ñü�áóç 4.21 Áí �(x1; : : : ; xk) åßíáé �ýðïò �ü�å � åßíáé áëçèÞò ó�çí A áíêáé ìüíïí áí |=A ∀x1 · · · ∀xk�(x1; : : : ; xk) [ç ðñü�áóç ∀x1 · · · ∀xk�(x1; : : : ; xk)ëÝãå�áé êáé êáèïëéêÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ �ýðïõ �℄.Ïñéóìüò 4.22 Áí Σ åßíáé Ýíá óýíïëï �ýðùí �çò ãëþóóáò L, �ü�å ç åñìç-íåßá A �çò L ëÝãå�áé ìïí�Ýëï �ïõ Σ (Þ éêáíïðïéåß �ï Σ), áí ãéá êÜèå � ∈ ΣÝ÷ïõìå ü�é � åßíáé áëçèÞò ó�çí åñìçíåßá A.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é A åßíáé ìïí�Ýëï �ïõ Σ áí êáé ìüíïí áí A åßíáé ìï-í�Ýëï �ïõ Σ′, üðïõ Σ′ åßíáé �ï óýíïëï �ùí ðñï�Üóåùí ðïõ åßíáé ïé êáèïëéêÝòêëåéó�ü�ç�åò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ Σ.Ïñéóìüò 4.23 ¸ó�ù Σ ∪ {�} óýíïëï ðñï�Üóåùí �çò L. �ñÜöïõìå Σ |= �áí � åßíáé áëçèÞò óå üëá �á ìïí�Ýëá �ïõ Σ. Ï ïñéóìüò åðåê�åßíå�áé êáéó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ Σ ∪ {�} åßíáé óýíïëï �ýðùí. Σ |= � óçìáßíåé êáé ó'áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ü�é ï �ýðïò � åßíáé áëçèÞò óå üëá �á ìïí�Ýëá �ïõ Σ.Ïñéóìüò 4.24 ¸ó�ù Σ ∪ {�} óýíïëï �ýðùí. ËÝìå ü�é Σ ëïãéêÜ óõíåðÜ-ãå�áé �ïí � áí ãéá êÜèå A êáé êÜèå áðï�ßìçóç s ó�çí A, áí áëçèåýåé ü�é
|=A  [s] ãéá êÜèå  ∈ Σ, �ü�å |=A �[s].�ñü�áóç 4.25 Áí Σ ëïãéêÜ óõíåðÜãå�áé �ïí � �ü�å Σ |= �.Áðüäåéîç ¸ó�ù A ìïí�Ýëï �ïõ Σ êáé Ýó�ù s áðï�ßìçóç ó�çí A. Ôü�ååðåéäÞ êÜèå  ∈ Σ åßíáé áëçèÞò ó�çí A, éó÷ýåé ü�é |=A  [s], ãéá êÜèå  ∈ Σ.¢ñá êáé |=A �[s], åðåéäÞ Σ ëïãéêÜ óõíåðÜãå�áé �ïí �. �Ç ó÷Ýóç Σ |= � ìðïñåß íá íïçèåß ùò åîÞò: ¸ó�ù ü�é éó÷ýïõí áõ�Ü ðïõäéá�õðþíïí�áé ìÝóù �ùí ðñï�Üóåùí �ïõ Σ. ¢ñá èá éó÷ýåé êáé ï �, äçëáäÞìðïñåß íá íïçèåß ùò Ýíá åßäïò Ýãêõñïõ £óõëëïãéóìïý¤. Áí ï óõëëïãéóìüòáõ�üò äåí åßíáé Ýãêõñïò èá ðñÝðåé Σ 2 �. Áò äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìå Ýíáíóõëëïãéóìü ó�çí êáèçìåñéíÞ ãëþóóá.ÊáíÝíáò óðïõäáó�Þò äåí åßíáé �ñïìïêñÜ�çò.Ìåñéêïß öáíá�éêïß åßíáé �ñïìïêñÜ�åò.ÁÑÁÌåñéêïß óðïõäáó�Ýò åßíáé öáíá�éêïß.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 59Ìðïñïýìå íá �õðïðïéÞóïõìå áõ�üí �ïí óõëëïãéóìü åéóÜãïí�áò óýìâïëáìïíïèÝóéùí êá�çãïñçìÜ�ùí Σ, T êáé Φ ãéá �á Óðïõäáó�Þò, ÔñïìïêñÜ�çò êáéÖáíá�éêüò, êáé íá äéá�õðþóïõìå �ïí óõëëïãéóìü áðïäåéêíýïí�áò ü�é äåí åßíáéÝãêõñïò, áðïäåéêíýïí�áò äçëáäÞ ü�é ∀x(Σ(x)→ ¬T (x)); ∃x(Φ(x) ∧ T (x)) 2
∃x(Σ(x)∧Φ(x)). Áõ�ü öáßíå�áé åðéëÝãïí�áò ìéá åñìçíåßá A ìå |A| = {a; b; 
}êáé ΣA = {a}, TA = {b}, ΦA = {b; 
}, ç ïðïßá êáèéó�Ü �éò õðïèÝóåéò áëçèåßòåíþ �ï óõìðÝñáóìá øåõäÝò.ËÞììá 4.26 ¸ó�ù t êáé u üñïé, s áðï�ßìçóç. ¸ó�ù t′ = t(u=x) êáés′ = s(x=s(u)). Ôü�å s(t′) = s′(t).Ìéá ãñáöéêÞ áðüäïóç �ïõ ëÞììá�ïò åßíáé ç ðáñáêÜ�ù:ts(x=s(u)) ��

>
>

>
>

>
>

>
>

áí�éêá�Üó�áóç
// t(u=x)s

{{xxxxxxxx

|A|Áðüäåéîç Ìå åðáãùãÞ ó�ïí üñï t. Áí t = x �ü�å t(u=x) = u. ¢ñás(t(u=x)) = s(u) �ï ïðïßï éóïý�áé ìå �ï s′(t) äéü�é s′(t) = s′(x) = s(u), [äéü�éç �éìÞ �ïõ s′ ó�ï x åßíáé �ï s(u)℄.Áí t = y êáé y 6= x �ü�å t(u=x) = t. ¢ñá s(t(u=x)) = s(t) = s(y) = s′(y),[äéü�é s êáé s′ Ý÷ïõí äéáöïñå�éêÞ �éìÞ ìüíïí ó�ï x℄.Áí t = f(t1; : : : ; tn) �ü�å s(t(u=x)) = s(f(t1(u=x); : : : ; tn(u=x))) Å:Õ:
=fA(s′(t1); : : : ; s′(tn)) = s′(f(t1; : : : ; tn)) = s′(t). ��ñü�áóç 4.27 |=A �(t=x)[s] ⇔ |=A �[s′], üðïõ s′ = s(x=s(t)) êáé x åßíáéáí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí �.Áðüäåéîç Ìå åðáãùãÞ ó�ïí �.Äýï åßíáé ïé êýñéåò ðåñéð�þóåéò:�åñßð�ùóç Á: � = ∀y êáé x ü÷é åëåýèåñç ó�ïí �.Ôü�å s êáé s(x=s(t)) óõìöùíïýí óå üëåò �éò åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò �ïõ �êáé �(t=x) = �.�åñßð�ùóç Â: � = ∀y êáé x åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ïí �.ÅðåéäÞ x áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí �, Ýðå�áé ü�é y äåí åìöáíßæå-�áé ó�ïí t êáé âÝâáéá x áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí  . ÅðåéäÞ y äåíåìöáíßæå�áé ó�ïí t Ý÷ïõìå ü�és(t) = s(y=d)(t); ãéá êÜèå d ∈ |A| (∗)ÅðåéäÞ x 6= y, �(t=x) = ∀y (t=x). ¢ñá

|=A �(t=x)[s] ⇔ ãéá êÜèå d, |=A  (t=x)[s(y=d)]Å:Õ:⇔ ãéá êÜèå d, |=A  [s(y=d)(x=s(y=d)(t))]
∗⇔ ãéá êÜèå d, |=A  [s(y=d)(x=s(t))]
⇔ |=A ∀y [s(x=s(t))]. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 60�üñéóìá 4.1 Áí |=A ∀x�[s] �ü�å |=A �(t=x)[s].Áðüäåéîç ÅðåéäÞ |=A ∀x�[s], Ý÷ïõìå ü�é |=A �[s(x=d)], ãéá êÜèå d ∈ |A|.¸ó�ù d = s(t). Ôü�å |=A �[s(x=s(t))], ïðü�å áðü ðñü�áóç 4.27 |=A �(t=x)[s].�üñéóìá 4.2 Ï �ýðïò ∀x�→ �(t=x) åßíáé Ýãêõñïò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 614.3 ÁóêÞóåéò1. Áðïäåßî�å ü�é ïé �ýðïéá1. ∀x�(x)→ �(t) [üðïõ t åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìïò ãéá �çí x ó�ïí �(x)℄á2. ∀x(� →  ) → (� → ∀x ) [üðïõ ï � äåí Ý÷åé åëåýèåñåò åããñáöÝò �çòx℄åßíáé áëçèåßò óå üëåò �éò åñìçíåßåò.2. ËÝìå ü�é Ýíáò �ýðïò åßíáé ó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò ü�áí Ý÷åé ðñïêýøåé áðüÝíáí ðñï�áóéáêü �ýðï ðïõ åßíáé �áõ�ïëïãßá ìå�Ü áðü áí�éêá�Üó�áóç üëùí�ùí ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�ùí ìå �ýðïõò �çò ãëþóóáò. �.÷. ãéá ïðïéïõó-äÞðï�å �ýðïõò � êáé  ï �ýðïò � → ( → �) åßíáé ðåñßð�ùóç �áõ�ïëïãßáòìéá êáé Ý÷åé ðñïêýøåé áðü �çí �áõ�ïëïãßá A1 → (A2 → A1) üðïõ Ý÷ïõìåáí�éêá�áó�Þóåé �çí A1 ìå � êáé �çí A2 ìå  . Áðïäåßî�å ü�é êÜèå ðåñßð�ùóç�áõ�ïëïãßáò åßíáé áëçèÞò óå êÜèå åñìçíåßá A.3. Áðïäåßî�å ü�é ï �ýðïò
∀x2∃x1R2

1(x1; x2)→ ∃x1∀x2R2
1(x1; x2)äåí åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò.4. Äåßî�å ü�é ïé �ýðïé

(∀x1R1
1(x1)→ ∀x1R1

2(x1))→ ∀x1(R1
1(x1)→ R2

1(x1))êáé
∀x1(R1

1(x1) ∨R1
2(x1))→ (∀x1R1

1(x1) ∨ ∀x1R1
2(x1))äåí åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïé.5. Äåßî�å ü�é ïé êÜ�ùèé �ýðïé åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïé.á1. ∀x�↔ ¬∃x¬�á2. ∃x�↔ ¬∀x¬� } ¢ñá êáèÝíá áðü �á ∀ êáé ∃ïñßæå�áé óõíáñ�Þóåé �ïõ Üëëïõ.á1. ∀x(�→  )→ (∀x�→ ∀x )á2. (∀x� ∧ ∀x )↔ ∀x(� ∧  )á3. (∀x� ∨ ∀x )→ ∀x(� ∨  )á4. ∃x∃y�↔ ∃y∃x�á5. ∃x∀y�→ ∀y∃x�6. ¸ó�ù L ìéá ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá ìå Ýíá äéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëïP , Ýíá äéèÝóéï óõíáñ�çóéáêü óýìâïëï f êáé Ýíá óýìâïëï ó�áèåñÜò 
. ¸ó�ù

A ìéá åñìçíåßá �çò L ìå
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|A| = Z, < m;n >∈ PA áíí m < n, fA(m;n) = m− n, 
A = 0.Åîå�Üó�å ðïéåò áðü �éò áêüëïõèåò ðñï�Üóåéò áëçèåýïõí ó�çí A:

∃x2∀x1P (x1; f(f(x1; 
); x2)), ∀x1∀x2P (x1; f(x1; x2)).7. Äåßî�å (÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí ïñéóìü �ïõ Tarski) ü�é êáìéÜ áðü �éò áêü-ëïõèåò ðñï�Üóåéò äåí åßíáé ëïãéêÞ óõíÝðåéá �ùí Üëëùí äýï (üðïõ P åßíáéäéìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï):á1. ∀x∀y∀z[P (x; y)→ (P (y; z)→ P (x; z))]á2. ∀x∀y[P (x; y)→ (P (y; x)→ x = y)]á3. ∀x∃yP (x; y)→ ∃y∀xP (x; y).8. ¸ó�ù L1 ãëþóóá ÷ùñßò óõíáñ�çóéáêÜ óýìâïëá êáé óýìâïëá ó�áèåñþíêáé P ìïíïìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï �çò L1. �éá �õ÷üí�á �ýðï ',ïñßæïõìå �ç £ó÷å�éêïðïßçóç �ïõ ' ùò ðñïò P ¤, óõìâïëéêÜ 'P , ùò åîÞò:'P = ', áí ' á�ïìéêüò'P = ¬ P , áí ' �çò ìïñöÞò ¬ 'P =  P ∗ �P , áí ' �çò ìïñöÞò  ∗ �(üðïõ ∗ åßíáé äéèÝóéïò óýíäåóìïò)'P = ∀x(P (x)→  P ), áí ' �çò ìïñöÞò ∀x 'P = ∃x(P (x) ∧  P ), áí ' �çò ìïñöÞò ∃x .�éá �õ÷ïýóá äïìÞ A ãéá �ç L1 �Ý�ïéá ðïõ PA 6= ∅, èåùñïýìå �ç äïìÞ B ãéá�ç L1 ðïõ ïñßæå�áé ùò åîÞò:
|B| = PAQB = QA ∩ (PA)n ãéá êÜèå n-ìåëÝò êá�çãïñçìá�éêü óýìâïëï Q.á) Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå ðñü�áóç ' �çò L1 éó÷ýåé

B |= ' áíí A |= 6'P .â) Éó÷ýåé �ï ßäéï áí ç L1 Ý÷åé óõíáñ�çóéáêÜ óýìâïëá Þ óýìâïëá ó�áèåñþí;9. Äåßî�å (÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí ïñéóìü �ïõ Tarski) ü�é ãéá êÜèå �ýðï �éó÷ýåé |= ∃x(�→ ∀x�) 10. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå äïìÞ A êáé áðï�ßìçóç s ó�çí
A �Ý�ïéá ðïõ s(x1) = 
A éó÷ýåé:

A |= ∀x2Q(x1; x2)[s] áíí A |= ∀x2Q(
; x2)(üðïõ Q åßíáé äéìåëÝò óýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïò êáé 
 óýìâïëï ó�áèåñÜò).6Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ðïëëÝò öïñÝò �ï A |= áí�ß �ïõ |=A.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 6311. Äåßî�å ü�é á) ⇒ â), áëëÜ �ï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé, üðïõ:á) ãéá êÜèå äïìÞ A êáé áðï�ßìçóç s ó�çí A, áí A |= �[s], �ü�å A |=  [s].â) áí |= �, �ü�å |=  .12. Äåßî�å ü�é ãéá ïðïéïõóäÞðï�å �ýðïõò �,  :
|= (∃x�→ ∀x )→ ∀x(�→  ):13. Äåßî�å ü�é ãéá �õ÷üí�åò �ýðïõò '; êáé ìå�áâëç�Þ x, áí ç x äåí åìöá-íßæå�áé åëåýèåñç ó�ï ', éó÷ýåé |= (∀x → ')↔ ∃x( → ').�áñáäåßãìá�á 4.28 Åîå�Üó�å �á ðáñáêÜ�ù:á1. Ï �ýðïò Q(x)→ ∀xQ(x), üðïõ Q(x) åßíáé óýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïò äýïèÝóåùí, äåí åßíáé Ýãêõñïò. Áñêåß íá âñïýìå ìßá åñìçíåßá A êáé ìßááðï�ßìçóç s Ý�óé þó�å 2A Q(x)→ ∀xQ(x). Ìðïñïýìå íá äïêéìÜóïõìå�çí |A| = {a:b}, QA = {a} ìå ïðïéáäÞðï�å s þó�å s(x) = s.á2. ∀xQ(x)→ ∃yQ(y) åßíáé Ýãêõñïò.á3. Ï �ýðïò ∀y∃xR(x; y) → ∃x∀yR(x; y) äåí åßíáé Ýãêõñïò. Áñêåß íáðÜñïõìå |A| = Z ìå R(x; y) íá åßíáé x < y.Âéâëéïãñáößá êåöáëáßïõ 4Å2, Å3, Î1, Î2, Î6, Î8, Î9.(Ïé áíáöïñÝò ðáñáðÝìðïõí ó�ç âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ âéâëßïõ)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 645 Óýó�çìá HilbertÁîéùìá�éêü óýó�çìá �ýðïõ Hilbert ãéá �ïí êá�çãïñçìá�éêü ëïãéóìü.Ó�ïí ðñï�áóéáêü ëïãéóìü �ï æç�ïýìåíï �çò áðïäåéê�éêÞò äéáäéêáóßáò ðïõïñßó�çêå Þ�áí ç ðáñáãùãÞ �ùí êáèïëéêÜ éó÷õüí�ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí äç-ëáäÞ �ùí �áõ�ïëïãéþí. Åêåß åßäáìå ü�é õðÜñ÷ïõí äýï ðñïóåããßóåéò ó�ï ðñü-âëçìá �ïõ áí Ýíáò äïóìÝíïò ðñï�áóéáêüò �ýðïò � åßíáé �áõ�ïëïãßá. Ç ðñþ�çðñïóÝããéóç åßíáé óçìáóéïëïãéêÞ, ó÷çìá�ßæïõìå �ïí áëçèïðßíáêá ðïõ ïñßæå�áéáðü �ïí � êáé áí üëåò ïé �éìÝò �ïõ áëçèïðßíáêá åßíáé T �ü�å óõìðåñáßíïõìåü�é ï � åßíáé �áõ�ïëïãßá. Áõ�Þ ç äéáäéêáóßá åßíáé áðüëõ�á áðï�åëåóìá�éêÞ(áëãïñéèìéêÞ) áöïý êá�áóêåõáó�éêÜ, óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, Ý÷ïõìå �ï áðï-�Ýëåóìá. Ç äåý�åñç äéáäéêáóßá åßíáé ç ðñïóðÜèåéá êá�áóêåõÞò ìéáò áðüäåéîçò�ïõ � ó�ï �õðéêü áîéùìá�éêü óýó�çìá ðïõ ïñßóáìå. Áõ�Þ ç äéáäéêáóßá öáßíå-�áé íá åßíáé ëéãü�åñï áðï�åëåóìá�éêÞ ìéá êáé öáßíå�áé íá åîáñ�Ü�áé áðü �çíåîõðíÜäá ìáò íá áíáêáëýøïõìå ìßá �Ý�ïéá áðüäåéîç7. Ôï èåþñçìá �çò ïñèü-�ç�áò êáé �çò ðëçñü�ç�áò äåß÷íïõí ü�é ïé äýï äéáäéêáóßåò åßíáé éóïäýíáìåò.Áí ìå�áöÝñïõìå �çí ßäéá óõëëïãéó�éêÞ ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ êá�çãïñçìá-�éêïý ëïãéóìïý, èá äïýìå ü�é ç ðñïóðÜèåéá íá áíáêáëýøïõìå ìå óçìáóéï-ëïãéêü �ñüðï �çí åãêõñü�ç�á åíüò �ýðïõ � (�ï áíÜëïãï �çò �áõ�ïëïãßáò)ðñïóêñïýåé ó�ï ãåãïíüò ü�é ó' áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç ðñÝðåé íá åîå�Üóïõìå�çí áëÞèåéá �ïõ � óå üëåò �éò åñìçíåßåò �çò ãëþóóáò. Êáé ðáñüëï ðïõ óåïñéóìÝíåò åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò áõ�ü åßíáé åöéê�ü (ð.÷. ü�áí ï � Ý÷åé �ç ìïñöÞ →  ), ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç åßíáé áäýíá�ï íá óêåö�ïýìå ðþò áõ�ü ìðïñåßíá ãßíåé áðï�åëåóìá�éêÜ ìéá êáé ðñÝðåé íá åîå�Üóïõìå Üðåéñåò åñìçíåßåò �çòãëþóóáò8. Åäþ ìðïñïýìå íá ðñïóöýãïõìå ó�ç äåý�åñç ðñïóÝããéóç äçëáäÞó�çí ðñïóðÜèåéá íá áíáêáëýð�ïõìå ìßá áðüäåéîç óå Ýíá êá�Üëëçëá ïñéóìÝíïáîéùìá�éêü óýó�çìá. Áðü �ç ó�éãìÞ ðïõ áíáêáëýð�ïõìå ìßá �Ý�ïéá áðüäåéîç,èá îÝñïõìå ü�é ï � åßíáé Ýãêõñïò. Áñãü�åñá èá äïýìå ü�é ó�çí ðåñßð�ùóç�ïõ êá�çãïñçìá�éêïý ëïãéóìïý äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá áðáí�Üåé áíï ïðïéïóäÞðï�å � åßíáé Ýãêõñïò �ýðïò Þ ü÷é.Áò èåùñÞóïõìå ìéá ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá L üðïõ ó�á ëïãéêÜ �çò óýìâïëáÝ÷ïõìå âÜëåé (ãéá ëüãïõò áðëü�ç�áò) ìüíïí �ïõò óõíäÝóìïõò ¬ êáé → êáéìüíïí �ïí ðïóïäåßê�ç ∀. Ìéá êáé �ï óýíïëï {¬;→} åßíáé Ýíá åðáñêÝò óýíïëïóõíäÝóìùí, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå üëïõò �ïõò Üëëïõò ìÝóù áõ�þí. ¼óïíáöïñÜ �ïí ðïóïóäåßê�ç ∃ ìðïñïýìå íá �ïí ïñßóïõìå ìÝóù �ïõ ∀. Ïñßæïõìå
∃x� íá åßíáé ¬∀x¬�. Ìå áõ�ïýò �ïõò ïñéóìïýò üëá �á ïñéæüìåíá áðïê�ïýí�ç óõíçèéóìÝíç �ïõò óçìáóßá.7Ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïý õðÜñ÷åé Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ êá�áóêåõÜæåéìßá áðüäåéîç �ïõ � ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ï � åßíáé �áõ�ïëïãßá (Üóêçóç).8Áò áöÞóïõìå êáé �ï ü�é ó�çí êÜèå óõãêåêñéìÝíç åñìçíåßá åßíáé äýóêïëï íá öáí�á-ó�ïýìå �ïí Ýëåã÷ï �çò áëÞèåéáò, ìéá êáé ç åñìçíåßá ìðïñåß íá åßíáé Üðåéñç, äçëáäÞ �ïóýìðáí �çò íá åßíáé Üðåéñï óýíïëï.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 655.1 Ôõðéêü áîéùìá�éêü óýó�çìáÈá ðñïóðáèÞóïõìå íá ïñßóïõìå Ýíá �õðéêü áîéùìá�éêü óýó�çìá ìå �ï ïðïßïèá áðïäåéêíýïõìå üëåò �éò ìáèçìá�éêÝò (êáé ëïãéêÝò) áëÞèåéåò.×ñçóéìïðïéïýìå �á áêüëïõèá ó÷Þìá�á ëïãéêþí áîéùìÜ�ùí. �éá ïðïéïõó-äÞðï�å �ýðïõò �;  ; � ïé áêüëïõèïé (ðéï óýíèå�ïé) �ýðïé åßíáé áîéþìá�á:A1 �→ ( → �)A2 (�→ ( → �))→ ((�→  )→ (�→ �))A3 (¬ → ¬�)→ ((¬ → �)→  )A4 ∀x�(x)→ �(t), ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�é x åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïít ó�ïí �(x).A5 ∀x(�→  )→ (�→ ∀x ), ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�é ï � äåí ðåñéÝ÷åé êáìßáåëåýèåñç åìöÜíéóç �çò x.Êáíüíåò ÁðáãùãÞò: ×ñçóéìïðïéïýìå äýï êáíüíåò áðáãùãÞò:Ôïí Modus Ponens (MP). Ï êáíüíáò áõ�üò ìáò ëÝåé ü�é áðü �ïõò �→  êáé � áðÜãïõìå (óõìðåñáßíïõìå) �ïí  . Ó÷çìá�éêÜ�→  � MP Ôïí êáíüíá �çò �åíßêåõóçò (Gen): Áðü �ïí � áðÜãïõìå �ïí ∀x�. Ó÷ç-ìá�éêÜ � Gen
∀x��áñá�Þñçóç: Ï Gen Ý÷åé �çí åîÞò Ýííïéá. �þò óõìðåñáßíïõìå ü�é ãéáêÜèå x Ýíáò éó÷õñéóìüò �(x) éó÷ýåé; ÄçëáäÞ ðþò ∀x�(x); Áñêåß í' áðïäåß-îïõìå �ïí �(x) ãéá �õ÷üí x.Ïñéóìüò 5.1 Ìßá èåùñßá (ó�ç ãëþóóá L) åßíáé Ýíá óýíïëï �ýðùí �çòãëþóóáò L, ïé ïðïßåò ïíïìÜæïí�áé ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á �çò èåùñßáò. Áí�é-èÝ�ùò, �á áîéþìá�á ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü �á ó÷Þìá�á áîéùìÜ�ùí A1{A5 ïíï-ìÜæïí�áé ëïãéêÜ áîéþìá�á. Ôéò èåùñßåò �éò óõìâïëßæïõìå óõíÞèùò ìå �áãñÜììá�á T ,Σ,: : :.Ïñéóìüò 5.2 (ÔõðéêÞ) Áðüäåéîç ó�ç èåùñßá T ïíïìÜæå�áé êÜèå ðåðåñá-óìÝíç áêïëïõèßá �1; �2; : : : ; �n �ýðùí ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýïõí �á êÜ�ùèé:�éá êÜèå i üðïõ 1 ≤ i ≤ n ï �ýðïò �i åßíáé, åß�åá1. Ýíá ëïãéêü áîßùìá A1, A2 ,A3 ,A4, Þ A5,á2. åß�å áíÞêåé ó�çí T , äçëáäÞ åßíáé Ýíá ìç ëïãéêü áîßùìá �çò T ,



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 66á3. åß�å õðÜñ÷ïõí �j; �k �ýðïé �çò áêïëïõèßáò �1; �2; : : : ; �n ìå j < i êáék < i þó�å �j ≡ �k → �i (äçëáäÞ ï �i åßíáé �ï óõìðÝñáóìá êáíüíáMP ìå õðïèÝóåéò �ýðïõò ìå ìéêñü�åñï äåßê�ç, äçëáäÞ ðïõ ðñïçãïýí�áéó�çí áðüäåéîç áðü �ïí �i),á4. åß�å õðÜñ÷åé �j ìå j < i êáé �i Ý÷åé �ç ìïñöÞ ∀x�j(äçëáäÞ åßíáé �ï óõìðÝñáóìá êáíüíá Gen ìå õðüèåóç ðïõ ðñïçãåß�áéó�çí áðüäåéîç áðü �ïí �i).�áñá�Þñçóç 5.3 �éá íá åßíáé ìéá áêïëïõèßá �ýðùí áðüäåéîç èá ðñÝðåé íáõðÜñ÷åé ìéá £áé�éïëïãßá¤ ü�é óå êÜèå âÞìá éêáíïðïéåß�áé ç ðñïäéáãñáöÞ ðïõåðéâÜëëåé ï ïñéóìüò 8.5. ¼�áí ðáñïõóéÜæïõìå ìéá áðüäåéîç, êá�áãñÜöïõìåùò ó÷üëéï óå êÜèå âÞìá áõ�Þí �çí áé�éïëïãßá, ïðü�å ï Ýëåã÷ïò ü�é üí�ùòç áêïëïõèßá åßíáé áðüäåéîç íá ãßíå�áé ðïëý åýêïëá. ¼�áí óå ìéá áðüäåéîçõðÜñ÷åé ìéá åöáñìïãÞ �ïõ êáíüíá �çò ãåíßêåõóçò ìå óõìðÝñáóìá �çò ìïñ-öÞò ∀x� ëÝìå ü�é Ý÷ïõìå åöáñìïãÞ �ïõ êáíüíá �çò ãåíßêåõóçò ìå ìå�áâëç�Þx. ¼�áí áíáöåñüìáó�å óå ìéá áðüäåéîç ùò áêïëïõèßá �ýðùí, èá ÷ñçóéìï-ðïéïýìå �ïí üñï �õðéêÞ áðüäåéîç.Ïñéóìüò 5.4 Èåþñçìá �çò èåùñßáò T ïíïìÜæå�áé êÜèå �ýðïò � ãéá �ïíïðïßï õðÜñ÷åé áðüäåéîç �1; �2; : : : ; �n ó�ç èåùñßá T ìå �n ≡ �.Áí � åßíáé èåþñçìá �çò T , ãñÜöïõìå T ⊢ �. Áí T = ∅, äçëáäÞ áí èåù-ñÞóïõìå ü�é Ý÷ïõìå ìßá èåùñßá ÷ùñßò ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á, ãñÜöïõìå ⊢ �.Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ëÝìå ü�é ç áðüäåéîç åßíáé ó�ïí êáèáñü êá�çãïñçìá�éêüëïãéóìü. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é üðïéá áðüäåéîç äåí ÷ñçóéìïðïéåß ãéá �çí êá�á-óêåõÞ �çò ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á åßíáé áðüäåéîç ó�ïí êáèáñü êá�çãïñçìá�éêüëïãéóìü. Êáé âÝâáéá åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò ü�é ⊢ � óõíåðÜãå�áé T ⊢ � ãéáïðïéïäÞðï�å T .Ïñéóìüò 5.5 Ï �ýðïò � åßíáé ó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò áí Ý÷åé ðñïêýøåéáðü Ýíáí ðñï�áóéáêü �ýðï ðïõ åßíáé �áõ�ïëïãßá ìå �çí áí�éêá�Üó�áóç �ùíðñï�áóéáêþí �ïõ ìå�áâëç�þí áðü �ýðïõò. Åííïåß�áé ü�é ü�áí áí�éêáèéó�ïýìåìßá ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ A ìå Ýíáí �ýðï áí�éêáèéó�ïýìå üëåò �éò åìöáíß-óåéò �çò A ìå �ïí �ýðï áõ�ü.ð.÷. Ïé �ýðïé � → �, (� →  ) → (¬ → ¬�), ê.ë.ð. Ýíáé ó�éãìéü�õðá�áõ�ïëïãßáò.�áñá�Þñçóç 5.6 Ôï �õðéêü óýó�çìá ðïõ ïñßóáìå ðåñéëáìâÜíåé �á ó÷Þ-ìá�á áîéùìÜ�ùí Á1, Á2, Á3, �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ óõó�Þìá�ïò �ïõ ðñï�áóéáêïýëïãéóìïý, êáèþò êáé �ïí êáíüíá Modus Ponens. Åßíáé ëïéðüí åðÝê�áóç áõ-�ïý �ïõ óõó�Þìá�ïò. ¢ñá åßíáé öáíåñü ü�é êÜèå ó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 67åßíáé èåþñçìá �ïõ óõó�Þìá�ïò �ýðïõ Hilbert ãéá �ïí êá�çãïñçìá�éêü ëïãé-óìü. Äéü�é, áí Ýíáò �ýðïò åßíáé ó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò, ç �áõ�ïëïãßá áðü�çí ïðïßá ðñïÝêõøå èá áðïäåéêíýå�áé áðü �ï óýó�çìá �ïõ ðñï�áóéáêïý ëï-ãéóìïý. ¢ñá ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí ßäéá áêñéâþò áðüäåéîç, üðïõ üìùò áí�ß�ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí Ý÷ïõìå �þñá �á ó�éãìéü�õðá ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �çíáí�éêá�Üó�áóç �ùí ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þí áðü �ïõò áí�ßó�ïé÷ïõò �ýðïõò,äçìéïõñãïýìå ìéá áðüäåéîç ó�ï óýó�çìá �ïõ êá�çãïñçìá�éêïý ëïãéóìïý.�áñá�Þñçóç 5.7 �éá �ïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ Ý÷ïõìå èÝóåé ó�á áîéþìá�á A4êáé A5. ÈÝëïõìå üëá �á ëïãéêÜ áîéþìá�á íá åßíáé Ýãêõñïé ëïãéêïß �ýðïé.�é' áõ�ü ïé ðåñéïñéóìïß ó�á A4 êáé A5 åßíáé áðáñáß�ç�ïé.�.÷. ó�ï áîßùìá A4. ¸ó�ù �(x) �ï ¬∀yR(x; y) êáé Ýó�ù t �ï y. Åäþç x äåí åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí �(x). ÈåùñÞó�å �þñá ìéáðåñßð�ùóç �ïõ áîéþìá�ïò A4 (÷ùñßò �ïí ðåñéïñéóìü) ∀x(¬∀yR(x; y)) →
¬∀yR(y; y). �Üñ�å �þñá óáí åñìçíåßá Ýíá ðåäßï ìå äýï ó�ïé÷åßá êáé Ýó�ùR íá åñìçíåýå�áé ìå �çí éóü�ç�á äçëáäÞ RA(a; b) íá óçìáßíåé a = b. Ôü�åç õðüèåóç �çò ðñü�áóçò åßíáé áëçèÞò áíþ �ï óõìðÝñáóìá øåõäÝò.Ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ A5, Ýó�ù � êáé  åßíáé áìöü�åñá �ï R(x). Ôü�å xåßíáé åëåýèåñç ó�ï �. Ìéá ðåñßð�ùóç �ïõ A5 èá åßíáé ∀x(R(x)→ R(x)) →
(R(x)→ ∀xR(x)). ÁëëÜ ç õðüèåóç �çò ðñü�áóçò åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñç (áëç-èÞò) åíþ �ï óõìðÝñáóìá ü÷é, äéü�é áí ðÜñïõìå ìßá äïìÞ üðïõ ç RA íá áëç-èåýåé ãéá êÜðïéá áëëÜ ü÷é ãéá üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ | A | �ü�å �ï óõìðÝñáóìáäåí åßíáé áëçèÝò.Èåþñçìá 5.8 (Èåþñçìá êëåéó�ü�ç�áò) Áí �′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéó�ü-�ç�á �ïõ �, �ü�å T ⊢ �⇔ T ⊢ �′Áðüäåéîç ⇒: �ñïöáíÝò áðü �ïí êáíüíá Gen.
⇐: ¸ó�ù �′ ç ðñü�áóç ∀x1 · · · ∀xn�. Ìðïñïýìå íá âãÜëïõìå �ïõò ðï-óïäåßê�åò ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò �ùí A4 êáé MP. �Èåþñçìá 5.9 (Ôï èåþñçìá �çò áðáãùãÞò) Áí T; � ⊢  êáé áí ó�çíáðüäåéîç �ïõ  áðü �ï T; � äåí õðÜñ÷åé åöáñìïãÞ �ïõ êáíüíá �çò ãåíßêåõóçòìå ìå�áâëç�Þ ðïõ åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ïí �, �ü�å T ⊢ �→  .Áðüäåéîç Ç áðüäåéîç ãßíå�áé ìå åðáãùãÞ ó�ï ìÞêïò n �çò �õðéêÞò áðüäåé-îçò �1; : : : ; �n ≡  �ïõ  áðü �ï T; �. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é, áí óå ìßá �õðéêÞáðüäåéîç äåí Ý÷ïõìå åöáñìïãÞ êáíüíá ãåíßêåõóçò ìå êÜðïéá ìå�áâëç�Þ x,�ü�å êáé óå êáíÝíá áñ÷éêü �ìÞìá �çò �õðéêÞò áðüäåéîçò (ç ïðïßá åßíáé áðü-äåéîç ìå ìéêñü�åñï ìÞêïò) äåí Ý÷ïõìå åöáñìïãÞ �ïõ êáíüíá �çò ãåíßêåõóçòìå ìå�áâëç�Þ x. ¢ñá èá ìðïñïýìå íá åöáñìüæïõìå �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç.ÕðÜñ÷ïõí �ñåéò ðåñéð�þóåéò üðïõ �ï èåþñçìá éó÷ýåé Üìåóá. Åßíáé ïé ðåñé-ð�þóåéò üðïõ ï  åßíáé � Þ áíÞêåé ó�ï T Þ åßíáé ëïãéêü áîßùìá. Ó�çí ðñþ�çðåñßð�ùóç �ï èåþñçìá éó÷ýåé åðåéäÞ � → � åßíáé ó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò,ó�ç äåý�åñç êáé �ñß�ç ðåñßð�ùóç áðü Modus Ponens, åðåéäÞ T ⊢ �→ ( → �)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 68(ó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò) êáé ðñïöáíþò T ⊢ �. Ïé ðåñéð�þóåéò áõ�Ýò êá-ëýð�ïõí �çí ðåñßð�ùóç n = 1, êáèþò êáé �çí ðåñßð�ùóç üðïõ n > 1 êáé çáé�éïëüãçóç ãéá �ï  ≡ �n åßíáé ü�é åìðßð�åé óå ìßá áðü �éò �ñåßò ùò Üíùðåñéð�þóåéò. ¸ó�ù �þñá n > 1. ÕðÜñ÷ïõí äýï åíáðïìåßíáóåò ðåñéð�þóåéò.�åñßð�ùóç 1. Ï  ðñïêýð�åé ìå åöáñìüãÞ êáíüíá MP ìå õðïèÝóåéò �′êáé �′ →  . Ó�ïõò �′ êáé �′ →  áí�éó�ïé÷ïýí �õðéêÝò áðïäåßîåéò ìå ìÞêïòìéêñü�åñï �ïõ n. Áðü Å.Õ. Ý÷ïõìå ü�é T ⊢ � → �′ êáé T ⊢ � → (�′ →  ).Ïðü�å ìå ÷ñÞóç �ïõ áîéþìá�ïò Á3 êáé åöáñìïãÝò �ïõ MP, ðáßñíïõìå �ïæç�ïýìåíï T ⊢ �→  .�åñßð�ùóç 2. Ï  Ý÷åé �ç ìïñöÞ ∀x 1 êáé ðñïêýð�åé ìå åöáñìïãÞ êáíüíáãåíßêåõóçò ìå ìå�áâëç�Þ x. Ôü�å ç ìå�áâëç�Þ x äåí ìðïñåß íá åìöáíßæå�áéåëåýèåñç ó�ïí �. Ç �õðéêÞ áðüäåéîç ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí  1 Ý÷åé ìÞêïòìéêñü�åñï �ïõ n êáé âÝâáéá äåí ìðïñåß íá Ý÷åé åöáñìïãÞ êáíüíá ãåíßêåõóçòìå ìå�áâëç�Þ ðïõ åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ïí �. ¢ñá áðü Å.Õ. Ý÷ïõìå T ⊢�→  1. Áðü êáíüíá ãåíßêåõóçò ðáßñíïõìå T ⊢ ∀x(�→  1). ÅðåéäÞ ç x äåíåìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ïí �, Ý÷ïõìå ü�é T ⊢ ∀x(� →  1) → (� → ∀x 1)(áîßùìá Á5). Ìå MP ðáßñíïõìå �ï æç�ïýìåíï. �Ùò Üìåóç åöáñìïãÞ �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò áðáãùãÞò ðáßñíïõìå �ï áêü-ëïõèï ðüñéóìá:�üñéóìá 5.1 Áí T; � ⊢  êáé � åßíáé ðñü�áóç, �ü�å T ⊢ �→  .�áñÜäåéãìá 5.10 Èá áðïäåßîïõìå ü�é ⊢ ∀x(� →  ) → (∀x� → ∀x ).Áðü �ï èåþñçìá �çò áðáãùãÞò áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é
∀x(�→  );∀x� ⊢ ∀x Êá�áóêåõÜæïõìå �çí áðüäåéîç ùò åîÞò:1. ∀x(�→  ) Õðüèåóç2. �→  1,A43. ∀x� Õðüèåóç4. ∀x�→ � A45. � 3,4,MP6.  2,5,MP7. ∀x 6,Gen�áñá�çñïýìå ü�é, ó�çí �õðéêÞ áðüäåéîç ðïõ êá�áóêåõÜóáìå, Ý÷ïõìå åöáñ-ìïãÞ �ïõ êáíüíá �çò ãåíßêåõóçò ìå ìå�áâëç�Þ x ðïõ âÝâáéá äåí åìöáíßæå�áéåëåýèåñç ó�ïõò �ýðïõò ∀x(� →  );∀x�. ¢ñá ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ïèåþñçìá �çò áðáãùãÞò.�áñáäåßãìá�á 5.11 Èá äþóïõìå êáé êÜðïéá Üëëá ðáñáäåßãìá�á �õðéêþíáðïäåßîåùí. Ó�éò �õðéêÝò áðïäåßîåéò èá ðñÝðåé íá ìçí åöáñìüæïõìå �ïí êá-íüíá Gen ìå ìå�áâëç�Þ ðïõ åìöáíßæå�áé åëåýèåñç óå êÜðïéá áðü �éò õðïèÝ-óåéò, þó�å íá ìðïñïýìå íá åöáñìüæïõìå �ï èåþñçìá �çò áðáãùãÞò.
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⊢ ∀x∀y�→ ∀y∀x�, äéü�é1. ∀x∀y� Õðüèåóç2. ∀x∀y�→ ∀y� A43. ∀y� 1, 2, MP4. ∀y�→ � A45. � 3, 4, MP6. ∀x� 5, Gen7. ∀y∀x� 6, Gen
⊢ ∀x(�→  )→ (∀x�→ ∀x )1. ∀x(�→  ) Õðüèåóç2. ∀x(�→  )→ (�→  ) A43. �→  1,2, MP4. ∀x� Õðüèåóç5. ∀x�→ � A46. � 4,5, MP7.  3,6, MP8. ∀x 7, Gen
⊢ ∀x(�→  )→ (∃x�→ ∃x )Áò èõìçèïýìå ü�é ∃x åßíáé �ï ¬∀x¬. ¸÷ïõìå �çí áêüëïõèç áðüäåéîç.1. ∀x(�→  ) Õðüèåóç2. ∀x(�→  )→ (�→  ) A43. �→  1,2, MP4. ¬ → ¬� Áðü ó�éãì. �áõ�. (�→  )→ (¬ → ¬�), MP5. ∀x¬ Õðüèåóç6. ∀x¬ → ¬ A47. ¬ 5,6, MP8. ¬� 4, 7, MP9. ∀x¬� 8, GenÏðü�å áðü èåþñçìá áðáãùãÞò ⊢ ∀x(� →  ) → ∀x¬ → ∀x¬�. Áðü�çí �áõ�ïëïãßá (C → (A → B)) → (C →→ (¬B → ¬A) êáé MP ðáßñíïõìå

⊢ ∀x(�→  )→ (¬∀x¬�→ ¬∀x¬ ), �ï ïðïßï åßíáé êáé �ï æç�ïýìåíï.5.2 �ñù�ïâÜèìéåò èåùñßåò, Éóü�ç�á�ÁÑÁÄÅÉ�ÌÁÔÁ �ÑÙÔÏÂÁÈÌÉÙÍ ÈÅÙÑÉÙÍI. ÌåñéêÞ äéÜ�áîç: Ç ãëþóóá Ý÷åé ùò ìç ëïãéêÜ óýìâïëá Ýíá ìüíïóýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïò äýï èÝóåùí R2
1 êáé äåí Ý÷åé óýìâïëá ó�áèåñþí Þóõíáñ�Þóåùí. �ñÜöïõìå xi < xj áí�ß ãéá R2

1(xi; xj) êáé xi ≮ xj áí�ß ãéá
¬(xi < xj). ¸÷ïõìå äýï ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á, �á åîÞò:



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 70á1. ∀x1(x1 ≮ x1) (ìç áõ�ïðáèÞò),á2. ∀x1∀x2∀x3((x1 < x2 ∧ x2 < x3)→ (x1 < x3)) (ìå�áâá�éêÞ).¸íá ìïí�Ýëï áõ�þí �ùí áîéùìÜ�ùí Þ üðùò ëÝìå Ýíá ìïí�Ýëï �çò èåùñßáòèá ïíïìÜæå�áé ìåñéêþò äéá�å�áãìÝíç äïìÞ.II. Èåùñßá ïìÜäùí: Ç ãëþóóá èá ðåñéëáìâÜíåé Ýíá óýìâïëï êá�çãïñÞ-ìá�ïò R2
1, Ýíá óýìâïëï óõíáñ�Þóåùò f2

1 êáé Ýíá óýìâïëï ó�áèåñÜò 
1. ÈáãñÜöïõìå t = s áí�ß ãéá R2
1(t; s), t+ s áí�ß ãéá f2

1 (t; s) êáé 0 áí�ß ãéá 
1. Ôáìç ëïãéêÜ áîéþìá�á èá åßíáé:á1. ∀x1∀x2∀x3(x1 +(x2 +x3) = (x1 +x2)+x3), (ðñïóå�áéñéó�éêÞ éäéü�ç�á)á2. ∀x1(0 + x1 = x1) (ïõäÝ�åñï ó�ïé÷åßï),á3. ∀x1∃x2(x2 + x1 = 0) (áí�ßèå�ï),á4. ∀x1(x1 = x1),á5. ∀x1∀x2(x1 = x2 → x2 = x1),á6. ∀x1∀x2∀x3(x1 = x2 → (x2 = x3 → x1 = x3)),á7. ∀x1∀x2∀x3(x2 = x3 → (x1 + x2 = x1 + x3 ∧ x2 + x1 = x3 + x1)).Ôá áîéþìá�á 4,5,6,7 åßíáé áîéþìá�á ðïõ ðåñéãñÜöïõí �éò éäéü�ç�åò �çò éóü-�ç�áò =. ÊÜèå ìïí�Ýëï áõ�Þò �çò èåùñßáò êáëåß�áé (ðñïóèå�éêÞ) ïìÜäá. Áíáõ�ü �ï ìïí�Ýëï éêáíïðïéåß åðéðñüóèå�á êáé �çí ∀x1∀x2(x1 + x2 = x2 + x1)êáëåß�áé áâåëéáíÞ ïìÜäá.�áñá�Þñçóç: Ôá áîéþìá�á 4,5,6, êáé 7 åßíáé áîéþìá�á �á ïðïßá ðåñéãñÜ-öïõí �éò éäéü�ç�åò �çò ó÷Ýóçò = ü�áí �çí åñìçíåýïõìå ùò éóü�ç�á (äçëáäÞáí A åñìçíåßá �çò ãëþóóáò, �ü�å =A = {(a; a) | a ∈ A}). Ôá áîéþìá�á áõ�Üäéá�õðþíïí�áé ó�á ðëáßóéá �çò óõãêåêñéìÝíçò èåùñßáò. Ìðïñïýìå üìùò íá�á ãåíéêåýóïõìå Ý�óé þó�å íá Ý÷ïõìå �éò âáóéêÝò éäéü�ç�åò �çò éóü�ç�áò óåïðïéáäÞðï�å èåùñßá.Ïñéóìüò 5.12 Ìßá èåùñßá T (äçëáäÞ Ýíá óýíïëï �ýðùí) èá ëÝãå�áé èåùñßáìå éóü�ç�á áí ó�ç ãëþóóá �çò èåùñßáò õðÜñ÷åé Ýíá óýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïòäýï èÝóåùí = êáé ïé áêüëïõèïé �ýðïé ðåñéëáìâÜíïí�áé ó�á ëïãéêÜ áîéþìá�á�çò èåùñßáò (ïíïìÜæïí�áé êáé áîéþìá�á �çò éóü�ç�áò. Ôï óýíïëï áõ�þí �ùíáîéùìÜ�ùí �ï ïíïìÜæïõìå ÁîÉ).á1. ∀x1(x1 = x1)á2. x = y → (�(x; x) → �(x; y)) (áí�éêá�áó�áóéìü�ç�á �çò éóü�ç�áò),üðïõ x, y ïðïéåóäÞðï�å ìå�áâëç�Ýò, �(x; x) �õ÷áßïò �ýðïò êáé �(x; y)ðñïêýð�åé áðü �ïí �(x; x) ìå áí�éêá�Üó�áóç êÜðïéùí, áëëÜ ü÷é áíá-ãêáó�éêÜ üëùí, åëåýèåñùí åìöáíßóåùí �çò x áðü �çí y, ìå �ïí ðåñéï-ñéóìü ü�é ç åìöÜíéóç �çò x åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ç ìå�áâëç�Þy ðïõ �çí áí�éêáèéó�Ü.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 71Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ Ýíáò �ýðïò � åßíáé èåþñçìá ìéáò èåùñßáò T ìå éóü-�ç�á áí ó�çí �õðéêÞ áðüäåéîç �ïõ � áðü �ï T ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìåêáé áîéþìá�á áðü �ï ÁîÉ, äçëáäÞ áí T;ÁîÉ ⊢ �. �ñÜöïõìå �ü�å T ⊢I �.¼�áí åßíáé óáöÝò ü�é âñéóêüìáó�å óå ìéá èåùñßá ìå éóü�ç�á, ìðïñïýìå,÷Üñéí åõêïëßáò, íá ãñÜöïõìå áðëþò T ⊢ �.¢óêçóç: Áðïäåßî�å ü�é óå êÜèå èåùñßá ìå éóü�ç�á éó÷ýïõí �á êÜ�ùèé:á1. �éá êÜèå üñï t, ⊢ t = t,á2. ⊢ x = y → y = x,á3. ⊢ x = y → (y = z → x = z).Óýìâáóç: Áðü äù êáé ó�ï åîÞò, ü�áí ó�ç ãëþóóá �çò èåùñßáò õðÜñ÷åé�ï óýìâïëï =, èá õðïèÝ�ïõìå ü�é Ý÷ïõìå ìßá èåùñßá ìå éóü�ç�á, ìå = �ïóýìâïëï �çò éóü�ç�áò. Ó' áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç ç åñìçíåßá �çò éóü�ç�áò èáåßíáé standard äçëáäÞ áí A åñìçíåßá �çò ãëþóóáò, �ü�å =A = {(a; a) | a ∈A}. Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ äåí áðáé�ïýìå ç åñìçíåßá A íá åßíáé ç standardåñìçíåßá, äçëáäÞ ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ =A åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðï�å õðïóýíïëï�ïõ |A|2, ç åñìçíåßá ïíïìÜæå�áé øåõäïåñìçíåßá �çò =.III. Áñéèìç�éêÞ: Ç ãëþóóá ðåñéëáìâÜíåé �ç ó�áèåñÜ 0, �ï óýìâïëï óõ-íÜñ�çóçò ìéáò èÝóçò S (ðïõ óõìâïëßæåé �ïí åðüìåíï), �á óýìâïëá óõíáñ�Þ-óåùí + êáé · êáèþò êáé �á óýìâïëá êá�çãïñçìÜ�ùí = êáé <. Ôá áîéþìá�á(ìç ëïãéêÜ) ãñáöüìåíá áíïñèüãñáöá ãéá íá ãßíïõí ðéï êá�áíïç�Ü åßíá �ááêüëïõèá:9S1. Sx 6= 0S2. Sx = Sy → x = yS3. x+ 0 = xS4. x+ Sy = S(x+ y)S5. x · 0 = 0S6. x · Sy = (x · y) + xS7. ¬(x < 0)S8. x < Sy ↔ x < y ∨ x = yS9. x < y ∨ x = y ∨ y < x9Âåâáßùò ó�ç èåùñßá áõ�Þ, üðùò áðáé�åß ç óýìâáóç, ðåñéëáìâÜíïí�áé êáé �á áîéþìá�á�çò éóü�ç�áò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 72Ç èåùñßá áõ�Þ ïíïìÜæå�áé êáé áñéèìç�éêÞ �ïõ Robinson êáé èá �ç óõìâï-ëßæïõìå ìå S0.IV. Áñéèìç�éêÞ �ïõ Peano: Áí åðéðëÝïí ó�çí áñéèìç�éêÞ �ïõ RobinsonðñïóèÝóïõìå �ï áîßùìá (ðéï óùó�Ü ó÷Þìá áîéþìá�ïò)
(�(0) ∧ ∀x(�(x)→ �(S(x)))) → ∀x�(x)üðïõ �(x) åßíáé Ýíáò �õ÷áßïò �ýðïò �çò ãëþóóáò, �ü�å ç èåùñßá áõ�Þ ïíïìÜ-æå�áé áñéèìç�éêÞ �ïõ Peano êáé �ï åðéðëÝïí áõ�ü áîßùìá ïíïìÜæå�áé áîßùìá(Þ áñ÷Þ) �çò ìáèçìá�éêÞò åðáãùãÞò.5.3 Ïñèü�ç�á, �ëçñü�ç�á, ÓõìðÜãåéáÏñéóìüò 5.13 ¸ó�ù Σ Ýíá óýíïëï �ýðùí êáé � Ýíáò �ýðïò (üëá ó�ç ãëþóóá

L). �ñÜöïõìå Σ |= � áí ãéá êÜèå ìïí�Ýëï A �ïõ Σ Ý÷ïõìå ü�é |=A �. Äç-ëáäÞ áí óå êÜèå åñìçíåßá A, ó�çí ïðïßá åßíáé áëçèåßò üëïé ïé �ýðïé �ïõ Σ,ï �ýðïò � åßíáé áëçèÞò. Áí Σ = ∅ ãñÜöïõìå |= � ðïõ óçìáßíåé ü�é � åßíáéëïãéêÜ Ýãêõñïò.Óçìåßùóç: Σ |= � åßíáé éóïäýíáìï ìå �ï Σ′ |= �′, üðïõ ãéá êÜèå  ∈
Σ ∪ {�},  ′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ  .Èåþñçìá 5.14 (Èåþñçìá �çò ïñèü�ç�áò) Áí T åßíáé ìßá èåùñßá �ü�åT ⊢ � óõíåðÜãå�áé ü�é T |= �. ÄçëáäÞ áí � åßíáé èåþñçìá �çò T �ü�åç � áëçèåýåé óå üëåò �éò äïìÝò ðïõ åßíáé ìïí�Ýëá �çò T .Áðüäåéîç Áðïäåéêíýïõìå ü�é áí � åßíáé ëïãéêü áîßùìá, �ü�å |= �, Üñá êáéT |= �. Áõ�ü éó÷ýåé ãéá �á áîéþìá�á A1, A2 êáé A3 äéü�é åßíáé ó�éãìéü�õðá�áõ�ïëïãéþí. �éá �ï A4 éó÷ýåé ëüãù �ïõ 4.2 êáé ãéá �ï A5 ëüãù �ïõ ??.Êá�üðéí áðïäåéêíýïõìå åýêïëá ü�é T |= � êáé T |= � →  óõíåðÜãå�áéT |=  . �éá �ïí êáíüíá Gen Ýó�ù T |= �(x) êáé Ýó�ù A ìïí�Ýëï �ïõT . Áõ�ü óçìáßíåé ü�é |=A �[u] ãéá êÜèå áðï�ßìçóç u ó�çí A. ¸ó�ù �þñás ïðïéáäÞðï�å áðï�ßìçóç ó�çí A êáé a ïðïéïäÞðï�å ó�ïé÷åßï �ïõ |A|. Çs(x=a) åßíáé áðï�ßìçóç ó�çí A êáé Üñá, ëüãù �çò ðñïçãïýìåíçò ðáñá�Þñçóçò,
|=A �[s(x=a)]. ¢ñá, �åëéêÜ |=A ∀x�, äçëáäÞ T |= ∀x�. �Ïñéóìüò 5.15 Áí�ßöáóç ïíïìÜæå�áé êÜèå �ýðïò ï ïðïßïò åßíáé ó�éãìéü�õðïåíüò ðñï�áóéáêïý �ýðïõ ðïõ, êÜ�ù áðü ïðïéáäÞðï�å áðïíïìÞ, ðáßñíåé �çí�éìÞ T. Ó�ç ãëþóóá ìå ðñï�áóéáêïýò óõíäÝóìïõò ìüíïí �ïõò ¬;→ ìðïñåßíá Ý÷åé �ç ìïñöÞ ¬(� → �), åíþ áí äéáèÝ�ïõìå êáé �ç óýæåõîç ìðïñåß íáÝ÷åé �ç ìïñöÞ � ∧ ¬�. Ìéá áí�ßöáóç äåí áëçèåýåé ðï�Ý óå êáìßá äïìÞ.¸íá óýíïëï �ýðùí Σ ëÝãå�áé óõíåðÝò ü�áí äåí åßíáé äõíá�üí íá Ý÷ïõìå
Σ ⊢ � êáé Σ ⊢ ¬�. Éóïäýíáìá ü�áí �ï Σ äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé ìßááí�ßöáóç. (�éá�ß;) Ìßá èåùñßá T ëÝãå�áé óõíåðÞò ü�áí �ï óýíïëï T åßíáéóõíåðÝò.¸íá óýíïëï Σ ëÝãå�áé éêáíïðïéÞóéìï ü�áí õðÜñ÷åé Ýíá ìïí�Ýëï �ïõ Σ.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 73Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ãéá êáìßá äïìÞ A äåí åßíáé äõíá�üí íá Ý÷ïõìå ü�é
|=A � ∧ ¬�. ¢ñá ëüãù �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò ïñèü�ç�áò:Èåþñçìá 5.16 Áí Σ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï, �ü�å Σ åßíáé óõíåðÝò.Áðüäåéîç ÅðåéäÞ Σ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï, �ü�å õðÜñ÷åéA ìïí�Ýëï �ïõ Σ. Áí
Σ äåí Þ�áí óõíåðÝò, �ü�å èá åß÷áìå Σ ⊢ �∧¬�. ÁëëÜ ëüãù �ïõ èåùñÞìá�ïò�çò ïñèü�ç�áò èá Þ�áí Σ |= � ∧ ¬�, Üñá êáé |=A � ∧ ¬�, ðñÜãìá áäýíá�ï. �Åßäáìå ü�é Σ åßíáé óõíåðÝò ü�áí äåí åßíáé äõíá�üí ìå âÜóç �ï Σ íá áðï-äåßîïõìå ìéá áí�ßöáóç. Åßíáé äõíá�üí íá äþóïõìå Ýíáí ÷áñáê�çñéóìü �ùíìç óõíåðþí (áóõíåðþí) óõíüëùí;Èåþñçìá 5.17 ¸íá óýíïëï ðñï�Üóåùí Σ ó�ç ãëþóóá L åßíáé áóõíåðÝòü�áí êáé ìüíïí ü�áí ãéá êÜèå ðñü�áóç  �çò L Ý÷ïõìå ü�é Σ ⊢  .[ÄçëáäÞ ìßá áóõíåðÞò èåùñßá åßíáé ÷ùñßò åíäéáöÝñïí áöïý áðïäåéêíýåéüëåò �éò ðñï�Üóåéò!℄Áðüäåéîç ⇒ : ¸ó�ù Σ áóõíåðÝò. Ôü�å Σ ⊢ � êáé Σ ⊢ ¬�. �éá �çíïðïéáäÞðï�å ðñü�áóç  , áðü ó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò Ý÷ïõìå ü�é Σ ⊢ (�→
(¬�→  )) êáé Üñá, ìå åöáñìïãÞ MP, Σ ⊢  .
⇐: Áí Σ ⊢  ãéá êÜèå ðñü�áóç  , �ü�å ãéá êÜèå �ýðï � Ý÷ïõìå ü�é

Σ ⊢ (�∧¬�)′, üðïõ (�∧¬�)′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ �∧¬�. ÁëëÜáí �ï Σ áðïäåéêíýåé �çí êáèïëéêÞ êëåéó�ü�ç�á åíüò �ýðïõ, �ü�å áðïäåéêíýåéêáé �ïí �ýðï. ¢ñá êáé Σ ⊢ � ∧ ¬�. �Èåþñçìá 5.18 Áí Σ åßíáé óýíïëï �ýðùí, � ðñü�áóç êáé Σ 0 �, �ü�å Σ;¬�åßíáé óõíåðÝò óýíïëï.Áðüäåéîç ¸ó�ù Σ;¬� áóõíåðÝò. Ôü�å Σ;¬� ⊢ (¬ ∧ ¬ ). Áðü èåþñçìááðáãùãÞò 5.1, Σ ⊢ ¬� → (¬ ∧  ) êáé åðåéäÞ (¬� → (¬ ∧  )) → � åßíáéó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò, �åëéêÜ Ý÷ïõìå Σ ⊢ � (Ü�ïðï). �Åßäáìå, ìå �ï èåþñçìá �çò ïñèü�ç�áò, ðùò ü,�é áðïäåéêíýå�áé áðü ìßáèåùñßá åßíáé ïñèü {äçëáäÞ áëçèåýåé{ óå üëá �á ìïí�Ýëá �çò èåùñßáò (Ý÷åé äç-ëáäÞ ãåíéêÞ éó÷ý). Ìðïñïýìå íá åëðßæïõìå ü�é éó÷ýåé �ï áí�ßó�ñïöï; ÄçëáäÞáí ìéá ðñü�áóç Ý÷åé áõ�Þ �ç ãåíéêÞ éó÷ý ìðïñïýìå íá áíáìÝíïõìå ü�é áõ�Þáðïäåéêíýå�áé áðü �á áîéþìá�á �çò èåùñßáò; ÄçëáäÞ ïé áðïäåéê�éêÝò äõíá�ü-�ç�åò èá åßíáé áêñéâþò ßóåò Þ èá õðïëåßðïí�áé �ïõ óõíüëïõ �ùí ðñï�Üóåùíðïõ Ý÷ïõí ãåíéêÞ éó÷ý; Ó�ï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá âëÝðïõìå ðùò ãéá �á áîéù-ìá�éêÜ ìáò óõó�Þìá�á éó÷ýåé ìéá ðëçñü�ç�á, äçëáäÞ áõ�Ü ðïõ ìðïñïýìå íááðïäåßîïõìå óå ìéá èåùñßá åßíáé áêñéâþò áõ�Ü ðïõ áëçèåýïõí óå üëá �á ìï-í�Ýëá �çò èåùñßáò. Ôï èåþñçìá áõ�ü, Ýíá áðü �á èåìåëéþäç �çò ìáèçìá�éêÞòëïãéêÞò, ïöåßëå�áé ó�ïí ìåãÜëï ëïãéêü Kurt G�odel.Èåþñçìá 5.19 (Èåþñçìá ðëçñü�ç�áò, G�odel 1930) Áí Σ |= �, �ü�å
Σ ⊢ �.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 74Ó�ç óõíÝ÷åéá èá ðñïóðáèÞóïõìå íá áðïäåßîïõìå �ï èåþñçìá �çò ðëçñü-�ç�áò.Ïñéóìüò 5.20 Ç èåùñßá T åßíáé ðëÞñçò áí ãéá êÜèå ðñü�áóç � åß�å T ⊢ �åß�å T ⊢ ¬�. Áëëéþò ç èåùñßá åßíáé ìç ðëÞñçò. Ç èåùñßá T åßíáé åðÝê�áóç�çò S áí T ⊆ S.ËÞììá 5.2 (Ôï ëÞììá �ïõ Lindenbaum) ¸ó�ù S ìéá óõíåðÞò èåùñßáó�ç ãëþóóá L. Ôü�å õðÜñ÷åé ðëÞñçò êáé óõíåðÞò åðÝê�áóç �çò S.Áðüäåéîç ¸ó�ù �1; �2; : : : �n; : : : ìéá áñßèìçóç üëùí �ùí ðñï�Üóåùí �çòãëþóóáò L. Ïñßæïõìå ìéá áêïëïõèßá èåùñéþí T0; T1; : : : ; Tn; : : :, ùò áêïëïý-èùò: T0 = STn+1 =

{ Tn ∪ {¬�n+1} áí Tn 0 �n+1Tn äéáöïñå�éêÜÅßíáé ðñïöáíÝò ü�é T0 ⊆ T1 ⊆ · · · êáé åðßóçò áðü �ï 5.18 ìå åðáãùãÞ ü�éêÜèå Tn åßíáé óõíåðÝò. ¸ó�ù �þñá T = ∪∞n=0Ôn.T åßíáé óõíåðÝò: �ñÜãìá�é, áò õðïèÝóïõìå ü�é T ⊢  êáé T ⊢ ¬ , ãéáêÜðïéï  . Ôü�å, åðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò �ùí  êáé ¬ ÷ñçóéìïðïéïýí ìüíïíðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áîéùìÜ�ùí, èá Ý÷ïõìå Tn ⊢  êáé Tn ⊢ ¬ , ãéá êÜðïéïn, ðñÜãìá ðïõ áí�éâáßíåé ó�ç óõíÝðåéá �ïõ Tn.T åßíáé ðëÞñåò: Åßíáé ðñïöáíÝò äéü�é êÜèå ðñü�áóç �çò L åßíáé ìéá �n,ãéá êÜðïéï n, Üñá Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß, áõ�Þ Þ ç ÜñíçóÞ �çò, óå êÜðïéï Tn.�Ï áíáãíþó�çò êáëåß�áé íá óõãêñßíåé �çí ðáñáðÜíù áðüäåéîç ìå �çí áðü-äåéîç �çò ðñü�áóçò 2.31 êáé íá äéáðéó�þóåé ü�é âáóßæïí�áé ó�çí ßäéá áêñéâþòéäÝá.Ïñéóìüò 5.21 ÏíïìÜæïõìå �ç èåùñßá T èåùñßá Henkin áí ãéá êÜèå �ýðï�çò ãëþóóáò �(x), ìå áêñéâþò ìéá åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ x, õðÜñ÷åé Ýíá óýì-âïëï ó�áèåñÜò 
 ãéá �ï ïðïßï éó÷ýåé ü�é T ⊢ ∃x�(x)→ �(
).�éá ìéá �Ý�ïéá èåùñßá, ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�é åßíáé ðëÞñçò êáé óõíåðÞò,âãáßíåé ü�é åýêïëá ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá ìïí�Ýëï A. �éá �çíêá�áóêåõÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï óõí�áê�éêü - áðïäåéê�éêü õëéêü �çò èåùñßáò.�ñü�áóç 5.22 ÊÜèå ðëÞñçò êáé óõíåðÞò èåùñßá Henkin T Ý÷åé ìïí�Ýëï.Áðüäåéîç Ïñßæïõìå ìéá åñìçíåßá A �çò ãëþóóáò L �çò èåùñßáò T ùò åîÞò:ÈÝ�ïõìå |A| = {t| t åßíáé êëåéó�üò üñïò �çò ãëþóóáò} êáé ïñßæïõìåRA =
{< t1; : : : ; tn > | T ⊢ R(t1; : : : ; tn)} ãéá êÜèå óýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïò n-èÝóåùí R, ïñßæïõìå fA(t1; : : : ; tn) = f(t1; : : : ; t2) ãéá êÜèå óýìâïëï óõíÜñ-�çóçò n-èÝóåùí f êáé 
A = 
 ãéá êÜèå óýìâïëï ó�áèåñÜò 
. Èá áðïäåßîïõìå



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 75(êáé áõ�ü áðï�åëåß �ï êëåéäß ó�çí áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò ðëçñü�ç�áò)ü�é T ⊢ �⇔ A � �Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ ó�ï ìÞêïò �ïõ �ýðïõ �, äçëáäÞ ó�ïíáñéèìü �ùí óõíäÝóìùí êáé ðïóïäåéê�þí ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïí �.�áñá�çñïýìå ðñþ�á ü�é, ëüãù �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò êëåéó�ü�ç�áò, áñêåßíá �ï áðïäåßîïõìå ãéá �éò ðñï�Üóåéò. Äéü�é, áí éó÷ýåé ãéá �éò ðñï�Üóåéò,èá éó÷ýåé ü�é T ⊢ �′ ⇔ A � �′, üðïõ �′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ�. Ïðü�å, áðü �ï èåþñçìá �çò êëåéó�ü�ç�áò, Ô ⊢ �′ ⇔ T ⊢ � êáé âÝâáéá
A |= �′ ⇔ A |= �. �áñá�çñïýìå åðßóçò ü�é ãéá êÜèå êëåéó�ü üñï t Ý÷ïõìåü�é tA = t. Êá�Ü óõíÝðåéá, ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç éó÷ýåé, ëüãù �ïõ ïñéóìïý�ïõ A, ü�áí ï � åßíáé á�ïìéêüò. ×ùñßæïõìå �þñá �çí åðáãùãÞ óå �ñåéòðåñéð�þóåéò:�åñßð�ùóç 1. � åßíáé ¬ . Ôü�å
A � � ⇔ A 2  
⇔ T 0  , áðü �çí Å.Õ. (ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç)
⇔ T ⊢ ¬ , áðü ðëçñü�ç�á êáé óõíÝðåéá �ïõ T
⇔ T ⊢ ��åñßð�ùóç 2. � åßíáé  1 →  2. Ôü�å
A 2 � ⇔ A �  1 êáé A 2  2

⇔ T ⊢  1 êáé T 0  2, áðü Å.Õ.
⇔ T ⊢  1 êáé T ⊢ ¬ 2, áðü ðëçñü�ç�á êáé óõíÝðåéá �ïõ T .¢ñá A 2 � ⇔ T ⊢  1 êáé T ⊢ ¬ 2

⇒ T ⊢ ¬( 1 →  2), ëüãù �çò �áõ�ïëïãßáò  1 → (¬ 2 → ¬( 1 →  2))êáé �ïõ êáíüíá MP
⇒ T 0 �, ëüãù �çò óõíÝðåéáò �ïõ T .Áí�éó�ñüöùò T 0 � ⇒ T ⊢ ¬( 1 →  2), áðü �çí ðëçñü�ç�á �ïõ T
⇒ T ⊢  1 êáé T ⊢ ¬ 2 áðü �éò �áõ�ïëïãßåò ¬( 1 →  2) →  1, ¬( 1 → 2)→ ¬ 2 êáé �ïí êáíüíá MP
⇒ A 2 � (üðùò ðéï ðÜíù).�åñßð�ùóç 3. � åßíáé ∀x (ãéá êÜðïéá ìå�áâëç�Þ x).[Ìðïñåß íá õðïèÝóïõìå ü�é ï  Ý÷åé �çí x ùò ìïíáäéêÞ õðáñê�Þ åëåýèåñçìå�áâëç�Þ, åðåéäÞ äéáöïñå�éêÜ ç  èá åßíáé ðñü�áóç êáé ðñïöáíþò èá éó÷ýåé

A � � ⇔ A �  ⇔ T ⊢  ⇔ T ⊢ �. ℄Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò ü�é áðü �çí óõíèÞêç �ïõ Henkin èá Ý÷ïõìå ü�éT ⊢ ∃x¬ (x)→ ¬ (d), ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ d. Ôþñá
A � � ⇔ A � ∀x (x)
⇔ A � ∀x (x)[s], ãéá ìßá áðï�ßìçóç s, åðåéäÞ ∀x (x) åßíáé ðñü�áóç
⇔ A �  [s(x=t)], ãéá êÜèå t ∈ |A|
⇔ A �  [s(x=s(t))], ãéá êÜèå t ∈ |A|, åðåéäÞ s(t) = t
⇔ A �  (t=x)[s], ãéá êÜèå t ∈ |A|, áðü �çí ðñü�áóç 4.27
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⇔ A �  (t=x), ãéá êÜèå t ∈ |A|, åðåéäÞ  (t=x) ðñü�áóç
⇔ T ⊢  (t=x), ãéá êÜèå t ∈ |A| (áðü Å.Õ. åðåéäÞ  (t=x) Ý÷åé êá�Ü Ýíáëéãü�åñï ðïóïäåßê�ç áðü �ïí ∀x )
⇒ T 0 ∃x¬ (x) åðåéäÞ äéáöïñå�éêÜ áðü �á áîéþìá�á Henkin êáé �ïí MPèá åß÷áìå T ⊢ ¬ (t), ãéá êÜðïéï t, ðñÜãìá ðïõ èá áí�Ýêñïõå �ç óõíÝðåéá.
⇒ T 0 ¬∀x¬¬ (x)
⇒ T ⊢ ∀x¬¬ (x), áðü �çí ðëçñü�ç�á �ïõ T
⇒ T ⊢ ¬¬ (x), áðü �ï A4 êáé MP
⇒ T ⊢  (x), áðü �çí �áõ�ïëïãßá ¬¬ →  êáé �ïí MP
⇒ T ⊢ ∀x (x), áðü �ïí Gen
⇒ T ⊢ �.Áí�éó�ñüöùò T ⊢ � ⇒ T ⊢ ∀x (x)
⇒ T ⊢  (t), ãéá üëá �á t ∈ |A|, áðü A4 êáé MP
⇒ A � �, üðùò êáé ðéï ðÜíù.Êáé ìå áõ�ü �åëåéþíåé ç åðáãùãÞ.¢ñá A � � ⇔ T ⊢ � ãéá üëåò �éò ðñï�Üóåéò êáé Üñá êáé ãéá üëïõò �ïõò�ýðïõò �. Åéäéêü�åñá, üëá �á áîéþìá�á �ïõ T åßíáé áëçèÞ ó�çí A, üèåí Aåßíáé ìïí�Ýëï �ïõ T . ��éá íá áðïäåßîïõìå ü�é êÜèå óõíåðÞò èåùñßá S Ý÷åé ìïí�Ýëï áñêåß íááðïäåßîïõìå ü�é S Ý÷åé ìéá åðÝê�áóç T ç ïðïßá åßíáé èåùñßá Henkin. Ôþñá,äåí ìðïñïýìå ãåíéêÜ íá âñïýìå ìéá �Ý�ïéá åðÝê�áóç T ó�çí L êáé ãé' áõ�üí�ïí ëüãï åðåê�åßíïõìå �ç ãëþóóá L óå ìéá ãëþóóá L∗, ðñïóèÝ�ïí�áò ÝíááñéèìÞóéìï óýíïëï áðü åéäéêÝò êáéíïýñãéåò ó�áèåñÝò (êáéíïýñãéá óýìâïëáó�áèåñþí) d1; d2; : : : ; dn; : : :Ôá ëïãéêÜ áîéþìá�á ãéá �çí L∗ ïñßæïí�áé áêñéâþò üðùò êáé ãéá �ç ãëþóóá

L (ãéá �ïõò �ýðïõò, üñïõò êëð. �çò L∗). �áñ' üëá áõ�Ü ÷ñåéÜæå�áé íá êá-�ï÷õñþóïõìå �ï äéáéóèç�éêÜ ðñïöáíÝò ãåãïíüò ü�é åðåê�åßíïí�áò �ç ãëþóóááðü �çí L ó�çí L∗ äåí áõîÜíïõìå �ïõò �ýðïõò �çò L ðïõ åßíáé èåùñÞìá�á�ïõ êá�çãïñçìá�éêïý ëïãéóìïý.ËÞììá 5.3 ¸ó�ù T ìéá èåùñßá ó�ç ãëþóóá L êáé T ∗ ç èåùñßá ó�ç ãëþóóá
L∗ ç ïðïßá Ý÷åé �á ßäéá ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á ìå �çí T . Ôü�å ãéá êÜèå �ýðï� �çò ãëþóóáò L T ⊢ � ⇔ T ∗ ⊢ �Áðüäåéîç Ç êá�åýèõíóç ⇒ åßíáé ðñïöáíÞò.
⇐: Áò õðïèÝóïõìå ü�é Ý÷ïõìå ìéá áðüäåéîç �ïõ � ó�ç èåùñßá T ∗. Ôü�åáí áí�éêá�áó�Þóïõìå êÜèå êáéíïýñãéá ó�áèåñÜ dn ðïõ åìöáíßæå�áé ó�çí áðü-äåéîç ìå ìéá (îå÷ùñéó�Þ) ìå�áâëç�Þ xin ç ïðïßá äåí åìöáíßæå�áé ó�çí áðü-äåéîç, áðïê�ïýìå ìéá áðüäåéîç �ïõ � ó�ç èåùñßá T . �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 77ËÞììá 5.4 ÊÜèå óõíåðÞò èåùñßá T ó�ç ãëþóóá L Ý÷åé ìéá óõíåðÞ åðÝ-ê�áóç Henkin TH ó�ç ãëþóóá L∗.Áðüäåéîç ¸ó�ù �1; �2; : : : ; �n; : : : ìéá áñßèìçóç �ïõ áñéèìÞóéìïõ óõíüëïõ�ùí �ýðùí �çò ãëþóóáò L∗ ðïõ Ý÷ïõí áêñéâþò ìßá åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ. �éáêÜèå n ≥ 1 ïñßæïõìå ìéá ðñü�áóç  n íá åßíáé ç ðñü�áóç
∃x�n(x)→ �n(din)üðïõ x äçëþíåé �çí åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ �çò �n êáé in åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò áêÝ-ñáéïò �Ý�ïéïò, þó�å din äåí åìöáíßæå�áé óå êáíÝíá áðü �á  1; : : : ;  n−1, Üñáëüãù êá�áóêåõÞò êáé óå êáíÝíá áðü �á �1; : : : ; �n−1.¸ó�ù T0 ç èåùñßá �çò L∗ �çò ïðïßáò �á (ìç ëïãéêÜ) áîéþìá�á åßíáé �ááîéþìá�á �çò T . Áðü ëÞììá 5.3 ç T0 åßíáé óõíåðÞò.¸ó�ù �þñá Tn = T0 ∪ { 1; : : : ;  n} ãéá n ≥ 1 êáé TH = ∪∞n=0Tn.Éó÷õñéóìüò: TH åßíáé óõíåðÞò.Äéü�é áò õðïèÝóïõìå ü�é ü÷é. Ôü�å ãéá êÜðïéï n, Tn ðñÝðåé íá åßíáéáóõíåðÞò (åðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò êÜðïéùí � êáé ¬� ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéïýíìüíïí ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áðü �á  n). ¸ó�ù n ï åëÜ÷éó�ïò áêÝñáéïò �.ù. Tnåßíáé áóõíåðÞò (ðñïöáíþò n ≥ 1). Áðü 5.17 êÜèå �ýðïò áðïäåéêíýå�áé ó�çíTn, Üñá Tn ⊢ ¬ n êáé Tn;  n ⊢ ¬ n, Üñá áðü èåþñçìá áðáãùãÞò 5.1 Tn−1 ⊢ n → ¬ n êáé Üñá åðåéäÞ Tn−1 ⊢ ( n → ¬ n) → ¬ n (áðü ó�éãìéü�õðï�áõ�ïëïãßáò) Ý÷ïõìå ü�é Tn−1 ⊢ ¬ n, äçëáäÞ Tn−1 ⊢ ¬(∃x�n(x)→ �n(din)).Êá�Ü óõíÝðåéá, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �á ó�éãìéü�õðá �áõ�ïëïãßáò ¬(A →B)→ A êáé ¬(A→ B)→ ¬B êáèþò êáé �ïí MP ðáßñíïõìå ü�éTn−1 ⊢ ∃x�n(x) êáé Tn−1 ⊢ ¬�n(din):Ôþñá, ó�çí áðüäåéîç �ïõ ¬�n(din) ìðïñïýìå íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �ïdin ìå ìéá ìå�áâëç�Þ y ç ïðïßá äåí åìöáíßæå�áé ó�çí áðüäåéîç ãéá íá áðï-ê�Þóïõìå �ï Tn−1 ⊢ ¬�n(y) êáé Üñá �ï Tn−1 ⊢ ∀y¬�n(y). ÁëëÜæïí�áòìå�áâëç�Þ10 ðáßñíïõìå �ï Tn−1 ⊢ ∀x¬�n(x). ¢ñá Tn−1 åßíáé áóõíåðÞò, áí�ß-èå�ï ìå �çí õðüèåóÞ ìáò, åðåéäÞ Þäç Ý÷ïõìå ü�é Tn−1 ⊢ ¬∀¬�n(x) (åðåéäÞTn−1 ⊢ ∃x�n(x)). Ç TH åßíáé ëïéðüí ìéá óõíåðÞò åðÝê�áóç �çò T , ç ïðïßáåßíáé ðñïöáíþò êáé èåùñßá Henkin. �Èåþñçìá 5.23 ÊÜèå óõíåðÞò èåùñßá T ó�ç ãëþóóá L Ý÷åé ìïí�Ýëï.Áðüäåéîç ÎåêéíÜìå áðü �ç óõíåðÞ èåùñßá T . Ç ãëþóóá �çò èåùñßáò T åßíáéç L. Áðü �ï ëÞììá 5.4 õðÜñ÷åé ìéá óõíåðÞò åðÝê�áóç TH , ç ïðïßá åßíáé êáéèåùñßá Henkin. Áðü �ï ëÞììá �ïõ Lindenbaum 5.2 ç TH Ý÷åé ìéá ðëÞñç êáé10ÁëëÜæù (�ï üíïìá óå ìéá äåóìåõìÝíç) ìå�áâëç�Þ ó�ïí �ýðï ∀y�(y) óçìáßíåé ü�é, ó�ïí�ýðï �(y), áí�éêáèéó�þ �éò åëåýèåñåò åìöáíßóåéò �çò y ìå ìéá (öñÝóêéá) ìå�áâëç�Þ x, çïðïßá äåí åìöáíßæå�áé ó�ïí �(y), ïðü�å ðáßñíù �ïí �(x=y) = �(x). ÄçëáäÞ ï ∀y�(y)ãßíå�áé ∀x�(x). Ï �ýðïò áõ�üò, ðïõ �ïí ïíïìÜæïõìå variant �ïõ ∀y�(y), Ý÷åé áêñéâþò�éò ßäéåò éäéü�ç�åò (áðïäåéê�éêÝò, óçìáóéïëïãéêÝò) ìÝ÷ñé �ïõ óçìåßïõ íá èåùñåß�áé ü�é êÜèå�ýðïò �áõ�ßæå�áé ìå �ïí variant.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 78óõíåðÞ åðÝê�áóç T ∗H . Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é êÜèå åðÝê�áóç ìéáò èåùñßáò HenkinðáñáìÝíåé èåùñßá Henkin. ¢ñá ç T ∗H åßíáé èåùñßá Henkin. Áðü ðñü�áóç 5.22ç T ∗H Ý÷åé ìïí�Ýëï, Ýó�ù �ï ìïí�Ýëï A∗. Ôï A∗ åßíáé åñìçíåßá �çò ãëþóóáò
L∗, äçëáäÞ Ý÷åé êáé ìéá åñìçíåßá dA∗ ãéá êÜèå êáéíïýñãéá ó�áèåñÜ d ðïõ Ý÷åéðñïó�åèåß ó�çí L ãéá íá áðïê�çèåß ç L∗. Ó�çí A∗ áëçèåýåé êÜèå ó�ïé÷åßï�çò T , �ï ïðïßï âÝâáéá ãñÜöå�áé ó�ç ãëþóóá L êáé äåí ðåñéÝ÷åé êáìéÜ áðü�éò ó�áèåñÝò d. Áí ó�çí åñìçíåßá A∗ äéá�çñÞóïõìå üëåò �éò åñìçíåßåò �ùíóõìâüëùí �çò L üðùò Ý÷ïõí êáé êá�áñãÞóïõìå �éò åñìçíåßåò �ùí ó�áèåñþíd1; : : : ; dn, �ü�å áõ�ü ðïõ ðñïêýð�åé (Ýó�ù A) åßíáé ìéá åñìçíåßá �çò L ç ïðïßáäéá�çñåß âÝâáéá �éò áëÞèåéåò �çò L, åðåéäÞ áõ�Ýò äåí åðçñåÜæïí�áé áðü �éòåñìçíåßåò �ùí £îÝíùí¤ ó�ïé÷åßùí dA∗ . ¢ñá ç A (�çí ïíïìÜæïõìå ðåñéïñéóìü�çò A∗) åßíáé ìïí�Ýëï �çò èåùñßáò T . �Óçìåßùóç: ÅðåéäÞ L åßíáé áñéèìÞóéìï, �ï ìïí�ÝëïA åßíáé, áðü �ïí �ñüðïðïõ ïñßó�çêå, êáé áõ�ü áñéèìÞóéìï. ¢ñá êÜèå óõíåðÞò áñéèìÞóéìç èåùñßá (äç-ëáäÞ ìå áñéèìÞóéìï ðëÞèïò óõìâüëùí Üñá êáé óýíïëï �ýðùí) Ý÷åé áñéèìÞóéìïìïí�Ýëï (äçëáäÞ �ï ðåäßï �çò åñìçíåßáò ðïõ åßíáé ìïí�Ýëï åßíáé áñéèìÞóéìïóýíïëï).Áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò ðëçñü�ç�áò 5.19 �ïõ G�odel.Áñêåß íá áðïäåßîïõìå �ï èåþñçìá ãéá �çí ðåñßð�ùóç ðïõ � åßíáé ðñü�áóç.Äéü�é áí �ï èåþñçìá éó÷ýåé ãéá �éò ðñï�Üóåéò êáé � åßíáé �ýðïò, �ü�å T ⊢ �åßíáé éóïäýíáìï ìå �ï T ⊢ �′, üðïõ �′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ � êáéâÝâáéá åßíáé ðñü�áóç. ¢ñá áðü èåþñçìá ãéá �éò ðñï�Üóåéò èá Ý÷ïõìå T ⊢ �′êáé áðü 5.8 T ⊢ �.¢ñá ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ü�é � åßíáé ðñü�áóç. Áí T � � �ü�å �ïóýíïëï T;¬� äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá áðü 5.23 äåí åßíáé óõíåðÝò. ¢ñáèá Ý÷ïõìå ü�é T ⊢ �, äéü�é áí T 0 � �ü�å áðü 5.18 �ï óýíïëï T;¬� èá Þ�áíóõíåðÝò.�áñá�çñÞóåéò ãéá �çí áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò ðëçñü�ç�áòÓ�çí áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò ðëçñü�ç�áò êÜíáìå äýï õðïèÝóåéò ïéïðïßåò ìðïñïýí íá �ñïðïðïéçèïýí.1. Ó�çí áðüäåéîç õðïèÝóáìå ü�é ç L äåí ðåñéÝ÷åé �ï óýìâïëï �çò éóü�ç�áò
=. Ôþñá áò õðïèÝóïõìå ü�é ç L ðåñéÝ÷åé �ï óýìâïëï =. Ôü�å áí T åßíáé ìéáóõíåðÞò èåùñßá Ýðå�áé áðü �ï 5.23 ü�é ç L Ý÷åé ìéá øåõäïåñìçíåßá A ç ïðïßáéêáíïðïéåß �á áîéþìá�á �çò T .ÈÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå Ýíá èåþñçìá ðëçñü�ç�áò ðïõ íá áíáöÝñå�áé óåèåùñßåò ìå éóü�ç�á, äçëáäÞ óå èåùñßåò ðïõ ðåñéëáìâÜíïõí ó�á ëïãéêÜ �ïõòáîéþìá�á �á áîéþìá�á ÁîÉ �çò éóü�ç�áò. Äéá�õðùìÝíï ìå üñïõò ðïõ Ý÷ïõíïñéó�åß ó�ïí ïñéóìü 5.12, �ï èåþñçìá áõ�ü ìðïñåß íá äéá�õðùèåß ùò åîÞò: ÁíT èåùñßá ìå éóü�ç�á êáé � �ýðïò ó�ç ãëþóóá �çò èåùñßáò, �ü�åT |=I � ⇔ T ⊢I �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 79üðïõ T |=I � óçìáßíåé ü�é � åßíáé áëçèÞò óå êÜèå standard åñìçíåßá �çò Lç ïðïßá åßíáé ìïí�Ýëï �ïõ T . Áò äïýìå ðþò ìðïñïýìå íá �ñïðïðïéÞóïõìå �ïáðïäåé÷èÝí èåþñçìá ðëçñü�ç�áò þó�å íá êáëýð�å�áé êáé áõ�Þ ç áðáß�çóç.Åßíáé ó÷å�éêÜ åýêïëï íá ìå�á�ñÝøïõìå ìéá øåõäïåñìçíåßáA, �çò ãëþóóáò
L, óå ìéá (standard) åñìçíåßá A ç ïðïßá íá éêáíïðïéåß �éò ßäéåò ðñï�Üóåéò ìå�çí A. Ç A èá åßíáé £ïìïìïñöéêÞ¤ åéêüíá �çò A.Áò óçìåéùèåß, êá�Ü ðñþ�ïí, ü�é áðü �á áîéþìá�á É1 êáé É2 êáé �éò éäéü�ç�åò�çò éóü�ç�áò ó�ç óåëßäáò 71 ç =A èá åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï A.Ôþñá, ãéá êÜèå a ∈ |A|, Ýó�ù [a] óõìâïëßæåé �çí êëÜóç éóïäõíáìßáò �ïõa ùò ðñïò �ç ó÷Ýóç =A.¸ó�ù ü�é |A| = {[a] | a ∈ A}.Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á Ýðå�áé áðü �á áîéþìá�á �çò éóü�ç�áò ü�é =A äåíåßíáé ìüíï ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò áëëÜ ü�é éêáíïðïéåß êáé �çí åîÞò éäéü�ç�á: Áía1 =A a′1; : : : ; an =A a′nêáé RA åßíáé ç åñìçíåßá �ïõ óõìâüëïõ êá�çãïñÞìá�ïò n-èÝóåùí R, �ü�å< a1; : : : ; an >∈ RA ⇔ < a′1; : : : ; a′n >∈ RAêáé áí fA åßíáé ç åñìçíåßá �ïõ óõìâüëïõ n-èÝóåùí f , �ü�åfA(a1; : : : ; an) = fA(a′1; : : : ; a′n):Áõ�ü ìáò åðé�ñÝðåé íá ïñßóïõìå ÷ùñßò áìöéóçìßá �á áêüëïõèá:
• RA = {< [a1]; : : : ; [an] > | < a1; : : : ; an >∈ RA}

• fA([a1]; : : : ; [an]) = [fA(a1; : : : ; an)]
• 
A = [
A].�ñïöáíþò, åê êá�áóêåõÞò, ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõ �ï R åßíáé =, ðáßñ-íïõìå ü�é =A åßíáé ç �áõ�ï�éêÞ ó÷Ýóç ó�ï |A|. ¸�óé �ï A åßíáé ìéá standardåñìçíåßá �çò L. Åßíáé ó÷å�éêÜ åýêïëï, áëëÜ ìáêñüóõñ�ï, íá áðïäåßîïõìå ìååðáãùãÞ ó�ïí � ü�é

A � � ⇔ A � �:¢ñá A åßíáé ìïí�Ýëï �ïõ S.¸ó�ù T èåùñßá éóü�ç�áò êáé óõíåðÞò äçëáäÞ T;ÁîÉ 0 � ∧ ¬�. Ôü�åáðü 5.23 õðÜñ÷åé ìéá øåõäïåñìçíåßá L ðïõ åßíáé ìïí�Ýëï �ïõ T;ÁîÉ , äçëáäÞ ç
A åßíáé øåõäïåñìçíåßá ðïõ éêáíïðïéåß �á áîéþìá�á �çò éóü�ç�áò. Áðü �çí ðñç-ãïýìåíç êá�áóêåõÞ âëÝðïõìå ü�é ç A åßíáé ìéá standard åñìçíåßá �çò L ðïõéêáíïðïéåß �çí T . ¢ñá ç èåùñßá T äÝ÷å�áé standard ìïí�Ýëï. Åðáíåñ÷üìáó�åó�ï èåþñçìá ðëçñü�ç�áò ãéá �çí éóü�ç�á. Ç êá�åýèõíóç T ⊢I � ⇒ T |=I �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 80åßíáé ðñïöáíÞò. ¸ó�ù �þñá T |=I �. Áí èåùñÞóïõìå Ýíá ïðïéïäÞðï�å ìï-í�Ýëï A (øåõäïåñìçíåßá) ðïõ éêáíïðïéåß �á áîéþìá�á �çò éóü�ç�áò, �ü�å Aåßíáé ìïí�Ýëï �ïõ T;ÁîÉ . Áðü �á ðáñáðÜíù A åßíáé standard ìïí�Ýëï �ïõ T ,Üñá éêáíïðïéåß �ï �, Üñá êáé �ï A éêáíïðïéåß �ï � äçëáäÞ Ý÷ïõìå T;ÁîÉ |= �,ðïõ áðü �ï èåþñçìá ðëçñü�ç�áò ìáò äßíåé �ï æç�ïýìåíï, äçëáäÞ T ⊢I �.2. Äåí åßíáé áðáñáß�ç�ï íá õðïèÝóïõìå ü�é ç ãëþóóá L åßíáé áñéèìÞóéìç.Ç õðüèåóç áõ�Þ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ìüíïí ó�éò áðïäåßîåéò �ùí 5.2 êáé 5.4. Êáéó�éò äýï ðåñéð�þóåéò áí áí�ß áõ�ïý õðïèÝóïõìå ü�é �ï óýíïëï �ùí �ýðùí �çò
L ìðïñïýí íá äéá�á÷èïýí êáëþò, ìðïñïýìå íá �ñïðïðïéÞóïõìå �ï åðé÷åßñçìáêáé íá Ý÷ïõìå �çí áðüäåéîç ìå õðåñðåðåñáóìÝíç11 åðáãùãÞ Þ åíáëëáê�éêÜ ìå�ï ëÞììá �ïõ Zorn êáé ó' áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç. ÂÝâáéá áõ�ü ðñïûðïèÝ�åé �ïáîßùìá �çò åðéëïãÞò.Ïé ðáñáðÜíù ðáñá�çñÞóåéò êáé áðïäåßîåéò ìáò åðé�ñÝðïõí íá äéá�õðþ-óïõìå �á áêüëïõèá:¼�áí Ý÷ïõìå ãëþóóá êáé èåùñßá ìå éóü�ç�á, �ü�å Ý÷ïõìå ðÜí�á ùò åñìç-íåßá �çò ãëþóóáò �ç standard åñìçíåßá, ïðü�å êÜèå ìïí�Ýëï èá åßíáé standardìïí�Ýëï. Èá ãñÜöïõìå T ⊢ �, T |= � áêüìá êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí èåù-ñéþí ìå éóü�ç�á. Ôá èåùñÞìá�á ðëçñü�ç�áò, óõìðÜãåéáò êáé üëá üóá èáäéá�õðþóïõìå éó÷ýïõí êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí èåùñéþí ìå éóü�ç�á.Èåþñçìá 5.24 ¸ó�ù T èåùñßá óå áñéèìÞóéìç ãëþóóá. Ôü�å:á1. Áí ç T åßíáé óõíåðÞò, �ü�å äÝ÷å�áé áñéèìÞóéìï ìïí�Ýëï.á2. Aí � åßíáé áëçèÞò óå üëá �á áñéèìÞóéìá ìïí�Ýëá �ïõ Ô, �ü�å T ⊢ �.Èåþñçìá 5.25 (Èåþñçìá �çò óõìðÜãåéáò) Áí T åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêá-íïðïéÞóéìï, �ü�å åßíáé éêáíïðïéÞóéìï.Áðüäåéîç Ìå �çí áðáãùãÞ óå Ü�ïðï. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é �ï T äåí åßíáé éêá-íïðïéÞóéìï, �ü�å T |= � ∧ ¬�. Áðü èåþñçìá 9.14 Ý÷ïõìå T ⊢ � ∧ ¬� êáéÜñá ãéá Ýíá ðåðåñáóìÝíï T0 ⊆ T èá Ý÷ïõìå T0 ⊢ � ∧ ¬�. ÁëëÜ �ï T0 Ý÷åéìïí�Ýëï ó�ï ïðïßï, áðü �ï èåþñçìá �çò ïñèü�ç�áò, �ï �∧¬� èá Þ�áí áëçèÝò(Ü�ïðï). �

11Ç õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ åßíáé ç áñ÷Þ �çò åðáãùãÞò åöáñìïæüìåíç ó�éò êáëÝòäéá�Üîåéò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 815.4 ÁóêÞóåéò1. �éá �õ÷üí�á �ýðï ' ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé �á óýìâïëá →;↔, Ýó�ù '∗ ï �ýðïòðïõ ðáßñíïõìå áí�éêáèéó�þí�áò êÜèå á�ïìéêü õðï�ýðï ìå �çí ÜñíçóÞ �ïõ,åíáëëÜóóïí�áò �ï ∧ ìå �ï ∨ êáé åíáëëÜóóïí�áò �ï ∀ ìå �ï ∃. Äåßî�å ü�ééó÷ýåé: ⊢ ' áíí ⊢ ¬'∗.2. ×ñçóéìïðïéþí�áò �õðéêÝò áðïäåßîåéò, äåßî�å ü�é ãéá êÜèå ìå�áâëç�Þ x êáéïðïéïõóäÞðï�å �ýðïõò '; éó÷ýåé:
⊢ ∀x¬ → [∃x'→ ∃x¬('→  )].3. Áðïäåßî�å �á áêüëïõèá:á1. ÊÜèå �ýðïò ìéáò ðñù�ïâÜèìéáò èåùñßáò T , ï ïðïßïò åßíáé ó�éãìéü�õðï�áõ�ïëïãßáò, åßíáé èåþñçìá �çò T êáé ìÜëéó�á ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìå�ç ÷ñÞóç ìüíïí �ùí áîéùìÜ�ùí A1{A3 êáé �ïõ êáíüíá MP.á2. ¸ó�ù L ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá. Áðïäåßî�å, ÷ùñßò �ç ÷ñÞóç �ïõ èåùñÞ-ìá�ïò �çò ðëçñü�ç�áò �ïõ êá�çãïñçìá�éêïý ëïãéóìïý, ü�é ãéá êáíÝíáí�ýðï � �çò L äåí åßíáé äõíá�üí íá Ý÷ïõìå ⊢ � êáé ⊢ ¬�, äçëáäÞ ï êáèá-ñüò ðñù�ïâÜèìéïò êá�çãïñçìá�éêüò ëïãéóìüò (èåùñßá T ó�çí L ÷ùñßòìç ëïãéêÜ áîéþìá�á, äçëáäÞ T = ∅) åßíáé óõíåðÞò.[Õðüäåéîç: ÈåùñÞó�å �ïí �åëåó�Þ h(�), ï ïðïßïò óå êÜèå �ýðï � �çò

L áðáëåßöåé üëïõò �ïõò ðïóïäåßê�åò êáé �ïõò üñïõò �ïõ � { ìáæß êáé�éò áí�ßó�ïé÷åò ðáñáíèÝóåéò êáé êüììá�á. Äåß�å ðþò ï h åðåíåñãåß ó�áèåùñÞìá�á �çò T , äçëáäÞ áí ⊢ �, �ü�å h(�) �é åßíáé;℄4. ¸ó�ù T óýíïëï �ýðùí êáé � �ýðïò êáé Ýó�ù �1; : : : ; �n áðüäåéîç ó�ç èåù-ñßá T . Ç áêïëïõèßá �1; : : : ; �n óõãêñï�åß ìéá áðüäåéîç åðåéäÞ óå êÜèå âÞìá i(1 ≤ i ≤ n) õðÜñ÷åé ìéá áé�éïëïãßá ãéá �ï �i (�i ∈ T Þ åßíáé óõìðÝñáóìá åíüòêáíüíá áðáãùãÞò - äåò ïñéóìü ó�éò óçìåéþóåéò). ËÝìå ü�é ï �i åîáñ�Ü�áé áðü�ïí � (ó�çí áðüäåéîç áõ�Þ) åÜíá1. �i �áõ�ßæå�áé ìå �ïí � êáé ç áé�éïëïãßá ãéá �ïí �i åßíáé ü�é áíÞêåé ó�ïT , Þá2. ç áé�éïëïãßá ãéá �ïí �i åßíáé ü�é åßíáé óõìðÝñáóìá êáíüíá MP Þ Genìå õðïèÝóåéò ðñïçãçèÝí�åò �ýðïõò ðïõ �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò áðü áõ�ïýòåîáñ�Ü�áé áðü �ïí �.Áðïäåßî�å ü�é: Áí T; � ⊢  êáé ó�çí áðüäåéîç �ïõ  áðü �ï T; � êáìßáåöáñìïãÞ �ïõ Gen, óå �ýðï ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü �ïí �, äåí ÷ñçóéìïðïéåß ìå�á-âëç�Þ ðïõ åßíáé åëåýèåñç ó�ïí �, �ü�å T ⊢ �→  .



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 825. Áí x åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí �(x), �ü�å ⊢ �(t=x)→ ∃x�(x).¼èåí �(t=x) ⊢ ∃x�(x).6. [Êáíüíáò åðéëïãÞò ó�áèåñÜò Þ êáíüíáò C.℄Ç áðáãùãÞ T ⊢C � ïñßæå�áé ùò åîÞò:T ⊢C � ⇔ õðÜñ÷åé áêïëïõèßá �1; : : : ; �n ≡ � þó�å ãéá êÜèå iá1. �i åßíáé ëïãéêü áîßùìá, Þá2. �i ∈ T , Þá3. �i åßíáé óõìðÝñáóìá êáíüíá MP Þ Gen, ìå õðïèÝóåéò ðñïçãçèÝí�åò�ýðïõò Þá4. õðÜñ÷åé ðñïçãçèåßò �ýðïò �j (j < i) �çò ìïñöÞò ∃x (x) ìå �i ≡  (d),üðïõ d åßíáé ìéá êáéíïýñãéá ó�áèåñÜ (Üñá õðÜñ÷åé êáé åðÝê�áóç �çòãëþóóáò). [Êáíüíáò C℄ÅðéðñïóèÝ�ùò, éó÷ýïõí êáé ïé êÜ�ùèé ðñïäéáãñáöÝò ãéá �ç äçìéïõñãßá�Ý�ïéùí áðïäåßîåùí (áðïäåßîåùí ìå êáíüíá C).
• Ó�çí êá�áóêåõÞ �ùí áðïäåßîåùí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ùòëïãéêÜ áîéþìá�á êáé áõ�Ü ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ó�áèåñÝò ðïõ Ý÷ïõí Þäçåéóá÷èåß.
• Äåí åðé�ñÝðå�áé åöáñìïãÞ �ïõ Gen ìå ìå�áâëç�Þ ç ïðïßá åßíáé åëåý-èåñç óå êÜðïéï ∃x�(x) êáé ó�ï ïðïßï ï êáíüíáò C Ý÷åé ðñïçãïõìÝíùòåöáñìïó�åß.
• Ï � äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá áðü �éò åéóá÷èåßóåò ó�áèåñÝò.Áí üëá áõ�Ü éêáíïðïéïýí�áé, áðïäåßî�å ü�é:T ⊢C � ⇒ T ⊢ �Åðáëçèåýó�å åðßóçò, ó�çí áðüäåéîç ðïõ èá äþóå�å, ü�é áí õðÜñ÷åé, ó�çíêáéíïýñãéá �õðéêÞ áðüäåéîç T ⊢ �, åöáñìïãÞ Gen ìå êÜðïéá ìå�áâëç�Þ ðïõåöáñìüæå�áé óå �ýðï ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü êÜðïéï �ýðï �ïõ T , �ü�å õðÜñ÷åé ìéá�Ý�ïéá åöáñìïãÞ �ïõ Gen êáé ó�çí áñ÷éêÞ áðüäåéîç T ⊢C �.Êá�üðéí, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí êáíüíá C, äþó�å ðéï £åýêïëåò¤ áðïäåßîåéò�ùí êÜ�ùèé:
∃x(�→  ); ∀x� ⊢ ∃x 
⊢ ∃x(�(x)→  (x))→ (∀x�(x)→ ∃x (x))
⊢ (∀x�(x) ∨ ∀x (x))→ ∀x(�(x) ∨  (x)).



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 83Âéâëéïãñáößá êåöáëáßïõ 5Å2, Å3, Å4, Î1, Î2, Î8.(Ïé áíáöïñÝò ðáñáðÝìðïõí ó�ç âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ âéâëßïõ)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 846 Õðïëïãéóéìü�ç�á, áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò6.1 Ôï ðñüâëçìá �çò áðüöáíóçò Þ áðüêñéóçò - Õðïëïãéóéìü-�ç�á.Ìéá ìÝèïäïò áðüöáíóçò Þ áðüêñéóçò ãéá Ýíá �õðéêü óýó�çìá T åßíáé ìéáìÝèïäïò âÜóåé �çò ïðïßáò ìðïñïýìå íá áðïöáóßóïõìå, ìå Ýíáí ðåðåñáóìÝíïáñéèìü âçìÜ�ùí, áí Ýíáò �ýðïò �, �çò ãëþóóáò �çò T , åßíáé èåþñçìá �çòT Þ ü÷é. Ï �ñüðïò ìå �ïí ïðïßï èá åöáñìüæå�áé áõ�Þ ç ìÝèïäïò ðñÝðåé íáåßíáé áðüëõ�á êá�áóêåõáó�éêüò-ìç÷áíéêüò. ÄçëáäÞ ç ìÝèïäïò èá ðñÝðåé íáóõíßó�á�áé óå áðüëõ�á ðñïêá�áóêåõáóìÝíïõò ìç÷áíéêïýò êáíüíåò ðïõ èáåê�åëïýí�áé âÞìá ðñïò âÞìá, þóðïõ ç äéáäéêáóßá íá �åñìá�éó�åß êáé íá äïèåßç �åëéêÞ áðÜí�çóç. Èá áðï�åëåß ëïéðüí áõ�Þ ç ìÝèïäïò {èá �çí áðïêáëïýìåêáé áëãüñéèìï{ ìéá êá�áóêåõáó�éêÞ, ìç÷áíéêÞ óõí�áãÞ åðßëõóçò �ïõ ðñïâëÞ-ìá�ïò.¸íá ðñüâëçìá áðüöáíóçò Þ áðüêñéóçò ãéá Ýíá �õðéêü óýó�çìá T åßíáé�ï áêüëïõèï: íá âñïýìå ìéá ìÝèïäï áðüêñéóçò ãéá �ï T Þ íá áðïäåßîïõìåü�é �Ý�ïéá ìÝèïäïò äåí õðÜñ÷åé. Áõ�ü áðï�åëïýóå ïõóéáó�éêÜ �ï ðåñßöçìïEnts
heidungsproblem �ïõ Hilbert êáé ç áíáæÞ�çóç �çò ëýóçò �ïõ ïäÞãçóåóå óõãêëïíéó�éêÜ ìáèçìá�éêÜ áðï�åëÝóìá�á, êá�Ü �ï ðñþ�ï Þìéóõ �ïõ 20ïýáéþíá êáé �åëéêÜ ó�ç äçìéïõñãßá �çò åðéó�Þìçò �çò ðëçñïöïñéêÞò.Áò ðÜñïõìå �ï ðáñÜäåéãìá �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò. ¸íá ðñüâëçìá áðü-öáíóçò ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ èá Þ�áí íá âñïýìå ìéá ìÝèïäï ðïõ èá áðïöáßíå�áéð.÷. áí Ýíáò ðñï�áóéáêüò �ýðïò � åßíáé èåþñçìá �çò èåùñßáò ÷ùñßò ìç ëïãéêÜáîéþìá�á, äçëáäÞ áí ⊢ �. ÎÝñïõìå üìùò ü�é áõ�ü óõìâáßíåé áí êáé ìüíïíáí ï � åßíáé �áõ�ïëïãßá. Ïðü�å ç ìÝèïäïò èá åßíáé íá ó÷çìá�ßóïõìå �ïíáëçèïðßíáêá ãéá �ïí � êáé íá äïýìå áí ç �éìÞ ðïõ õðïëïãßæïõìå åßíáé êÜèåöïñÜ T. Áí áõ�ü óõìâáßíåé, �ü�å ç áðÜí�çóç åßíáé íáé, åíþ áí âñïýìå �ïõëÜ-÷éó�ïí ìéá �éìÞ F ç áðÜí�çóç åßíáé ü÷é. ÅðåéäÞ ïé äõíá�ïß óõíäõáóìïß åßíáéðåðåñáóìÝíïé (2n, áí n åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þí ó�ïí�) ç äéáäéêáóßá áõ�Þ, ðïõ âÝâáéá ìðïñåß íá åê�åëåó�åß ìå áðüëõ�á ìç÷áíéêü�ñüðï, èá ðåñá�ùèåß óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï êáé èá Ý÷ïõìå �çí áðÜí�çóç.Áí�ßèå�á, ó�ïí êá�çãïñçìá�éêü ëïãéóìü, ìéá �Ý�ïéá ìÝèïäïò äåí öáßíå�áéåöéê�Þ. �éá íá åëÝãîïõìå áí ð.÷. Ýíáò �ýðïò � åßíáé èåþñçìá �çò èåùñßáò÷ùñßò ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á, äçëáäÞ áí ⊢ �, èá ðñÝðåé, óýìöùíá ìå �ï èåþñçìáðëçñü�ç�áò, ï �ýðïò íá åßíáé Ýãêõñïò, Üñá èá ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå �çí áëÞèåéÜ�ïõ óå üëåò �éò åñìçíåßåò �çò ãëþóóáò, ðïõ åßíáé Üðåéñåò, óõí �ï ãåãïíüòü�é êáé óå ìßá Üðåéñç äïìÞ äåí åßíáé öáíåñü ü�é ìðïñïýìå, ìå ðåðåñáóìÝíáâÞìá�á, íá åëÝãîïõìå �çí áëÞèåéá ó' áõ�Þí �ç äïìÞ. Ìå äåäïìÝíç áõ�Þí �çíáäõíáìßá åýñåóçò ìéáò �Ý�ïéáò ìåèüäïõ, áñ÷ßæïõìå íá óêåö�üìáó�å êáé �ïäåý�åñï óêÝëïò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �çò áðüêñéóçò, äçëáäÞ íá áðïäåßîïõìå ü�é�Ý�ïéá ìÝèïäïò äåí õðÜñ÷åé.Ôï ðñüâëçìá �çò áðüêñéóçò åßíáé ãåíéêü�åñï, äçëáäÞ äåí ðåñéïñßæå�áéìüíï ó�ï æÞ�çìá �ïõ áí Ýíáò �ýðïò åßíáé èåþñçìá ìéáò èåùñßáò Þ ü÷é. ¹äç,



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 85áðü �çí áñ÷Þ �ïõ 20ïý áéþíá, ï Hilbert åß÷å èÝóåé �ï ðñüâëçìá �ïõ íá âñåèåßìéá áðï�åëåóìá�éêÞ - ìç÷áíéêÞ ìÝèïäïò ðïõ íá áðïöáóßæåé áí ìéá äéïöáí�éêÞåîßóùóç Ý÷åé ëýóç Þ ü÷é. Êáé âÝâáéá ìðïñïýìå íá óõíáí�Þóïõìå ðëÞèïòáíÜëïãùí ðñïâëçìÜ�ùí ó�á ìáèçìá�éêÜ.Ó�çí åðßëõóç åíüò ðñïâëÞìá�ïò áðüêñéóçò, áí ðñïóäïêïýìå óå ìéá èå�éêÞáðÜí�çóç, èá áíáæç�Þóïõìå ìéá ìÝèïäï ðïõ èá åðéëýåé �ï ðñüâëçìá. ÄçëáäÞèá ðáñïõóéÜóïõìå (áí �åëéêÜ �ï êá�áöÝñïõìå) Ýíá óýíïëï êáíüíùí, �ç ìÝ-èïäï �çò áðüêñéóçò, ðïõ èá åðéëýåé �ï ðñüâëçìá. ¢ðáî êáé ðáñïõóéáó�åßÝíáò �Ý�ïéïò áëãüñéèìïò, ï êáèÝíáò ìðïñåß íá åëÝãîåé áí üí�ùò áõ�üò åßíáéÝíáò áëãüñéèìïò ðïõ åðéëýåé ìå êá�áóêåõáó�éêü �ñüðï �ï ðñüâëçìá. �þòüìùò èá ìðïñÝóïõìå íá äþóïõìå ìéá áñíç�éêÞ áðÜí�çóç óå Ýíá ðñüâëçìááðüêñéóçò; Èá ðñÝðåé �ü�å íá áðïäåßîïõìå ü�é �Ý�ïéïò áëãüñéèìïò äåí õðÜñ-÷åé. Áõ�ü âÝâáéá áðáé�åß êáé êÜ�é ðáñáðÜíù. Ôï ü�é ðñÝðåé íá ðåñéãñÜøïõìå�ïí áëãüñéèìï ùò ìáèçìá�éêü áí�éêåßìåíï êáé íá áðïäåßîïõìå ü�é, ãéá �ïóõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá, �Ý�ïéï áí�éêåßìåíï äåí õðÜñ÷åé.Ôï åíäéáöÝñïí ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ åßíáé ü�é üëåò ïé ìç÷áíéêÝò, áëãï-ñéèìéêÝò äéáäéêáóßåò åðß ìáèçìá�éêþí áí�éêåéìÝíùí, ð.÷. �ýðùí �çò ãëþóóáò,ìðïñïýí íá áíá÷èïýí, ìÝóù êÜðïéáò êùäéêïðïßçóçò (äåò êåöÜëáéï 7.3), óåóõíáñ�Þóåéò åðß �ùí öõóéêþí áñéèìþí. Ïðü�å �ï üëï æÞ�çìá áíÜãå�áé ó�ïáí ìéá áñéèìç�éêÞ óõíÜñ�çóç, äçëáäÞ ìéá óõíÜñ�çóç ìå ïñßóìá�á êáé �éìÝòöõóéêïýò áñéèìïýò, Ý÷åé ìéá ìÝèïäï áðüêñéóçò· áõ�ü óçìáßíåé ü�é èá õðÜñ÷åéÞ äåí èá õðÜñ÷åé ìéá ìç÷áíéêÞ ìÝèïäïò ðïõ õðïëïãßæåé, ãéá êÜèå óýíïëï ïñé-óìÜ�ùí �çò óõíÜñ�çóçò, áðï�åëåóìá�éêÜ �çí �éìÞ �çò. Ôü�å èá ëÝìå ü�é çóõíÜñ�çóç åßíáé õðïëïãßóéìç.Ìå �ï èÝìá áõ�ü áó÷ïëÞèçêáí ìåãÜëïé ìáèçìá�éêïß, êõñßùò �ç äåêá�ßá�ïõ 1930, üðùò ïé Turing, Chur
h, G�odel, Herbrand, Kleene êáé Üëëïé. ÏTuring Ýäùóå �ïí ïñéóìü �ïõ õðïëïãßóéìïõ ìÝóù �çò ðåñéãñáöÞò ìéáò èåù-ñç�éêÞò ìç÷áíÞò (Ìç÷áíÞ Turing) ç ïðïßá ëåé�ïõñãþí�áò ìå âÜóç êÜðïéïõòðñïêáèïñéóìÝíïõò êáíüíåò (�ï ðñüãñáììá) õðïëïãßæåé �éìÝò óõíáñ�Þóåùí.Ï Chur
h áíÝð�õîå Ýíá ãåíéêü ðëáßóéï õðïëïãéóìïý, ìå âÜóç �ç ëåé�ïõñãéêÞÝííïéá �çò óõíÜñ�çóçò, �ïí ëÜìâäá ëïãéóìü. Ïé G�odel êáé Herbrand, åêêéíþ-í�áò áðü ìéá êëÜóç óõíáñ�Þóåùí ðïõ ÷ñçóéìïðïßçóå ï G�odel ó�çí áðüäåéîç�ùí èåùñçìÜ�ùí ìç ðëçñü�ç�áò, ìåëÝ�çóáí �çí Ýííïéá �ïõ õðïëïãßóéìïõ ìåâÜóç �çí Ýííïéá �çò áíáäñïìÞò, ðñÜãìá ðïõ óõìðëÞñùóå êáé áíÝð�õîå ïKleene. ¸�óé ëïéðüí ç Ýííïéá �ïõ õðïëïãßóéìïõ �áõ�ßó�çêå �åëéêÜ ìå �çíÝííïéá �çò áíáäñïìéêÞò óõíÜñ�çóçò.6.2 ÁíáäñïìéêÝò óõíáñ�ÞóåéòÓ�ç óõíÝ÷åéá èá ìåëå�Þóïõìå êÜðïéåò êýñéåò éäéü�ç�åò ðïõ áöïñïýí �éò áíá-äñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò.Óõìâïëéóìïß: Ìå N = {0; 1; : : : ; n : : :} óõìâïëßæïõìå �ï óýíïëï �ùíöõóéêþí áñéèìþí. Ôá x; y; z; : : : ; a; b; 
; : : : äÝ÷ïí�áé �éìÝò áðü �ï N. Ìå



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 86F;G;H èá óõìâïëßæïõìå �éò áñéèìç�éêÝò óõíáñ�Þóåéò, äçëáäÞ, ãéá êÜðïéï n,�éò óõíáñ�Þóåéò áð' �ï Nn ó�ï N êáé ìå P;Q;R �á áñéèìç�éêÜ êá�çãïñÞ-ìá�á Þ ó÷Ýóåéò, äçëáäÞ õðïóýíïëá �ïõ Nn. Ìå ~x èá óõìâïëßæïõìå �ç n-Üäá
〈x1; : : : ; xn〉 (�ï n èá �åêìáßñå�áé ðïëëÝò öïñÝò áðü �á óõìöñáæüìåíá), ìå ∀~x�ï ∀x1 : : : ∀xn êáé áí�ßó�ïé÷á ìå ∃~x �ï ∃x1 : : :∃xn.Ïñéóìüò 6.1 Ç óõíÜñ�çóç F : Nn → N åßíáé õðïëïãßóéìç åÜí õðÜñ÷åé Ýíáò(ìç÷áíéêüò) áëãüñéèìïò ï ïðïßïò áí �ïí �ñïöïäï�Þóïõìå ìå �ïõò áñéèìïýòa1; : : : ; an íá ìáò ðñïìçèåýåé, óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, �çí �éìÞ F (a1; : : : ; an)·äçëáäÞ áí õðÜñ÷åé ìéá áðï�åëåóìá�éêÞ, ìç÷áíéêÞ óõí�áãÞ õðïëïãéóìïý �ùí�éìþí �çò óõíÜñ�çóçò.�áñá�Þñçóç 6.2 Ï áíù�Ýñù ïñéóìüò äåí åßíáé Ýíáò áõó�çñüò ìáèçìá�éêüòïñéóìüò. ÁíáöÝñå�áé óå Ýííïéåò, üðùò áëãüñéèìïò, ãéá �éò ïðïßåò äåí Ý÷ïõíäïèåß ìáèçìá�éêïß ïñéóìïß. Áñãü�åñá èá äïýìå ðþò ìðïñïýìå íá äþóïõìåÝíá áõó�çñü ìáèçìá�éêü áíÜëïãï �çò Ýííïéáò £õðïëïãßóéìç óõíÜñ�çóç¤.Ïñéóìüò 6.3 �éá P ⊂ Nn, ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóç �ïõ P , ç CP ,ïñßæå�áé ùò åîÞò: CP =

{
0 áí P (~x)
1 áí ¬P (~x)Ïñéóìüò 6.4 ¸íá êá�çãüñçìá P åßíáé õðïëïãßóéìï áí ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ�ïõ óõíÜñ�çóç CP åßíáé õðïëïãßóéìç.Ïñéóìüò 6.5 �éá êÜèå n êáé êÜèå i ìå 1 ≤ i ≤ n, ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóçIni : Nn → N íá åßíáé ç Ini (x1; : : : ; xn) = xi. Ç Ini ëÝãå�áé óõíÜñ�çóçðñïâïëÞò.Èá ïñßóïõìå êëÜóåéò áñéèìç�éêþí óõíáñ�Þóåùí Σ, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïõòáêüëïõèïõò êáíüíåò:(R1) Ïé âáóéêÝò óõíáñ�Þóåéò Z; �;+; ·; C< êáé Ini (ãéá êÜèå i; n ìå 1 ≤i ≤ n), áíÞêïõí ó�ï Σ, üðïõ+ êáé · åßíáé áí�éó�ïß÷ùò ïé ãíùó�Ýò óõíáñ�Þóåéò�çò ðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáéç C< åßíáé ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóç �çò ó÷Ýóçò < ó�ï N,Z : N→ N, ìå Z(x) = 0, ãéá êÜèå x, äçëáäÞ ç ìçäåíéêÞ óõíÜñ�çóç, êáé� : N→ N, ìå �(x) = x+ 1 (ç óõíÜñ�çóç �ïõ åðüìåíïõ).Ïé âáóéêÝò óõíáñ�Þóåéò åßíáé áðü �éò áðëïýó�åñåò äõíá�Ýò óõíáñ�Þóåéòðïõ ìðïñåß êÜðïéïò íá öáí�áó�åß, áí èÝëåé íá êÜíåé ó�ïé÷åéþäåéò áñéèìç�éêÝòðñÜîåéò.(R2)[Áí�éêá�Üó�áóç℄. ÁíG;H1; : : : ;Hk ∈ Σ êáé F (~x) = G(H1(~x); : : : ;Hk(~x)),�ü�å F ∈ Σ.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 87(R3)[ÁíáäñïìÞ℄. Áí G;H ∈ Σ êáé ç F ïñßæå�áé áðü �éò åîéóþóåéòF (0; ~x) = G(~x)F (y + 1; ~x) = H(F (y; ~x); y; ~x)�ü�å ç F áíÞêåé ó�ï Σ.Ïñéóìüò 6.6 Ç êëÜóç �ùí ðñù�ïãåíþí áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé çìéêñü�åñç êëÜóç áñéèìç�éêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ åßíáé êëåéó�Þ ãéá �ïõò êá-íüíåò R1, R2 êáé R3. ÄçëáäÞ åßíáé ç ìéêñü�åñç êëÜóç óõíáñ�Þóåùí ðïõðåñéÝ÷åé �éò âáóéêÝò óõíáñ�Þóåéò êáé åßíáé êëåéó�Þ ãéá �ïõò êáíüíåò ó÷ç-ìá�éóìïý óõíáñ�Þóåùí (ó÷Þìá�á) R2 êáé R3.Óçìåéù�Ýïí ü�é ìéá óõíÜñ�çóç åßíáé ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìéêÞ, ìüíïí áíìðïñïýìå íá �çí ïñßóïõìå îåêéíþí�áò áðü �éò âáóéêÝò óõíáñ�Þóåéò êáé åöáñ-ìüæïí�áò �á âÞìá�á R1 êáé R2. Ç áíÜëïãç ðáñá�Þñçóç âÝâáéá éó÷ýåé ãéáêÜèå åðáãùãéêü ïñéóìü.�áñÜäåéãìá 6.7 Ç åêèå�éêÞ óõíÜñ�çóç xy = Exp(y; x) åßíáé ðñù�ïãåíÞòáíáäñïìéêÞ, äéü�éExp(0; x) = 1 = �(Z(x))Exp(y + 1; x) = Exp(y; x) · x = H(Exp(y; x); y; x)üðïõ H(a; b; 
; ) = ·(I3
1 (a; b; 
; ); I3

3 (a; b; 
)).ËÞììá 6.8 ¸ó�ù ü�é ç êëÜóç Σ éêáíïðïéåß �á R1 êáé R2 êáé Ýó�ù G ∈ Σ.Ôü�å, áí x1; : : : ; xn åßíáé îå÷ùñéó�Ýò ìå�áâëç�Ýò êáé áí z1; : : : ; zk áêïëïõèßáìå�áâëç�þí þó�å zi ∈ {x1; : : : ; xn}; (1 ≤ i ≤ k) êáé áí ç F ïñßæå�áé áðüF (x1; : : : ; xn) = G(z1; : : : ; zk) (åßíáé äõíá�üí íá Ý÷ïõìå êáé k > n), �ü�åF ∈ Σ.Áðüäåéîç ¸ó�ù zi = xji ãéá (1 ≤ i ≤ k). Ôü�å Ý÷ïõìåF (x1; : : : ; xn) = G(Inj1(x1; : : : ; xn); : : : ; Injk(x1; : : : ; xn))
�Ôï ëÞììá ìáò åðé�ñÝðåé, óå ïñéóìïýò óõíáñ�Þóåùí, ãéá êëÜóåéò óõíáñ-�Þóåùí ðïõ éêáíïðïéïýí �á R1, R2, íá �áõ�ßæïõìå, áí�éìå�áèÝ�ïõìå êáé íáðñïóèÝ�ïõìå åéêïíéêÝò ìå�áâëç�Ýò ÷ùñßò íá ïäçãïýìáó�å åê�üò �çò êëÜóçò

Σ. �éá ðáñÜäåéãìá, áí G(x1; x2; x3) ∈ Σ, �ü�å üëåò ïé óõíáñ�Þóåéò ðïõïñßæïí�áé ìå F1(x1; x2) = G(x1; x2; x1), F2(x2; x1; x3) = G(x1; x2; x3) êáéF3(x1; x2; x3; x4) = G(x1; x2; x3) áíÞêïõí ó�ï Σ.Ïñéóìüò 6.9 ¸ó�ù P (~x; y) êá�çãüñçìá êáé Ýó�ù ü�é éó÷ýåé12 ç ∀~x∃yP (~x; y),�ü�å �yP (~x; y) = �ï åëÜ÷éó�ï y �Ý�ïéï þó�å P (~x; y):12¼�áí åäþ ëÝìå ü�é ìéá ðñü�áóç éó÷ýåé èá åííïïýìå ü�é åßíáé áëçèÞò ó�ç äïìÞ �ùíöõóéêþí áñéèìþí.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 88Áò óçìåéùèåß ü�é ãéá êÜèå ~x, õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá y þó�å íá éó÷ýåé çP (~x; y). Ï �åëåó�Þò �y åðéëÝãåé �ï åëÜ÷éó�ï �Ý�ïéï. ¢ñá �ï �yP (~x; y) ïñßæåéìéá óõíÜñ�çóç.(R4) [Ôåëåó�Þò åëá÷éó�ïðïßçóçò℄ Áí G ∈ Σ êáé áí ∀~x∃y(G(~x; y) = 0),�ü�å �y(G(~x; y) = 0) ∈ Σ.Ïñéóìüò 6.10 Ç êëÜóç �ùí áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé ç ìéêñü�åñçêëÜóç áñéèìç�éêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ åßíáé êëåéó�Þ ãéá �ïõò êáíüíåò R1, R2êáé R4. Áí ìéá óõíÜñ�çóç áíÞêåé ó�çí êëÜóç áõ�Þ ëÝìå ü�é ç óõíÜñ�çóçåßíáé (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç.Ïñéóìüò 6.11 Ôï êá�çãüñçìá P åßíáé áíáäñïìéêü êá�çãüñçìá áí ç ÷á-ñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóç CP åßíáé áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç. Åßíáé ðñù�ïãåíÝòáíáäñïìéêü êá�çãüñçìá áí ç CP åßíáé ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç.�áñá�Þñçóç 6.12 Åßíáé öáíåñü ü�é êÜèå áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç Þ êá�çãü-ñçìá åßíáé õðïëïãßóéìç, ìå �çí Ýííïéá ü�é õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ õðïëïãßæåéáðï�åëåóìá�éêÜ �çí �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò (ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ êá�çãïñÞìá-�ïò åðéâåâáéþíåé áí éó÷ýåé Þ ü÷é). Ç ðåñéãñáöÞ áõ�ïý �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáéï áíáäñïìéêüò ïñéóìüò �çò óõíÜñ�çóçò Þ �ïõ êá�çãïñÞìá�ïò, áöïý ïé âáóé-êÝò óõíáñ�Þóåéò åßíáé õðïëïãßóéìåò êáé �á ó÷Þìá�á R2, R3 êáé R4 ïäçãïýíáðü õðïëïãßóéìåò óõíáñ�Þóåéò óå õðïëïãßóéìåò óõíáñ�Þóåéò (�ï áí�ßó�ïé÷ïãéá �á êá�çãïñÞìá�á). �éá ðáñÜäåéãìá, ó�ï ó÷Þìá R4, áí îÝñïõìå ü�é çG(~x; y) åßíáé õðïëïãßóéìç, �ü�å õðïëïãßæïõìå �ç �y(G(~x; y) = 0) ùò åîÞò:Õðïëïãßæïõìå äéáäï÷éêÜ �á G(~x; 0), G(~x; 1), G(~x; 3) êëð. Ëüãù �çò óõíèÞ-êçò ∀~x∃y(G(~x; y) = 0), êÜðï�å èá âñïýìå ãéá ðñþ�ç öïñÜ Ýíá n þó�å íáéó÷ýåé ç G(~x; n) = 0. Áõ�ü �ï n �ü�å èá åßíáé ç �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò.6.3 Ñç�ïß ïñéóìïßÓ�ç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå êÜðïéïõò êáíüíåò êá�áóêåõÞò íÝùí áíáäñïìéêþíóõíáñ�Þóåùí êáé êá�çãïñçìÜ�ùí.(C1) Áí Q áíáäñïìéêü êá�çãüñçìá êáé F1; : : : ; Fk áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þ-óåéò êáé áí P (~x) ↔ Q(F1(~x); : : : ; Fk(~x)), �ü�å �ï P åßíáé áíáäñïìéêü êá�ç-ãüñçìá.Áðüäåéîç ÅðåéäÞ CP (~x) = CQ(F1(~x); : : : ; Fk(~x)). �(C2) ¸ó�ù P áíáäñïìéêü êá�çãüñçìá êáé Ýó�ù ü�é éó÷ýåé ç ∀~y ∃xP (~y; x).Ôü�å ç óõíÜñ�çóç F (~y) = �xP (~y; x) åßíáé áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç ÅðåéäÞ F (~y) = �x(CP (~y; x) = 0). �Ïñéóìüò 6.13 Ï ïñéóìüò ìéáò óõíÜñ�çóçò Þ åíüò êá�çãïñÞìá�ïò ëÝãå�áéñç�üò ïñéóìüò áðü �á F1; : : : ; Fk êáé P1; : : : ; Pl, áí îåêéíþí�áò áðü áõ�Ü



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 89äßíïõìå �ïí ïñéóìü ÷ñçóéìïðïéþí�áò ìüíïí �çí áí�éêá�Üó�áóç êáé �ïí �-�åëåó�Þ, äçëáäÞ ó�éò óõíáñ�Þóåéò ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå �o C2 êáé ó�áêá�çãïñÞìá�á �ï C1.ËÞììá 6.14 Áí F1; : : : ; Fk, P1; : : : ; Pl áíáäñïìéêÜ, �ü�å êÜèå ñç�üò ïñé-óìüò áðü áõ�Ü äßíåé áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç Þ êá�çãüñçìá.Áðüäåéîç Áðü �á C1, C2, R2, R4. �(C3) ÊÜèå ó�áèåñÞ óõíÜñ�çóç åßíáé áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç �éá êÜèå k ∈ N Ýó�ù Fk(~x) = k ç ó�áèåñÞ óõíÜñ�çóç n ìå�á-âëç�þí. Áðïäåéêíýïõìå ü�é êÜèå Fk åßíáé áíáäñïìéêÞ ìå åðáãùãÞ ó�ï k.F0(~x) = �y(In+1n+1 (~x; y) = 0):Fk+1(~x) = �y(Fk(~x; y) < y):
�Ïñéóìüò 6.15 Áí P êáé Q êá�çãïñÞìá�á, ïñßæïõìå ìå ðñïöáíÞ �ñüðï �áêá�çãïñÞìá�á ¬P , P → Q, P ∨ Q, P ∧ Q êëð. ðïõ ðñïêýð�ïõí ÷ñçóéìï-ðïéþí�áò �ïõò ëïãéêïýò ðñï�áóéáêïýò óõíäÝóìïõò (óõíäõáóìïß Boole).(C4) Áí P êáé Q áíáäñïìéêÜ êá�çãïñÞìá�á �ü�å üëïé ïé óõíäõáóìïßBoole �ùí P êáé Q åßíáé áíáäñïìéêÜ êá�çãïñÞìá�á.Áðüäåéîç C¬P (~x) = C<(0; CP (~x))CP∨Q(~x) = CP (~x) · CQ(~x)Ôá õðüëïéðá ìðïñïýí íá ïñéó�ïýí óõíáñ�Þóåé �ùí ¬ êáé ∨, åðåéäÞ áõ�Ü áðï-�åëïýí åðáñêÝò óýíïëï óõíäÝóìùí. �Áò óçìåéùèåß ü�é åäþ �á ¬, ∧ êëð. äåí åßíáé óýìâïëá êÜðïéáò �õðéêÞòãëþóóáò, áëëÜ åßíáé âïëéêïß óõìâïëéóìïß ó�ç ìå�áãëþóóá �ùí, áí�ßó�ïé÷á,ü÷é, êáé êëð.(C5) Ôá êá�çãïñÞìá�á <; ≤; >; ≥; = åßíáé áíáäñïìéêÜ.Áðüäåéîç Ôï < åßíáé áíáäñïìéêü, áðü ïñéóìü. �éá �á õðüëïéðá õðÜñ÷ïõíïé áêüëïõèïé ñç�ïß ïñéóìïß.x ≤ y ↔ ¬(y < x)x > y ↔ y < xx ≥ y ↔ y ≤ xx = y ↔ x ≤ y ∧ y ≤ x
�



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 90(C6) Ç óõíÜñ�çóç −̇ ðïõ ïñßæå�áé ùò êÜ�ùèéx−̇y =

{ x− y áí x ≥ y
0 äéáöïñå�éêÜ, äçëáäÞ áí x < yåßíáé áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç Äéü�é Ý÷åé �ïí ñç�ü ïñéóìü, x−̇y = �z(y + z = x ∨ x < y). �Ïñéóìüò 6.16 (ÖñáãìÝíïò �åëåó�Þò) ¸ó�ù P (~y; x) ïðïéïäÞðï�å êá�ç-ãüñçìá. Ôü�å ïñßæïõìå �ç óõíÜñ�çóç �xx<zP (~y; x) ùò åîÞò:�xx<zP (~y; x) = �x(P (~y; x) ∨ x = z)Áò óçìåéùèåß ü�é ç óõíÜñ�çóç áõ�Þ åßíáé ðÜí�á ïñéóìÝíç êáé ü�é �ï z áíÞêåéó�éò ìå�áâëç�Ýò �çò óõíÜñ�çóçò. Ç �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò åßíáé �ï ìéêñü�åñïx, ãíçóßùò ìéêñü�åñï �ïõ z, ãéá �ï ïðïßï éó÷ýåé P (~y; x), ìå �çí ðñïûðüèåóçü�é õðÜñ÷åé Ýíá �Ý�ïéï x, äéáöïñå�éêÜ ç �éìÞ åßíáé �ï z.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é áí P (~y; x) åßíáé áíáäñïìéêü �ü�å ç óõíÜñ�çóç �xx<zP (~y; x)åßíáé áíáäñïìéêÞ. Ïðü�å éó÷ýåé êáé �ï ðáñáêÜ�ù.(C7) ¸ó�ù P (~y; x) áíáäñïìéêü (�ï x åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �á ~y) êáé Ýó�ùH(~y) åßíáé áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç. Ôü�å ç óõíÜñ�çóç F (~y) = �xx<H(~y)P (~y; x)åßíáé áíáäñïìéêÞ.Ïñéóìüò 6.17 (ÖñáãìÝíïé ðïóïäåßê�åò) ¸ó�ù P (x) ìéá éäéü�ç�á, Ýíáêá�çãüñçìá, ðïõ áíáöÝñå�áé ó�ï x. Ôü�å ïé öñáãìÝíïé ðïóïäåßê�åò ïñßæïí�áéùò áêïëïýèùò:

∃xx<zP (x)↔ õðÜñ÷åé x, ãíçóßùò ìéêñü�åñï �ïõ z, þó�å �ï P (x) íá éó÷ýåé:
∀xx<zP (x)↔ ãéá êÜèå x, ãíçóßùò ìéêñü�åñï �ïõ z, �ï P (x) éó÷ýåé:(C8) ¸ó�ù P (~y; x) áíáäñïìéêü êá�çãüñçìá (�ï x åßíáé äéáöïñå�éêü áðü�á ~y) êáé Ýó�ù H(~y) áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç.Áí �ï Q1 ïñßæå�áé ìÝóù �ïõ ïñéóìïý Q1(~y)↔ ∃x<H(~y)P (~y; x), �ü�å åßíáéáíáäñïìéêü äéü�é Ý÷åé �ïí ñç�ü ïñéóìü �xx<H(~y)(P (~y; x) < H(~y)).Áí �ï Q2 ïñßæå�áé ìÝóù �ïõ ïñéóìïý Q2(~y)↔ ∀xx<H(~y)P (~y; x), �ü�å åßíáéáíáäñïìéêü äéü�é Ý÷åé �ïí ñç�ü ïñéóìü �xx<H(~y)(¬P (~y; x)) = H(~y).(C9)[Ïñéóìüò ìå ðåñéð�þóåéò℄ ¸ó�ù G1(~x); : : : ; Gk(~x) áíáäñïìéêÝò óõ-íáñ�Þóåéò êáé Ýó�ù R1(~x); : : : ; Rk(~x) áíáäñïìéêÜ êá�çãïñÞìá�á þó�å ãéáêÜèå ~x Ýíá êáé ìüíïí Ýíá áðü �á R1(~x); : : : ; Rk(~x) åßíáé áëçèÝò. Ôü�å çóõíÜñ�çóç F ðïõ ïñßæå�áé ùò
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F (~x) =







G1(~x) áí R1(~x)G2(~x) áí R2(~x)... ...Gk(~x) áí Rk(~x)åßíáé áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç Äéü�é F (~x) = G1(~x) · C¬R1
(~x) + · · ·+Gk(~x) · C¬Rk(~x). �Áõ�ü ìáò åðé�ñÝðåé íá äßíïõìå áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò �ïõ �ýðïõF (~x) =

{ G1(~x) áí R1(~x)G2(~x) äéáöïñå�éêÜäéü�é �ï £äéáöïñå�éêÜ¤ óçìáßíåé ¬R1. �åíéêü�åñá, êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõC9 ìðïñïýìå áí�ß �ïõ Rk(~x) íá âÜæïõìå £äéáöïñå�éêÜ¤ äéü�é �ü�å �ï Rk(~x)óçìáßíåé ¬(R1(~x) ∨R2(~x) ∨ · · ·Rk−1(~x)).(C10) ¸ó�ù P1(~x); : : : ; Pk(~x) áíáäñïìéêÜ êá�çãïñÞìá�á êáé Ýó�ùR1(~x); : : : ; Rk(~x)áíáäñïìéêÜ êá�çãïñÞìá�á þó�å ãéá êÜèå ~x Ýíá êáé ìüíïí Ýíá áðü �áR1(~x); : : : ; Rk(~x)éó÷ýåé. Ôü�å �ï êá�çãüñçìá Q ðïõ ïñßæå�áé ùòQ(~x)↔ 





P1(~x) áí R1(~x)P2(~x) áí R2(~x)... ...Pk(~x) áí Rk(~x)åßíáé áíáäñïìéêü.6.4 Áñéèìïß áêïëïõèßáòÓ�ç óõíÝ÷åéá èá áíáð�ýîïõìå êÜðïéåò �å÷íéêÝò, ðïõ ïöåßëïí�áé ó�ïí G�odel,ïé ïðïßåò èá ìáò åðé�ñÝøïõí, ìå êá�Üëëçëåò êùäéêïðïéÞóåéò, íá ÷åéñéæüìáó�åìå áñéèìç�éêü { áíáäñïìéêü �ñüðï æç�Þìá�á ðïõ áöïñïýí �éò áíáäñïìéêÝòóõíáñ�Þóåéò.ËÞììá 6.18 ÕðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç Pair : N2 → N ç ïðïßá åßíáéÝíá ðñïò Ýíá (ìïíïìïñöéóìüò).Áðüäåéîç Ïñßæïõìå Pair(x; y) = (x+y)(x+y)+x+1. Ç óõíÜñ�çóç åßíáéðñïöáíþò áíáäñïìéêÞ. Èá áðïäåßîïõìå ü�é åßíáé êáé Ýíá ðñïò Ýíá. ¸ó�ùPair(x; y) = Pair(x′; y′). ÈÝëïõìå x = x′ êáé y = y′. Áò õðïèÝóïõìå ü�éx + y < x′ + y′. Ôü�å Pair(x; y) = (x + y)2 + x + 1 ≤ (x + y + 1)2 ≤
(x′ + y′)2 < Pair(x′; y′). ¢ñá èá ðñÝðåé x+ y = x′ + y′, åê �ïõ ïðïßïõ x = x′êáé âÝâáéá y = y′. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 92ËÞììá 6.19 (Ç �-óõíÜñ�çóç �ïõ G�odel.) ÕðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç äýï ìå-�áâëç�þí �(x; y) �Ý�ïéá þó�å:á1. �(x; y) ≤ x−̇1á2. �éá êÜèå n êáé êÜèå áêïëïõèßá a0; : : : ; an−1 õðÜñ÷åé a þó�å �(a; i) =ai; ∀ i < n.Áðüäåéîç Ó�ç óåëßäá 95Ó�ç óõíÝ÷åéá èá õðïèÝóïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç � õðÜñ÷åé. Ôü�å�(0; y) = 0�(x; y) < x; ∀ x > 0:Ïñéóìüò 6.20 �éá êÜèå n ïñßæïõìå óõíÜñ�çóç 〈· · ·〉 : Nn → N, ùò åîÞò:
〈y0; : : : ; yn−1〉 = �x(�(x; 0) = n ∧ �(x; 1) = y0 ∧ · · · ∧ �(x; n) = yn−1)Ï áñéèìüò 〈y0; : : : ; yn−1〉 ïíïìÜæå�áé áñéèìüò áêïëïõèßáò �çò n-Üäáòy0; : : : ; yn−1 êáé äßíåé Ýíáí ìïíáäéêü £êùäéêü¤ óå êÜèå �Ý�ïéá ðåðåñáóìÝíçáêïëïõèßá áñéèìþí..ËÞììá 6.21 Ïé áêüëïõèåò óõíáñ�Þóåéò åßíáé áíáäñïìéêÝò.á1. Ôï £ìÞêïò �ïõ x¤, lh(x) = �(x; 0).á2. Ç £i+ 1 óõíéó�þóá �ïõ x¤, (x)i = �(x; i+ 1).á3. Ôï êá�çãüñçìá Seq(x), üðïõSeq(x) ↔ x åßíáé áñéèìüò áêïëïõèßáò êÜðïéùí a0; : : : ; an−1.Áðüäåéîç �ïõ 3: �éá êÜèå x êáé ãéá �(x; 0) = n = lh(x), éêáíïðïéåß�áé çåîßóùóç �(x; 0) = n ∧ �(x; 1) = (x)0 ∧ · · · ∧ �(x; n) = (x)n−1: (∗)�éá íá åßíáé �ï x Ýíáò áñéèìüò áêïëïõèßáò, äçëáäÞ íá åßíáéx = 〈(x)0; : : : ; (x)n−1〉, èá ðñÝðåé íá åßíáé ï ìéêñü�åñïò x ðïõ éêáíïðïéåß�çí åîßóùóç (*). ¢ñá ìðïñïýìå íá äþóïõìå �ïí áêüëïõèï ñç�ü ïñéóìü:seq(x)↔ ∀yy<x(lh(y) = lh(x)→ ∃ii<lh(x)((y)i 6= (x)i))

�Ôï êá�çãüñçìá Seq ìáò åðé�ñÝðåé íá áðïöáóßæïõìå áí Ýíáò �õ÷áßïò áñéè-ìüò åßíáé áñéèìüò áêïëïõèßáò (êùäéêüò) ìéáò ðåðåñáóìÝíçò áêïëïõèßáò áñéè-ìþí. ¸÷ïõìå ðÜí�á lh(〈a0; : : : ; an−1〉) = n, äçëáäÞ ìÝóù �çò lh âñßóêïõìå�ï ìÞêïò �çò áêïëïõèßáò ðïõ áí�éðñïóùðåýåé Ýíáò áñéèìüò áêïëïõèßáò êáé



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 93ìÝóù �çò (〈a0; : : : ; an−1〉)i = ai (i < n), �éò åðéìÝñïõò óõíéó�þóåò ðïõ áðáñ-�ßæïõí áõ�Þí �çí áêïëïõèßá.Åðé�ñÝðïõìå (ãéá �ï ìÞêïò �çò êåíÞò áêïëïõèßáò) n = 0. Ôü�å èá Ý÷ïõìå
〈∅〉 = 〈 〉 = 0.Åðßóçò áí a 6= 〈 〉, �ü�å lh(a) < a êáé (a)i < a.Ïñéóìüò 6.22 Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç Red(x; y) þó�å íá Ý÷åé �ç÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á Red(〈y0; : : : ; yn−1〉; i) = 〈y0; : : : ; yi−1〉, i ≤ n. Ïñç�üò ïñéóìüò åßíáéRed(x; i) = �y(lh(y) = i ∧ ∀jj<i((y)j = (x)j))Óçìåßùóç: Seq(x) ∧ lh(x) = n→ x = 〈(x)0; : : : ; (x)n−1〉Ïñéóìüò 6.23 �éá êÜèå óõíÜñ�çóç F (y; ~x) ïñßæïõìå �çí F , �ç óõíÜñ�çóçéó�ïñßáò �çò F , ùò åîÞò:F (y; ~x) = 〈F (0; ~x); F (1; ~x); : : : ; F (y − 1; ~x)〉Èá åßíáé F (0; ~x) = 〈 〉 = 0.Ç F̄ ìáò åðé�ñÝðåé, ü�áí �çí åöáñìüóïõìå óå Ýíá üñéóìá n, íá Ý÷ïõìåüëç �çí ðëçñïöïñßá ãéá �éò �éìÝò �çò F óå üëá �á ïñßóìá�á �á ìéêñü�åñá �ïõn.ËÞììá 6.24 Ç F (y; ~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ áí êáé ìüíï áí ç F (y; ~x) åßíáéáíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç ⇒: F (y; ~x) = �z(lh(z) = y ∧ ∀ii<y((z)i = F (i; ~x) (ñç�üò ïñé-óìüò).
⇐: Ç F Ý÷åé �ï ñç�ü ïñéóìü F (y; ~x) = (F (y + 1; ~x))y.

�Èåþñçìá 6.25 (Èåþñçìá �çò áíáäñïìÞò) Áí G áíáäñïìéêÞ êáé ç F ïñß-æå�áé áðü F (y; ~x) = G(F (y; ~x); y; ~x), �ü�å ç F åßíáé áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç �ñÜöïõìå Ýíáí ñç�ü ïñéóìü ãéá �ç óõíÜñ�çóç H.H(y; ~x) = �z(Seq(z) ∧ lh(z) = y ∧ ∀ii<y((z)i = G(Red(z; i); i; ~x)))Èá áðïäåßîïõìå ü�é ç H(y; ~x) �áõ�ßæå�áé ìå �çí F (y; ~x). Ç áðüäåéîç èáãßíåé ìå åðáãùãÞ. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é (Å.Õ.), ãéá êÜèå i < y éó÷ýåé F (i; ~x) =H(i; ~x), äçëáäÞ H(i; ~x) = 〈F (0; ~x); : : : ; F (i−1; ~x)〉. Èá áðïäåßîïõìå ü�é �ü�åF (y; ~x) = H(y; ~x).¸ó�ù F (y; ~x) = 〈F (0; ~x); : : : ; F (y − 1; ~x)〉 = z. Áðü Å.Õ. Red(z; i) =H(i; ~x), ãéá êÜèå i < y. Ôï z åßíáé ï ìéêñü�åñïò áñéèìüò ï ïðïßïò åßíáéáñéèìüò áêïëïõèßáò, Ý÷åé lh(z) = y êáé ãéá êÜèå i < y éó÷ýåé ü�é (z)i =F (i; ~x). ÁëëÜ áðü �ïí ïñéóìü �ïõ F , F (i; ~x) = G(F (i; ~x); i; ~x) êáé áðü �çí



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 94Å.Õ., G(F (i; ~x); i; ~x) = G(H(i; ~x); i; ~x) = G(Red(z; i); i; ~x), äçëáäÞ Ý÷ïõìå
(z)i = G(Red(z; i); i; ~x), ãéá êÜèå i < y. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é �ï z åßíáé ïìéêñü�åñïò áñéèìüò ðïõ éêáíïðïéåß �éò áðáé�Þóåéò �ïõ áíáäñïìéêïý ïñéóìïý�ïõ H(y; ~x) êáé óõíåðþò Ý÷ïõìå ü�é z = H(y; ~x) = F (y; ~x). �Ôï áíù�Ýñù èåþñçìá åßíáé ðïëý óçìáí�éêü ùò ðñïò �ï åîÞò: ìáò åðé�ñÝ-ðåé íá ïñßóïõìå óõíáñ�Þóåéò áíáäñïìéêÜ, äçëáäÞ áíáöåñüìåíïé óå �éìÝò �çòóõíÜñ�çóçò ìéêñü�åñåò áðü áõ�Þí ðïõ èÝëïõìå íá ïñßóïõìå. Áí êïé�Üîïõìåìå öïñìáëéó�éêü �ñüðï �ïí ïñéóìü �çò F ó�ï 6.25, �ü�å âëÝðïõìå ü�é öáéíï-ìåíéêÜ ï ïñéóìüò áõ�üò åßíáé êõêëéêüò, áöïý êáé ó�ï áñéó�åñü êáé ó�ï äåîéüìÝñïò �ïõ åìöáíßæå�áé �ï F . Ï ïñéóìüò üìùò £äéáóþæå�áé¤ áðü �ï ãåãï-íüò ü�é �ï F , äåîéÜ, áíáöÝñå�áé óå �éìÝò ïñéóìÜ�ùí ìéêñü�åñùí �ïõ y, áöïýF (y; ~x) = 〈F (0; ~x); F (1; ~x); : : : ; F (y−1; ~x)〉. Ìðïñïýìå íá äå÷�ïýìå äéáéóèç-�éêÜ ü�é ìéá Ý�óé ïñéæüìåíç óõíÜñ�çóç F õðÜñ÷åé, áëëÜ �ï èåþñçìá ìáò ëÝåé,åðéðëÝïí, ü�é ç Ý�óé ïñéæüìåíç F åßíáé êáé áíáäñïìéêÞ.�üñéóìá 6.26 Ç êëÜóç �ùí áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé êëåéó�Þ ãéá�ï ó÷Þìá R3, äçëáäÞ áí G êáé H åßíáé áíáäñïìéêÝò, �ü�å ç F ðïõ ïñßæå�áéáðü F (0; ~x) = G(~x)F (y + 1; ~x) = H(F (y; ~x); y; ~x)åßíáé áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç Ç F Ý÷åé �ïí åîÞò ñç�ü ïñéóìü.F (y; ~x) =

{ G(~x) áí y = 0H((F (y; ~x))y−̇1; y; ~x) äéáöïñå�éêÜ
��áñÜäåéãìá 6.27 Ç áêïëïõèßá Fibona

i, ç un, ðïõ ïñßæå�áé ùòu0 = u1 = 1un+2 = un + un+1åßíáé áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç F (n) = un, äéü�é Ý÷åé �ïí áíáäñïìéêü ïñéóìüF (x) =

{
1 áí x = 0 ∨ x = 1

(F (x))x−̇1 + (F (x))x−̇2 äéáöïñå�éêÜÁò õðïèÝóïõìå �þñá ü�é E(CP (y; ~x)) åßíáé Ýíáò ñç�üò ïñéóìüò, áðü �ïêá�çãüñçìá P êáé áðü Üëëåò óõíáñ�Þóåéò êáé êá�çãïñÞìá�á ðïõ åßíáé áíá-äñïìéêÜ. Ôü�å �ï êá�çãüñçìá P ìå ïñéóìüP (y; ~x)↔ E(CP (y; ~x))åßíáé áíáäñïìéêü, äéü�é ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �ïõ Ý÷åé �ïí áíáäñïìéêü ïñéóìü
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CP (y; ~x) =

{
0 áí E(CP (y; ~x))
1 äéáöïñå�éêÜ¢ñá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå áíáäñïìéêÜ Ýíá P ìåP (y; ~x)↔ 





R1(~x) áí y = 0R2(~x) áí y = 0 ∧ P (y − 1; ~x)R3(~x) äéáöïñå�éêÜäéü�é P (y − 1; ~x)↔ (CP (y; ~x))y−̇1 = 0.Ìðïñïýìå åðßóçò íá ïñßóïõìå ìéá óõíÜñ�çóç F ìåF (x; y) =

{ F (H1(x); y) áí H1(x) < xH2(x; y) äéáöïñå�éêÜäéü�é ç ðñþ�ç ãñáììÞ �ïõ ïñéóìïý ìðïñåß íá áí�éêá�áó�áèåß ìå
(F (x; y))H1(x) áí H1(x) < x.�åíéêüò êáíüíáò: Ï áíáäñïìéêüò ïñéóìüò ìéáò óõíÜñ�çóçò F (y; ~x) (Þåíüò êá�çãïñÞìá�ïò) åßíáé óùó�üò ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�é, ü�áí �ï F (w; ~x)åìöáíßæå�áé ó�ï äåîéü ìÝñïò �ïõ ïñéóìïý, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�éw < y.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå �ï ëÞììá 6.19, äçëáäÞ �çí ýðáñîç �çò óõ-íÜñ�çóçò �. �éá íá äéåõêïëõíèïýìå ó�çí áðüäåéîç, áðïäåéêíýïõìå ðñþ�á �çíýðáñîç ìéáò, ðáñüìïéáò ìå �ç �, óõíÜñ�çóçò Æ.�ñü�áóç 6.28 ÕðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç Æ(x; y; z), �Ý�ïéá þó�å:á1. Æ(x; y; z) ≤ x.á2. �éá êÜèå a0; : : : ; an−1, õðÜñ÷ïõí áñéèìïß b êáé 
 þó�å Æ(b; 
; i) = ai ãéáêÜèå i < n.�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�çí áðüäåéîç �ïõ 6.28, èá äåßîïõìå ü�é ç ýðáñîç �çòóõíÜñ�çóçò Æ óõíåðÜãå�áé �çí ýðáñîç �çò óõíÜñ�çóçò �.�ñü�áóç 6.29 Ç ýðáñîç �çò óõíÜñ�çóçò Æ óõíåðÜãå�áé �çí ýðáñîç �çòóõíÜñ�çóçò �.Áðüäåéîç Éó÷ýåé ü�é x; y < Pair(x; y). Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéòl (áñéó�åñÞ óõíéó�þóá) êáé r (äåîéÜ óõíéó�þóá), ùò åîÞò:l(x) = �yy<x∃zz<x(x = Pair(y; z))r(x) = �yy<x∃zz<x(x = Pair(z; y))Ïñßæïõìå �çí áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç � ùò áêïëïýèùò:
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�(x; i) =

{ Æ(l(x); r(x); i) áí x = Pair(l(x); r(x))
0 äéáöïñå�éêÜÅßíáé öáíåñü ü�é �(x; i) = Æ(l(x); r(x); i) ≤ l(x) < x, áí x éóïý�áé ìå�ï Pair(l(x); r(x)) (äçëáäÞ áí �ï x áíÞêåé ó�ï ðåäßï �éìþí �çò Pair). ¢ñá,åðåéäÞ óå êÜèå Üëëç ðåñßð�ùóç ç �éìÞ åßíáé ìçäÝí, èá Ý÷ïõìå ðÜí�á �(x; i) ≤x−̇1.̧ ó�ù �þñá, äïèÝí�ùí �ùí a0; : : : ; an−1, �á b êáé 
 Ý÷ïõí âñåèåß þó�åÆ(b; 
; i) = ai; ∀ i < n. Ôü�å áí a = Pair(b; 
), èá Ý÷ïõìå ü�é �(a; i) =Æ(l(a); r(a); i) = ai, ãéá êÜèå i < n. ¢ñá ç � èá éêáíïðïéåß �éò áðáé�Þóåéò �ïõïñéóìïý �çò ó�ï ëÞììá 6.19.

��éá íá áðïäåßîïõìå �çí ýðáñîç �çò óõíÜñ�çóçò Æ èá ÷ñåéáó�ïýìå �á áêü-ëïõèá äýï ëÞììá�á.ËÞììá 6.30 (ÊéíÝæéêï èåþñçìá õðïëïßðùí) ¸ó�ù d0; : : : ; dn−1 áñéèìïßáíÜ äýï ðñþ�ïé (ðñïò áëëÞëïõò) êáé Ýó�ù a0; : : : ; an−1 �Ý�ïéá þó�å ai < di,ãéá êÜèå i < n. Ôü�å õðÜñ÷åé b þó�å ai = bmod di, ãéá êÜèå i < n· �ïxmod y óõìâïëßæåé �ï õðüëïéðï �çò äéáßñåóçò �ïõ x áðü �ï y, Üñá Ý÷ïõìåêáé xmod y < y.Áðüäåéîç ¸ó�ù q =
∏i<n di = d0 · d1 · · · dn−1. ÅðåéäÞ �á di åßíáé áíÜ äýïðñþ�á, �ï q åßíáé ï ìéêñü�åñïò áñéèìüò ðïõ äéáéñåß�áé áðü üëá �á di. ¸ó�ù�þñá x �õ÷þí áñéèìüò. Ïñßæïõìå [x] = 〈xmod d0; : : : ; xmod dn−1〉 íá åßíáéç n-Üäá �ùí õðïëïßðùí �çò äéáßñåóçò �ïõ x áðü �á d0; : : : ; dn−1. Ôï ìÝãéó�ïäõíá�ü ðëÞèïò áõ�þí �ùí n-Üäùí åßíáé di = d0 · d1 · · · dn−1, äçëáäÞ q. ¸ó�ù�þñá x; y < q ìå x 6= y. Ôü�å [x] 6= [y], äéü�é áí 〈xmod d0; : : : ; xmod dn−1〉 =

〈ymod d0; : : : ; ymod dn−1〉 �ü�å èá åß÷áìå ü�é di||x − y|, ãéá êÜèå i < n.ÅðåéäÞ |x − y| < q, áõ�ü åßíáé äõíá�ü ìüíïí áí x = y. ¢ñá �ï [x] ðáßñíåéüëåò �éò äõíá�Ýò �éìÝò ü�áí �ï x êéíåß�áé ó�á 0; 1; : : : ; q− 1. ¢ñá áí ðÜñïõìåìéá n-Üäá a0; : : : ; an−1 ìå ai < di, �ü�å èá õðÜñ÷åé b þó�å [b] = 〈a0; : : : ; an−1〉.
�ËÞììá 6.31 �éá êÜèå áñéèìü n, ïé n+ 1 áñéèìïß

1 + n!; 1 + 2(n!); 1 + 3(n!); : : : ; 1 + (n+ 1)(n!)åßíáé áíÜ äýï ðñþ�ïé ðñïò áëëÞëïõò.Áðüäåéîç ¸ó�ù ü�é õðÜñ÷ïõí i; j ∈ {1; : : : ; (n+ 1)} �Ý�ïéá þó�å 1 + i(n!)êáé 1 + j(n!) Ý÷ïõí êïéíü ðáñÜãïí�á, Ýó�ù �ïí ðñþ�ï áñéèìü p. Ôü�å ï päéáéñåß �ïí |i − j| · n!. ÅðåéäÞ p ∤ n! (áí ßó÷õå p | i(n!) �ü�å èá ßó÷õå êáép | i(n!)· üìùò p ∤ 1 + i(n!), ïðü�å ï p èá äéáéñïýóå êáé �ç äéáöïñÜ �ùí
1 + i(n!) êáé i(n!), äçëáäÞ �ï 1) Ý÷ïõìå ü�é p | |i − j|. ÁëëÜ |i− j| ≤ n < p,(n < p äéü�é p ∤ n!). ¢ñá p | |i− j| ìüíï ó�çí ðåñßð�ùóç i = j. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 97Áðüäåéîç �çò ðñü�áóçò 6.28:Ïñßæïõìå �ç Æ ùò åîÞò:Æ(x; y; z) = xmod (1 + (z + 1)y):Ç Æ åßíáé áíáäñïìéêÞ äéü�é Ý÷åé �ïí áêüëïõèï áíáäñïìéêü ïñéóìüÆ(x; y; z) = �w(∃tt<x+1(x = t (1 + (z + 1) y) + w)):¸ó�ù �þñá a0; : : : ; ak−1 áñéèìïß êáé Ýó�ù n = max{a1; : : : ; ak; k}. �áßñ-íïõìå 
 = n!. Ôü�å áðü �ï ëÞììá 6.31 ïé áñéèìïß 1 + (i + 1) · 
, ãéá üëá �ái ≤ n, åßíáé áíÜ äýï ðñþ�ïé ðñïò áëëÞëïõò.Áðü ëÞììá 6.30 (èÝ�ïí�áò di = 1 + (i + 1)
), õðÜñ÷åé b �Ý�ïéï þó�åai = bmod (1 + (i+ 1)
), ãéá êÜèå i < n. ÄçëáäÞ Æ(d; 
; i) = ai; ∀i < n.6.5 Ç èÝóç �ïõ Chur
h¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé ó�çí áñ÷Þ �ïõ êåöáëáßïõ, ïé ðñïóðÜèåéåò �ùí ìáèç-ìá�éêþí �çò äåêáå�ßáò �ïõ 1930 ó�ü÷åõáí ó�çí åýñåóç åíüò ìáèçìá�éêïýïñéóìïý �çò, åí ðïëëïßò, áóáöïýò Ýííïéáò �ïõ õðïëïãßóéìïõ. Ìå äéáöïñå-�éêÝò áöå�çñßåò êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò äéáöïñå�éêÜ ãåíéêÜ ðëáßóéá áíÜð�õîçò�çò Ýííïéáò �ïõ õðïëïãéóìïý, óõíÝêëéíáí óå ìáèçìá�éêÜ éóïäýíáìåò äéá�õðþ-óåéò áõ�ïý �ïõ ìáèçìá�éêïý ïñéóìïý. Ïé Turing õðïëïãßóéìåò óõíáñ�Þóåéò,ïé Chur
h ëÜìâäá ïñßóéìåò êáé ïé áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò, üëåò óõìðßð�ïõíó�ïí ïñéóìü �çò ßäéáò êëÜóçò (õðïëïãßóéìùí) óõíáñ�Þóåùí. Èá ìðïñïýìå,êá�Ü óõíÝðåéá, íá èåùñïýìå �ï áíáäñïìéêü ùò �ï ìáèçìá�éêü áíÜëïãï �ïõõðïëïãßóéìïõ. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ïé áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò åßíáé õðïëïãß-óéìåò. Éó÷ýåé üìùò �ï áí�ßó�ñïöï; Ï Chur
h äéá�ýðùóå �çí áêüëïõèç èÝóç,ãíùó�Þ êáé ùò èÝóç �ïõ Chur
h.ÊÜèå õðïëïãßóéìç óõíÜñ�çóç åßíáé áíáäñïìéêÞ.Áõ�Þ ç èÝóç äåí åßíáé ìéá ìáèçìá�éêÞ ðñü�áóç, ìéá ìáèçìá�éêÞ åéêáóßáðïõ åðéäÝ÷å�áé ìéá ìáèçìá�éêÞ áðüäåéîç. Êáé áõ�ü äéü�é óõíäÝåé äýï Ýííïéåòðïõ äåí åßíáé �çò ßäéáò (ìáèçìá�éêÞò) �Üîçò. Áöåíüò �çí Ýííïéá �ïõ õðï-ëïãßóéìïõ, ìéá êÜðùò áóáöÞ äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá, êáé áöå�Ýñïõ �çí Ýííïéá�çò áíáäñïìéêÞò óõíÜñ�çóçò ðïõ åßíáé ìéá áõó�çñÞ, ìáèçìá�éêÜ ïñéóìÝíç,Ýííïéá. Ç äéá�ýðùóç �çò éóïäõíáìßáò áõ�þí �ùí äýï ðñïóåããßóåùí Ý÷åé ðå-ñéóóü�åñï íá êÜíåé ìå �ç âáèéÜ ðåðïßèçóç, ðïõ ó�áäéáêÜ áíáð�ý÷èçêå êáé�åëéêÜ åìðåäþèçêå ó�ïõò ìáèçìá�éêïýò, ü�é åßíáé áäýíá�ï íá öáí�áó�ïýìåìéá õðïëïãßóéìç óõíÜñ�çóç (ìå ïðïéïíäÞðï�å �ñüðï êáé áí áõ�Þ ïñéó�åß Þ äéá-íïçèåß) ÷ùñßò áõ�Þ íá åßíáé áíáäñïìéêÞ, ÷ùñßò äçëáäÞ íá ìðïñåß íá ïñßæå�áéìå âÜóç �á áíáäñïìéêÜ ó÷Þìá�á R1-R4. Ç ðåðïßèçóç áõ�Þ äåí áíáð�ý÷èçêåìüíïí áðü �ï ãåãïíüò ü�é ðï�Ý äåí êá�Ýó�ç äõíá�ü íá öáí�áó�ïýìå ìéá õðï-ëïãßóéìç óõíÜñ�çóç ÷ùñßò áõ�Þ íá áðïäåé÷èåß ü�é åßíáé êáé áíáäñïìéêÞ, áëëÜ



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 98êáé áðü �ç äïìéêÞ áíÜëõóç �çò Ýííïéáò �ïõ õðïëïãéóìïý êáé �ùí �ñüðùí ðïõêáèßó�á�áé ìéá óõíÜñ�çóç õðïëïãßóéìç. Ç èÝóç �ïõ Chur
h åßíáé �üóï ðïëýêáèéåñùìÝíç, ùò éó÷ýïõóá, ó�ïí êüóìï �ùí ìáèçìá�éêþí þó�å áí èÝëïõìå íááðïäåßîïõìå ü�é ìéá óõíÜñ�çóç åßíáé áíáäñïìéêÞ áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é åß-íáé õðïëïãßóéìç ðåñéãñÜöïí�áò ìéá ìÝèïäï õðïëïãéóìïý �çò· áõ�Þ �çí á�åëÞáðüäåéîç �çí ïíïìÜæïõí áðüäåéîç ìÝóù �ïõ áé�Þìá�ïò �ïõ Chur
h.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 996.6 ÁóêÞóåéò1. Áðïäåßî�å ü�é �ï óýíïëï �ùí áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé áñéèìÞ-óéìï, äçëáäÞ óå Ýíá ðñïò Ýíá êáé åðß áí�éó�ïé÷ßá ìå �ï óýíïëï �ùí öõóéêþíáñéèìþí. ¸ó�ù �þñá F1; F2; : : : ìéá áñßèìçóç üëùí �ùí áíáäñïìéêþí óõíáñ-�Þóåùí ìéáò ìå�áâëç�Þò. Áðïäåßî�å ü�é ç óõíÜñ�çóç G(x; y), ðïõ äßíå�áé áðü�ïí �ýðï G(x; y) = Fx(y), äåí åßíáé áíáäñïìéêÞ.2. Ç óõíÜñ�çóç F ðïõ ïñßæå�áé áðüF (x) =

{
0 áí ç åéêáóßá �ïõ Goldba
h åßíáé áëçèÞò
1 äéáöïñå�éêÜåßíáé áíáäñïìéêÞ;3. ÅëÝãî�å ü�é ïé éäéü�ç�åò C1, C3 - C6, C9, C10 ðáñáìÝíïõí áëçèåßò áí ó'áõ�Ýò áí�éêá�áó�Þóïõìå �ï £áíáäñïìéêü¤ ìå �ï £ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêü¤.Äåßî�å ü�é áí ç óõíÜñ�çóç G(~x; z) åßíáé ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìéêÞ êáéF1(~x; y) =

∑z<yG(~x; z) êáé F2(~x; y) =
∏z<yG(~x; z)�ü�å F1 êáé F2 åßíáé ðñù�ïãåíåßò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò, üðïõ ∑z<y êáé∏z<y åßíáé áí�ßó�ïé÷á �ï Üèñïéóìá êáé �ï ãéíüìåíï �ùí �éìþí ìÝ÷ñé êáé �ïy − 1.4. Äåßî�å ü�é �á C7 êáé C8 ðáñáìÝíïõí áëçèÞ áí áí�éêá�áó�Þóïõìå �ï £áíá-äñïìéêü¤ ìå �ï £ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêü¤.Õðüäåéîç: èåùñÞó�å �ï ∑x<H(~y) ∏z≤x Cp(~y; z)5. Äåßî�å ü�é �ï êá�çãüñçìá £x äéáéñåß�áé áðü �ï y¤ åßíáé ðñù�ïãåíÝò áíá-äñïìéêü. ÓõìðåñÜíá�å ü�é ç óõíÜñ�çóçPr(x) = px = ï x ïó�üò ðñþ�ïò áñéèìüòåßíáé ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìéêÞ.6. ¸íá êá�çãüñçìá P åßíáé áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìï (á.á.) áí õðÜñ÷åé áíá-äñïìéêü êá�çãüñçìá R þó�åP (~x)⇔ ∃yR(~x; y)Äåßî�å ü�é:P åßíáé áíáäñïìéêü áí êáé ìüíïí áí P êáé ¬P åßíáé áíáäñïìéêÜ áñéèìÞ-óéìá.7. ¸ó�ù A ⊆ N åßíáé ìç êåíü. Äåßî�å ü�é



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 100A åßíáé á.á. áí êáé ìüíïí áí A åßíáé �ï ðåäßï �éìþí ìéáò áíáäñïìéêÞòóõíÜñ�çóçò ìßáò ìå�áâëç�Þò.8. ¸ó�ù A ⊆ N åßíáé Üðåéñï. Äåßî�å ü�éA åßíáé áíáäñïìéêü áí êáé ìüíïí áí A åßíáé �ï ðåäßï �éìþí ìéáò áíáäñï-ìéêÞò óõíÜñ�çóçò ìßáò ìå�áâëç�Þò F Ý�óé þó�å F (n) < F (n+1), ãéá üëá �án.9. Ï ðñáãìá�éêüò áñéèìüò a ≥ 0 ëÝãå�áé áíáäñïìéêüò áí õðÜñ÷ïõí áíáäñï-ìéêÝò óõíáñ�Þóåéò F êáé G þó�åG(n) 6= 0 êáé | a− F (n)G(n) |< 1n , ãéá êÜèå n ∈ N (n > 0).Äåßî�å ü�é:(i) ÊÜèå ñç�üò áñéèìüò åßíáé áíáäñïìéêüò.(ii) Áí a êáé b åßíáé áíáäñïìéêïß �ü�å ïé a+ b êáé a · b åßíáé áíáäñïìéêïß.(iii) Ïé áñéèìïß e êáé � åßíáé áíáäñïìéêïß.Âéâëéïãñáößá êåöáëáßïõ 6Å3, Å4, Å2, Î1, Î2, Î5,Î7, Î8.(Ïé áíáöïñÝò ðáñáðÝìðïõí ó�ç âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ âéâëßïõ)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 1017 Ôá èåùñÞìá�á ìç ðëçñü�ç�áò �ïõ G�odel7.1 �ñù�ïâÜèìéá áñéèìç�éêÞÓ�ç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá �õðéêü áîéùìá�éêü óýó�çìá ãéá �çí áñéè-ìç�éêÞ. ÌÝóù áõ�ïý èá ìðïñïýìå íá �õðïðïéïýìå áðïäåßîåéò éäéï�Þ�ùí ðïõáöïñïýí �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. Ç ãëþóóá L �ïõ óõó�Þìá�ïò áõ�ïý èáðåñéÝ÷åé óýìâïëá ãéá �éò ó�ïé÷åéþäåéò ó÷Ýóåéò êáé ðñÜîåéò ó�ïõò öõóéêïýòáñéèìïýò. Èá ðåñéëáìâÜíåé äýï äéèÝóéá óýìâïëá êá�çãïñçìÜ�ùí, �ï = ãéá�çí éóü�ç�á, äçëáäÞ èá åßíáé èåùñßá ìå éóü�ç�á, êáé �ï < ðïõ èá áí�éó�ïé÷åßó�ç ó÷Ýóç �çò áõó�çñÞò äéÜ�áîçò. Åðßóçò äýï äéèÝóéá óýìâïëá óõíáñ�Þóåùí�á + êáé · ãéá �çí ðñüóèåóç êáé �ïí ðïë/óìü áí�ßó�ïé÷á, êáé Ýíá ìïíïèÝóéïóýìâïëï óõíÜñ�çóçò s (áðü �ï su

essor) ãéá �ç óõíÜñ�çóç �ïõ åðüìåíïõ.ÔÝëïò, Ýíá óýìâïëï ó�áèåñÜò 0̄ ãéá �ïí óõìâïëéóìü �ïõ ìçäåíüò. ÄçëáäÞ çãëþóóá ìáò èá åßíáé ç L = {=; <; s;+; ·; 0̄}13. Ç êáíïíéêÞ (standard) åñìç-íåßá �çò ãëþóóáò èá åßíáé ç N = {N; <N ; sN ;+N ; ·N ; 0̄N }, üðïõ <N åßíáé çãíùó�Þ áõó�çñÞ äéÜ�áîç �ùí öõóéêþí áñéèìþí, � = sN ç óõíÜñ�çóç �ïõ åðü-ìåíïõ, äçëáäÞ �(n) = n+1, +N êáé ·N ïé ðñÜîåéò, áí�ßó�ïé÷á, �çò ðñüóèåóçòêáé �ïõ ðïë/óìïý êáé 0̄N ï áñéèìüò 0. �éá ëüãïõò áðëü�ç�áò èá ÷ñçóéìï-ðïéïýìå �á óýìâïëá <, +, · áí�ß �ùí <N , +N , ·N êáé åëðßæïõìå ü�é áðü �áóõìöñáæüìåíá èá ãßíå�áé ç äéÜêñéóç áðü �á áí�ßó�ïé÷á óýìâïëá �çò �õðéêÞòãëþóóáò. ¢ñá ç êáíïíéêÞ åñìçíåßá èá åßíáé ç N = {N; <; �;+; ·; 0}, üðïõâÝâáéá N åßíáé �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí {0; 1; 2 : : :}. Èá åðé�ñÝðïõìååðßóçò, ãéá �éò �õðéêÝò åêöñÜóåéò �çò ãëþóóáò, �ç ìïñöÞ a+ b (áí�ß �çò óù-ó�Þò +(a; b)) êáé �ç ìïñöÞ a · b (áí�ß �çò óùó�Þò ·(a; b)), èá ÷ñçóéìïðïéïýìåäçëáäÞ �ïí in�x óõìâïëéóìü. Ôçí ßäéá áðëïðïßçóç èá ÷ñçóéìïðïéïýìå êáéãéá �á õðüëïéðá óýìâïëá.Ïñéóìüò 7.1 �éá êÜèå öõóéêü áñéèìü n èá óõìâïëßæïõìå ìå n̄ �çí Ýêöñáóçs(s(· · · s
︸ ︷︷ ︸n öïñÝò (0̄ · · ·), äçëáäÞ, åðáãùãéêÜ

0̄ = 0̄n+ 1 = s(n̄)Ç Ýêöñáóç n̄ èá êáëåß�áé øçößï êáé èá íïåß�áé ùò ç áíáðáñÜó�áóç �ïõáñéèìïý n ó�çí �õðéêÞ ãëþóá �çò áñéèìç�éêÞò.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá åðáíáëÜâïõìå �á áîéþìá�á �çò áñéèìç�éêÞò, ðñïóèÝ�ï-í�áò êÜðïéá ó÷üëéá. Áîéþìá�á �çò áñéèìç�éêÞò13¼ðùò êáé óå ðñïçãïýìåíåò ðåñéð�þóåéò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï ßäéï óýìâïëï = êáé ùòóýìâïëï éóü�ç�áò ó�ç ìå�áãëþóóá êáé ùò óýìâïëï �ïõ êá�çãïñÞìá�ïò �çò éóü�ç�áò ó�çí�õðéêÞ ãëþóóá. Ç äéÜêñéóç èá ãßíå�áé áðü �á óõìöñáæüìåíá.
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(S1) s(x) 6= 0̄
(S2) s(x) = s(y)→ x = y
(S3) x+ 0̄ = x
(S4) x+ s(y) = s(x+ y)
(S5) x · 0̄ = 0̄
(S6) x · s(y) = (x · y) + x
(S7) ¬(x < 0̄)
(S8) x < s(y)↔ (x < y ∨ x = y)
(S9) x < y ∨ x = y ∨ y < x�áñá�Þñçóç 7.2 Êá�' áñ÷Üò íá õðïèÝóïõìå ü�é ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìååëåýèåñá �á ëïãéêÜ óýìâïëá ¬;∧;∨;→;↔;∀;∃, äçëáäÞ íá õðïèÝóïõìå ü�éç ãëþóóá ìáò �á ðåñéÝ÷åé ùò ëïãéêÜ óýìâïëá. Áêüìá êáé ó�çí ðåñßð�ùóçðïõ êÜðïéá ó�éãìÞ, ãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò, èá õðïèÝóïõìå ü�é ç ãëþóóá ìáòðåñéÝ÷åé ìüíï �á óýìâïëá ¬;→ êáé ∀, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé �áõðüëïéðá óýìâïëá ìå �çí Ýííïéá ü�é, üðùò îÝñïõìå, áõ�Ü ìðïñïýí íá ïñé-ó�ïýí ìå âÜóç �á ðñïáíáöåñèÝí�á. Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò ü�é �ï t 6= uåßíáé �ï ¬(t = u).Ôá (ìç ëïãéêÜ) áîéþìá�á S1-S9 åêöñÜæïõí ó�ïé÷åéþäåéò éäéü�ç�åò �ùíáñéèìç�éêþí êá�çãïñçìÜ�ùí, óõíáñ�Þóåùí êáé ó�áèåñþí ðïõ åìðëÝêïí�áé ó'áõ�Ü. Ôï S1 åêöñÜæåé �ï ãåãïíüò ü�é �ï 0 äåí åßíáé åðüìåíïò êáíåíüò áñéè-ìïý, �ï S2 ü�é ç óõíÜñ�çóç �ïõ åðüìåíïõ åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá, �á S3-S4 êáéS5-S6 åêöñÜæïõí �éò ó�ïé÷åéþäåéò áíáäñïìéêÝò éäéü�ç�åò, áí�ßó�ïé÷á, �çòðñüóèåóçò êáé �ïõ ðïë/óìïý, �ï S7 ü�é äåí õðÜñ÷åé áñéèìüò ìéêñü�åñïò �ïõìçäåíüò, �ï S8 �çí éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç þó�å �ï x íá åßíáé ìéêñü-�åñï �ïõ åðïìÝíïõ �ïõ y êáé �Ýëïò �ï S9 �ç ëåãüìåíç éäéü�ç�á �çò �ñé÷ï�ï-ìßáò, äçëáäÞ ü�é äýï äéáöïñå�éêïß áñéèìïß åßíáé ðÜí�á ï Ýíáò áðü �ïõò äýï,ìéêñü�åñïò �ïõ Üëëïõ.Ôï �õðéêü óýó�çìá ìå ìç ëïãéêÜ áîéþìá�á �á S1-S9 åßíáé ç ëåãüìåíçÁñéèìç�éêÞ �ïõ Robinson14 êáé èá �ï óõìâïëßæïõìå ìå S0. Åßíáé Ýíá �õ-ðéêü óýó�çìá áñéèìç�éêÞò ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áîéùìÜ�ùí �ï ïðïßï, üðùòèá äïýìå, Ý÷åé �çí áðáé�ïýìåíç ãéá �éò åðéäéþîåéò ìáò áðïäåéê�éêÞ éó÷ý. ÁíèÝëïõìå üìùò íá �ï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãåíéêü�åñá ãéá �çí �õðïðïßçóç ìá-èçìá�éêþí áðïäåßîåùí ó�çí áñéèìç�éêÞ èá äéáðéó�þóïõìå ü�é �ïõ ëåßðåé Ýíáòâáóéêüò áðïäåéê�éêüò ìç÷áíéóìüò, ç áðüäåéîç ìå åðáãùãÞ. Ôï áîßùìá �çòåðáãùãÞò ó�ç ãëþóóá ìáò ìðïñåß íá äéá�õðùèåß ìÝóù �ïõ ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá-�ïò.Ó÷Þìá �çò åðáãùãÞò: �éá êÜèå �ýðï � êáé êÜèå ìå�áâëç�Þ x ï áêüëïõèïò�ýðïò åßíáé áîßùìá
(S10) (�(0̄) ∧ ∀x(�(x)→ �(s(x))))→ ∀x�(x)14Ôï áñ÷éêü óýó�çìá �ïõ Robinson åßíáé åëáöñþò äéáöïñå�éêü áëëÜ áõ�ü ó�çí ðåñßð�ùóÞìáò åßíáé åðïõóéþäåò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 103Áò óçìåéùèåß ü�é, ìéá éäéü�ç�á �ùí áñéèìþí, ìðïñåß åäþ (ó�ç ãëþóóáìáò) íá áí�éðñïóùðåõ�åß áðü Ýíáí �ýðï �(x), äçëáäÞ áðü �ïõò áñéèìïýò xðïõ éêáíïðïéïýí �ïí �, ïðü�å �ï S10 ìáò ëÝåé ü�é: áí ìéá éäéü�ç�á �(x)éó÷ýåé ãéá �ï 0 ( �ï �(0̄)) êáé (åðáãùãéêü âÞìá) ç õðüèåóç ü�é éó÷ýåé ãéá�ïí ïðïéïíäÞðï�å x (�ï �(x)) åðÜãåé �çí éó÷ý êáé ãéá �ïí åðüìåíü �ïõ (�ï�(s(x)), �ü�å ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå ü�é éó÷ýåé ãéá üëïõò �ïõò áñéèìïýò(�ï ∀x�(x)).Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é �á áîéþìá�á ðïõ äçìéïõñãïýí�áé ìå âÜóç �ï ó÷Þìááõ�ü åßíáé Üðåéñá. Ôï �õðéêü óýó�çìá ðïõ ðñïêýð�åé, ü�áí ó�á áîéþìá�á�ïõ S0 ðñïóèÝóïõìå êáé �á áîéþìá�á ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ï ó÷Þìá S10,åßíáé ãíùó�ü ùò Áñéèìç�éêÞ �ïõ Peano êáé �ï óõìâïëßæïõìå ìå S. Ó�ï óý-ó�çìá áõ�ü ìðïñåß íá �õðïðïéçèåß ç ðëåéïíü�ç�á �ùí ãíùó�þí áðïäåßîåùíðïõ ìðïñïýìå íá âñïýìå óå Ýíá ìáèçìá�éêü óýããñáììá èåùñßáò �çò áñéèìç-�éêÞò áêüìá êáé ó�çí ðåñßð�ùóç - �ü�å ÷ñåéÜæïí�áé êÜðïéåò �ñïðïðïéÞóåéò -ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí äåõ�åñïâÜèìéåò Ýííïéåò áðü �çí áíÜëõóç. Åßíáé ëïéðüí Ýíáðïëý éó÷õñü óýó�çìá, êáé áõ�ü âÝâáéá �ï ïöåßëåé ó�ï ó÷Þìá �çò åðáãùãÞò.Áò ðáñá�çñÞóïõìå åðßóçò ü�é êáíïíéêÞ åñìçíåßá N åßíáé ìïí�Ýëï êáé �ùíäýï óõó�çìÜ�ùí, �ïõ S0 êáé �ïõ S.Óå ü,�é áêïëïõèåß èá áó÷ïëçèïýìå ìå áðïäåéê�éêÝò éäéü�ç�åò ðïõ áöïñïýí�ï S0. Ôá m êáé n èá óõìâïëßæïõí öõóéêïýò áñéèìïýò.ËÞììá 7.3 S0 ⊢ m̄ = n̄, áí m = n êáéS0 ⊢ m̄ 6= n̄, áí m 6= n.Áðüäåéîç Ôï ðñþ�ï ìÝñïò åßíáé �å�ñéììÝíï, áðü �ï áîßùìá �çò éóü�ç�áò.Ôï äåý�åñï ìÝñïò áðïäåéêíýå�áé ìå åðáãùãÞ ó�ï n. Åäþ ìðïñïýìå íáõðïèÝóïõìå ü�é m > n. Ç ðñü�áóç åßíáé áëçèÞò ãéá n = 0, áðü �ï S1. ÁòõðïèÝóïõìå �þñá ü�é åßíáé áëçèÞò ãéá äïóìÝíï n (êáé ãéá üëá �á m > n).Ôü�å, áðü �ï S2, S0 ⊢ m+ 1 = n+ 1 → m̄ = n̄ êáé åðåéäÞ áðü �çí õðüèåóçS0 ⊢ m̄ 6= n̄ ðáßñíïõìå ü�é S0 ⊢ (m+ 1) 6= (n+ 1). ¢ñá ç ðñü�áóç åßíáéáëçèÞò êáé ãéá n + 1, åðåéäÞ êÜèå áñéèìüò ìåãáëý�åñïò �ïõ n + 1 åßíáé �çòìïñöÞò m+ 1, ãéá êÜðïéï m > n. �ËÞììá 7.4 �éá êÜèå �ýðï �(x) êáé êÜèå öõóéêü nS0 ⊢ (�(0̄) ∧ �(1̄) ∧ · · · ∧ �(n− 1) ∧ (x < n̄))→ �(x).Åäþ, ãéá �çí ðåñßð�ùóç n = 0, íïåß�áé ü�é Ý÷ïõìå S0 ⊢ x < 0̄ → �(x)êáé åðßóçò ü�é ãéá ïðïéïíäÞðï�å  Ý÷ïõìå S0 ⊢ ( ∧ x < 0̄)→ �(x).Áðüäåéîç Ìå åðáãùãÞ ó�ï n.�éá n = 0: �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é S0 ⊢ x < 0̄ → �(x). Áðü S7 Ý÷ïõìåS0 ⊢ ¬(x < 0̄). Ôï áðï�Ýëåóìá Ýðå�áé äéü�é ç S0, üðùò Üëëùó�å êÜèå èåù-ñßá, áðïäåéêíýåé êÜèå ó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò· åäþ ¬ → ( → �) åßíáéó�éãìéü�õðï �áõ�ïëïãßáò. Ìðïñåß�å íá èÝóå�å ( ≡ x < 0̄) êáé íá ÷ñçóéìï-ðïéÞó�å �ïí MP. ¸ðå�áé, áðü ðñïöáíÞ �áõ�ïëïãßá, ü�é ãéá ïðïéïíäÞðï�å  Ý÷ïõìå åðßóçò S0 ⊢ ( ∧ x < 0̄)→ �(x).



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 104Áò õðïèÝóïõìå �þñá ü�é éó÷ýåé ãéá êÜðïéï n. Áðü S8 Ý÷ïõìåS0 ⊢ (x < n+ 1)↔ (x < n̄ ∨ x = n̄).Áðü áõ�ü ðáßñíïõìå ü�éS0 ⊢ (�(0̄)∧�(1̄)∧· · ·∧�(n− 1)∧�(n̄)∧(x < n+ 1))→ (x < n̄∨x = n̄).ÅðåéäÞ ïé äýï ðáñáêÜ�ù ó÷Ýóåéò, äçëáäÞ çS0 ⊢ (�(0̄) ∧ �(1̄) ∧ · · · ∧ �(n− 1) ∧ �(n̄) ∧ (x < n))→ �(x), êáé çS0 ⊢ (�(0̄) ∧ �(1̄) ∧ · · · ∧ �(n− 1) ∧ �(n̄) ∧ (x = n)) → �(x) éó÷ýïõí,Ýðå�áé ü�éS0 ⊢ (�(0̄) ∧ �(1̄) ∧ · · · ∧ �(n− 1) ∧ �(n̄) ∧ (x < n+ 1))→ �(x). ��üñéóìá 7.5 �éá êÜèå öõóéêü nS0 ⊢ x < n̄→ (x = 0̄ ∨ x = 1̄ ∨ · · · ∨ x = n− 1)Åäþ, ãéá n = 0, íïåß�áé ü�é ãéá êÜèå �ýðï  , Ý÷ïõìå S0 ⊢ x < 0̄→  .Áðüäåéîç ÈÝ�ïõìå �(x) ßóï ìå (x = 0̄∨x = 1̄∨· · ·∨x = n− 1) ó�ï 7.3.�ËÞììá 7.6 Áò õðïèÝóïõìå ü�é S0 ⊢ ¬�(̄i) ãéá êÜèå öõóéêü i < n êáéåðßóçò ü�é S0 ⊢ �(n̄). Ôü�å èá Ý÷ïõìåS0 ⊢ �(x) ∧ ∀y(y < x→ ¬�(y))↔ x = n̄.Áðüäåéîç Èá ðñï�éìÞóïõìå íá äþóïõìå ìéá Ü�õðç áðüäåéîç �ïõ ãåãïíü�ïòü�é ï æç�ïýìåíïò (ðñïò áðüäåéîç ó�ï S0) �ýðïò áëçèåýåé óå êÜèå ìïí�Ýëï A�ïõ S0 êáé ìå�Ü íá åðéêáëåó�ïýìå �ï èåþñçìá �çò ðëçñü�ç�áò. Ôï ü�é
A |= x = n̄ → �(x) ∧ ∀y(y < x → ¬�(y)) Ýðå�áé áðü �çí õðüèåóç óåóõíäõáóìü ìå �ï ðñïçãïýìåíï ëÞììá.Áí�éó�ñüöùò, áò õðïèÝóïõìå ü�é, ãéá êÜðïéï a ∈ |A|, Ý÷ïõìå ü�é
A |= �[a] ∧ ∀y(y < a→ ¬�(y)). (∗)Ôü�å áí A |= a 6= n̄, áðü �ï áîßùìá S9 Ý÷ïõìå ü�é åß�å A |= a < n̄åß�å A |= n̄ < a. ÁëëÜ êáé ïé äýï áðü áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò åßíáé áäýíá�åò.Äéü�é ç ðñþ�ç äßíåé A |= a = ī ãéá êÜðïéï i < n êáé Üñá A |= ¬�[a],ðñÜãìá ðïõ áí�éâáßíåé ó�ï (∗). Êáé ç äåý�åñç óå óõíäõáóìü ìå �ï (∗) äßíåé

A |= ¬�(n̄), ðñÜãìá ðïõ áí�éâáßíåé ó�çí õðüèåóç. ¢ñá A |= a = n̄. ¢ñá
A |= �(x) ∧ ∀y(y < x → ¬�(y)) → x = n̄. Ïðü�å áðü �ï èåþñçìá �çòðëçñü�ç�áò ðáßñíïõìå ü�éS0 ⊢ �(x) ∧ ∀y(y < x→ ¬�(y))↔ x = n̄. �7.2 Áíáðáñáó�áóéìü�ç�áÁí T åßíáé ìéá èåùñßá ó�ç ãëþóóá �çò áñéèìç�éêÞò L êáé R ⊆ Nn n-ìåëÞòó÷Ýóç, ëÝìå ü�é çR åßíáé áíáðáñáó�Üóéìç ó�çí T áí õðÜñ÷åé �ýðïò �(x1; : : : ; xn)�çò L Ý�óé þó�å ãéá êÜèå a1; : : : ; an ∈ Náí R(a1; : : : ; an) �ü�å T ⊢ �(ā1; : : : ; ān) êáéáí ¬R(a1; : : : ; an) �ü�å T ⊢ ¬�(ā1; : : : ; ān).



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 105Ïìïßùò ëÝìå ü�é ìéá óõíÜñ�çóç F : Nn → N åßíáé áíáðáñáó�Üóéìç ó�çíT áí õðÜñ÷åé �ýðïò �(x1; : : : ; xn; y) Ý�óé þó�åáí F (a1; : : : ; an) = b �ü�å T ⊢ �(ā1; : : : ; ān; y)↔ y = b̄.ËÞììá 7.7 Áí T åßíáé åðÝê�áóç �çò S0 êáé R ⊆ Nn �ü�å R åßíáé áíáðá-ñáó�Üóéìç ó�çí T áí êáé ìüíïí áí ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóç CR åßíáéáíáðáñáó�Üóéìç ó�çí T .Áðüäåéîç ¸ó�ù �(x1; : : : ; xn) áíáðáñéó�Ü �çí R ó�çí T . Ôü�å Ýó�ù ü�é (x1; : : : ; xn; y) åßíáé ï áêüëïõèïò �ýðïò
(�(x1; : : : ; xn) ∧ y = 0̄) ∨ (¬�(x1; : : : ; xn) ∧ y = 1̄)Éó÷õñéæüìáó�å ü�é ï  áíáðáñéó�Ü �çí CR ó�çí T .Äéü�é áí CR(a1; : : : ; an) = 0, �ü�å R(a1; : : : ; an) êáé ÜñáT ⊢ �(ā1; : : : ; ān) áðü �ï ïðïßï T ⊢  (ā1; : : : ; ān; y)↔ y = 0̄.Ïìïßùò ãéá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ CR(a1; : : : ; an) = 1.Áí�éó�ñüöùò, Ýó�ù  (x1; : : : ; xn; y) áíáðáñéó�Ü �çí CR ó�çí T .¸ó�ù �(x1; : : : ; xn) ï �ýðïò  (x1; : : : ; xn; 0̄). Ôü�å áíR(a1; : : : ; an) Ý÷ïõìå ü�é CR(a1; : : : ; an) = 0,Üñá T ⊢  (ā1; : : : ; ān; y)↔ y = 0̄, Üñá �åëéêÜ T ⊢  (ā1; : : : ; ān; 0̄).Áí �þñá ¬R(a1; : : : ; an) Ý÷ïõìå ü�é CR(a1; : : : ; an) = 1,Üñá T ⊢  (ā1; : : : ; ān; y) ↔ y = 1̄, Üñá �åëéêÜ T ⊢ ¬ (ā1; : : : ; ān; 0̄)(åðåéäÞ T ⊢ 0̄ 6= 1̄). ¢ñá ï � áíáðáñéó�Ü �çí R.ËÞììá 7.8 ¼ëåò ïé âáóéêÝò óõíáñ�Þóåéò åßíáé áíáðáñáó�Üóéìåò ó�çí S0.Áðüäåéîç(i) Ç ìçäåíéêÞ óõíÜñ�çóç Z(x) áíáðáñßó�á�áé áðü �ïí �ýðï x = x∧y = 0̄.(ii) Áðü �ï 7.7 ãéá íá äåßîïõìå ü�é C< åßíáé áíáðáñáó�Üóéìç áñêåß íáäåßîïõìå ü�é < åßíáé áíáðáñáó�Üóéìç.¸ó�ù �þñá �(x1; x2) åßíáé ï �ýðïò x1 < x2. Èá áðïäåßîïõìå ü�é ï �áíáðáñéó�Ü �ç ó÷Ýóç <.�ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é ãéá üëá �á a1; a2 ∈ Na1 < a2 ⇒ S0 ⊢ a1 < a2a1 ≥ a2 ⇒ S0 ⊢ ¬(a1 < a2)�åñéð�þóåéò ãéá �ï a2:Áí a2 = 0, �ï ðñþ�ï äåí åöáñìüæå�áé êáé �ï äåý�åñï åßíáé áëçèÝò áðü �ïS7. Ôþñá, áðü ðüñéóìá 7.5, áí a2 > 0 Ý÷ïõìå ü�éS0 ⊢ x < a2 → (x = 0̄ ∨ x = 1̄ ∨ · · · ∨ x = a2 − 1). Áðü áõ�ü áí a1 < a2ðáßñíïõìå S0 ⊢ a1 < a2 êáé áí a2 ≤ a1 ðáßñíïõìåS0 ⊢ ¬(a1 = 0̄ ∨ a1 = 1̄ ∨ · · · ∨ a1 = a2 − 1) (åðåéäÞ S0 ⊢ ¬(m̄ = n̄) ãéám 6= n) êáé åî áõ�ïý S0 ⊢ ¬(a1 < a2).(iii) Ç óõíÜñ�çóç �ïõ åðüìåíïõ � áíáðáñßó�á�áé áðü �ïí �ýðï s(x) = y.Äéü�é ãéá êÜèå a1; a2 ∈ N Ý÷ïõìå ü�é �ï �(a1) = a2 óõíåðÜãå�áé



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 106S0 ⊢ (s(a1) = y)↔ y = a2, åðåéäÞ áðü �ïí ïñéóìü s(a1) = a2.(iv) Ç êÜèå óõíÜñ�çóç ðñïâïëÞò Ini áíáðáñßó�á�áé áðü �ïí x1 = x1∧x2 =x2 ∧ · · · ∧ xn = xn ∧ ∧y = xi.(v) Èá äåßîïõìå ü�é ç + áíáðáñßó�á�áé áðü �ïí �(x1; x2; y) ≡ x1+x2 = y.�ñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ü�é ãéá a1; a2 ∈ N éó÷ýåé S0 ⊢ (a1 + a2 = y) ↔ y =
(a1 + a2), Þ éóïäýíáìá éó÷ýåé ü�éS0 ⊢ a1 + a2 = (a1 + a2) ∗Ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç �çí áðïäåéêíýïõìå ìå åðáãùãÞ ó�ï a2. Áí a2 = 0,�ü�å ç ðñü�áóç ∗ åßíáé áëçèÞò áðü �ï áîßùìá S3.Áò õðïèÝóïõìå �þñá ü�é åßíáé áëçèÞò ãéá a2 = n.Ôü�å Ý÷ïõìå S0 ⊢ a1 + n = (a1 + n). ¢ñáS0 ⊢ s(a1 + n) = s(a1 + n) äçëáäÞS0 ⊢ s(a1) + n = (a1 + (n+ 1)).ÁëëÜ áðü �ï S4 éó÷ýåé S0 ⊢ s(a1 + n) = a1 + s(n̄) = a1 + (n+ 1),Üñá �åëéêÜ S0 ⊢ a1 + n+ 1 = (a1 + (n+ 1)), êáé áõ�ü óõìðëçñþíåé �çíåðáãùãÞ.(vi) Ç ðåñßð�ùóç �ïõ ðïë/óìïý åßíáé åí�åëþò áíÜëïãç ìå áõ�Þí �çò ðñü-óèåóçò.Áõ�ü óõìðëçñþíåé �çí áðüäåéîç �ïõ ëÞììá�ïò 7.8. �Èåþñçìá 7.9 Ïé áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò êáé �á áíáäñïìéêÜ êá�çãïñÞ-ìá�á åßíáé áíáðáñáó�Üóéìá ó�ç èåùñßá S0.Áðüäåéîç Ìðïñïýìå íá ðåñéïñéó�ïýìå ó�éò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò.Áðü 7.8 üëåò ïé âáóéêÝò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò åßíáé áíáðáñáó�Üóéìåò.¸�óé ëïéðüí ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ü�é ïé áíáðáñáó�Üóéìåò óõíáñ�Þóåéò åßíáéêëåéó�Ýò ãéá �á ó÷Þìá�á R2 êáé R4.R2. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ïé G;H1; : : : ;Hk åßíáé üëåò áíáðáñáó�Üóéìåò óõ-íáñ�Þóåéò êáé F (~x) = G(H1(~x); : : : ;Hk(~x)) [åäþ ~x = x1; : : : ; xn℄. ¸ó�ùü�é ï �i(~x; yi) áíáðáñéó�Ü �çí Hi, ãéá êÜèå i ∈ {1; : : : ; k}. Êáé Ýó�ù ï (y1; : : : ; yk; z) áíáðáñéó�Ü �çí G. Ïñßæïõìå �ïí Θ ùò åîÞò:

Θ(~x; z) ≡ ∃y1 · · · ∃yk(�1(~x; y1) ∧ · · · ∧ �k(~x; yk) ∧  (y1; : : : ; yk; z)))Èá äåßîïõìå ü�é ï Θ áíáðáñéó�Ü �çí F .Áò õðïèÝóïõìå ü�é a1; : : : ; an ∈ N êáé Ýó�ù F (a1; : : : ; an) = 
 êáéHi(a1; : : : ; an) = bi, ãéá êÜèå i ∈ {1; : : : ; k} [�ü�å G(b1; : : : ; bk) = 
℄.Áðü �ïí ïñéóìü �ïõ �i Ý÷ïõìå ü�é S0 ⊢ �i(ā1; : : : ; ān; yi)↔ yi = bi.¸ðå�áé ü�é S0 ⊢ Θ(ā1; : : : ; ān; z) ↔ ∃y1 · · · ∃yk(y1 = b1 ∧ · · · ∧ yk =bk ∧  (y1; : : : ; yk; z))êáé ùò åê �ïý�ïõ S0 ⊢ Θ(ā1; : : : ; ān; z)↔  (b̄1; : : : ; b̄k; z).ÁëëÜ åðåéäÞ ï  áíáðáñéó�Ü �çí G êáé G(b1; : : : ; bk; z) = 
, Ý÷ïõìå S0 ⊢ (b̄1; : : : ; b̄n; z)↔ z = 
̄, äçëáäÞ �åëéêÜS0 ⊢ Θ(ā1; : : : ; ān; z)↔ z = 
̄. �(R4) ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç G(x1; : : : ; xn+1) åßíáé áíáðáñáó�Üóéìç êáé



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 107F (x1; : : : ; xn) = �xn+1(G(x1; : : : ; xn; xn+1) = 0). ¸ó�ù �(x1; : : : ; xn+1; y)áíáðáñéó�Ü �çí G. Ïñßæïõìå �ïí �ýðï  (x1; : : : ; xn+1) íá åßíáé ï�(x1; : : : ; xn; xn+1; 0̄) ∧ ∀z(z < xn+1 → ¬�(x1; : : : ; xn; z; 0̄)).ÄïèÝí�ùí a1; : : : ; an ∈ N Ýó�ù F (a1; : : : ; an) = b êáé G(a1; : : : ; an; i) =
i, ãéá êÜèå i ∈ N.Áðü �ïí ïñéóìü �ïõ � Ý÷ïõìå ü�é S0 ⊢ �(ā1; : : : ; ān; ī; y) ↔ y = 
̄i, ãéáêÜèå i ∈ N. ¢ñáS0 ⊢ �(ā1; : : : ; ān; ī; 0̄)↔ 0̄ = 
̄i (?)�éá i < b, Ý÷ïõìå 
i 6= 0.¢ñá áðü 7.3 Ý÷ïõìå S0 ⊢ 
̄i 6= 0̄, ãéá êÜèå i < b êáé ÜñáS0 ⊢ ¬�(ā1; : : : ; ān; ī; 0̄), ãéá êÜèå i < b. (1)ÁëëÜ åðåéäÞ 
b = 0, áðü ? ðáßñíïõìåS0 ⊢ �(ā1; : : : ; ān; b̄; 0̄). (2)Áðü (1) êáé (2) êáé áðü �ï ëÞììá 7.7 ðáßñíïõìåS0 ⊢ [�(ā1; : : : ; ān; xn+1; 0̄) ∧ ∀z(z < xn+1 → ¬�(ā1; : : : ; ān; z; 0̄))] ↔xn+1 = b̄, äçëáäÞS0 ⊢  (ā1; : : : ; ān; xn+1)↔ xn+1 = b̄.¢ñá ï  áíáðáñéó�Ü �çí F .7.3 Áñéèìç�éêïðïßçóç �çò ëïãéêÞò�éá ëüãïõò ïéêïíïìßáò �çò ðáñïõóßáóçò, èá õðïèÝóïõìå ü�é ç ãëþóóá ìáòÝ÷åé ùò ëïãéêÜ óýìâïëá ìüíïí �á ¬, → êáé ∀. Óêïðüò ìáò �þñá åßíáé íáìðïñÝóïõìå íá åêöñÜóïõìå, ìÝóù áñéèìç�éêþí ðñï�Üóåùí, êÜðïéá ðñÜãìá�áðïõ äéá�õðþíïõìå ãéá �çí �õðéêÞ èåùñßá (ó�á ìå�áìáèçìá�éêÜ), üðùò ð.÷.£ìéá áêïëïõèßá �ýðùí åßíáé �õðéêÞ áðüäåéîç ó�çí áñéèìç�éêÞ¤ Þ £ìéá óõãêå-êñéìÝíç èåùñßá åßíáé óõíåðÞò¤. Áõ�ü èá ìðïñïýóå íá ãßíåé áí ïé åêöñÜóåéò�çò ãëþóóáò áðïê�ïýóáí Ýíáí áñéèìü ùò êùäéêü ðïõ èá �éò áí�éðñïóþðåõå,ïðü�å êÜèå äéá�ýðùóç ãéá �á �õðéêÜ áí�éêåßìåíá �çò ãëþóóáò èá ìå�á�ñåðü-�áí óå äéá�ýðùóç ãéá �ïõò áñéèìïýò-êùäéêïýò. Áí äå ïé äéá�õðþóåéò áõ�Ýòìðïñïýóáí íá åêöñáó�ïýí ó�ç ãëþóóá �çò áñéèìç�éêÞò, �ü�å èá ìðïñïýóáìåíá åêöñÜóïõìå �á ìå�áìáèçìá�éêÜ �çò èåùñßáò ìå �ç ãëþóóá �çò �õðéêÞòèåùñßáò, äçëáäÞ, êá�Ü êÜðïéïí �ñüðï, ç �õðéêÞ èåùñßá èá ìðïñïýóå íá ìéëÞ-óåé ãéá �ïí åáõ�ü �çò.Ïñéóìüò 7.10 Áí ⊛ åßíáé Ýíá áðü �á âáóéêÜ óýìâïëá �ïõ áëöáâÞ�ïõ �çòãëþóóáò L, �ü�å ï áñéèìüò óõìâüëïõ �ïõ ⊛, �ïí óõìâïëßæïõìå ìå #⊛(ìåñéêÝò öïñÝò èá ãñÜöïõìå êáé #(⊛), áí áõ�ü êáèéó�Ü óáöÝó�åñç �çí ðá-ñïõóßáóç), ïñßæå�áé ùò:
#xi = 2i, ãéá êÜèå ìå�áâëç�Þ xi �çò ãëþóóáò (i ∈ N),
#s = 1, #+ = 3, #· = 5; # <= 7, #0̄ = 9, #¬ = 11, # →= 13,

#∀ = 15, #(=) = 17, äçëáäÞ �ï # = éóïý�áé ìå 17.Åäþ âëÝðïõìå ü�é Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé üëïõò �ïõò Üñ�éïõò áñéèìïýò ùòáñéèìïýò óõìâüëùí (êùäéêïýò) ãéá �éò ìå�áâëç�Ýò êáé êÜðïéïõò ðåñé��ïýò



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 108(ìÝ÷ñé êáé �ï 17) ãéá �á õðüëïéðá óýìâïëá �çò ãëþóóáò.Ïñéóìüò 7.11 Áí ∗ åßíáé Ýíáò üñïò Þ Ýíáò �ýðïò �çò L ïñßæïõìå �ïí áñéèìüG�odel �ïõ ∗, êáé �ïí óõìâïëßæïõìå ìå p∗q, ìå åðáãùãÞ ùò åîÞò:�éá üñïõò t,Áí t åßíáé ìå�áâëç�Þ Þ óýìâïëï ó�áèåñÜò 0̄, �ü�å ptq = 〈#t〉.Áí t åßíáé ï óýíèå�ïò üñïò f(t1; : : : ; tn), üðïõ f óýìâïëï óõíÜñ�çóçò,�ü�å ptq = 〈#f; pt1q; : : : ; ptnq〉.�éá �ýðïõò �.Áí � åßíáé á�ïìéêüò �ýðïò, äçëáäÞ Ý÷åé ìéá áðü �éò ìïñöÝò t1 = t2 Þt1 < t2, �ü�å p�q = 〈# =; pt1q; pt2q〉 Þ 〈# <; pt1q; pt2q〉, áí�éó�ïß÷ùò.Áí � åßíáé ï ¬ , �ü�å p�q = 〈;#¬; p q〉.Áí � åßíáé ï  1 →  2, �ü�å p�q = 〈#→; p 1q; p 2q〉.Áí � åßíáé ï ∀xi , �ü�å p�q = 〈#∀;#xi; p q〉.Óçìåßùóç 1. Ìå åðáãùãÞ ó�ï ìÞêïò ìéáò Ýêöñáóçò ìðïñïýìå íá áðï-äåßîïõìå ü�é äéáöïñå�éêÝò åêöñÜóåéò Ý÷ïõí äéáöïñå�éêïýò áñéèìïýò G�odel.Äéü�é áò õðïèÝóïõìå ü�é áõ�ü äåí éó÷ýåé. Ôü�å èá õðÜñ÷åé ìéá Ýêöñáóç �1 ìå�ï åëÜ÷éó�ï äõíá�ü ìÞêïò þó�å ãéá êÜðïéá Üëëç Ýêöñáóç �2 6= �1 èá Ý÷ïõìå
p�1q = p�2q. ÁëëÜ �ü�å êáé ïé äýï, ïé p�1q êáé p�2q, ðñÝðåé íá Ý÷ïõí �çíßäéá ìïñöÞ 〈#¬; · · ·〉 Þ 〈#→; · · ·〉 Þ 〈#∀;#xi; · · ·〉.Áò õðïèÝóïõìå �þñá ü�é p�1q = 〈#¬; p q〉 êáé p�2q = 〈#¬; p ′q〉. Ôü�å
p q = p ′q. Áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå  =  ′. Áõ�üüìùò äßíåé �1 = �2, áí�ßöáóç.Óçìåßùóç 2. Äéáéóèç�éêÜ, ìðïñïýìå íá äïýìå ü�é Ý÷ïõìå ìéá áðï�åëå-óìá�éêÞ, áëãïñéèìéêÞ äéáäéêáóßá ãéá íá ðñïóäéïñßæïõìå áí Ýíáò äïèåßò áñéè-ìüò a åßíáé Þ ü÷é áñéèìüò G�odel êáé, áí íáé, ðïéáíÞò Ýêöñáóçò åßíáé áñéèìüòG�odel, äçëáäÞ ðïéá Ýêöñáóç áí�éðñïóùðåýåé áõ�üò ï áñéèìüò. �éá íá �ï äïýìåáõ�ü, áò õðïèÝóïõìå ü�é åßíáé áëçèÝò ãéá üëïõò �ïõò áñéèìïýò b < a. Ôü�ååëÝã÷ïõìå áí seq(a). Áí ü÷é, �ü�å a äåí åßíáé áñéèìüò G�odel. Äéáöïñå�éêÜ èáðñÝðåé a = 〈(a)0; : : : ; (a)n−1〉, üðïõ n = lh(a). Áí n 6= 2 Þ n 6= 3, �ü�å a äåíåßíáé áñéèìüò G�odel. Äéáöïñå�éêÜ èá åëÝãîïõìå áí (a)0 = 1; 3; 5; : : : ; 15; 17.Áí ü÷é, �ü�å äåí åßíáé áñéèìüò G�odel. Áí íáé, �ü�å åëÝã÷ïõìå �á (a)1 êáé
(a)n−1 ãéá íá äïýìå áí åßíáé áñéèìïß G�odel êáé, áí åßíáé, ðïéáíþí åêöñÜóåùíåßíáé áñéèìïß G�odel (áõ�ü ìðïñïýìå íá �ï êÜíïõìå äéü�é (a)1; (a)n−1 < a).Áí T åßíáé ìéá èåùñßá ó�ç ãëþóóá L, �ü�åAxT = {p�q | � åßíáé ìç ëïãéêü áîßùìá �çò T}ThmT = {p�q | T ⊢ �}Ïñéóìüò 7.12 ¸íá óýíïëï A ⊆ N ëÝãå�áé áíáäñïìéêü ⇔ �ï êá�çãüñçìáx ∈ A åßíáé áíáäñïìéêü.Ôï êá�çãüñçìá P (~x) åßíáé áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìï (Þ á.á.) áí õðÜñ÷åéáíáäñïìéêü êá�çãüñçìá R(~x; y) Ý�óé þó�å P (~x)↔ ∃yR(~x; y).A ⊆ N åßíáé á.á. ⇔ x ∈ A åßíáé á.á.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 109Ïñéóìüò 7.13 Ìéá èåùñßá T åßíáé (áíáäñïìéêÜ) áîéùìá�éêÞ áí �ï AxTåßíáé áíáäñïìéêü.Ìéá èåùñßá T åßíáé (áíáäñïìéêÜ) áîéùìá�éêïðïéÞóéìç áí õðÜñ÷åé áîéù-ìá�éêÞ èåùñßá T ′ Ý�óé þó�å ãéá êÜèå �, T ⊢ �⇔ T ′ ⊢ �.Ïñéóìüò 7.14 Ç èåùñßá T åßíáé áðïêñßóéìç áí �ï ThmT åßíáé áíáäñï-ìéêü. Äéáöïñå�éêÜ ç T åßíáé áíáðïêñßóéìç.�áñá�Þñçóç: Áí õðïèÝóïõìå �ç èÝóç �ïõ Chur
h, �ü�å T åßíáé áðïêñßóéìçáí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé ìéá áëãïñéèìéêÞ äéáäéêáóßá áðüöáíóçò ãéá �ï ThmT .Ôá áðï�åëÝóìá�á �ïõ G�odel (êáé Chur
h) �þñá ìðïñïýí íá äéá�õðùèïýíùò åîÞò:1. ÊÜèå óõíåðÞò åðÝê�áóç �çò S0 åßíáé áíáðïêñßóéìç.2. ÊÜèå óõíåðÞò áîéùìá�éêÞ åðÝê�áóç �çò S0 åßíáé ìç ðëÞñçò.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå, äßíïí�áò êá�Üëëçëïõò ïñéóìïýò, ü�é ïñé-óìÝíá áñéèìç�éêÜ êá�çãïñÞìá�á (êáé óõíáñ�Þóåéò) åßíáé áíáäñïìéêÜ. Ôá êá-�çãïñÞìá�á áõ�Ü (êáèþò êáé ïé óõíáñ�Þóåéò) èá áíáöÝñïí�áé, ìÝóù �çò áñéè-ìç�éêïðïßçóçò, ó�ï õðü åîÝ�áóç �õðéêü óýó�çìá, äçëáäÞ èá áíáðáñéó�ïýíáñéèìç�éêÜ êÜðïéåò ìå�áìáèçìá�éêÝò ðñïóåããßóåéò.V ble(a)⇔ Seq(a) ∧ lh(a) = 1 ∧ ∃yy<a((a)0 = 2y)Ç ÷ñÞóç �ïõ öñáãìÝíïõ ∃yy<a åßíáé óùó�Þ äéü�é (a)0 < a. ¢ñá �ï êá-�çãüñçìá V ble åßíáé áíáäñïìéêü. V ble(a) áëçèåýåé áí êáé ìüíïí áí a åßíáéáñéèìüò G�odel ìéáò ìå�áâëç�Þò �çò ãëþóóáò �çò áñéèìç�éêÞò. Èá ëÝìå êáéü�é V ble(a) óçìáßíåé £a åßíáé áñéèìüò G�odel ìéáò ìå�áâëç�Þò �çò ãëþóóáò�çò áñéèìç�éêÞò¤.Term(a) ⇔ a = 〈#0̄〉 áí a = 〈#0̄〉
⇔ Term((a)1) áí a = 〈#s; (a)1〉
⇔ Term((a)1) ∧ Term((a)2);áí a = 〈#+; (a)1; (a)2〉 Þ a = 〈#·; (a)1; (a)2〉
⇔ V ble(a) äéáöïñå�éêÜ:Áõ�ü åßíáé áíáäñïìéêü áðü ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á (ïñéóìüò ìå ðåñé-ð�þóåéò) åðåéäÞ üëá ðïõ âñßóêïí�áé ó�ï äåîéü ìÝñïò �ïõ ïñéóìïý åßíáé áíá-äñïìéêÜ êáé (a)1; (a)2 < a.Term(a) óçìáßíåé ü�é a = ptq ãéá êÜðïéïí üñï t, äçëáäÞ £a åßíáé áñéèìüòG�odel åíüò üñïõ �çò ãëþóóáò¤.Atfor(a) ⇔ Seq(a) ∧ lh(a) = 3 ∧ ((a)0 = #(=) ∨ (a)0 = # <) ∧Term((a)1) ∧ Term((a)2)Atfor(a) óçìáßíåé £a åßíáé áñéèìüò G�odel åíüò á�ïìéêïý �ýðïõ¤. �ñïöá-íþò Atfor(a) åßíáé áíáäñïìéêü.
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⇔ For((a)1) ∧ For((a)2) áí a = 〈#→; (a)1; (a)2〉
⇔ V ble((a)1) ∧ For((a)2) áí a = 〈#∀; (a)1; (a)2〉
⇔ Atfor(a) äéáöïñå�éêÜ:Ôï êá�çãüñçìá For åßíáé áíáäñïìéêü.For(a) óçìáßíåé £a åßíáé áñéèìüò G�odel åíüò �ýðïõ¤.Èá áðïäåßîïõìå ü�é õðÜñ÷åé ìéá áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç Sub(a; b; 
) �Ý-�ïéá þó�å, áí � åßíáé �ýðïò ìå åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ xi êáé t üñïò, �ü�åSub(p�q; pxiq; ptq) = p�(t=xi)q êáé åðéðëÝïí áí t1 åßíáé üñïò ìå åíäå÷üìåíçåìöÜíéóç ìå�áâëç�Þò xi êáé t2 üñïò, �ü�å Sub(pt1q; pxiq; pt2q) = pt1(t2=xi)q.Ï áíáäñïìéêüò ïñéóìüò �ïõ Sub, ìå ðåñéð�þóåéò, åßíáé ï áêüëïõèïò.Sub(a; b; 
) = 
 áí V ble(a) ∧ a = b= 〈(a)0; Sub((a)1; b; 
)〉 áí Seq(a) ∧ lh(a) = 2= 〈(a)0; Sub((a)1; b; 
); Sub((a)2; b; 
)〉 áí Seq(a) ∧ lh(a) = 3 ∧ (a) 6= #∀= 〈(a)0; (a)1; Sub((a)2; b; 
)〉 áí Seq(a)∧ lh(a) = 3∧ (a)0 = #∀∧ (a)1 6= b= a äéáöïñå�éêÜ.Óçìåßùóç ãéá �ïí ïñéóìü ìå áíáöïñÜ ó�éò êá�Ü óåéñÜí ðåñéð�þóåéò �ïõáíù�Ýñù ïñéóìïý. Óå êÜèå ðåñßð�ùóç áíáöÝñïí�áé ïé ìïñöÝò ðïõ êáëýð�åé ïïñéóìüò.2ç ðåñßð�ùóç: a Ý÷åé �ç ìïñöÞ ps(t)q Þ p¬�q.3ç ðåñßð�ùóç: á åßíáé pt1 + t2q Þ pt1 · t2q Þ p�1 → �2q Þ pt1 = t2q Þ

pt1 < t2q.4ç ðåñßð�ùóç: a = p∀xi�q, üðïõ pxiq 6= b.5ç ðåñßð�ùóç: a = p∀xi�q ìå pxiq = b êáé üëåò �éò Üëëåò ðåñéð�þóåéò.Ìå ðáñüìïéï �ñüðï ìðïñïýìå íá äåßîïõìå (Üóêçóç) ü�é õðÜñ÷åé Ýíá áíá-äñïìéêü êá�çãüñçìá Subtl(a; b; 
) �Ý�ïéï þó�åSubtl(p�q; pxiq; ptq) ⇔ xi åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí �.Ôï êá�çãüñçìá Lax(a), ðïõ éó÷ýåé ü�áí a åßíáé ï áñéèìüò G�odel åíüòëïãéêïý áîéþìá�ïò, åßíáé áíáäñïìéêü.Äéü�é Ý÷åé �ïí áêüëïõèï áíáäñïìéêü ïñéóìü.Lax(a) ⇔ A1(a) ∨ A2(a) ∨ A3(a) ∨ A4(a) ∨ A5(a) ∨ Eq1(a) ∨ Eq2(a),üðïõÁ1(a) ⇔ ∃bb<a∃

<a(For(b) ∧ For(
) ∧ a = 〈#→; b; 〈#→; 
; b〉〉)Á1(a) óçìáßíåé £a åßíáé ï áñéèìüò G�odel åíüò ëïãéêïý áîéþìá�ïò A1¤ êáéãéá �á õðüëïéðá i = 2; 3; 4; 5, �ï Ai(a) óçìáßíåé £a åßíáé ï áñéèìüò G�odel åíüòëïãéêïý áîéþìá�ïò Ai¤. �éá �á Eq1(a) êáé Eq2(a), áõ�Ü óçìáßíïõí £a åßíáéï áñéèìüò G�odel åíüò áîéþìá�ïò éóü�ç�áò 1. Þ 2. áí�ßó�ïé÷á (ïñéóìüò 5.12)¤.�éá üëá áõ�Ü (Üóêçóç), ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí áíáäñïìéêïßïñéóìïß.Óå êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá �1; : : : ; �n áðü �ýðïõò, áí�éó�ïé÷ïýìåÝíáí áñéèìü 〈p�1q; : : : ; p�nq〉. Áõ�üò èá åßíáé ï áñéèìüò G�odel �çò áêïëïõèßáò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 111�ñïöáíþò äéáöïñå�éêÝò áêïëïõèßåò èá Ý÷ïõí äéáöïñå�éêïýò áñéèìïýò G�odel.¸ó�ù �þñá ü�é ç èåùñßá T åßíáé áîéùìá�éêÞ (äçëáäÞ AxT åßíáé áíáäñï-ìéêü). Ôü�å ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é �ï êá�çãüñçìáPrfT (a)⇔ õðÜñ÷åé áêïëïõèßá �ýðùí �1; : : : ; �n ç ïðïßá óõãêñï�åß �õðéêÞáðüäåéîç �ïõ �n ó�ç èåùñßá T êáé a = 〈p�1q; : : : ; p�nq〉åßíáé áíáäñïìéêü.Äéü�é Ý÷åé �ïí êÜ�ùèé áíáäñïìéêü ïñéóìü:PrfT (a) ⇔ Seq(a) ∧ lh(a) 6= 0 ∧ ∀ii<lh(a)[AxT ((a)i) ∨ Lax((a)i)
∨∃jj<i∃kk<i(MP ((a)j ; (a)k; (a)i) ∨Gen((a)j ; (a)i))]üðïõMP (a; b; 
) óçìáßíåé ü�é õðÜñ÷ïõí �ýðïé � êáé  þó�å a = p�→  q,b = p�q êáé 
 = p q, äçëáäÞ ü�é �ï 
 åßíáé áñéèìüò G�odel óõìðåñÜóìá�ïòêáíüíá Modus Ponens �ïõ ïðïßïõ ïé õðïèÝóåéò Ý÷ïõí áñéèìïýò G�odel �á a êáéb. Ìðïñïýìå ìå ðáñüìïéï �ñüðï (Üóêçóç) íá áðïäåßîïõìå ü�é �ï êá�çãüñçìááõ�ü åßíáé áíáäñïìéêü.Êáé Gen(a; b) óçìáßíåé ü�é õðÜñ÷ïõí �ýðïò � êáé ìå�áâëç�Þ x þó�å a =

p�q êáé b = p∀x�q, äçëáäÞ ü�é �ï b åßíáé áñéèìüò G�odel óõìðåñÜóìá�ïòêáíüíá ãåíßêåõóçò ìå õðüèåóç ðïõ Ý÷åé áñéèìü G�odel a. Êáé áõ�ü ìå �çóåéñÜ �ïõ (Üóêçóç) ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß áíáäñïìéêü.Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �ï åîÞò êá�çãüñçìáPfT (a; b)⇔ PrfT (b) ∧ a = (b)lh(b)−̇1�ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é £b åßíáé ï áñéèìüò G�odel ìéáò �õðéêÞò áðüäåéîçò ç ïðïßááðïäåéêíýåé Ýíáí �ýðï ìå áñéèü G�odel a¤. �ñïöáíþò, áðü �ïí ïñéóìü, PfTåßíáé áíáäñïìéêü, áí ç èåùñßá T åßíáé áîéùìá�éêÞ.Èåþñçìá 7.15 Áí T åßíáé áîéùìá�éêÞ, �ü�å ThmT åßíáé áíáäñïìéêÜ áñéè-ìÞóéìï.Áðüäåéîç a ∈ ThmT ↔ ∃bPfT (a; b)¢ñá, áðü ðáñáðÜíù �ï ThmT åßíáé á.á. áí ç T åßíáé áîéùìá�éêÞ. �7.4 Ôá èåùñÞìá�á ìç ðëçñü�ç�áò êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áò �ùíG�odel êáé Chur
hÏñéóìüò 7.16 Ïñßæïõìå óõíÜñ�çóç, ìéáò ìå�áâëç�Þò, Num ùò åîÞò:Num(0) = 〈#0̄〉Num(a+ 1) = 〈#s;Num(a)〉�ñïöáíþò Num(a) = pāq êáé ëüãù �ïõ áíáäñïìéêïý ïñéóìïý, ç Num(a)åßíáé áíáäñïìéêÞ.Èåþñçìá 7.17 (Ôï èåþñçìá �ïõ Chur
h) ÊÜèå óõíåðÞò åðÝê�áóç �ïõS0 åßíáé áíáðïêñßóéìç.Áðüäåéîç Áò ó�áèåñïðïéÞóïõìå êÜðïéá ìå�áâëç�Þ �çò L, Ýó�ù �çí x1.¸ó�ù �þñá T ⊇ S0 åßíáé óõíåðÞò. �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é ThmT äåíåßíáé áíáäñïìéêü. ¸ó�ù ü�é �ï êá�çãüñçìá P ïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 112P (a)⇔ ¬ThmT (Sub(a; px1q; Num(a))).Áò õðïèÝóïõìå ü�é ThmT åßíáé áíáäñïìéêü. Ôü�å êáé �ï P åßíáé áíáäñï-ìéêü, ïðü�å �ï P áíáðáñßó�á�áé ó�çí T áðü êÜðïéïí �ýðï �(x1) (ìðïñïýìåíá åðéëÝîïõìå �çí åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ áõ�ïý �ïõ �ýðïõ íá åßíáé ç x1). ¸ó�ù�þñá k = p�(x1)q. Ôü�åP (k) ⇔ ¬ThmT (p�(k̄)q)
⇔ T 0 �(k̄)ÁëëÜ åðåéäÞ ï � áíáðáñéó�Ü �ï P , èá Ý÷ïõìåP (k̄)⇒ T ⊢ �(k̄), êáé
¬P (k̄)⇒ T ⊢ ¬�(k̄).¢ñá ç P (k) äåí ìðïñåß íá éó÷ýåé êáé áí éó÷ýåé ç ¬P (k), �ü�å ç T èá åßíáéáóõíåðÞò (Ü�ïðï).¢ñá �ï ThmT äåí ìðïñåß íá åßíáé áíáäñïìéêü, åê �ïõ ïðïßïõ Ýðå�áé �ïæç�ïýìåíï. �ËÞììá 7.18 ¸íá êá�çãüñçìá P åßíáé áíáäñïìéêü áí êáé ìüíïí áí áìöü-�åñá �á P êáé ¬P åßíáé á.á.Áðüäåéîç �ñïöáíþò êÜèå áíáäñïìéêü êá�çãüñçìá åßíáé êáé á.á. ¢ñá çêá�åýèõíóç áðü áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ åßíáé �å�ñéììÝíç. Áí�éó�ñüöùò, áòõðïèÝóïõìå ü�é P (x) ↔ ∃yQ(y; x) êáé ¬P (x) ↔ ∃yR(y; x), üðïõ Q êáé Råßíáé áíáäñïìéêÜ. Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÞ F (x) = �y(Q(y; x) ∨ R(y; x)). Ïïñéóìüò åßíáé êáëüò äéü�é ãéá êÜèå x õðÜñ÷åé y þó�å íá éó÷ýåé ç äéÜæåõîç.Ôü�å ç P ìðïñåß íá ïñéó�åß ùò P (x) ↔ Q(F (x); x), ïñéóìüò ðñïöáíþò áíá-äñïìéêüò. �Èåþñçìá 7.19 Áí ç èåùñßá T åßíáé áîéùìá�éêÞ êáé ðëÞñçò, �ü�å åßíáéáðïêñßóéìç.Áðüäåéîç ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç T åßíáé óõíåðÞò, äéáöïñå�éêÜ �ï æç�ïýìåíïðñïêýð�åé �å�ñéììÝíá. Áðü 7.18 áñêåß íá áðïäåßîïõìå ü�é ThmT êáé ¬ThmTåßíáé áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìá. ÎÝñïõìå ü�é �ï ThmT åßíáé á.á. åðåéäÞ ç Tåßíáé áîéùìá�éêÞ. �áñá�çñïýìå �þñá ü�é ãéá ïðïéïíäÞðï�å �,
0 �⇔0 �∗ ⇔⊢ ¬�∗,üðïõ �∗ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ � (éó÷ýåé äéü�é T åßíáé ðëÞñçò).Ìðïñïýìå åðßóçò íá ïñßóïõìå (Üóêçóç) ìéá áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç Cl, ìéáòìå�áâëç�Þò, þó�å áí a = p�q �ü�å Cl(a) = p�∗q. Ïðü�å �ü�å ìðïñïýìå íáÝ÷ïõìå
¬ThmT (a)↔ ¬For(a) ∨ ∃yPfT (〈#¬; Cl(a); y〉)áðü �ï ïðïßï ðñïêýð�åé ü�é ¬ThmT åßíáé áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìï êáé Ý�óéÝ÷ïõìå �ï æç�ïýìåíï. �Èåþñçìá 7.20 (�ñþ�ï èåþñçìá ìç ðëçñü�ç�áò �ïõ G�odel) ÊÜèå óõ-íåðÞò áîéùìá�éêÞ åðÝê�áóç �çò S0 åßíáé ìç ðëÞñçò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 113Áðüäåéîç ¢ìåóá áðü �ï 7.17 êáé 7.19. �Óçìåßùóç 1. �ñïöáíþò ó�ï ðáñáðÜíù �ï £áîéùìá�éêÞ¤ ìðïñåß íá áí�éêá-�áó�áèåß ìå �ï £áîéùìá�éêïðïéÞóéìç¤.Óçìåßùóç 2. ÅéäéêÜ ç S0 åßíáé ìç ðëÞñçò (áí âÝâáéá åßíáé óõíåðÞò!).Èåþñçìá 7.21 (ËÞììá �çò áõ�ïáíáöïñÜò) ¸ó�ù �(x) Ýíáò ïðïéïóäÞ-ðï�å �ýðïò ìå ìßá åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ. Ôü�å ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìåìéá ðñü�áóç  �Ý�ïéá þó�åS0 ⊢  ↔ �(p q).Áðüäåéîç ¸ó�ù ç F ïñßæå�áé áðü F (a) = Sub(a; px1q; Num(a)).ÅðåéäÞ ç F åßíáé áíáäñïìéêÞ èá åßíáé êáé áíáðáñáó�Üóéìç ó�çí S0 áðüêÜðïéïí �ýðï Θ(x1; x2). �Üñ�å �þñá �ïí �ýðï ∀x2[Θ(x1; x2)→ �(x2)]. Áõ�üòèá Ý÷åé Ýíáí áñéèìü G�odel, Ýó�ù k. ¸ó�ù �þñá  ç ðñü�áóç ∀x2[Θ(k̄; x2)→�(x2)]. Óçìåéþó�å ü�é F (k) = p q. Ôþñá, åðåéäÞ ï Θ áíáðáñéó�Ü �çí Fó�çí S0, Ý÷ïõìå ü�éS0 ⊢ Θ(k̄; x2)↔ x2 = p q (?)¸÷ïõìå åðßóçò S0;  ⊢ Θ(k̄; p q)→ �(p q), áðü �ïí ïñéóìü �ïõ  .Êá�Ü óõíÝðåéá áðü (?) Ý÷ïõìå ü�é S0;  ⊢ �(p q), ÜñáS0 ⊢  → �(p q) (1)Áí�éó�ñüöùò, áðü (?) S0 ⊢ �(p q)→ ∀x2[Θ(k̄; x2)→ �(x2)], äçëáäÞS0 ⊢ �(p q)→  (2)Ôï áðï�Ýëåóìá Ýðå�áé áðü (1) êáé (2).Ïñéóìüò 7.22 ¸íá êá�çãüñçìá P ⊆ Nn åßíáé áñéèìç�éêü áí õðÜñ÷åé �ýðïò�(x1; : : : ; xn) �Ý�ïéïò þó�å, ãéá êÜèå a1; : : : ; an ∈ NP (a1; : : : ; an)⇔ N |= �(a1; : : : ; an)¸íá óýíïëï A åßíáé áñéèìç�éêü áí �ï êá�çãüñçìá x ∈ A åßíáé áñéèìç-�éêü.Èåþñçìá 7.23 ÊÜèå áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìï (êáé êá�Ü ìåßæïíá ëüãï áíá-äñïìéêü) êá�çãüñçìá P åßíáé áñéèìç�éêü.Áðüäåéîç Âáóßæå�áé ó�ï èåþñçìá �çò áíáðáñáó�áóéìü�ç�áò.ÕðïèÝ�ïõìå ü�é P (~x) ⇔ ∃yR(~x; y), üðïõ R åßíáé áíáäñïìéêü êáé Ýó�ù (~x; y) áíáðáñéó�Ü �ï R ó�çí S0. Ôü�åP (a1; : : : ; an) ⇔ ∃yR(a1; : : : ; an; y)
⇔ R(a1; : : : ; an; b); ãéá êÜðïéï b ∈ N
⇔ S0 ⊢  (a1; : : : ; an; b̄); ãéá êÜðïéï b ∈ N
⇔ N |=  (a1; : : : ; an; b̄); ãéá êÜðïéï b ∈ N
⇔ N |= ∃y(a1; : : : ; an; y):Åßíáé öáíåñü �ü�å ü�é ∃y(~x; y) ïñßæåé �ï P (~x) ó�çí N. ¢ñá P åßíáé áñéè-ìç�éêü. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 114�áñá�Þñçóç 7.24 �åíéêåýïí�áò �ï áíù�Ýñù, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é Ýíáêá�çãüñçìá P (~x) åßíáé áñéèìç�éêü áí êáé ìüíïí áí åßíáé éóïäýíáìï ìå êá�ç-ãüñçìá �çò ìïñöÞò �y1�y2 · · ·�ynR(~x; y1; : : : ; yn), üðïõ R åßíáé áíáäñïìéêüêáé �á � åßíáé åíáëëáóóüìåíåò åìöáíßóåéò ðïóïäåéê�þí ∃ êáé ∀.Èåþñçìá 7.25 (Tarski) Ôï óýíïëï Tr üëùí �ùí áñéèìþí G�odel �ùí ðñï-�Üóåùí ðïõ åßíáé áëçèåßò ó�çí åñìçíåßá N äåí åßíáé áñéèìç�éêü.Áðüäåéîç ¸ó�ù Tr = {p�q | N |= �}. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �ï Tr åßíáéáñéèìç�éêü· äçëáäÞ ãéá êÜðïéïí �ýðï �(x) Ý÷ïõìå Tr = {a | a ∈ N ∧ N |=�(ā)}. Ôü�å, áðü �ï 7.21, õðÜñ÷åé ðñü�áóç  þó�å N |=  ↔ ¬�(p q).Ôü�å
N |=  ⇔ N |= ¬�(p q)
⇔ N 2  áðü �çí éäéü�ç�á �çò � (Ü�ïðï). �Èá åöáñìüóïõìå �þñá �ï 7.21 ãéá íá êá�áóêåõÜóïõìå ìßá óõãêåêñéìÝíçðñü�áóç ç ïðïßá íá åßíáé áíáðïêñßóéìç óå ìéá äåäïìÝíç óõíåðÞ êáé áîéùìá�éêÞåðÝê�áóç T �çò S0, äçëáäÞ ïý�å áõ�Þ ïý�å ç ÜñíçóÞ �çò íá áðïäåéêíýå�áé ó�çíT . �éá ëüãïõò áðëü�ç�áò èá èåùñÞóïõìå ü�é T ⊆ Th(N ) = {� | N |= �}.ÅðåéäÞ ç T åßíáé áîéùìá�éêÞ, �ï PfT åßíáé áíáäñïìéêü êáé Üñá èá áíáðáñß-ó�á�áé ó�çí T áðü Ýíáí �ýðï Θ(x; y). ¸ó�ù �þñá ï �(x) åßíáé ï ∀y¬Θ(x; y).Ôü�å áðü �ï 7.21 ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå ìéá ðñü�áóç  �Ý�ïéá þó�åT ⊢  ↔ ∀y¬Θ(p q; y).�ñü�áóç 7.26 Ç ðñü�áóç  åßíáé áíáðïêñßóéìç ó�çí T , äçëáäÞ ïý�å áõ�Þïý�å ç ÜñíçóÞ �çò áðïäåéêíýå�áé.Áðüäåéîç Äéü�é áíT ⊢  ⇒ T ⊢ ∀y¬Θ(p q; y)

⇒ T ⊢ ¬Θ(p q; ā), ãéá êÜèå a ∈ N
⇒ ¬PfT (p q; a), ãéá êÜèå a ∈ N,
⇒ T 0  (Ü�ïðï).¼óïí áöïñÜ �çí Üñíçóç, áíT ⊢ ¬ ⇒ T ⊢ ∃yΘ(p q; y)
⇒ N |= ∃yΘ(p q; y), åðåéäÞ T ⊆ Th(N )
⇒ N |= Θ(p q; ā), ãéá êÜðïéï a ∈ N
⇒ T 0 ¬Θ(p q; ā), åðåéäÞ T ⊆ Th(N )
⇒ PfT (p q; a), åðåéäÞ Θ áíáðáñéó�Ü �ïí PfT
⇒ T ⊢  (¢�ïðï). ��áñá�Þñçóç 7.27 Ó�çí ðáñáðÜíù áðüäåéîç, ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç, �çíðåñßð�ùóç �çò Üñíçóçò, ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �çí Ýííïéá �çò áëÞèåéáò (áëÞèåéáìéáò ðñü�áóçò ó�çí áñéèìç�éêÞ). Åíþ áí�ßèå�á ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç ÷ñç-óéìïðïéÞóáìå ìüíïí �éò ó�ïé÷åéþäåéò Ýííïéåò �çò �õðéêÞò áðüäåéîçò êáé �çòáíáðáñáó�áóéìü�ç�áò �ùí áíáäñïìéêþí (ìç÷áíéêÜ åðéâåâáéþóéìùí) êá�çãï-ñçìÜ�ùí. Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå ìéá áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò �çò



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 115ðëçñü�ç�áò ðïõ äåí ó�çñßæå�áé ó�çí Ýííïéá �çò áëÞèåéáò êáé åßíáé ó÷åäüí çáñ÷éêÞ áðüäåéîç �ïõ G�odel �ï 1931. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé åëáöñþò áóèåíÝ-ó�åñï êáé ÷ñçóéìïðïéåß ìéá äéáöïñå�éêÞ Ýííïéá óõíÝðåéáò, �çí !-óõíÝðåéá.Ïñéóìüò 7.28 Ç èåùñßá T ó�ç ãëþóóá �çò áñéèìç�éêÞò åßíáé !-óõíåðÞòáíí ãéá êÜèå �ýðï �(x): áí T ⊢ ¬�(n̄) ãéá êÜèå n ∈ N, �ü�å T 0 ∃x�(x).ËÞììá 7.29 Áí ç èåùñßá T åßíáé !-óõíåðÞò, �ü�å åßíáé êáé óõíåðÞò.Áðüäåéîç ¸ó�ù ü�é T åßíáé !-óõíåðÞò. �éá íá äåßîïõìå ü�é T åßíáé óõíå-ðÞò, áñêåß íá âñïýìå Ýíáí �ýðï ðïõ íá ìçí áðïäåéêíýå�áé �õðéêÜ áðü �çí T .¸ó�ù ü�é �(x) åßíáé ï �ýðïò x 6= x. Ôü�å, áðü �á áîéþìá�á �çò éóü�ç�áò,T ⊢ ¬�(n̄) ãéá êÜèå n ∈ N, Üñá T 0 ∃x�(x) (ëüãù !-óõíÝðåéáò). Óõíåðþò çT åßíáé óõíåðÞò.Èåþñçìá 7.30 (1ï èåþñçìá ìç ðëçñü�ç�áò, G�odel 1931) ¸ó�ù T ìéááîéùìá�éêÞ åðÝê�áóç �çò S0. Ôü�å ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå ìéá ðñü-�áóç  Ý�óé þó�å:Áí Ô åßíáé óõíåðÞò, �ü�å Ô 0  .Áí T !-óõíåðÞò, �ü�å Ô 0 ¬ .Áðüäåéîç Êá�áóêåõÜæïõìå �çí ðñü�áóç  üðùò áêñéâþò êáé ó�çí ðåñß-ð�ùóç �çò ðñü�áóçò 7.26. Ôü�å �ï ðñþ�ï ìÝñïò �ïõ èåùñÞìá�ïò �áõ�ßæå�áéìå �ï ðñþ�ï ìÝñïò �ïõ 7.26.�éá �ï äåý�åñï ìÝñïò Ýó�ù T ⊢ ¬ . ¼ðùò êáé ó�çí 7.26, T ⊢ ∃yΘ(p q; y).Ëüãù !-óõíÝðåéáò õðÜñ÷åé öõóéêüò n þó�å T 0 ¬Θ(p q; n̄). Áöïý Þ Ô åßíáéóõíåðÞò (åðåéäÞ åßíáé !-óõíåðÞò) ðñïêýð�åé ü�é Ô 0  , Üñá ãéá êÜèå öõóéêün, ï n äåí åßíáé áñéèìüò G�odel �õðéêÞò áðüäåéîçò �ïõ  áðü �çí T , ïðü�å äåíéó÷ýåé ü�é PfT (p q; n), äçëáäÞ T ⊢ ¬Θ(p q; n̄), ãéá êÜèå n, ïðü�å ðñïêýð�åéáí�ßöáóç. �Ôï 2ï èåþñçìá ìç ðëçñü�ç�áò �ïõ G�odelÁò èåùñÞóïõìå �þñá �ï �õðéêü óýó�çìá S, äçëáäÞ �ï óýó�çìá �çò áñéè-ìç�éêÞò �ïõ Peano. �éá �ï óýó�çìá S, üðùò áêñéâþò ãéá �ï ïðïéïäÞðï�åóýó�çìá T ó�çí ðñü�áóç 7.26, ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå ìéá ðñü�áóç þó�å S ⊢  ↔ ∀y¬Θ(p q; y), üðïõ �þñá ï Θ(x; y) åßíáé ï �ýðïò ðïõáíáðáñéó�Ü �ï PfS ó�çí S. ¸íá ìÝñïò �ïõ 1ïõ èåùñÞìá�ïò ìç ðëçñü�ç�áòäéá�õðþíå�áé ùò åîÞò:£Áí S åßíáé óõíåðÞò èåùñßá �ü�å S 0  ¤ (?)Ç (?) åßíáé ìéá ìå�áìáèçìá�éêÞ ðñü�áóç, äçëáäÞ ìéá ðñü�áóç ðïõ áíá-öÝñå�áé ó�ï óýó�çìá ðïõ �õðïðïéåß �ç ìáèçìá�éêÞ èåùñßá �çò áñéèìç�éêÞò.Ìðïñåß íá ìå�áöñáó�åß óå ìéá ðñü�áóç (??) ó�ç ãëþóóá L �çò �õðéêÞò áñéè-ìç�éêÞò.
∀y¬Θ(p0̄ = 1̄q; y)→ ∀y¬Θ(p q; y) (??)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 116üðïõ ç ðñü�áóç ∀y¬Θ(p0̄ = 1̄q; y) ìáò ëÝåé ü�é ó�çí S �ï 0̄ = 1̄ äåí áðï-äåéêíýå�áé, äçëáäÞ åêöñÜæåé �ç óõíÝðåéá �çò S êáé óõìâïëßæå�áé óõíÞèùò ìåConS.Áí �þñá ìå�áöÝñïõìå, ìÝóù �çò êá�Üëëçëçò �õðïðïßçóçò, �á ìå�áìáèçìá-�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�çí áðüäåéîç �ïõ 1ïõ èåùñÞìá�ïòìç-ðëçñü�ç�áò, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é ç áñéèìç�éêÞ S (ç ïðïßá Ý÷åéüëåò �éò áðïäåéê�éêÝò éêáíü�ç�åò ãéá íá �ï åðé�ý÷åé) ìðïñåß íá áðïäåßîåé �çíðñü�áóç (??), äçëáäÞ Ý÷ïõìåS ⊢ ConS ↔ ∀y¬Θ(p q; y).Ùò Üìåóç óõíÝðåéá Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï èåþñçìá.Èåþñçìá 7.31 (2ï èåþñçìá ìç ðëçñü�ç�áò �ïõ G�odel) Áí ç S åßíáéóõíåðÞò, �ü�å S 0 ConS.Áðüäåéîç Áí S ⊢ ConS, �ü�å åðåéäÞ S ⊢ (??) ðáßñíïõìå ü�é S ⊢ ∀y¬Θ(p q; y).Áðü �çí êá�áóêåõÞ �çò ðñü�áóçò  , Ý÷ïõìå ü�é S ⊢  ↔ ∀y¬Θ(p q; y), �ïïðïßï ìáò äßíåé S ⊢  . ÁëëÜ áõ�ü åßíáé áäýíá�ï, áí ç S åßíáé óõíåðÞò,ðñÜãìá ðïõ áðïäåéêíýå�áé ìå �á ßäéá åðé÷åéñÞìá�á ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�ï1ï èåþñçìá ìç ðëçñü�ç�áò. ��áñá�Þñçóç 7.32 Ôï èåþñçìá 7.31 ëÝåé ü�é åßíáé áäýíá�ï íá áðïäåßîïõìå�ç óõíÝðåéá �çò áñéèìç�éêÞò (áêñéâÝó�åñá �ïõ �õðéêïý óõó�Þìá�ïò �çò áñéè-ìç�éêÞò) ìå ìåèüäïõò êáé áñ÷Ýò ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá áíáð�õ÷èïýí êáé íááðïäåé÷èïýí ó�çí áñéèìç�éêÞ.Ôï èåþñçìá áõ�ü éó÷ýåé êáé ãéá êÜèå åýëïãç èåùñßá ðïõ åðåê�åßíåé �çíáñéèìç�éêÞ. �éï óõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé ãéá êÜèå èåùñßá T ãéá �çí ïðïßá:á1. ÕðÜ÷åé Ýíáò áíáäñïìéêüò ìïíïìïñöéóìüò áðü �ïõò �ýðïõò �çò LNó�ïõò �ýðïõò �çò LT (ï ïðïßïò áí�éó�ïé÷ßæåé �ïí � ó�ïí �+) Ý�óé þó�åS ⊢ � óõíåðÜãå�áé S ⊢ �+.á2. ÅðéðëÝïí, ç T åßíáé áîéùìá�éêÞ.Ôï 2ï èåþñçìá ìç ðëçñü�ç�áò Ýäùóå �Ýëïò ó�çí ðñïóðÜèåéá íá áðïäåé-÷èåß ç óõíÝðåéá �ùí èåùñéþí ìå ìåèüäïõò ðñáãìá�éêþí ìáèçìá�éêþí. Áðï-äåß÷èçêå Ý�óé ü�é �ï ðñüãñáììá �ïõ Hilbert äåí åßíáé ðñáãìá�ïðïéÞóéìï (äåòêáé �çí åéóáãùãÞ).



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 1177.5 ÁóêÞóåéò1. Íá ïñéó�ïýí áíáäñïìéêÜ êá�çãïñÞìá�á êáé óõíáñ�Þóåéò ðïõ íá éêáíï-ðïéïýí �éò áêüëïõèåò éäéü�ç�åò (Gn óçìáßíåé £áñéèìüò G�odel¤ êáé p∗q åßíáé ïáñéèìüò G�odel �ïõ *):V ble(a) ↔ a åßíáé Gn ìéáò ìå�áâëç�Þò �çò ãëþóóáòTerm(a) ↔ a åßíáé Gn åíüò üñïõ �çò ãëþóóáòAtfor(a) ↔ a åßíáé Gn åíüò á�ïìéêïý �ýðïõFor(a) ↔ a åßíáé Gn åíüò �ýðïõSub(a; b; 
) þó�å íá éó÷ýåé Sub(p�q; pxiq; ptq) = p�(t=xi)q êáéSub(pt1q; pxiq; pt2q) = pt1(t2=xi)q= ï üñïò ðïõ ðñïêýð�åé ü�áí üëåò ïéåìöáíßóåéò �çò xi ó�ï t1 áí�éêá�áó�áèïýí áðü �ïí t2.Subtl(a; b; 
) þó�å íá éó÷ýåéSubtl(p�q; pxiq; ptq) ↔ xi åßíáé áí�éêá�áó�Üóéìç áðü �ïí t ó�ïí �.Fr(a; b) þó�å íá éó÷ýåéFr(p�q; pxiq)↔ xi ∈ FV (�).Ôá áíáäñïìéêÜ êá�çãïñÞìá�á AxA1
AxA2

AxA3
AxA4

AxA5
þó�å íáéó÷ýåéAxAi(a) ↔ a åßíáé Gn ëïãéêïý áîéþìá�ïò Ai; (i = 1; 2; 3; 4; 5), êáéLax(a) ↔ a åßíáé Gn ëïãéêïý áîéþìá�ïò.ÁíáäñïìéêÜ êá�çãïñÞìá�á MP (a; b; 
) êáé Gen(a; b) þó�åMP (p�q; p q; p�q) ↔ � åßíáé �ï óõìðÝñáóìá êáíüíá MP �ïõ ïðïßïõ ïéõðïèÝóåéò åßíáé ïé � êáé  .Gen(p�q; p q) ↔  åßíáé �ï óõìðÝñáóìá êáíüíá Gen �ïõ ïðïßïõ ç õðü-èåóç åßíáé ï � (äçëáäÞ  åßíáé �çò ìïñöÞò ∀xi�).Cl(a) óõíÜñ�çóç þó�åCl(p�q) = p�∗q, üðïõ �∗ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ � (ïñßó�å ìéáÝííïéá ìïíáäéêÞò êáèïëéêÞò êëåéó�ü�ç�áò).2. ¸ó�ù L ç ãëþóóá �çò áñéèìç�éêÞò êáé x ìéá ìå�áâëç�Þ �çò ãëþóóáò.¸ó�ù W �ï äéìåëÝò (áíáäñïìéêü) êá�çãüñçìáW (u; y) éó÷ýåé áíí u = p�(x)q (ãéá êÜðïéïí �ýðï �(x) �çò L) êáé y åßíáéáñéèìüò G�odel ìéáò �õðéêÞò áðüäåéîçò �ïõ �(u) ó�çí S0.¸ó�ùW(x; y) ï �ýðïò ðïõ áíáðáñéó�Ü �ïW ó�çí áñéèìç�éêÞ S0. ÈåùñÞ-ó�å �çí ðñü�áóç G ≡ ∀y¬W(m; y) ìå m = p∀y¬W(x; y)q. �ü�å �ï W (m; k)åßíáé áëçèÝò; ×ñçóéìïðïéÞó�å �ï ãéá íá áðïäåßîå�å, ìå áðáãùãÞ ó�ï Ü�ïðï,ü�é S0 0 G. ÓõìðåñÜíá�å ü�é ∀n ∈ N, S0 ⊢ ¬W(m;n).×ñçóéìïðïéÞó�å �ï ∃z∀y(¬W(m; z) → ¬W(m; y)) ãéá íá áðïäåßî�å ü�éõðÜñ÷åé ðñü�áóç ∃z∀y  (z; y), ðïõ áðïäåéêíýå�áé ó�çí Áñéèìç�éêÞ �ïõ Peano(S), áëëÜ ãéá êáíÝíá n ∈ N äåí õðÜñ÷åé áðüäåéîç �çò ∀y  (n; y) ó�çí S.3. ÈåùñÞó�å ãíùó�ü ü�é Ýíá ìïíïèÝóéï áñéèìç�éêü êá�çãüñçìá åßíáé áíá-äñïìéêÜ áñéèìÞóéìï áí êáé ìüíïí áí åßíáé �ï ðåäßï �éìþí ìéáò áíáäñïìéêÞòóõíÜñ�çóçò. Ôü�å



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 118A1. Ïñßó�å áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç g, äýï ìå�áâëç�þí, þó�å íá éó÷ýåé ü�ég(n; p�q) = p� ∨ · · · ∨ �q üðïõ n ∈ N êáé ç äéÜæåõîç � ∨ · · · ∨ �÷ñçóéìïðïéåß n öïñÝò �ï óýìâïëï �çò äéÜæåõîçò ∨.A2. Áðïäåßî�å ü�é áí �ï óýíïëïAxT = {e0; e1; : : : ; en; : : :}, (n ∈ N) ðåñéÝ÷åé�ïõò áñéèìïýò G�odel üëùí �ùí ìç ëïãéêþí áîéùìÜ�ùí ìéáò èåùñßáò T�ü�å ç èåùñßá T ′ ìå áí�ßó�ïé÷ï óýíïëï AxT ′ = {g(n; en) | n ∈ N}åßíáé éóïäýíáìç ìå �çí T ′ (éóïäýíáìç óçìáßíåé ü�é Ý÷åé �ï ßäéï óýíïëïèåùñçìÜ�ùí ìå �çí T ).A3. ×ñçóéìïðïéþí�áò �á ðáñáðÜíù áðïäåßî�å ü�é, áí ç èåùñßá T Ý÷åé ÝíááíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìï óýíïëï áîéùìÜ�ùí, �ü�å õðÜñ÷åé ìéá éóïäýíáìçèåùñßá T ′ ìå óýíïëï áîéùìÜ�ùí ðïõ åßíáé áíáäñïìéêü.Âéâëéïãñáößá êåöáëáßïõ 7Å2, Å3, Î1, Î2, Î5, Î6, Î7, Î8, Î9.(Ïé áíáöïñÝò ðáñáðÝìðïõí ó�ç âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ âéâëßïõ)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 1198 Óõó�Þìá�á GentzenÔá �õðéêÜ áðïäåéê�éêÜ óõó�Þìá�á ðïõ áíáð�ýîáìå åßíáé ãíùó�Ü ùò áðïäåé-ê�éêÜ óõó�Þìá�á �ýðïõ Hilbert. Ï áñ÷éêüò óêïðüò �çò äçìéïõñãßáò �ïõòÞ�áí íá äåé÷èåß ü�é ç êáèçìåñéíÞ ìáèçìá�éêÞ äéáäéêáóßá ìðïñåß íá �õðïðïéç-èåß êáé íá êáëýøåé, êá�' áñ÷Þí, �ï óýíïëï �çò ìáèçìá�éêÞò óõëëïãéó�éêÞò·ðñÜãìá ðïõ Ýãéíå öáíåñü ìå �ï èåþñçìá �çò ðëçñü�ç�áò. Äåí õðåéóÝñ÷ïí�áíüìùò ó�ï ðþò, ìå ðïéüí �ñüðï Þ ìïñöÞ, áðïäåéêíýïí�áé ïé ìáèçìá�éêÝò ðñï-�Üóåéò. Åêåßíï ðïõ âáóéêÜ �á áðáó÷ïëïýóå Þ�áí ç Ýê�áóç (�ï óýíïëï) �ùíðñï�Üóåùí ðïõ ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí.Ï ðñþ�ïò ðïõ åíäéáöÝñèçêå êáé ãéá �çí �õðïðïßçóç �ïõ �ñüðïõ ìå �ïíïðïßï áðïäåéêíýïí�áé ïé ðñï�Üóåéò Þ�áí ï Gentzen. Áñ÷éêÜ äçìéïýñãçóå �ïóýó�çìá �çò öõóéêÞò áðáãùãÞò êáé ó�ç óõíÝ÷åéá �ï óýó�çìá �ùí áêïëïõ-èç�éêþí. Êáé �á äýï åßíáé ðïëý óçìáí�éêÜ ãéá �çí áíÜð�õîç �çò ëïãéêÞò,ãéá�ß åðÝ�ñåøáí �ç äïìéêÞ ìåëÝ�ç �ùí áðïäåßîåùí êáé áðïêÜëõøáí åðßóçòáíáðÜí�å÷åò õðïëïãéó�éêÝò ðëåõñÝò êñõììÝíåò ó�éò ìáèçìá�éêÝò áðïäåßîåéò.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá êÜíïõìå ìéá åéóáãùãéêÞ ìåëÝ�ç ó�ï óýó�çìá �ùí áêï-ëïõèç�éêþí �ïõ Gentzen êáé ó�ï óõããåíÝò óýó�çìá �ùí Tableaux �ïõ Beth.Åßíáé äýï óõó�Þìá�á �á ïðïßá èåùñïýí�áé ðïëý óçìáí�éêÜ ãéá �éò åöáñìïãÝò�çò ëïãéêÞò ó�çí ðëçñïöïñéêÞ, åíäéáöÝñïõí áíèñþðïõò ðïõ áó÷ïëïýí�áé ìå�ç äïìéêÞ ó÷Ýóç ìå�áîý �ùí äýï áõ�þí åðéó�çìþí êáé èåùñïýí�áé áíáãêáßïèåùñç�éêü õðüó�ñùìá ãé' áõ�Þí �ç ìåëÝ�ç. ÅðåéäÞ äå �á óõó�Þìá�á áõ�Ü åßíáéåê�áóéáêÜ éóïäýíáìá ìå �á áí�ßó�ïé÷á �ýðïõ Hilbert, ïé áðïäåßîåéò ðëçñü-�ç�áò áõ�þí �ùí óõó�çìÜ�ùí èá åßíáé áðïäåßîåéò ðëçñü�ç�áò, äéáöïñå�éêÝòêáé åíäéáöÝñïõóåò, ãéá �á �õðéêÜ óõó�Þìá�á åí ãÝíåé. Áõ�ü éó÷ýåé êáé ãéáêÜðïéá Üëëá áðï�åëÝóìá�á, üðùò ð.÷. ç åýñåóç �çò éóïäýíáìçò óõæåõê�éêÞòÞ äéáæåõê�éêÞò êáíïíéêÞò ìïñöÞò.8.1 Ôï óýó�çìá Gentzen ãéá �ïí ðñï�áóéáêü ëïãéóìüÏñéóìüò 8.1 Áêïëïõèç�éêü êáëåß�áé êÜèå äõÜäá 〈Γ;∆〉, üðïõ Γ êáé ∆åßíáé ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò ðñï�áóéáêþí �ýðùí. Γ = 〈�1; : : : ; �m〉 êáé
∆ = 〈 1; : : : ;  n〉.Ôç äõÜäá 〈Γ;∆〉 èá �ç óõìâïëßæïõìå ìå Γ ⊢ ∆. Åðßóçò áí�ß ãéá 〈�1; : : : ; �n〉èá ãñÜöïõìå áðëþò �1; : : : ; �n. ¸�óé ëïéðüí ç äõÜäá Γ ⊢ ∆, äçëáäÞ �ï áêï-ëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆, ãñÜöå�áé êáé óáí �1; : : : ; �m ⊢  1; : : : ;  n. Óçìåéù�Ýïí ü�éìðïñåß ç Γ Þ ç ∆ (Þ êáé ïé äýï) íá åßíáé êåíÝò áêïëïõèßåò. Áí�ßó�ïé÷á m = 0Þ n = 0. ¸�óé ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå áêïëïõèç�éêÜ ⊢ ∆ (ü�áí Γ êåíÞ), Γ ⊢(ü�áí ∆ êåíÞ) êáé ⊢ (áí�éöá�éêü áêïëïõèç�éêü).Ïñéóìüò 8.2 ËÝìå ü�é ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V åðáëçèåýåé �ï áêïëïõèç-�éêü Γ ⊢ ∆ ü�áí V ((�1∧�2∧ : : :∧�m)→ ( 1∨ 2∨ : : :∨ n)) = T. ÄçëáäÞV åðáëçèåýåé �ï Γ ⊢ ∆ ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ü�áí �ï V (�) = T ãéá üëá �á� ∈ Γ �ü�å õðÜñ÷åé  ∈ ∆ þó�å V ( ) = T. Áí ç V äåí åðáëçèåýåé �ï Γ ⊢ ∆



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 120�ü�å ëÝìå ü�é ç V äéáøåýäåé �ï Γ ⊢ ∆. ÄçëáäÞ ç V äéáøåýäåé �ï Γ ⊢ ∆ü�áí ãéá êÜèå � ∈ Γ Ý÷ïõìå ü�é V (�) = T êáé ãéá êÜèå  ∈ ∆ Ý÷ïõìå ü�éV ( ) = F.Ïñéóìüò 8.3 Ôï Γ ⊢ ∆ ëÝãå�áé Ýãêõñï ü�áí êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò �ïåðáëçèåýåé.Åßíáé öáíåñü ü�é áí � �ýðïò �ü�å Γ ⊢ � åßíáé Ýãêõñï áí êáé ìüíïí áí
Γ |= �. ¢ñá ⊢ � åßíáé Ýãêõñï ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ï � åßíáé �áõ�ïëïãßá.Åðßóçò éó÷ýïõí:
• Γ ⊢ åßíáé Ýãêõñï ⇔ �éá êÜèå áðïíïìÞ V , Ý÷ù V (�) = F, ãéá êÜðïéï� ∈ Γ.
• Äåí õðÜñ÷åé áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ íá åðáëçèåýåé �ï ⊢.Èá ðñïóðáèÞóïõìå íá âñïýìå Ýíáí óõó�çìá�éêü �ñüðï ãéá íá óõìðåñáß-íïõìå áí Ýíá áêïëïõèç�éêü åßíáé Ýãêõñï Þ ü÷é. Áò õðïèÝóïõìå, ãéá ðáñÜ-äåéãìá, ü�é Ý÷ïõìå �ï áêïëïõèç�éêü (A→ B) ⊢ (¬B → ¬A), üðïõ A êáé Bðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò. Ìßá éäÝá, ãéá íá åîå�Üóïõìå ü�é �ï áêïëïõèç�éêüåßíáé Ýãêõñï, åßíáé íá åîå�Üóïõìå üëïõò �ïõò äõíá�ïýò �ñüðïõò äéÜøåõóÞò�ïõ. Áí áðï�ý÷ïõìå, áõ�ü èá óçìáßíåé ü�é �ï áêïëïõèç�éêü åßíáé Ýãêõñï. ÁòõðïèÝóïõìå ëïéðüí ü�é Ý÷ïõìå äéáøåýóåé �ï A → B ⊢ ¬B → ¬A. ÁëëÜ ìßáäéÜøåõóç �ïõ A → B ⊢ ¬B → ¬A óçìáßíåé ìßá åðáëÞèåõóç �ïõ A → B êáéìßá äéÜøåõóç �ïõ ¬B → ¬A. Óõãêåí�ñþíïí�áò �çí ðñïóï÷Þ ìáò ó�ï A→ Báõ�ü óçìáßíåé åß�å ìßá åðáëÞèåõóç �ïõ B êáé ìßá äéÜøåõóç �ïõ ¬B → ¬Aåß�å ìßá äéÜøåõóç �ïõ A êáé ìßá äéÜøåõóç �ïõ ¬B → ¬A. Áõ�ü ìå �ç óåéñÜ�ïõ óçìáßíåé ü�é Ýíá áðü �á áêïëïõèç�éêÜ B ⊢ ¬B → ¬A êáé ⊢ A;¬B → ¬AðñÝðåé íá äéáøåýäå�áé. Áõ�ü ìðïñïýìå íá �ï ãñÜøïõìå ùò åîÞò:

⊢ A;¬B → ¬A B ⊢ ¬B → ¬AA→ B ⊢ ¬B → ¬A :Ç ìïñöÞ åßíáé ç ìïñöÞ åíüò êáíüíá üðïõ �ï A → B ⊢ ¬B → ¬A åßíáé �ïóõìðÝñáóìá êáé �á ⊢ A;¬B → ¬A, B ⊢ ¬B → ¬A åßíáé ïé õðïèÝóåéò. Çõðüèåóç ü�é �ï óõìðÝñáóìá äéáøåýäå�áé ïäÞãçóå ó�ï ü�é ìßá �ïõëÜ÷éó�ïíáðü �éò õðïèÝóåéò ðñÝðåé íá äéáøåýäå�áé. Áí óõíå÷ßóïõìå áõ�üí �ï äñüìï �çòõðïèå�éêÞò äéÜøåõóçò �ùí £óõìðåñáóìÜ�ùí¤ êáé �çò åýñåóçò �ùí áêïëïõèç�é-êþí ðïõ £ðñÝðåé¤ íá äéáøåýäïí�áé óýìöùíá ìå áõ�Þí �çí õðïèå�éêÞ äéÜøåõóçïäçãïýìáó�å óå áõ�ü ðïõ õðü ìïñöÞ äÝí�ñïõ ìðïñåß íá ðáñáó�áèåß ùò åîÞò:
¬B;A ⊢ A
¬B ⊢ A;¬A
⊢ A;¬B → ¬A B ⊢ B;¬A

¬B;B ⊢ ¬AB ⊢ ¬B → ¬A (ìßá ðñÝðåé íá äéáøåýäå�áé)A→ B ⊢ ¬B → ¬A (Ýó�ù ü�é äéáøåýäå�áé)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 121Áõ�ü óçìáßíåé ü�é áêïëïõèþí�áò üëïõò �ïõò äõíá�ïýò äñüìïõò ó�ïõò ïðïßïõòïäçãåß ç äéÜøåõóç �ïõ A→ B ⊢ ¬B → ¬A ïäçãïýìáó�å ó�ï ü�é �á ¬B;A ⊢A Þ �ï B ⊢ B;¬A ðñÝðåé íá äéáøåýäïí�áé. �ñÜãìá áäýíá�ï êáé ãéá �á äýï.¢ñá �ï A → B ⊢ ¬B → ¬A åßíáé Ýãêõñï· ç áíù�Ýñù êá�áóêåõÞ ìðïñåß íáèåùñçèåß áðüäåéîç áõ�ïý �ïõ ãåãïíü�ïò.Ïñéóìüò 8.4 Ôï óýó�çìá Gentzen G. Ôá óýìâïëá Γ, ∆, E èá ÷ñçóé-ìïðïéçèïýí ãéá íá óõìâïëßæïõí ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò (ðéèáíþò êåíÝò)ðñï�áóéáêþí �ýðùí, êáé �á �,  ãéá íá óõìâïëßæïõí ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò.Áîéþìá�á: Áîßùìá åßíáé êÜèå áêïëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆ ãéá �ï ïðïßï õðÜñ÷åé �þó�å � ∈ Γ êáé � ∈ ∆, äçëáäÞ ïé Γ êáé ∆ ðåñéÝ÷ïõí êïéíü ðñï�áóéáêü �ýðï.Ïé Êáíüíåò ÁðáãùãÞò �ïõ ëïãéóìïý �ùí áêïëïõèç�éêþí åßíáé ïé åîÞò:
Γ; �;  ;∆ ⊢ E

(∧ : á)
Γ; � ∧  ;∆ ⊢ E Γ ⊢ ∆; �; E Γ ⊢ ∆;  ;E

(∧ : ä)
Γ ⊢ ∆; � ∧  ;E

Γ; �;∆ ⊢ E Γ;  ;∆ ⊢ E
(∨ : á)

Γ; � ∨  ;∆ ⊢ E Γ ⊢ ∆; �;  ;E
(∨ : ä)

Γ ⊢ ∆; � ∨  ;E
Γ;∆ ⊢ �;E  ;Γ;∆ ⊢ E

(→: á)
Γ; �→  ;∆ ⊢ E �;Γ ⊢  ;∆; E

(→: ä)
Γ ⊢ ∆; �→  ;E

Γ;∆ ⊢ �;E
(¬ : á)

Γ;¬�;∆ ⊢ E �;Γ ⊢ ∆; E
(¬ : ä)

Γ ⊢ ∆;¬�;E¼ðïõ ∧:á óçìáßíåé ∧: áñéó�åñü, ∧:ä óçìáßíåé ∧: äåîéü êëð. ¼ðùò âëÝ-ðïõìå ïé êáíüíåò ÷ùñßæïí�áé óå äýï êá�çãïñßåò, ó�ïõò áñéó�åñïýò êáé ó�ïõòäåîéïýò êáíüíåò, áíÜëïãá ìå �ï áí ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò ó�ïí ïðïßï åöáñìü-æïí�áé âñßóêå�áé ó�ï áñéó�åñü Þ ó�ï äåîéü ìÝñïò �ïõ áêïëïõèç�éêïý.ÊÜèå êáíüíáò áðï�åëåß�áé áðü �ï Üíù êáé �ï êÜ�ù ìÝñïò. Ôï áêïëïõèç-�éêü ðïõ âñßóêå�áé ó�ï êÜ�ù ìÝñïò ïíïìÜæå�áé óõìðÝñáóìá, åíþ �ï Ýíá Þ �áäýï áêïëïõèç�éêÜ (áíÜëïãá ìå �ïí êáíüíá) ðïõ âñßóêïí�áé ó�ï Üíù ìÝñïòïíïìÜæïí�áé õðïèÝóåéò. Óå êÜèå êáíüíá ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò ó�ïí ïðïßïåöáñìüæå�áé ï êáíüíáò ïíïìÜæå�áé êýñéïò �ýðïò.�.÷. ó�ïí ∨: áñéó�åñü êáíüíá, �ï Γ; � ∨  ;∆ ⊢ E åßíáé �ï óõìðÝñáóìá,�á Γ; �;∆ ⊢ E êáé Γ;  ;∆ ⊢ E åßíáé ïé õðïèÝóåéò êáé ï � ∨  åßíáé ï êýñéïòðñï�áóéáêüò �ýðïò. Ó�ïí ∨: äåîéü �ï Γ ⊢ ∆; �;  ;E åßíáé ç (ìïíáäéêÞ)õðüèåóç.Ïñéóìüò 8.5 Áí �, � , � óõìâïëßæïõí áêïëïõèç�éêÜ, �ü�å ïé êáíüíåò Ý÷ïõí�çí áêüëïõèç ìïñöÞ:A1. Áí ï êáíüíáò Ý÷åé äýï õðïèÝóåéò, Ý÷åé �ç ìïñöÞ � �� üðïõ âÝâáéá �á�, �, õ èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõí �éò ðñÝðïõóåò ìïñöÝò êáíüíá äýï õðïèÝóåùí�ïõ ïñéóìïý 8.4.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 122A2. Áí ï êáíüíáò Ý÷åé ìßá õðüèåóç, Ý÷åé �ç ìïñöÞ �� üðïõ �, � Ý÷ïõí �çíðñÝðïõóá ìïñöÞ êáíüíá ìéáò õðüèåóçò.¸÷ïí�áò õðüøç ìáò áõ�Ü, äßíïõìå �ïí åðáãùãéêü ïñéóìü �ïõ �é åßíáé áðü-äåéîç Π �ïõ áêïëïõèç�éêïý � ùò åîÞò:A1. ÊÜèå áîßùìá � åßíáé áðüäåéîç �ïõ áêïëïõèç�éêïý �.A2. Áí Π åßíáé áðüäåéîç �ïõ áêïëïõèç�éêïý � êáé �� åßíáé êáíüíáò, �ü�å Π�åßíáé áðüäåéîç �ïõ áêïëïõèç�éêïý �.A3. Áí Π1 åßíáé áðüäåéîç �ïõ � êáé Π2 áðüäåéîç �ïõ � êáé � �� åßíáéêáíüíáò áðáãùãÞò, �ü�å Π1 Π2� åßíáé áðüäåéîç �ïõ áêïëïõèç�éêïý �.�.÷. �ï êÜ�ùèé äÝí�ñï
¬ ; � ⊢ �
¬ ⊢ ¬�; �

⊢ �; (¬ → ¬�)

 ⊢  ;¬�
¬ ; ⊢ ¬� ⊢ (¬ → ¬�)

(�→  ) ⊢ (¬ → ¬�)

⊢ (�→  )→ (¬ → ¬�)åßíáé ìéá áðüäåéîç �ïõ áêïëïõèç�éêïý ⊢ (�→  )→ (¬ → ¬�).ÂëÝðïõìå ü�é êÜèå áðüäåéîç Π åßíáé Ýíá äÝí�ñï ó�ï ïðïßï ç ñßæá �ïõäÝí�ñïõ åßíáé �ï áêïëïõèç�éêü � �ïõ ïðïßïõ ç Π åßíáé ç áðüäåéîç, �á £öýëëá¤�ïõ äÝí�ñïõ åßíáé áîéþìá�á êáé ïé äéáêëáäþóåéò �ïõ äÝí�ñïõ áí�éó�ïé÷ïýí óååöáñìïãÝò êÜðïéùí êáíüíùí áðáãùãÞò.Ïñéóìüò 8.6 Áí ó�ïí ïñéóìü �çò Ýííïéáò �çò áðüäåéîçò 8.5 äåí áðáé�Þ-óïõìå ãéá �á öýëëá �ïõ äÝí�ñïõ �çò áðüäåéîçò íá åßíáé áîéþìá�á, �ü�å ðáßñ-íïõìå �çí Ýííïéá �ïõ áðáãùãéêïý äÝí�ñïõ. Ôï áðáãùãéêü äÝí�ñï ïñßæå�áéìå �ïí ßäéï áêñéâþò åðáãùãéêü ïñéóìü, üðùò êáé ç áðüäåéîç, åê�üò �çòóõíèÞêçò 1, ðïõ �þñá äéáâÜæå�áé ùò åîÞò:A1. ÊÜèå áêïëïõèç�éêü � åßíáé Ýíá áðáãùãéêü äÝí�ñï �ïõ �.Ôá 2 êáé 3 åßíáé �á ßäéá, üðùò êáé ó�ïí 8.5, üðïõ üìùò Ý÷ïõìå áí�éêá�áó�Þ-óåé �ç ëÝîç áðüäåéîç ìå �ç ëÝîç áðáãùãéêü äÝí�ñï.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 123Åßíáé öáíåñü ü�é êÜèå áðáãùãéêü äÝí�ñï ðïõ �á öýëëá �ïõ åßíáé áîéþìá�áåßíáé áðüäåéîç.�.÷. �ï êÜ�ùèé äÝí�ñï åßíáé áðáãùãéêü äÝí�ñï.B ⊢ A
⊢ B → A A ⊢ BA;¬B ⊢

¬B ⊢ ¬A
⊢ ¬B → ¬A

⊢ (B → A) ∧ (¬B → ¬A)ËÞììá 8.7 �éá êáèÝíá áðü �ïõò êáíüíåò áðáãùãÞò �ïý ïñéóìïý 8.4, éó÷ýåé:Ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V äéáøåýäåé �ï óõìðÝñáóìá åíüò êáíüíá áí êáé ìü-íïí áí ç V äéáøåýäåé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá áðü �éò õðïèÝóåéò �ïõ.ÉóïäõíÜìùò:Ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V åðáëçèåýåé �ï óõìðÝñáóìá åíüò êáíüíá áí êáéìüíïí áí åðáëçèåýåé üëåò �éò õðïèÝóåéò �ïõ.Áðüäåéîç �Üñ�å ãéá ðáñÜäåéãìá �ïí êáíüíá ∧ : äåîéü. Ç V äéáøåýäåé �ï
Γ ⊢ ∆; � ∧  ;E ⇔ ç V éêáíïðïéåß üëïõò �ïõò �ýðïõò �ïõ Γ êáé áí ç Véêáíïðïéåß üëïõò �ïõ ∆∪E, �ü�å äåí éêáíïðïéåß �ïí �∧ ⇔ ç V éêáíïðïéåßüëïõò �ïõ Γ êáé áí ç V éêáíïðïéåß üëïõò �ïõ ∆∪E, �ü�å äåí éêáíïðïéåß åß�å�ïí � åß�å �ïí  ⇔ åß�å ç V äéáøåýäåé �ï Γ ⊢ ∆; �; E åß�å ç V äéáøåýäåé �ï
Γ ⊢ ∆;  ;E. �ËÞììá 8.8 ÊáíÝíá áîßùìá äåí åßíáé äéáøåýóéìï. Éóïäýíáìá, êÜèå áîßùìáåßíáé Ýíá Ýãêõñï áêïëïõèç�éêü.Áðüäåéîç ÅðåéäÞ �ï áîßùìá Ý÷åé �ç ìïñöÞ Γ; � ⊢ �;∆ ãéá íá �ï äéáøåýóùðñÝðåé íá âñù ìßá áðïíïìÞ V þó�å ç V íá éêáíïðïéåß üëïõò �ïõò �ýðïõò �ïõ
Γ∪{�} êáé íá êáèéó�Ü øåõäåßò �ïõò ∆∪{�}. �ñÜãìá áäýíá�ï ãéá�ß ç ðñþ�çáðáß�çóç ðñïûðïèÝ�åé V (�) = T åíþ ç äåý�åñç V (�) = F. �Èá áðïäåßîïõìå �þñá �ï èåþñçìá �çò ïñèü�ç�áò, äçëáäÞ �ï ü�é ó�ï óý-ó�çìá G áðïäåéêíýïí�áé ìüíïí Ýãêõñá áêïëïõèç�éêÜ.Èåþñçìá 8.9 (Ïñèü�ç�áò) Áí �ï áêïëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆ áðïäåéêíýå�áé ó�ïóýó�çìá G, õðÜñ÷åé äçëáäÞ áðüäåéîç �ïõ Γ ⊢ ∆, �ü�å �ï Γ ⊢ ∆ åßíáé Ýãêõñï.Áðüäåéîç Ìå åðáãùãÞ ó�éò áðïäåßîåéò Π.
• Áí Π åßíáé áîßùìá, �ü�å �ï Γ ⊢ ∆ óáí áîßùìá èá åßíáé êáé Ýãêõñï áðüëÞììá 8.8.
• Áí Π Ý÷åé �ç ìïñöÞ Π′

Γ ⊢ ∆
üðïõ Π′ áðüäåéîç åíüò áêïëïõèç�éêïý ðïõåßíáé ç õðüèåóç åíüò êáíüíá ìå ìßá õðüèåóç êáé ìå óõìðÝñáóìá �ï

Γ ⊢ ∆, �ü�å ëüãù �çò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò ç õðüèåóç �ïõ êáíüíáèá åßíáé Ýãêõñç êáé ëüãù �ïõ ëÞììá�ïò 8.7 èá åßíáé Ýãêõñï êáé �ïóõìðÝñáóìá Γ ⊢ ∆.
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• Ôï ßäéï óêåð�éêü, áí ç Π Ý÷åé �ç ìïñöÞ Π1 Π2

Γ ⊢ ∆
, üðïõ �ï Γ ⊢ ∆ åßíáé�ï óõìðÝñáóìá êáíüíá ìå äýï õðïèÝóåéò. �Èá áó÷ïëçèïýìå �þñá ìå �ï ðñüâëçìá �ïõ íá áðïöáóßæïõìå áí Ýíá äï-óìÝíï áêïëïõèç�éêü åßíáé Ýãêõñï Þ ü÷é.Ïñéóìüò 8.10 Âáèìüò åíüò áêïëïõèç�éêïý Γ ⊢ ∆ åßíáé ï áñéèìüò �ùí óõì-âüëùí ðñï�áóéáêþí óõíäÝóìùí ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé óå üëïõò �ïõò �ýðïõò �ïõ

Γ ∪ ∆. �.÷. �ï áêïëïõèç�éêü (A → ¬B);¬(A ∧ B) ⊢ (B → ¬A) ∧ BÝ÷åé âáèìü 7. Ôï áêïëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆ Ý÷åé âáèìü 0 ìüíï ó�çí ðåñß-ð�ùóç ðïõ �ï óýíïëï Γ ∪ ∆ åßíáé óýíïëï ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þí. �.÷.�ï A1; A10; A1 ⊢ A3; A2 Ý÷åé âáèìü 0.Áí óå Ýíá áêïëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆ èåùñÞóïõìå Ýíáí ðñï�áóéáêü �ýðï ��ïõ áêïëïõèç�éêïý ðïõ äåí åßíáé ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ, �ü�å ìðïñïýìå íáèåùñÞóïõìå Ýíáí êáíüíá �ïõ óõó�Þìá�ïò G ó�ïí ïðïßï �ï Γ ⊢ ∆ åßíáé �ïóõìðÝñáóìá êáé ï �ýðïò � åßíáé ï êýñéïò �ýðïò �ïõ êáíüíá. Áõ�Þ ç åíÝñãåéáïíïìÜæå�áé áðïóõíáñìïëüãçóç �ïõ �. Åßíáé öáíåñü ü�é ïé õðïèÝóåéò áõ�ïý�ïõ êáíüíá Ý÷ïõí âáèìü ìéêñü�åñï áðü �ïí âáèìü �ïõ Γ ⊢ ∆.Áí îåêéíþí�áò áðü Ýíá áêïëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆ áðïóõíáñìïëïãÞóïõìå Ýíáí�ýðï �ïõ, óõíå÷ßæïí�áò áðïóõíáñìïëïãÞóïõìå êÜðïéïí �ýðï ó�éò õðïèÝóåéò�ïõ êáíüíá (�çò áðïóõíáñìïëüãçóçò) êáé óõíå÷ßóïõìå Ý�óé, åðåéäÞ êÜèå öïñÜèá ðáßñíïõìå áêïëïõèç�éêÜ ìå ìéêñü�åñï âáèìü èá êá�áëÞîïõìå óå êÜðïéåòõðïèÝóåéò ìå âáèìü 0. Áõ�Ü èá åßíáé �á öýëëá �ïõ äÝí�ñïõ (�çò áðïóõ-íáñìïëüãçóçò) ðïõ Ý÷ïõìå êá�áóêåõÜóåé êáé �ï ïðïßï äÝí�ñï èá åßíáé Ýíááðáãùãéêü äÝí�ñï �ïõ áêïëïõèç�éêïý Γ ⊢ ∆.Èåþñçìá 8.11 (Èåþñçìá ðëçñü�ç�áò ãéá �ï óýó�çìá G) Áí �ï áêï-ëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆ åßíáé Ýãêõñï, �ü�å õðÜñ÷åé áðüäåéîç �ïõ Γ ⊢ ∆ ó�ï óý-ó�çìá G.Áðüäåéîç Áðü �ï ëÞììá 8.7 åßíáé öáíåñü ü�é êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõäéáøåýäåé �ï öýëëï åíüò áðáãùãéêïý äÝí�ñïõ åíüò áêïëïõèç�éêïý Γ ⊢ ∆, èáäéáøåýäåé êáé �ï Γ ⊢ ∆.¸ó�ù ëïéðüí ü�é äßíå�áé Ýíá Ýãêõñï áêïëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆. Êá�áóêåõÜ-æïõìå �ï áðáãùãéêü äÝí�ñï �ïõ Γ ⊢ ∆ áðïóõíáñìïëïãþí�áò äéÜöïñïõò �ý-ðïõò �ïõ Γ;∆. Ôá öýëëá áõ�ïý �ïõ äÝí�ñïõ Ý÷ïõí �ç ìïñöÞ A1; : : : ; A� ⊢B1; : : : ; B� üðïõ A1; : : : ; A�; B1; : : : ; B� ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò. Èá ðñÝðåéüëá �á öýëëá íá åßíáé áîéþìá�á. Äéü�é áí �ï öýëëï A1; : : : ; A� ⊢ B1; : : : ; B�äåí åßíáé áîßùìá, �ü�å ç áðïíïìÞ V ìå V (Ai) = T (1 ≤ i ≤ ê) êáé V (Bi) =F (1 ≤ i ≤ ë) äéáøåýäåé áõ�ü �ï öýëëï, Üñá èá äéáøåýäåé êáé �ç ñßæá �ïõ áðá-ãùãéêïý äÝí�ñïõ Γ ⊢ ∆, ðñÜãìá ðïõ èá áí�Ýêñïõå �çí õðüèåóç ü�é Γ ⊢ ∆åßíáé Ýãêõñï. ¢ñá ëïéðüí üëá �á öýëëá �ïõ áðáãùãéêïý äÝí�ñïõ åßíáé áîéþ-ìá�á, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé ü�é �ï äÝí�ñï áõ�ü åßíáé ìéá áðüäåéîç �ïõ Γ ⊢ ∆ó�ï G. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 1258.2 Óõæåõê�éêÞ êáé äéáæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ¸íáò ðñï�áóéáêüò �ýðïò åßíáé óå óõæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ ü�áí åßíáé ìßáóõæåõîç �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �m áðü äéáæåýîåéò �i ≡ Bi;1 ∨ · · · ∨ Bi;ni üðïõ êÜèåBi;j åßíáé åß�å ìßá ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ A åß�å ç Üñíçóç ìéáò ðñï�áóéáêÞòìå�áâëç�Þò. Åßíáé óå äéáæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ ü�áí åßíáé ìßá äéÜæåõîç�1 ∨ · · · ∨ �m óõæåýîåùí �i ≡ Bi;1 ∧ · · · ∧ Bi;ni ìå Bi;j åß�å ìßá ðñï�áóéáêÞìå�áâëç�Þ åß�å ç Üñíçóç ìéáò ðñï�áóéáêÞò ìå�áâëç�Þò.Èåþñçìá 8.12 �éá êÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï � õðÜñ÷åé Ýíáò ðñï�áóéáêüò �ý-ðïò  óå óõæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ þó�å � |= |= . Åðßóçò Ýíáò �ýðïò �óå äéáæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ þó�å � |= |=�.Áðüäåéîç Êá�áóêåõÜæïõìå �ï áðáãùãéêü äÝí�ñï �ïõ áêïëïõèç�éêïý ⊢ �áðïóõíáñìïëïãþí�áò ó�áäéáêÜ �ïí �. �áßñíïõìå �á öýëëá A1; : : : ; A� ⊢A′
1; · · ·A′� ðïõ äåí åßíáé áîéþìá�á. (Áí üëá åßíáé áîéþìá�á, �ü�å � åßíáé�áõ�ïëïãßá êáé Üñá ìéá éóïäýíáìç óõæåõê�éêÞ ìïñöÞ åßíáé A ∨ ¬A.) �éá �ïêáèÝíá áðü áõ�Ü Ýó�ù  ≡ ¬A1∨· · ·∨¬A�∨A′

1∨· · ·∨A′�. Ó÷çìá�ßæïõìå äå�ç óýæåõîç üëùí áõ�þí �ùí  . ÅðåéäÞ êÜèå áðïíïìÞ V ðïõ åðáëçèåýåé üëá�á öýëëá åðáëçèåýåé �ï ⊢ � êáé áí�éó�ñüöùò êÜèå áðïíïìÞ ðïõ åðáëçèåýåé�ï ⊢ � åðáëçèåýåé üëá �á öýëëá, ðñïêýð�åé ü�é ç óýæåõîç ðïõ ó÷çìá�ßóáìååßíáé �áõ�ïëïãéêÜ éóïäýíáìç ìå �ïí �.�éá íá âñïýìå �çí éóïäýíáìç äéáæåõê�éêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ ó÷çìá�ßæïõìå�ï áðáãùãéêü äÝí�ñï �ïõ � ⊢. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 1268.3 ÁóêÞóåéò1. Äþó�å áðïäåßîåéò ó�ï óýó�çìá Gentzen ãéá �éò ðáñáêÜ�ù �áõ�ïëïãßåò:A→ (A→ B)
(A→ B)→ ((A→ (B → C))→ (A→ C))A→ (B → (A ∧B))A→ (A ∨B) B → (A ∨B)

(A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A)
(A ∧B)→ A (A ∧B)→ B

(A→ C)→ ((B → C)→ ((A ∨B)→ C))
¬¬A→ A2. ×ñçóéìïðïéþí�áò áðáãùãéêÜ äÝí�ñá, äþó�å ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò óå óõ-æåõê�éêÞ êáé äéáæåõê�éêÞ ìïñöÞ ðïõ íá åßíáé éóïäýíáìïé ìå �ïõò ðáñáêÜ�ù:

(¬P → Q)→ (¬R→ S)
(¬P → Q)→ (¬ → S)

(A→ C)→ ((B → D)→ ((A ∨B)→ C))
(A→ B)→ ((B → ¬C)→ ¬A)3. Áðïäåßî�å, ÷ùñßò �ç ÷ñÞóç �ïõ èåùñÞìá�ïò ðëçñü�ç�áò ãéá �ï óýó�çìáGentzen, ü�é �ï áêïëïõèç�éêü �1; : : : ; �n ⊢  1; : : : ;  n áðïäåéêíýå�áé ó�ïóýó�çìá Gentzen áí êáé ìüíïí áí ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò �1 ∧ · · · ∧ �n → 1 ∨ · · · ∨  n áðïäåéêíýå�áé ó�ï óýó�çìá, �ýðïõ Hilbert, �ïõ ðñï�áóéáêïýëïãéóìïý. ÓõìðåñÜíá�å ü�é �ï èåþñçìá ðëçñü�ç�áò éó÷ýåé ãéá �ï óýó�çìáGentzen, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï èåþñçìá ðëçñü�ç�áò �ïõ óõó�Þìá�ïò Hilbert.�éá �çí áðüäåéîç èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóå�å �ïí êáíüíá �ïìÞò

Γ ⊢ ∆; � Γ′; � ⊢ ∆′ (�ïìÞ):
Γ;Γ′ ⊢ ∆;∆′äçëáäÞ íá õðïèÝóå�å ü�é ó�ïõò êáíüíåò �ïõ óõó�Þìá�ïò Gentzen óõìðåñé-ëáìâÜíå�áé êáé áõ�üò ï êáíüíáò. ÂÝâáéá, áðü �çí ðëçñü�ç�á �ïõ óõó�Þìá�ïòGentzen, óõìðåñáßíå�áé ü�é ï êáíüíáò áõ�üò åßíáé ðëåïíÜæùí.Âéâëéïãñáößá êåöáëáßïõ 8Å1, Å2, Î3, Î4, Î7, Î9, Î10.(Ïé áíáöïñÝò ðáñáðÝìðïõí ó�ç âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ âéâëßïõ)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 1279 Óõó�Þìá�á Tableaux9.1 Ôï óýó�çìá Gentzen êáé �ï èåþñçìá ðëçñü�ç�áò¹äç ó�ï ðñþ�ï ìÝñïò �ùí óçìåéþóåùí (óåë. 64), áíáð�ýîáìå Ýíá áðïäåéê�éêüóýó�çìá ãéá �ïí ðñù�ïâÜèìéï êá�çãïñçìá�éêü ëïãéóìü. Ôá óõó�Þìá�á áõ-�ïý �ïõ �ýðïõ ïíïìÜæïí�áé áîéùìá�éêÜ óõó�Þìá�á �ýðïõ Hilbert. Ó�ï ðáñüíêåöÜëáéï èá ïñßóïõìå Ýíá óýó�çìá �ýðïõ Gentzen ãéá �ïí êá�çãïñçìá�éêüëïãéóìü êáé èá áðïäåßîïõìå �çí ðëçñü�ç�Ü �ïõ.9.1.1 Áîéùìá�éêü óýó�çìá Gentzen ãéá �ïí êá�çãïñçìá�éêü ëïãé-óìüÓ�ïõò êáíüíåò êáé �á áîéþìá�á �çò óåë. 121 ðïõ áíáöÝñïí�áé ó�ç ÷ñÞóç �ùíðñï�áóéáêþí óõíäÝóìùí ðñïóèÝ�ïõìå �ïõò åîÞò êáíüíåò ðïõ áíáöÝñïí�áéó�ïõò ðïóïäåßê�åò:
Γ; �(x=t);∆ ⊢ Å

(∀ : áñéó�åñü)
Γ;∀x�;∆ ⊢ Å Γ ⊢ ∆; �(x); Å

(∀ : äåîéü)
Γ ⊢ ∆;∀x�; Å

Γ; �(x);∆ ⊢ Å
(∃ : áñéó�åñü)

Γ;∃x�;∆ ⊢ Å Γ ⊢ ∆; �(x=t); Å
(∃ : äåîéü)

Γ ⊢ ∆;∃x�; Å�åñéïñéóìüò: Ó�ïõò êáíüíåò ∀ : äåîéü êáé ∃ : áñéó�åñü ç ìå�áâëç�Þ x äåíÝ÷åé åëåýèåñç åããñáöÞ óå êáíÝíáí �ýðï �ïõ óõìðåñÜóìá�ïò.Åäþ âÝâáéá õðïèÝ�ïõìå ü�é �á áêïëïõèç�éêÜ ó÷çìá�ßæïí�áé áðü �ýðïõò�çò ãëþóóáò. Ôï �(t=x) åßíáé �ï áðï�Ýëåóìá �çò áí�éêá�Üó�áóçò �ïõ üñïõ tóå êÜèå åëåýèåñç åããñáöÞ �çò x ó�ïí �, ü�áí âÝâáéá ç x åßíáé áí�éêá�áó�Ü-óéìç áðü �ïí t ó�ïí �.Ôï áêïëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆ åßíáé Ýãêõñï ü�áí ãéá êÜèå åñìçíåßá �çò ãëþó-óáò A êáé êÜèå áðïíïìÞ s : {ìå�áâëç�Ýò} → |A| Ý÷ïõìå ü�é áí ãéá êÜèå� ∈ Γ, |=A �[s], �ü�å õðÜñ÷åé  ∈ ∆ þó�å |=A  [s].ÔïìÞ: Ó�ï áíù�Ýñù óýó�çìá Gentzen ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå �ïí ëåãü-ìåíï êáíüíá �çò �ïìÞò:
Γ ⊢ ∆; � Γ′; � ⊢ ∆′ (�ïìÞ):

Γ;Γ′ ⊢ ∆;∆′Ï êáíüíáò áõ�üò �ü�å £ðëåïíÜæåé¤, ìå �çí Ýííïéá ü�é êÜèå áðüäåéîç åíüòáêïëïõèç�éêïý ó�ï óýó�çìá Gentzen ìå ðéèáíÝò åöáñìïãÝò �ïõ êáíüíá �çò�ïìÞò ìðïñåß íá ìå�á�ñáðåß óå áðüäåéîç �ïõ ßäéïõ �ïõ áêïëïõèç�éêïý ÷ùñßòêáìßá ÷ñÞóç �ïõ êáíüíá �çò �ïìÞò.Ïñéóìüò 9.1 Ï õðï�ýðïò (êá�Ü Gentzen) åíüò �ýðïõ ïñßæå�áé åðáãùãéêÜùò áêïëïýèùò: Ýó�ù � Ýíáò �ýðïò.i) Áí ï � åßíáé á�ïìéêüò �ýðïò, �ü�å ï ìüíïò õðï�ýðïò �ïõ � åßíáé �ï �.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 128ii) Áí ï � åßíáé  1 ∧  2,  1 ∨  2,  1 →  2, �ü�å ïé õðï�ýðïé �ïõ � åßíáéï � êáé ïé �ýðïé ðïõ åßíáé õðï�ýðïé �ïõ  1 Þ �ïõ  2.iii) Áí ï � åßíáé ¬ �ü�å ïé õðï�ýðïé �ïõ � åßíáé ï � êáé ïé õðï�ýðïé �ïõ .iv) Áí ï � åßíáé ∀x�(x) Þ ∃x�(x), �ü�å ïé õðï�ýðïé �ïõ � åßíáé ï � êáé ïéõðï�ýðïé �ïõ  (t), ãéá êÜðïéï üñï t.Èåþñçìá 9.2 Áí Ý÷ïõìå ìéá áðüäåéîç ÷ùñßò �ïìÝò åíüò áêïëïõèç�éêïý Γ ⊢
∆, �ü�å êÜèå áêïëïõèç�éêü ðïõ áðáí�Ü�áé ó�çí áðüäåéîç åßíáé ö�éáãìÝíï ìåõðï�ýðïõò �ýðùí �ïõ Γ ⊢ ∆ äçëáäÞ áí �1; : : : ; �n ⊢  1; : : :  k âñßóêå�áéó�çí áðüäåéîç, �ü�å êÜèå �i êáé  j èá åßíáé õðï�ýðïò êÜðïéïõ �ýðïõ �ïõáêïëïõèç�éêïý Γ ⊢ ∆.Áðüäåéîç ¢ìåóç êïé�þí�áò �ïõò êáíüíåò áðáãùãÞò. ��áñá�Þñçóç: ¼�áí ï êáíüíáò �çò �ïìÞò åßíáé ðáñþí, �ü�å ç áíù�Ýñù éäéü-�ç�á äåí éó÷ýåé (ç ëåãüìåíç éäéü�ç�á �ïõ õðï�ýðïõ) äéü�é ð.÷. ï �ýðïò � ó�ïíêáíüíá äåí åßíáé õðï�ýðïò êáíåíüò �ýðïõ �ïõ Γ;Γ′ ⊢ ∆;∆′.�áñÜäåéãìá: Áí ó�ç ãëþóóá L Ý÷ù P; Q óýìâïëá êá�çãïñçìÜ�ùí ìéáòèÝóåùò êáé f óýìâïëï óõíÜñ�çóçò ìéáò èÝóåùò, �ü�å Ý÷ù �çí êÜ�ùèé áðüäåéîçó�ï óýó�çìá Gentzen.P (f(y));∃xQ(x) ⊢ P (f(y)) P (f(y)); Q(x) ⊢ Q(x)P (f(y)); Q(x) ⊢ ∃yQ(y)P (f(y));∃xQ(x) ⊢ ∃yQ(y)P (f(y));∃xQ(x) ⊢ P (f(y)) ∧ ∃yQ(y)

∀zP (z);∃xQ(x) ⊢ P (f(y)) ∧ ∃yQ(y)
∀zP (z) ∧ ∃xQ(x) ⊢ P (f(y)) ∧ ∃yQ(y)

⊢ (∀zP (z) ∧ ∃xQ(x))→ (P (f(y)) ∧ ∃yQ(y))Åðáëçèåýó�å �çí éäéü�ç�á �ïõ õðï�ýðïõ.
9.1.2 Óçìáí�éêÜ (óçìáóéïëïãéêÜ) TableauxÏñéóìüò 9.3 Óå êÜèå ðñù�ïâÜèìéá êá�çãïñçìá�éêÞ ãëþóóá L èá ïíïìÜ-æïõìå ðñïóçìáóìÝíï �ýðï êÜèå �ýðï �çò ãëþóóáò ó�ïí ïðïßï Ý÷ïõìå âÜëåéìðñïó�Ü �ï ðñüóçìï + Þ −. ÄçëáäÞ ïé ðñïóçìáóìÝíïé �ýðïé Ý÷ïõí �ç ìïñöÞ
+� Þ −� üðïõ � åßíáé �ýðïò �çò L.Ïñéóìüò 9.4 Áí A åñìçíåßá �çò L êáé s áðï�ßìçóç, �ü�å
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|=A +�[s] áí |=A �[s]êáé |=A −�[s] áí 6|=A �[s]Áí Λ åßíáé óýíïëï ðñïóçìáóìÝíùí �ýðùí, �ü�å �ï Λ åßíáé Ýãêõñï áí ãéáüëåò �éò A, üëåò �éò s Ý÷ïõìå ü�é õðÜñ÷åé � ∈ Λ þó�å |=A �[s].Ôï Λ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áí ãéá êÜðïéá A, êÜðïéá s Ý÷ïõìå ü�é ãéá êÜèå� ∈ Λ, |=A �[s]. Ôü�å:

Γ ⊢ ∆ Ýãêõñï áí êáé ìüíïí áí −Γ;+∆ åßíáé Ýãêõñïáí êáé ìüíïí áí +Γ;−∆ ü÷é éêáíïðïéÞóéìï.Êáíüíåò Tableaux
−(�→  )

+� −(�→  )

− +(�→  )

−� | +  
+(� ∧  )

+� +(� ∧  )

+ −(� ∧  )

−� | −  
−(� ∨  )

−� −(� ∨  )

− +(� ∨  )

+� | +  
+(¬�)

−� −(¬�)

+�
+�
−�
==

+∀x�(x)
+�(t) −∀x�(x)

(x êáéíïýñãéá ìå�áâëç�Þ)
−�(x)

−∃x�(x)
−�(t) +∃x�(x)

(x êáéíïýñãéá ìå�áâëç�Þ)
+�(x)Ïñéóìüò 9.5 Óçìáí�éêü Tableau ãéá �ï Λ = {�1; : : : ; �n} óýíïëï ðñïóç-ìáóìÝíùí �ýðùí åßíáé Ýíá äÝí�ñï ðïõ áíáð�ýóóå�áé ðñïò �á êÜ�ù óýìöùíáìå �ïõò áêüëïõèïõò êáíüíåò:i) �1···�n åßíáé Ýíá tableau ãéá �ï Λ.ii) Áí Ý÷ïõìå êá�áóêåõÜóåé Þäç Ýíá tableau ãéá �ï Λ êáé óå Ýíá �ïõ êëáäßõðÜñ÷åé Ýíáò ðñïóçìáóìÝíïò �ýðïò � ðïõ åßíáé Üíù ìÝëïò åíüò êáíüíátableau �çò ìïñöÞò �� �ü�å áí åðåê�åßíïõìå áõ�ü �ï êëáäß âÜæïí�áò ó�ï�Ýëïò �ï � , �ï áðï�Ýëåóìá èá åßíáé Ýíá tableau ãéá �ï Λ.
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+(� ∧  )
···

�ü�å åðåê�åßíù �ï êëáäßêáé ðáßñíù ···
+(� ∧  )
···

+� Þ ···
+(� ∧  )
···

+ .Ó�éò åöáñìïãÝò �ùí êáíüíùí ðïõ õðÜñ÷åé ç ðáñÝíèåóç (x êáéíïýñãéáìå�áâëç�Þ) ðñÝðåé íá åßìáó�å ðñïóåê�éêïß. Áí ð.÷. õðÜñ÷åé Ýíá êëáäß
···

−∀x�(x)
···

, �ü�å ìðïñþ íá åðåê�åßíù �ï êëáäß âÜæïí�áò ó�ï �Ýëïò �çí
−�(x) ìüíïí áí ç ìå�áâëç�Þ x äåí óõíáí�Ü�áé (åëåýèåñç) ó�ï êëáäßðñéí �çí �ïðïèÝ�çóç �ïõ −�(x). ÄçëáäÞ áí Ý÷ù �ï êëáäß ···

−∀x�(x)
···

,üðïõ x äåí õðÜñ÷åé ìÝ÷ñé �ü�å ó�ï äÝí�ñï, �ü�å åðåê�åßíïõìå �ï êëáäßó�ï ···
−∀x�(x)
···

−�(x) .iii) Áí Ý÷ïõìå êá�áóêåõÜóåé Þäç Ýíá tableau ãéá �ï Λ êáé ó' Ýíá êëáäßõðÜñ÷åé Ýíáò ðñïóçìáóìÝíïò �ýðïò � ðïõ åßíáé �ï Üíù ìÝñïò åíüò êá-íüíá tableau �çò ìïñöÞò ��1 | �2 �ü�å áí åðåê�åßíïõìå �ï êëáäß áõ�üö�éÜ÷íïí�áò äýï äéáêëáäþóåéò ó�ï �Ýëïò, �ïðïèå�þí�áò �á �1 êáé �2(áñéó�åñÜ �ï Ýíá, äåîéÜ �ï Üëëï), ç åðÝê�áóç áõ�Þ èá åßíáé tableauãéá �ï Λ.�.÷.: Áí Ýíá êëáäß Ý÷åé �ç ìïñöÞ ···
+(� ∨  )
···

, �ü�å �ï åðåê�åßíïõìå ó�ï
···

+(� ∨  )
···

�� @@

+� +  .



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 131Ïñéóìüò 9.6 Ôï êëáäß åíüò tableau åßíáé êëåéó�ü áí ó' áõ�ü âñßóêïí�áéáìöü�åñá �á +� êáé −� ãéá êÜðïéïí �ýðï �. Ôï tableau åßíáé êëåéó�ü áíüëá �á êëáäéÜ �ïõ åßíáé êëåéó�Ü (ï êáíüíáò +�
−�
==

Ý÷åé �çí Ýííïéá ü�é �ü�å£êëåßíïõìå¤ �ï êëáäß åíüò tableau).ËÞììá 9.7 Ôï áêïëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆ Ý÷åé ìßá áðüäåéîç ÷ùñßò �ïìÝò ó�ïóýó�çìá Gentzen áí êáé ìüíïí áí �ï +Γ;−∆ Ý÷åé Ýíá êëåéó�ü tableau, äç-ëáäÞ õðÜñ÷åé óçìáí�éêü tableau ãéá �ï óýíïëï Γ ⊢ ∆ ðïõ åßíáé êëåéó�ü.[+Γ = {+�|� ∈ Γ}, −∆ = {−�|� ∈ ∆} êáé +Γ;−∆ = +Γ ∪ −∆.℄Áðüäåéîç ¢óêçóç. �Ïñéóìüò 9.8 ¸íá óýíïëï Λ ðñïóçìáóìÝíùí �ýðùí ëÝãå�áé óýíïëï Hin-tikka áí éêáíïðïéåß �éò áêüëïõèåò óõíèÞêåò:i) �éá êáíÝíáí á�ïìéêü �ýðï R äåí éó÷ýåé ü�é áìöü�åñá +R ∈ Λ êáé
−R ∈ Λ.ii) Ôï óýíïëï Λ åßíáé êëåéó�ü ãéá �ïõò êáíüíåò tableau:äçëáäÞ áí

−(�→  ) ∈ Λ =⇒ +� ∈ Λ êáé −  ∈ Λ

+(�→  ) ∈ Λ =⇒ −� ∈ Λ Þ +  ∈ Λ

+(� ∧  ) ∈ Λ =⇒ +� ∈ Λ êáé +  ∈ Λ

−(� ∧  ) ∈ Λ =⇒ −� ∈ Λ Þ −  ∈ Λ

−(� ∨  ) ∈ Λ =⇒ −� ∈ Λ êáé −  ∈ Λ

+(� ∨  ) ∈ Λ =⇒ +� ∈ Λ Þ +  ∈ Λ

+(¬�) ∈ Λ =⇒ −� ∈ Λ

−(¬�) ∈ Λ =⇒ +� ∈ Λ

+∀x�(x) ∈ Λ =⇒ +�(t) ∈ Λ ãéá üëïõò �ïõò üñïõò t
−∀x�(x) ∈ Λ =⇒ −�(x) ∈ Λ ãéá êÜðïéá ìå�áâëç�Þ x
−∃x�(x) ∈ Λ =⇒ −�(t) ∈ Λ ãéá üëïõò �ïõò üñïõò t
+∃x�(x) ∈ Λ =⇒ +�(x) ∈ Λ ãéá êÜðïéá ìå�áâëç�Þ x

Èåþñçìá 9.9 Áí Λ åßíáé óýíïëï Hintikka, �ü�å �ï Λ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï,äçëáäÞ õðÜñ÷åé A êáé s þó�å |=A �[s] ãéá êÜèå � ∈ Λ.
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|A| = �ï óýíïëï �ùí üñùí
A = 
fA(t1; : : : ; tn) = f(t1; : : : ; tn)RA(t1; : : : ; tn)⇔ +R(t1; : : : ; tn) ∈ Λ¸ó�ù � ≡ �(x1; : : : ; xn).Éó÷õñéóìüò: + � ∈ Λ⇒|=A �(s)

−� ∈ Λ⇒6|=A �(s) } üðïõ ç s ïñßæå�áé ùò s(xi) = xi.Ç áðüäåéîç �ïõ éó÷õñéóìïý ãßíå�áé ìå åðáãùãÞ ó�ïí �ýðï �, ÷ñçóéìïðïéþí�áò�éò éäéü�ç�åò �ïõ óõíüëïõ Hintikka.�.÷. áí � ≡ ∀x (x),
+∀x (x) ∈ Λ =⇒  (t) ∈ Λ ãéá üëïõò �ïõò t

=⇒ |=A  (t)[s] ãéá üëïõò �ïõò t
=⇒ |=A  (x)[s(x=t)] ãéá üëïõò �ïõò t
=⇒ |=A ∀x (x)[s]:

�

Ïñéóìüò 9.10 ¸íá �åíéêü Tableau åßíáé Ýíá (ðéèáíþò) Üðåéñï äÝí�ñï áðü�ýðïõò ðïõ �ïðéêÜ åßíáé ðÜí�á Ýíá tableau. ÄçëáäÞ Ýíá óõíçèéóìÝíï tableauðïõ ç êá�áóêåõÞ �ïõ äåí Ý÷åé �åëåéþóåé áëëÜ óõíå÷ßæå�áé åð' Üðåéñïí. ¸íáò�ýðïò ó�ï tableau åßíáé æùí�áíüò áí äåí Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß óáí �ï ðÜíùìÝñïò åíüò tableau êáíüíá. ÅéäéêÜ ãéá �ïõò �ýðïõò +∀x�(x) êáé −∃x�(x),áõ�ïß åßíáé æùí�áíïß ü�áí õðÜñ÷åé üñïò t þó�å ï êáíüíáò +∀x�(x)
+�(t) äåí Ý÷åé÷ñçóéìïðïéçèåß (ãéá �ïí ðñþ�ï) êáé ï êáíüíáò −∃x�(x)

−�(t) äåí Ý÷åé ÷ñçóéìï-ðïéçèåß (ãéá �ïí äåý�åñï). ¸íá �åíéêü tableau åßíáé ðëÞñåò áí äåí Ý÷åé�ýðïõò ðïõ åßíáé æùí�áíïß.ËÞììá 9.11 Áí J åßíáé Ýíá êëåéó�ü ãåíéêü tableau ãéá �ï óýíïëï Λ, �ü�åÝíá Üíù ìÝñïò �ïõ åßíáé Ýíá êëåéó�ü óçìáí�éêü tableau J ′ ãéá �ï óýíïëï Λ.Áðüäåéîç Áðü �ç ó�éãìÞ ðïõ êëåßíåé �ï J , ðáßñíïõìå êáé áöáéñïýìå �ïõðüëïéðï, ðéèáíþò Üðåéñï ó�ï ìÞêïò, êëáäß. Áõ�ü ðïõ ìÝíåé åßíáé Ýíá êëåéó�ütableau. �



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 133Èåþñçìá 9.12 Áí �ï óýíïëï Λ Ý÷åé Ýíá ðëÞñåò ìç êëåéó�ü tableau, �ü�å�ï Λ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï.Áðüäåéîç ¸ó�ù Λ′ �ï óýíïëï �ùí �ýðùí �ïõ êëáäéïý ðïõ äåí Ý÷åé êëåßóåé.Ôü�å Λ ⊆ Λ′ êáé �ï Λ′ åßíáé Ýíá óýíïëï Hintikka. (�éá�ß;) ÁëëÜ �ü�å �ï Λ′åßíáé éêáíïðïéÞóéìï êáé êá�Ü ìåßæïíá ëüãï åßíáé éêáíïðïéÞóéìï êáé �ï Λ. �Èåþñçìá 9.13 ÊÜèå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï Λ Ý÷åé Ýíá ðëÞñåò (ãåíéêü) tableau.Áðüäåéîç Ìå óõó�çìá�éêü �ñüðï áñ÷ßæïí�áò áðü �ï Λ, £óêï�þíïõìå¤ êÜèå�ýðï ðïõ èá ðáñïõóéáó�åß. (Ìðïñåß�å íá ïñßóå�å áõ�üí �ïí �ñüðï;) Ôïáðï�Ýëåóìá, óáí åð' Üðåéñïí ðéèáíüí äéáäéêáóßá, èá åßíáé Ýíá ðëÞñåò ãåíéêütableau. �Èåþñçìá 9.14 (ðëçñü�ç�áò) Áí �ï áêïëïõèç�éêü Γ ⊢ ∆ åßíáé Ýãêõñï,�ü�å õðÜñ÷åé ìéá áðüäåéîç �ïõ Γ ⊢ ∆ ó�ï óýó�çìá Gentzen.Áðüäåéîç ÅðåéäÞ �ï Γ ⊢ ∆ åßíáé Ýãêõñï, �ï óýíïëï +Γ;−∆ äåí åßíáééêáíïðïéÞóéìï. Êá�áóêåõÜæù (óýìöùíá ìå 9.13) �ï ðëÞñåò ãåíéêü tableau�ïõ +Γ;−∆. Áõ�ü ðñÝðåé íá åßíáé êëåéó�ü. Äéü�é áëëéþò óýìöùíá ìå �ï 9.12�ï +Γ;−∆ èá Þ�áí éêáíïðïéÞóéìï. ÁëëÜ áðü �ï ðëÞñåò ãåíéêü tableau �ïõ
+Γ;−∆ ðáßñíïõìå óýìöùíá ìå �ï 9.11 Ýíá êëåéó�ü óýíçèåò tableau ãéá �ï
+Γ;−∆. ÁëëÜ îÝñïõìå ü�é, ËÞììá 9.7, �ü�å õðÜñ÷åé ìßá áðüäåéîç �ïõ Γ ⊢ ∆ó�ï óýó�çìá Gentzen. �Èåþñçìá 9.15 (ïñèü�ç�áò) Áí �ï Γ ⊢ ∆ áðïäåéêíýå�áé ó�ï óýó�çìáGentzen, �ü�å �ï Γ ⊢ ∆ åßíáé Ýãêõñï.Áðüäåéîç Ìå åðáãùãÞ ó�ï ðëÞèïò �ùí åöáñìïãþí êáíüíùí. �Èåþñçìá 9.16 (ÁðáëïéöÞ �ùí �ïìþí) Áí �ï Γ ⊢ ∆ áðïäåéêíýå�áé ó�ïóýó�çìá Gentzen ìå �ïìÝò, �ü�å áðïäåéêíýå�áé ó�ï óýó�çìá Gentzen ÷ùñßò�ïìÝò.Áðüäåéîç Áí éó÷ýåé ç õðüèåóç �ï Γ ⊢ ∆ åßíáé Ýãêõñï (áñêåß íá ðáñá-�çñÞóïõìå ü�é ï êáíüíáò �çò �ïìÞò äéá�çñåß �çí åãêõñü�ç�á). ÁëëÜ �ü�åóýìöùíá ìå �ï èåþñçìá �çò ðëçñü�ç�áò áðïäåéêíýå�áé ó�ï óýó�çìá Gentzen÷ùñßò �ïìÝò. �¢óêçóç èåùñÞìá�ïò 9.14:¸ó�ù Λ Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ðñïóçìáóìÝíùí �ýðùí. Èá ïñßóïõìåìßá ãåíéêÞ ìÝèïäï êá�áóêåõÞò åíüò ðëÞñïõò ãåíéêïý tableau ãéá �ï Λ.Êáíüíåò: [Èá ðåñéïñéó�ïýìå ãéá åõêïëßá ó�ïí óýíäåóìï → êáé ó�ïí ðï-óïäåßê�ç ∀. Ïé õðüëïéðïé êá�' áíáëïãßá.℄i) Λ; ��;Λ áí � á�ïìéêüò �ýðïò.
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̂−�;+(�→  );Λ +  ;+(�→  );Λ ðñïóðÜèçóå íá £óêï�þóåéò¤ �ïí�ýðï ó�ï äåîéü ìÝñïò.iii) Λ;−(�→  )

+�;− ;−(�→  );Λiv) Λ;+∀x�(x)
+�(t);+∀x�(x);Λ üðïõ t åßíáé ï ðñþ�ïò üñïò, ó�çí áñßèìçóç üëùí �ùíáñéèìÞóéìùí üñùí, ðïõ äåí áðáí�Ü�áé ó�ï Λ.Áí áñ÷ßóïõìå áðü �ï óýíïëï Λ êáé åöáñìüóïõìå áõ�ïýò �ïõò êáíüíåòó÷çìá�ßæïõìå Ýíá (Üðåéñï) äÝí�ñï, ìïíáäéêü. Äéü�é êá�áóêåõÜæïõìå ìå ìï-íáäéêü �ñüðï �á óõìðåñÜóìá�á ìå âÜóç �çí õðüèåóç �ïõ êáíüíá. ¸ó�ù J�ï äÝí�ñï ðïõ ðáßñíïõìå. Èåùñþ �ï äÝí�ñï J0 ðïõ ó÷çìá�ßæå�áé áí èåùñÞóùóå êÜèå êüìâï E �ïõ J �ïí ðñþ�ï �ýðï �ïõ E åê�üò áðü:A1. Ç ðñþ�ç áêïëïõèßá �1; : : : ; �n áí�éêáèßó�á�áé áðü �1···�n.A2. �áñáëåßðù �ï �;Λ ó�ï Λ; ��;Λ ü�áí �ï � åßíáé á�ïìéêüò �ýðïò.A3. Ó�ï Λ;−(�→  )

+�;− ;−(�→  );Λ áí�éêáèéó�þ ìå +�
− .Ôü�å �ï J0 åßíáé Ýíá ãåíéêü tableau ãéá �ï Λ. Èá äåßîù ü�é åßíáé êáé ðëÞñåò.Áí �0�1···

åßíáé êëÜäïò �ïõ J0.¸ó�ù Σ0
Σ1···

ï áí�ßó�ïé÷ïò êëÜäïò �ïõ J .¸ó�ù Σ åßíáé �ï óýíïëï {�0; �1; : : :}.ËÞììá 9.17 Áí � ∈ Σ, �ü�å � åßíáé �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �ùí Σn ãéááðåßñùò ðïëëÜ n, Üñá ï êáíüíáò Λ;+∀x�(x)
+�(t);+∀x�(x);Λ ìðïñåß íá åöáñìïó�åßÜðåéñåò �ï ðëÞèïò öïñÝò.Áðüäåéîç ÄïèÝí�ïò n, åðåéäÞ � ∈ Σ, �ï � âñßóêå�áé óå êÜðïéï Σk. ¢ñá �âñßóêå�áé ó�á Σk′ ãéá üëá �á k′ ≥ k. ÄéÜëåîå k′ ≥ n. Áí � åßíáé �ï �åëåõ�áßï�ïõ Σk′ åßìáó�å åí�Üîåé. Áëëéþò áí � åßíáé �ï r êá�Ü óåéñÜ ó�ïé÷åßï �ïõ Σk′



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 135áðü �á äåîéÜ, �ü�å � åßíáé �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �ïõ Σk′+r−1 (äçëáäÞ ìå�Üáðü r − 1 âÞìá�á Ýñ÷å�áé ó�ï �Ýëïò). �Ìå�Ü áðü �ï ëÞììá ç ðëçñü�ç�á åßíáé êáèáñÞ.�.÷. Ýó�ù ü�é ï −(�→  ) áðáí�Ü�áé ó�ï �0�1···
�ü�å ëüãù ëÞììá�ïò õðÜñ÷åé nþó�å Σn Ý÷åé �ç ìïñöÞ Λ;−(� →  ), Üñá Σn+1 åßíáé +�;− ;−(� →  );ΛÜñá +�;− óõíáí�þí�áé ó�ï �0�1···

Üñá −(�→  ) äåí åßíáé æùí�áíü.Áí ð.÷. +∀x�(x) åßíáé æùí�áíü ó�ï �0�1···
. Ôü�å õðÜñ÷åé Ýíáò åëÜ÷éó�ïò ó�çäéÜ�áîç üñïò t þó�å ï êáíüíáò +∀x�(x)

+�(t) äåí Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß äéü�é ìðï-ñïýìå íá äéáëÝîïõìå áðü �ï ëÞììá Ýíá Σn ðïõ �åëåéþíåé ìå +∀x�(x) Ý�óéþó�å áí t0; : : : ; tn åßíáé ç ëßó�á �ùí üñùí ðïõ Ýñ÷ïí�áé ðñéí áðü �ïí t, �á
+�(t0); : : : ;+�(tn) áðáí�þí�áé ó�ï Σn. Ôü�å Σn+1 ðñÝðåé íá áñ÷ßæåé ìå
+�(t), Üñá ï +∀x�(x)

+�(t) Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß ó�ï �0�1···
, áí�éöÜóêïí�áò ìå �ïíïñéóìü �ïõ t. Âéâëéïãñáößá êåöáëáßïõ 9Å2, Î3, Î4, Î7, Î9, Î10.(Ïé áíáöïñÝò ðáñáðÝìðïõí ó�ç âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ âéâëßïõ)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 13610 ËÜìâäá ëïãéóìüò êáé áðïäåßîåéò,Éóïìïñöéóìüò Curry-HowardÏ �-ëïãéóìüò áíáêáëýöèçêå áðü �ïí A. Chur
h �ï 1930. ¹�áí �ï ðñþ�ïãåíéêü ðëáßóéï ó�ï ïðïßï åðé÷åéñÞèçêå íá ÷áñáê�çñéó�åß ç Ýííïéá �ïõ õðï-ëïãßóéìïõ. ¸ê�ï�å ãíþñéóå éëéããéþäç áíÜð�õîç êáé óÞìåñá áðï�åëåß Ýíááðü �á ðëÝïí æùí�áíÜ åðéó�çìïíéêÜ áí�éêåßìåíá ó�ïí ÷þñï �çò ëïãéêÞò êáéðëçñïöïñéêÞò.Âáóßæå�áé ó�çí Ýííïéá �çò óõíÜñ�çóçò. ÁëëÜ �çò óõíÜñ�çóçò, ü÷é üðùòó�ç óõíïëïèåùñßá ùò ãñáöÞìá�ïò áëëÜ, üðùò ó�çí ðëçñïöïñéêÞ, ùò êáíüíá·ð.÷. ïé óõíáñ�Þóåéò 2x êáé x + x (ó�ïõò áñéèìïýò) ìðïñåß íá åßíáé ßäéåò ùòãñáöÞìá�á áëëÜ åßíáé äéáöïñå�éêÝò ùò êáíüíåò, áöïý ç ðñþ�ç ðïë/æåé åðß 2åíþ ç äåý�åñç ðñïóèÝ�åé �ïí áñéèìü ìå �ïí åáõ�ü �ïõ. Ç âáóéêÞ ëåé�ïõñãßáêÜèå óõíÜñ�çóçò åßíáé ü�é ìðïñåß íá £åöáñìüæå�áé¤ óå êÜðïéï üñéóìá, þó�åíá õðïëïãßæåé �çí �éìÞ. Åäþ ïé óõíáñ�Þóåéò åßíáé åëåýèåñåò íá åöáñìüæïí�áéïðïõäÞðï�å, áêüìá êáé óå Üëëåò óõíáñ�Þóåéò áêüìá êáé ó�ïí åáõ�ü �ïõò! ÁíM êáé N åßíáé óõíáñ�Þóåéò, �ü�å óõìâïëßæïõìå ìå (MN) �çí åöáñìïãÞ �ïõM ó�ï N . (MN) åßíáé ìåí ìéá �éìÞ, áëëÜ åßíáé åðßóçò êáé ìéá óõíÜñ�çóçðïõ ìðïñåß, ìå �ç óåéñÜ �çò, íá åöáñìïó�åß ïðïõäÞðï�å.Åê�üò �çò åöáñìïãÞò, Ýíáò êáíüíáò ó÷çìá�éóìïý óõíáñ�Þóåùí åßíáé ç�-áöáßñåóç. ÁöáßñåóçÅßíáé áíáãêáßï íá äéáêñßíïõìå ìå�áîý åíüò óõìâüëïõ Þ Ýêöñáóçò ðïõäçëþíåé ìéá óõíÜñ�çóç êáé ìéáò Ýêöñáóçò ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá ìå�áâëç�Þ êáéäçëþíåé ìå áìößâïëï �ñüðï êÜðïéá �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò. Áõ�Þ ç äéÜêñéóç óõ-óêï�ßæå�áé ó�ç óõíÞèç ãëþóóá �ùí ìáèçìá�éêþí. ¼�áí ëÝìå ð.÷. ü�é £x2 +1åßíáé ìåãáëý�åñï áðü 1000¤ äéá�õðþíïõìå êÜ�é �ï ïðïßï äåí Ý÷åé íüçìá ðáñÜìüíïí áí �ï x ðÜñåé �çí �éìÞ åíüò óõãêåêñéìÝíïõ áñéèìïý. Åíþ ü�áí ëÝìå ü�é£x2 +1 åßíáé ìßá ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç¤, äéá�õðþíïõìå êÜ�é ïñé-ó�éêü, êÜ�é ðïõ äåí åîáñ�Ü�áé áðü �ïí ðñïóäéïñéóìü �ïõ x, äçëáäÞ åäþ �ï xåðÝ÷åé èÝóç öáéíïìåíéêÞò Þ äåóìåõìÝíçò ìå�áâëç�Þò. Ç äéáöïñÜ ëïéðüí åßíáéü�é ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç ç Ýêöñáóç x2 + 1 ÷ñçóéìïðïéåß�áé ùò äéöïñïýìåíçÞ ìå�áâëç�Þ äÞëùóç åíüò öõóéêïý áñéèìïý, åíþ ó�ç äåý�åñç ìéáò óõãêå-êñéìÝíçò óõíÜñ�çóçò. �é' áõ�ü ó�ç äåý�åñç ðåñßð�ùóç èá ðáñéó�Üíïõìå �çóõíÜñ�çóç ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí Ýêöñáóç x2 +1 ùò (�x: x2 +1) (�-áöáßñåóç).Ôï íüçìá ìéáò �Ý�ïéáò ãñáöÞò (�-áöáßñåóçò) åßíáé ü�é ü�áí ç óõíÜñ�çóç�x: x2 + 1 åöáñìïó�åß óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï üñéóìá, Ýó�ù 3, �ü�å ç �éìÞ �çòóõíÜñ�çóçò èá ðáñá÷èåß áðü �ç £ìå�áâëç�Þ¤ Ýêöñáóç x2 + 1, üðïõ üìùò �ïx áí�éêáèßó�á�áé ìå 3, äçëáäÞ
((�x: x2 + 1) 3) = 32 + 1 = 10Ìå áõ�Ýò �éò ðñïêá�áñê�éêÝò ðáñá�çñÞóåéò èá ðñï÷ùñÞóïõìå �þñá ó�ïíïñéóìü �ïõ óõó�Þìá�ïò �ïõ êáèáñïý (÷ùñßò �ýðïõò) �-ëïãéóìïý.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 137Ïñéóìüò 10.1 Ôï óýíïëï Λ �ùí �-üñùí åßíáé �ï óýíïëï �ùí åêöñÜóåùí ðïõó÷çìá�ßæå�áé îåêéíþí�áò áðü Ýíá Üðåéñï óýíïëï ìå�áâëç�þí V = {v; v′; v′′; : : :}(áñéèìÞóéìï óýíïëï) ìå �ç ÷ñÞóç �ùí �åëåó�þí �çò åöáñìïãÞò êáé �çò �-áöáßñåóçò.Ï ãåíéêåõìÝíïò ïñéóìüò åßíáé ï åîÞò:
1: x ∈ V ⇒ x ∈ Λ
2: M;N ∈ Λ ⇒ (M N) ∈ Λ
3: M ∈ Λ; x ∈ V ⇒ (�x:M) ∈ ΛÞ ÷ñçóéìïðïéþí�áò áöçñçìÝíç óýí�áîç ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå:V ::= v | V ′

Λ ::= V | (ΛΛ) | (�V:Λ)ÊÜèå üñïò �çò ìïñöÞò (M N) èá ëÝãå�áé åöáñìïãÞ (�ïõ M ó�ï N),åíþ êÜèå üñïò �çò ìïñöÞò (�x:M) èá ëÝãå�áé �-áöáßñåóç (ó�ï x). �éá�ï êá�' áñ÷Þí íüçìá áõ�þí �ùí ðáñáó�Üóåùí éó÷ýïõí ïé ðáñá�çñÞóåéò ðïõäéá�õðþèçêáí ðáñáðÜíù ãéá �éò ðñÜîåéò �çò åöáñìïãÞò êáé �çò áöáßñåóçò.�áñÜäåéãìá 10.2 Ïé êÜ�ùèé åêöñÜóåéò åßíáé �-üñïé:v
(v v′′)
(�v: (v v′′))
((�v: (v v′′)) v′
((�v′: ((�v: (v v′′)) v′))v′′′)Åëåýèåñåò êáé äåóìåõìÝíåò ìå�áâëç�Ýò¼�áí ó÷çìá�ßæå�áé ï üñïò �x:M ï �åëåó�Þò �x äåóìåýåé �ç ìå�áâëç�Þ xó�ïí üñïM . Ôï öáéíüìåíï áõ�ü åßíáé áíÜëïãï ìå �çí ðåñßð�ùóç �çò ëïãéêÞò,ó�çí ïðïßá ïé �åëåó�Ýò äÝóìåõóçò åßíáé ïé ∀x êáé ∃x. �éá ðáñÜäåéãìá, ëÝìåü�é ó�ïí üñï �x: y x ç x åßíáé äåóìåõìÝíç, åíþ ç y åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ. Çáí�éêá�Üó�áóç [x := N ] åê�åëåß�áé ìüíï ó�éò åëåýèåñåò åìöáíßóåéò �çò x.�.÷. y x (�x: x)[x := N ] = y N (�x: x)Áò óçìåéþóïõìå ü�é �ï öáéíüìåíï �ùí åëåýèåñùí êáé äåóìåõìÝíùí ìå�á-âëç�þí åìöáíßæå�áé ãåíéêü�åñá ó�á ìáèçìá�éêÜ, ãéá ðáñÜäåéãìá ó�çí ðáñÜ-ó�áóç
∑3x=1 x+ yç x åßíáé äåóìåõìÝíç ìå�áâëç�Þ êáé ç y åëåýèåñç. Äåí Ý÷åé åäþ íüçìá íááí�éêá�áó�Þóïõìå �ç x ìå êÜðïéïí áñéèìü, Ý÷åé üìùò íüçìá íá áí�éêá�áó�Þ-óïõìå �çí y ìå ð.÷. �ï 5 áðïê�þí�áò �çí ðáñÜó�áóç ∑3x=1 x + 5. Åäþ äåíîå÷ùñßæïõìå �éò ðáñáó�Üóåéò ðïõ äéáöÝñïõí ùò ðñïò �ï üíïìá �ùí äåóìåõ-ìÝíùí ìå�áâëç�þí. Ó�ç ëïãéêÞ, �ï áíÜëïãï åßíáé ï ìç äéá÷ùñéóìüò ìå�áîýåíüò �ýðïõ êáé �ïõ variant áõ�ïý �ïõ �ýðïõ.To áðï�Ýëåóìá �çò áí�éêá�Üó�áóçò (�ùí åëåýèåñùí åìöáíßóåùí) �ïõ xáðü �ï N ó�ïí �-üñï M óõìâïëßæå�áé ìå M [x := N ]. Åäþ èá ðñÝðåé íá



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 138ëçöèåß õðüøç ü�é êáìßá áðü �éò åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò �ïõ N äåí ðñÝðåé íáäåóìåõ�åß ìå�Ü �çí áí�éêá�Üó�áóç.�éá �ïí ëüãï áõ�ü �á ïíüìá�á �ùí äåóìåõìÝíùí ìå�áâëç�þí óå Ýíáí üñïèá åðéëÝãïí�áé ðÜí�á þó�å íá äéáöÝñïõí áðü �á ïíüìá�á �ùí åëåýèåñùí ìå�á-âëç�þí. ¢ñá ãñÜöïõìå y (�xy′: x y′ z) ãéá �ïí y (�xy: x y z). H óýìâáóç áõ�Þìðïñåß íá åðåê�áèåß êáé óå ðåñéóóü�åñïõò áðü Ýíáí üñïõò. Áí ð.÷. Ý÷ïõìå�ïõò üñïõòM1;M2; : : :Mn ìðïñïýìå íá öáí�áó�ïýìå ü�é üëåò ïé äåóìåõìÝíåòìå�áâëç�Ýò ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïõò üñïõò áõ�ïýò åßíáé äéáöïñå�éêÝò áðü �éòåëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò áõ�þí �ùí üñùí. Áõ�ü âÝâáéá ìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß ìåìå�ïíïìáóßá �ùí äåóìåõìÝíùí (êáé ü÷é âÝâáéá �ùí åëåýèåñùí) ìå�áâëç�þí.¢ñá ëïéðüí êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �çò áí�éêá�Üó�áóçò ü�áí ó÷çìá�ßæïõìå�ïí üñï M [x := N ] ìðïñïýìå íá öáí�áó�ïýìå ü�é áõ�Þ ç £óýìâáóç �ùíìå�áâëç�þí¤ éó÷ýåé ãéá �ïõò M êáé N Ý�óé þó�å, ðñáãìá�ïðïéïýìåíçò �çòáí�éêá�Üó�áóçò, êáìßá åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ �ïõ N äåí ìðïñåß íá äåóìåõ�åß(ìå�Ü �çí áí�éêá�Üó�áóç) áðü êÜðïéï �-�åëåó�Þ �ïõ M . �.÷. äåí ìðïñåß íáõðÜñîåé (�x: x y)[y := x] = �x: x x äéü�é áõ�ü ðñÝðåé íá ãßíåé (�x: x y)[y :=x] = (�z: z y)[y := x] = �z: z x.H £óýìâáóç �ùí ìå�áâëç�þí¤ åðé�ñÝðåé íá ïñßæïõìå �çí áí�éêá�Üó�áóçó�ïí �-ëïãéóìü ÷ùñßò íá ëáìâÜíïõìå êÜðïéá åéäéêÞ ðñüíïéá ãéá �éò åëåýèåñåòêáé äåóìåõìÝíåò ìå�áâëç�Ýò.Ïñéóìüò 10.3 • ¸íáò üñïò �çò ìïñöÞò (�x: P )Q ïíïìÜæå�áé �-redexêáé ï P [x := Q] ïíïìÜæå�áé �ï �-
ontra
tum �ïõ.
• Èá ëÝìå ü�é -M →� N áí Ýíáò õðïüñïò �ïõ M , ðïõ åßíáé redex, áí�é-êáèßó�á�áé áðü �ï 
ontra
tum �ïõ êáé äßíåé �ï N .
• Èá ëÝìå ü�é M ։� N áí õðÜñ÷ïõí üñïé M1;M2; : : :Mn þó�åM ≡ M1 êáé N ≡ Mn êáé ãéá êÜèå i (1 ≤ i ≤ n − 1) Mi →� Mi+1,äçëáäÞ M →� M2 →� · · · →� Mn−1 →� N .
• ¸íáò üñïòM åßíáé ìßá �-êáíïíéêÞ ìïñöÞ áí äåí õðÜñ÷åé üñïò N þó�åM →� N Þ, éóïäýíáìá, ü�é �ï M äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá redex.Ç áíáãùãÞ åíüò üñïõ åßíáé ï £õðïëïãéóìüò¤ �ïõ. ¼�áí ó�ïí üñï ÌõðÜñ÷åé Ýíá redex, �ü�å £õðïëïãßæïõìå¤ �ï redex áí�éêáèéó�þí�áò �ï ìå �ï
ontra
tum �ïõ. Ç ìå�Üâáóç äçëáäÞ áðü �ïí Ì ó�ïí Í (Ì ։� N) åßíáéìßá äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý ðïõ ìáò ïäçãåß áðü �ïí Ì ó�ïí Í . ð.÷.
(�x: x x)�z: z →� xx[x := �z: z] = (�z: z)�y: y
(�z: z)�y: y →� z[z := �y: y] = �y: y
(�x: x x)�z: z ։� �y: yÏ ëïãéóìüò áõ�üò (ï �-ëïãéóìüò �ïõ Chur
h) Ý÷åé åí�õðùóéáêÞ õðïëï-ãéó�éêÞ éó÷ý. Äéü�é áí ïñßóïõìå �á øçößá �ïõ Chur
h n̄ (n ∈ N) íá åßíáé ïé
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︷ ︸︸ ︷f(f(· · · f(x) · · ·) �ü�å ëÝìå ü�é ç óõíÜñ�çóç h : Nk → N õðï-ëïãßæå�áé ó�ïí �-ëïãéóìü áí õðÜñ÷åé �-üñïò H þó�å ü�áí f(n1; : : : ; nk) = b�ü�å èá Ý÷ïõìå Hn̄1n̄2 · · · n̄1 ։� b̄, äçëáäÞ ï üñïò-ðñüãñáììá H åöáñìüæåéó�á øçößá n1; : : : ; nk êáé ìå�Ü áðü êÜðïéá âÞìá�á õðïëïãéóìïý âãÜæåé ùòáðï�Ýëåóìá �ï b̄, ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí �éìÞ b �çò óõíÜñ�çóçò. Áðïäåéêíýå�áéü�é üëåò ïé íïç�Ü, ìå ïðïéïíäÞðï�å �ñüðï, õðïëïãßóéìåò óõíáñ�Þóåéò ìðïñïýííá õðïëïãéó�ïýí ó�ïí �-ëïãéóìü. Ï �-ëïãéóìüò Üëëùó�å Þ�áí �ï ðëáßóéïó�ï ïðïßï äéá�õðþèçêå ç èÝóç �ïõ Chur
h.Ï êáèáñüò �-ëïãéóìüò Þ�áí �ï ðñþ�ï óýó�çìá ðïõ áíÝð�õîå ï Chur
h.Ó�ç óõíÝ÷åéá üìùò áíÝð�õîå Ýíá ðïëý óçìáí�éêü óýó�çìá, �ïí �-ëïãéóìü ìå�ýðïõò.Ó�ïí êáèáñü �-ëïãéóìü èåùñÞóáìå ü�é ìéá óõíÜñ�çóç äåí Ý÷åé ðñïêáèï-ñéóìÝíï ðåäßï ïñéóìïý êáé ðåäßï �éìþí. Äåí õðÜñ÷ïõí áðáé�Þóåéò ðñïêáèïñé-óìÝíïõ ðñïóäéïñéóìïý, ü�é ð.÷. ìßá óõíÜñ�çóç (üðùò ç n 7→ n3) äÝ÷å�áé ùòïñßóìá�á öõóéêïýò áñéèìïýò êáé åðéó�ñÝöåé öõóéêïýò áñéèìïýò. Ç åðéâïëÞ �Ý-�ïéïõ åßäïõò áðáé�Þóåùí ãßíå�áé ìÝóù �ùí �ýðùí. Ï êÜèå üñïò (ðñüãñáììá)óõíïäåýå�áé áðü Ýíáí �ýðï, ï ïðïßïò ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Ýíáò ðñïóäéïñé-óìüò Þ ó÷üëéï (spe
i�
ation) ãéá �ï �é êÜíåé Ýíá ðñüãñáììá õðïëïãéóìïý,ðïõ ó�çí ðåñßð�ùóÞ ìáò åßíáé Ýíáò �-üñïò. Ï Curry êáé ï Chur
h åéóÞãáãáí�Ý�ïéåò åêäï÷Ýò �-ëïãéóìïý ìå �ýðïõò.Ïñéóìüò 10.4 (Ôýðïé) ¸ó�ù U Ýíá áñéèìÞóéìï ðëÞèïò óõìâüëùí ðïõ èáïíïìÜæïí�áé á�ïìéêïß �ýðïé Þ êáé ìå�áâëç�Ýò �ýðùí. Ôï óýíïëï �ùí �ýðùíT ïñßæå�áé åðáãùãéêÜ ùò åîÞò:A1. ÊÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ U åßíáé �ýðïò.A2. Áí � êáé � �ýðïé �ü�å ç Ýêöñáóç (� → �) åßíáé �ýðïò.¹ ÷ñçóéìïðïéþí�áò åíáëëáê�éêü ïñéóìüT ::= U | (T → T )Äéáéóèç�éêÜ ï �ýðïò (� → �) èá áí�éó�ïé÷åß ó�ïõò üñïõò ðïõ åßíáé ðñï-ãñÜììá�á óõíáñ�Þóåùí áðü üñïõò �ýðïõ � óå üñïõò �ýðïõ �).Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �á á; â; ã : : : ãéá á�ïìéêïýò �ýðïõò êáé �á ó; �; ñ : : :ãåíéêÜ ãéá �ýðïõò. Èá ðáñáëåßðïõìå �éò åîù�åñéêÝò ðáñåíèÝóåéò ó�ç ãñáöÞ�ùí �ýðùí.Ìå�áâëç�Ýò üñùí: �éá êÜèå �ýðï ó õðÜñ÷åé Ýíá áñéèìÞóéìï ðëÞèïò ìå�á-âëç�þí �ýðïõ ó. Ïé ìå�áâëç�Ýò �ýðïõ ó èá ãñÜöïí�áé ùò x� (èá íïïýí�áéäçëáäÞ ùò æåýãç (x; ó)), üðïõ x åßíáé Ýíá óýìâïëï ìå�áâëç�Þò.Ïñéóìüò 10.5 (¼ñïé) Ôï óýíïëï �ùí üñùí ïñßæå�áé åðáãùãéêÜ ùò åîÞò:A1. ÊÜèå ìå�áâëç�Þ x� åßíáé üñïò �ýðïõ ó.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 140A2. Áí Ì åßíáé üñïò �ýðïõ ó → � êáé Í üñïò �ýðïõ ó, �ü�å (M N) åßíáéüñïò �ýðïõ �.A3. Áí Ì åßíáé üñïò �ýðïõ � êáé xó ìå�áâëç�Þ �ýðïõ ó, �ü�å (�x�:M)åßíáé üñïò �ýðïõ ó → �.Óõìâïëéóìïß: ÁíÌ åßíáé Ýíáò üñïò �ýðïõ ó, ðïëëÝò öïñÝò èá ãñÜöïõìåÌ ∈� Þ êáéÌ�. �ïëëÝò öïñÝò èá ðáñáëåßðïõìå �ïí �ýðï ó�éò ìå�áâëç�Ýò, äçëáäÞìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå �x:M . Èá ðáñáëåßðïõìå �éò åîù�åñéêÝò ðáñåíèÝóåéò.Ïé üñïé �ïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý èá ëÝãïí�áé êáé üñïé Chur
h.Ç áí�éêá�Üó�áóç ïñßæå�áé åðßóçò ìå �ïí ßäéï �ñüðï áëëÜ ìå �çí ðñïû-ðüèåóç ü�é ìßá (åëåýèåñç) ìå�áâëç�Þ �ýðïõ ó áí�éêáèßó�á�áé ìüíï áðü üñï�ýðïõ ó.¸íá redex Ý÷åé �ç ìïñöÞ (�x� :M)N , üðïõ âÝâáéá ï �x�:M Ý÷åé �ýðïó → � (M ∈ �) êáé N ∈ � (áíáãêáó�éêÜ ãéá íá ìðïñÝóåé íá ó÷çìá�éó�åß ïüñïò). Ôï 
ontra
tum èá åßíáé �ï M [x� := N ]. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ï üñïòðïõ ðñïêýð�åé áðü ìßá �Ý�ïéá áí�éêá�Üó�áóç Ý÷åé �ïí ßäéï �ýðï ìå �ïí Ì .¸íáò üñïò �ïõ áñ÷éêïý óõó�Þìá�ïò Chur
h åßíáé óáí Ýíáò üñïò �ïõ êá-èáñïý �-ëïãéóìïý ìå �ç äéáöïñÜ ü�é óå üëåò �éò ìå�áâëç�Ýò, åëåýèåñåò êáéäåóìåõìÝíåò, õðÜñ÷åé ìßá áðïíïìÞ-áíáãñáöÞ �ýðùí. Áí £óâÞóïõìå¤ áõ�Ýò�éò áðïíïìÝò, ï üñïò áõ�üò ìå�á�ñÝðå�áé óå üñï �ïõ �-ëïãéóìïý ÷ùñßò �ý-ðïõò. Ï £ìç÷áíéóìüò¤ �ùí �ýðùí åéóÜãåé ìéá ãñáììá�éêÞ ó�ïí ó÷çìá�éóìü�ùí �-üñùí, áöïý ïé �-üñïé äåí ìðïñïýí ðëÝïí íá ó÷çìá�éó�ïýí åëåýèåñáðáñÜ ìüíïí áí Ý÷ïõí �ïõò êá�Üëëçëïõò �ýðïõò.10.1 Åðåê�Üóåéò �ïõ �-ëïãéóìïý ìå áðëïýò �ýðïõòÔï óýó�çìá �ïõ �-ëïãéóìïý ìå áðëïýò �ýðïõò ðïõ ìåëå�Þóáìå åßíáé áñêå�Ü£ö�ù÷ü¤. Äåí ìðïñïýìå ëüãïõ ÷Üñéí íá ïñßóïõìå �ï æåýãïò 〈P;Q〉 ü�áí ìáòäßíïí�áé äýï üñïé P êáé Q. Ìéá ëïéðüí ðñïöáíÞò åðÝê�áóç èá åßíáé íá ðñï-óèÝóïõìå ó�ïí ìç÷áíéóìü äçìéïõñãßáò �ùí �ýðùí �ç äõíá�ü�ç�á äçìéïõñãßáò�ïõ ãéíïìÝíïõ �ýðùí � × � , ü�áí � êáé � åßíáé �ýðïé. Áõ�ü èá ìáò åðé�ñÝøåéíá ïñßóïõìå �ï æåýãïò 〈P;Q〉.ÅðÝê�áóç �ïõ óõó�Þìá�ïò Chur
h ìå ãéíüìåíï �ýðùíÔýðïé: Ó�ïí ïñéóìü �ùí �ýðùí ðñïóèÝ�ïõìå �çí áêüëïõèç ðñü�áóç:
• Áí � êáé � åßíáé �ýðïé, �ü�å � × � åßíáé �ýðïò.Óçìåßùóç: Ï �ýðïò � × � åßíáé �ï (êáñ�åóéáíü) ãéíüìåíï �ùí �ýðùí �êáé � .¼ñïé: Ó�ïí ïñéóìü �ùí üñùí ðñïóèÝ�ïõìå �á áêüëïõèá:
• Áí M åßíáé üñïò �ýðïõ � êáé N üñïò �ýðïõ � , �ü�å 〈M;N〉 åßíáé üñïò�ýðïõ � × � . (äçìéïõñãßá æåýãïõò)



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 141
• Áí M åßíáé üñïò �ýðïõ � × � , �ü�å �1M åßíáé üñïò �ýðïõ � êáé �2Måßíáé üñïò �ýðïõ � .Óçìåßùóç: Ï üñïò �1M åßíáé ç £ðñþ�ç ðñïâïëÞ¤ �ïõ M êáé ï �2M ç£äåý�åñç ðñïâïëÞ¤. Õðïëïãéó�éêÞ óçìáóßáÏé êáéíïýñãéïé ïñéóìïß åéóÜãïõí íÝåò ìïñöÝò áðü redex êáé 
ontra
tum.Ó�á Þäç õðÜñ÷ïí�á ðñïó�ßèåí�áé �á åîÞò:�1〈M;N〉 →� M�2〈M;N〉 →� NÏé äýï ðñïáíáöåñèåßóåò ó÷Ýóåéò ðïõ Ý÷ïõí �ç ìïñöÞ P →� Q óçìáßíïõíü�é P åßíáé Ýíá redex êáé Q åßíáé �ï 
ontra
tum �ïõ.Áò óçìåéùèåß ü�é ï üñïò 〈M;N〉 åßíáé �ï £ðáêå�Üñéóìá¤ óå æåýãïò �ùíM êáé N . Ôá �1M , �2M åßíáé ïé ðñïâïëÝò �ïõò ðïõ ìáò åðé�ñÝðïõí íáåîáãÜãïõìå �á óõíéó�þí�á ìÝñç åíüò æåýãïõò. Ôï óýó�çìá �ùí áðëþí �ý-ðùí �ïõ Chur
h äåí Ý÷åé �çí õðïëïãéó�éêÞ éó÷ý �ïõ �-ëïãéóìïý. ¸÷åé üìùò�çí êáëÞ äéåõèÝ�çóç ó�ç äçìéïõñãßá �ùí üñùí êáé åðßóçò �ç óçìáí�éêÞ éäéü-�ç�á (ðïõ áóöáëßæåé �ïõò õðïëïãéóìïýò) ü�é êÜèå ðñïóðÜèåéá áíáãùãÞò, ìåïðïéïíäÞðï�å �ñüðï êáé áí áõ�Þ ãßíåé, èá �åñìá�ßóåé êá�áëÞãïí�áò óå ìéáêáíïíéêÞ ìïñöÞ. ÄçëáäÞ �çí éäéü�ç�á �çò éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò. Èá ÷ñç-óéìïðïéÞóïõìå �ï óýó�çìá áõ�ü ãéá íá äþóïõìå ìéá åéóáãùãéêÞ éäÝá ó�ïíéóïìïñöéóìü Curry-Howard.10.2 ËïãéêÞ êáé ï éóïìïñöéóìüò Curry-HowardÓ�ç ëïãéêÞ, üðùò åßäáìå, êá�áóêåõÜæïõìå áðïäåßîåéò. Îåêéíþí�áò áðü õðï-èÝóåéò, ìå äéáäï÷éêÜ (ëïãéêÜ) âÞìá�á ïäçãïýìáó�å ó�ï óõìðÝñáóìá. Áí ïéõðïèÝóåéò �áõ�ßæïí�áé ìå �á áîéþìá�á ìéáò èåùñßáò, �ü�å �ï óõìðÝñáóìá èáåßíáé Ýíá èåþñçìá áõ�Þò �çò èåùñßáò. Áí �ï óõìðÝñáóìá áðïäåé÷èåß ÷ùñßòíá âáóéæüìáó�å óå êáìßá õðüèåóç, �ü�å ç ðñü�áóç-óõìðÝñáóìá åßíáé ëïãéêÜïñèÞ, äçëáäÞ Ý÷åé ìéá ãåíéêÞ ëïãéêÞ áíáãêáéü�ç�á (�áõ�ïëïãßá Þ ëïãéêÜÝãêõñç ðñü�áóç). Ïé ìåëÝ�åò ìåãÜëùí ìáèçìá�éêþí ëïãéêþí, üðùò ïé Frege,Russell, Hilbert, Gentzen êáé ðïëëïß Üëëïé, åðÝ�ñåøáí �çí �õðïðïßçóç �çòÝííïéáò �çò áðüäåéîçò. Ïé åñãáóßåò �ïõ Gentzen êáé åéäéêÜ ï �ñüðïò ðïõ ðá-ñïõóßáóå �éò áðïäåßîåéò ó�ï óýó�çìá �çò öõóéêÞò áðáãùãÞò åðÝ�ñåøáí íá äéá-ðéó�ùèåß ìéá óõãêëïíéó�éêÞ éóïìïñößá ìå�áîý �ùí áðïäåßîåùí êáé �ùí üñùí�ïõ �-ëïãéóìïý (ðñïãñáììÜ�ùí). Áõ�Þ ç áí�éó�ïé÷ßá áðï�åëåß �ï êëåéäß �çòäïìéêÞò óýíäåóçò �çò ëïãéêÞò (åí ãÝíåé �ùí ìáèçìá�éêþí) êáé �çò ðëçñïöï-ñéêÞò.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå �ï óýó�çìá �çò öõóéêÞò áðáãùãÞò ó�çíáðëÞ ðåñßð�ùóç åíüò ìÝñïõò �ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïý.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 142Ïñéóìüò 10.6 (�ñï�áóéáêÝò öüñìïõëåò) ÎåêéíÜìå ìå Ýíá áñéèìÞóéìï óý-íïëï ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þíð.÷. A, B, C, : : :, A1, B1, C1, : : : èá åßíáé ðñï�áóéáêÝò ìò�áâëç�Ýòêáé ïñßæïõìåA1. ÊÜèå ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ åßíáé ðñï�áóéáêÞ öüñìïõëá.A2. Áí � êáé  åßíáé ðñï�áóéáêÝò öüñìïõëåò, �ü�å (� →  ) êáé (� ∧  )åßíáé ðñï�áóéáêÝò öüñìïõëåò.Óçìåßùóç: �ñï�áóéáêÞ öüñìïõëá åßíáé êÜèå Ýêöñáóç (óõìâïëïóåéñÜ) ðïõêá�áóêåõÜæå�áé ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò �ùí êáíüíùí 1) êáé 2). Åäþ èá ÷ñç-óéìïðïéÞóïõìå �ç ëÝîç öüñìïõëá, áí�ß (ðñï�áóéáêüò) �ýðïò ðïõ Ý÷ïõìå Þäç÷ñçóéìïðïéÞóåé ó�çí (ðñï�áóéáêÞ) ëïãéêÞ, äéü�é �çí �åëåõ�áßá èá �ç ÷ñçóé-ìïðïéÞóïõìå ãéá �ïõò �ýðïõò �ïõ �-ëïãéóìïý.Ç öüñìïõëá (�→  ) åßíáé ç óõíåðáãùãÞ ìå õðüèåóç �ç � êáé óõìðÝñáóìá�çí  êáé ç öüñìïõëá (� ∧  ) åßíáé ç óýæåõîç �ùí � êáé  . �éá ëüãïõòáðëü�ç�áò èá ðáñáëåßðïõìå ðïëëÝò öïñÝò �éò ðáñåíèÝóåéò.�áñÜäåéãìá:A1. Ç ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ A åßíáé ðñï�áóéáêÞ öüñìïõëá.A2. Ç Ýêöñáóç (((A→ A)→ C)∧B) åßíáé ðñï�áóéáêÞ öüñìïõëá (åëÝãî�åáí Ý÷åé êá�áóêåõáó�åß óùó�Ü óýìöùíá ìå �éò ðñïäéáãñáöÝò �ïõ ïñé-óìïý).10.3 Óýó�çìá áðïäåßîåùí öõóéêÞò áðáãùãÞòÏé áðïäåßîåéò ó�ï óýó�çìá öõóéêÞò áðáãùãÞò èá åßíáé äÝí�ñá üðïõ ó�ïõòêüìâïõò �ùí äÝí�ñùí èá õðÜñ÷ïõí ðñï�áóéáêÝò öüñìïõëåò, ó�ç ñßæá �ùí äÝ-í�ñùí èá õðÜñ÷åé ç ðñï�áóéáêÞ öüñìïõëá ðïõ áðïäåéêíýå�áé, êáé ó�á öýëëá�ùí äÝí�ñùí èá õðÜñ÷ïõí (áí ðáñáìÝíïõí æùí�áíÝò) ïé õðïèÝóåéò ó�éò ïðïßåòâáóßæå�áé ç áðïäåéêíõüìåíç öüñìïõëá. Ïé õðïèÝóåéò ó�á öýëëá �ïõ äÝí�ñïõèá åßíáé ïìáäïðïéçìÝíåò óå ðáêÝ�á õðïèÝóåùí (üðïõ êÜèå ðáêÝ�ï èá áðï�å-ëåß�áé áðü åìöáíßóåéò �çò ßäéáò öüñìïõëáò óå äéáöïñå�éêÜ öýëëá). Åðßóçò èáõðÜñ÷ïõí êáé ðáêÝ�á õðïèÝóåùí ðïõ Ý÷ïõí åêöïñ�éó�åß (êá�Ü �çí ðïñåßá �çòáðüäåéîçò) êáé �á ïðïßá äåí èá ìå�ñÜíå ùò (æùí�áíÝò) áðïäåßîåéò.Ôá ðáñáðÜíù ãßíïí�áé ðéï áêñéâÞ êáé ðéï êá�áíïç�Ü ìå �ïõò áêüëïõèïõòïñéóìïýò.Ïñéóìüò 10.7 Èá ïíïìÜæïõìå äÝí�ñï ìå öüñìïõëåò êÜèå äÝí�ñï, ìå ìïíÞÞ äéðëÞ äéáêëÜäùóç, ó�ïõò êüìâïõò �ïõ ïðïßïõ õðÜñ÷ïõí ðñï�áóéáêÝò öüñ-ìïõëåò, ð.÷.A BA ∧BA→ (A ∧B)
åßíáé äÝí�ñï ìå öüñìïõëåò.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 143Ôá äÝí�ñá ðïõ åîå�Üæïõìå äéáêëáäþíïí�áé ðñïò �á ðÜíù, ð.÷. ü�áí ãñÜ-öïõìå �  � Ý÷ïõìå äéðëÞ äéáêëÜäùóç, åíþ ü�áí ãñÜöïõìå �� Ý÷ïõìåìïíÞ äéáêëÜäùóç.Ïñéóìüò 10.8 ¸íá äÝí�ñï ìå öüñìïõëåò êáé ìå ðáêÝ�á õðïèÝóåùí åßíáéÝíá äÝí�ñï ìå öüñìïõëåò üðïõ ó�á öýëëá �ïõ äÝí�ñïõ óå êÜèå öüñìïõëáÝ÷åé áí�éó�ïé÷çèåß Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. Ï ðåñéïñéóìüò åßíáé ü�é óå äéá-öïñå�éêÝò öüñìïõëåò ðñÝðåé íá áí�éó�ïé÷ïýí äéáöïñå�éêïß áñéèìïß åíþ óåäéáöïñå�éêÝò åìöáíßóåéò �çò ßäéáò öüñìïõëáò (ßäéá öüñìïõëá óå äéáöïñå�éêÜöýëëá) ìðïñåß íá áí�éó�ïé÷çèåß ï ßäéïò áñéèìüò. Ôï ðïëõóýíïëï üëùí �ùíåìöáíßóåùí ó�á öýëëá �ïõ äÝí�ñïõ ìéáò öüñìïõëáò � ó�çí ïðïßá Ý÷åé áí�é-ó�ïé÷çèåß ï áñéèìüò i ëÝãå�áé ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí i. Ôá ðáêÝ�á õðïèÝóåùí÷ùñßæïí�áé óå äýï îå÷ùñéó�Ýò êá�çãïñßåò. Ôá æùí�áíÜ ðáêÝ�á õðïèÝóåùíêáé �á åêöïñ�éóìÝíá ðáêÝ�á õðïèÝóåùí. ¼�áí èÝëïõìå íá ðáñïõóéÜóïõìåü�é ìéá óõãêåêñéìÝíç åìöÜíéóç ìéáò öüñìïõëáò � óå Ýíá öýëëï áíÞêåé ó�ïæùí�áíü ðáêÝ�ï i ãñÜöïõìå �i, åíþ ü�áí áíÞêåé ó�ï åêöïñ�éóìÝíï ðáêÝ�ï iãñÜöïõìå i� . Åðßóçò, ó�á äÝí�ñá ìå öüñìïõëåò êáé ðáêÝ�á õðïèÝóåùí,åðé�ñÝðïõìå íá õðÜñ÷ïõí öõóéêïß áñéèìïß êáé ó�éò äéáêëáäþóåéò �  �êáé �� , äçëáäÞ åðé�ñÝðïõìå �ï äÝí�ñï íá Ý÷åé ó�ïõò êüìâïõò �ç ìïñöÞ�  i� Þ � i� .�áñÜäåéãìá:1A 1AA ∧A 1A→ (A ∧A) A2

(A→ (A ∧B)) ∧A åßíáé äÝí�ñï ìå öüñìïõëåò êáé ðáêÝ�á õðïèÝ-óåùí. Áò åðéóçìÜíïõìå ü�é �ï ðïëõóýíïëï ìå ìïíáäéêÞ åìöÜíéóç �çí A2ó�çí áíáðáñÜó�áóç �ïõ äÝí�ñïõ åßíáé �ï áíïéê�ü ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí 2, åíþ�ï ðïëõóýíïëï ìå �éò äýï åìöáíßóåéò 1A ó�çí áíáðáñÜó�áóç �ïõ äÝí�ñïõåßíáé �ï åêöïñ�éóìÝíï ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí 1.Èá óõìâïëßæïõìå �á áíïéê�Ü ðáêÝ�á õðïèÝóåùí i ìå ìÝëç ìéá öüñìïõëá� ìå [�]i. ÄçëáäÞ [�]i èá óõãêåí�ñþíåé üëåò �éò öüñìïõëåò � ó�á öýëëá �ïõäÝí�ñïõ ó�éò ïðïßåò Ý÷åé áí�éó�ïé÷çèåß ï áñéèìüò i (êáé ïé ïðïßåò óõãêñï�ïýíáíïéê�ü ðáêÝ�ï). Áí�ßó�ïé÷á �á åêöïñ�éóìÝíá ðáêÝ�á �á óõìâïëßæïõìå ìå
[�]i. Óçìåéþó�å ü�é [�]i åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �ï [�]j áí i 6= j. Ôï ßäéïóõìâáßíåé êáé ãéá �á åêöïñ�éóìÝíá ðáêÝ�á. ¸íá ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí åßíáé ðÜ-í�á ðñïóäéïñéóìÝíï åß�å ùò áíïéê�ü åß�å ùò åêöïñ�éóìÝíï ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí.Áí áðïöáóßóïõìå ãéá Ýíá áíïéê�ü ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí [�]i íá áëëÜîïõìå �ïíðñïóäéïñéóìü �ïõ óå åêöïñ�éóìÝíï, �ü�å �ï óõìâïëßæïõìå (�ï ìå�á�ñÝðïõìåóå) [�]i.Ó�ç óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå �çí £Π åßíáé áðüäåéîç �çò öüñìïõëáò � áðü �áðáêÝ�á õðïèÝóåùí [�1]j1 ; : : : ; [�k]jk¤. Ç áðüäåéîç Π èá åßíáé Ýíá äÝí�ñï ìå



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 144öüñìïõëåò êáé ðáêÝ�á õðïèÝóåùí ó�ï ïðïßï �á áíïéê�Ü ðáêÝ�á õðïèÝóåùí èáåßíáé �á [�1]j1 ; : : : ; [�k]jk êáé ãéá �á åêöïñ�éóìÝíá èá õðÜñ÷åé ìéá êá�áãñáöÞ�ïõ £óå ðïéï óçìåßï¤ �çò áðüäåéîçò Ý÷åé ãßíåé ç åêöüñ�éóÞ �ïõò. Ç áðüäåéîç-äÝí�ñï êá�áóêåõÜæå�áé ìå âÜóç �ïí áêüëïõèï åðáãùãéêü ïñéóìü.Ïñéóìüò 10.9 ÅðáãùãéêÜ.A1. �éá êÜèå öüñìïõëá � êáé êÜèå i ∈ N �ï äÝí�ñï�ìå ìïíáäéêü êüìâï �ç � åßíáé áðüäåéîç �çò � áðü �ï ðáêÝ�ï õðïèÝ-óåùí [�]i. Ó' áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç �ï (æùí�áíü) ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí [�]i(ðáêÝ�ï i) áðï�åëåß�áé áðïêëåéó�éêÜ áðü �ç � êáé ç áðüäåéîç ìðïñåßíá ðáñáó�áèåß åðßóçò ìå �i.A2. Áí Π1 åßíáé áðüäåéîç �çò � êáé Π2 áðüäåéîç �çò  (êáé ó�éò äýï ðå-ñéð�þóåéò áí�ßó�ïé÷á áðü êÜðïéá ðáêÝ�á õðïèÝóåùí Ý�óé þó�å íá ìçíåßíáé äõíá�üí ãéá ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí [�]i �çò Π1 êáé [ ]i �çò Π2 íáÝ÷ïõìå � 6=  ), �ü�å �ï äÝí�ñï
Π1 Π2� ∧  åßíáé áðüäåéîç �çò � ∧  áðü ðáêÝ�á õðïèÝóåùí ðïõ êáèïñßæïí�áé áðü�ïõò áñéèìïýò ðïõ Ý÷ïõí áðïäïèåß ó�á öýëëá �ïõ åíéáßïõ äÝí�ñïõ Π1 Π2� ∧  êáé ïé ïðïßïé Ý÷ïõí êëçñïíïìçèåß áðü �á äÝí�ñá Π1 êáé Π2 (äçëáäÞêÜèå ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí [�]i �ïõ Π1 Π2� ∧  åßíáé ðáêÝ�ï õðïèÝóåùíåß�å �ïõ Π1 åß�å �ïõ Π2, åê�üò áðü �çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå ãéá êÜ-ðïéï i íá õðÜñ÷åé ðáêÝ�ï [�]i �çò Π1 êáé [�]i �çò Π2 êáé ó�çí ïðïßáðåñßð�ùóç åíïðïéïýìå �ï ðáêÝ�ï [�]i, äçëáäÞ ó' áõ�ü �ï ðáêÝ�ï èáðåñéëáìâÜíïí�áé üëåò ïé åìöáíßóåéò �çò �i êáé ó�á äýï äÝí�ñá Π1 êáé

Π2).[Ó÷çìá�éêÜ, �ïí ó÷çìá�éóìü �çò íÝáò áðüäåéîçò èá �ïí åìöáíßæïõìåùò...� ... � ∧  üðïõ ...� åßíáé ç áðüäåéîç Π1 êáé ... ç áðüäåéîç Π2.℄A3. Áí Π åßíáé áðüäåéîç �çò �∧ áðü êÜðïéá ðáêÝ�á õðïèÝóåùí, �ü�å Π�åßíáé áðüäåéîç �çò � êáé Π åßíáé áðüäåéîç �çò  , êáé ïé äýï ìå �áßäéá ðáêÝ�á õðïèÝóåùí.



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 145[�áñéó�Üíïõìå áõ�Ýò �éò áðïäåßîåéò áí�ßó�ïé÷á ìå ...� ∧  � êáé ...� ∧   .℄A4. Áí Π åßíáé áðüäåéîç �çò  áðü ðáêÝ�á õðïèÝóåùí ó�á ïðïßá ðåñéëáì-âÜíå�áé �ï ðáêÝ�ï [�]i �ü�å Π i�→  åßíáé áðüäåéîç �çò �→  áðü�á ßäéá ðáêÝ�á õðïèÝóåùí åê�üò �ïõ ü�é �ï ðáêÝ�ï [�]i Ý÷åé ìå�á�á÷èåßó�á åêöïñ�éóìÝíá, äçëáäÞ �ï [�]i Ý÷åé ðÜøåé íá åßíáé áíïéê�ü ðáêÝ�ï(Üñá åßíáé åêöïñ�éóìÝíï).[Ó÷çìá�éêÜ ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå �á ðéï ðÜíù ëÝãïí�áò ü�é áí [�]i... åßíáé áðüäåéîç �çò  , �ü�å [�]i... i�→  åßíáé áðüäåéîç �çò �→  .℄A5. Áí Π åßíáé áðüäåéîç �çò  áðü êÜðïéá ðáêÝ�á õðïèÝóåùí êáé � ìéáöüñìïõëá, �ü�å �ï äÝí�ñï Π�→  åßíáé áðüäåéîç �çò �→  áðü �áßäéá ðáêÝ�á õðïèÝóåùí.[Ï ìç÷áíéóìüò áõ�üò áí�éó�ïé÷åß êá�Ü ìßá Ýííïéá ó�çí åêöüñ�éóç åíüò£öáéíïìåíéêïý¤ ðáêÝ�ïõ õðïèÝóåùí [�]i, üðïõ �ï i äåí õðÜñ÷åé ó�á ðá-êÝ�á õðïèÝóåùí �çò áðüäåéîçò Π.℄A6. Ìå �ç óõìâïëéêÞ áíáðáñÜó�áóç êáé �éò ßäéåò ðñïäéáãñáöÝò �ïõ ïñéóìïýðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá �ç óýæåõîç �ï äÝí�ñï ...�→  ...� åßíáéáðüäåéîç �çò  ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ...�→  åßíáé áðüäåéîç �çò �→  êáé ...� åßíáé áðüäåéîç �çò �.�áñá�çñÞóåéò - ÓõìâïëéóìïßÇ äçìéïõñãßá �çò áðüäåéîçò Π �çò öüñìïõëáò � äçìéïõñãåß Ýíá äÝí�ñï ó�ïïðïßï êñá�ïýí�áé óçìåéþóåéò ãéá �éò õðïèÝóåéò (æùí�áíÝò Þ åêöïñ�éóìÝíåò)êáé �çò áêñéâïýò èÝóçò ðïõ åêöoñ�ßæå�áé Ýíá ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí.Áí ìå Π óõìâïëßóïõìå �çí áðüäåéîç Π �çò öüñìïõëáò  êáé ìå [�]i
Π �çíáðüäåéîçΠ �çò  üðïõ ìå�áîý �ùí ðáêÝ�ùí õðïèÝóåùí õðÜñ÷åé �ï [�]i, ïìïßùò
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Π �çí áðüäåéîç �çò  üðïõ �ï ðáêÝ�ï [�]i Ý÷åé £êá�áó�åß¤ åêöïñ�éóìÝíï(Ý÷åé åêöïñ�éó�åß), �ü�å ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå óõíïð�éêÜ �ïí ïñéóìü�ùí áðïäåßîåùí:ð.÷. ç [ ]i  åßíáé áðüäåéîç, ç Π1� Π2 � ∧  åßíáé áðüäåéîç (áöïý Ý÷ïõìååíïðïéÞóåé �á ðáêÝ�á õðïèÝóåùí �ùí Π1� êáé Π2 ) ç [�]i

Π i�→  åßíáé áðüäåéîçê.ï.ê.�áñÜäåéãìá 10.10 A1. 1A 1A→ A . ÄçëáäÞ �ï A åßíáé áðüäåéîç áðü�çí õðüèåóç A (äçëáäÞ �ï ðáêÝ�ï [A]1). ¢ñá ìðïñïýìå íá åêöïñ�ß-óïõìå �ï ðáêÝ�ï A1 êáé íá ðÜñïõìå �ï A→ A ÷ùñßò õðïèÝóåéò.A2. 1AB → A 1A→ (B → A)

. (Ç åéóáãùãÞ �ïõ B áí�éó�ïé÷åß ó�çí ðåñßð�ùóç 5�ïõ ïñéóìïý. ÄçëáäÞ �ï B → A åéóÜãå�áé ó�çí ðïñåßá �çò áðüäåéîçò÷ùñßò �ï B íá ðåñéÝ÷å�áé ó�á áíïéê�Ü ðáêÝ�á õðïèÝóåùí.)A3. 2A 1ÂA ∧B 1
(B → (A ∧B) 2Á→ (B → (A ∧B))

åßíáé áðüäåéîç �ïõ A→ (B → (A∧B)) ÷ùñßòõðïèÝóåéò.Óçìåéþó�å ü�é üëåò ïé õðïáðïäåßîåéòA2, B1, A2 B1A ∧B , A2 1ÂA ∧B 1B → (A ∧B)

åßíáé áðïäåßîåéò �ùíáí�ßó�ïé÷ùí öïñìïõëþí áðü �á áí�ßó�ïé÷á ðáêÝ�á õðïèÝóåùí.Ùò Ýíá Üëëï ðáñÜäåéãìá áðüäåéîçò èåùñÞó�å �ï áêüëïõèï äÝí�ñï1A→ (B → C)
2AB → C 3A→ B 2ABC 2A→ C 3

(A→ B)→ (A→ C) 1
(A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))ÊÁÍÏÍÅÓ Ó×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ ÔÙÍ Á�ÏÄÅÉÎÅÙÍÏé êáíüíåò ìðïñïýí íá ÷ùñéó�ïýí óå äýï êá�çãïñßåò. Ôïõò êáíüíåòåéóáãùãÞò êáé �ïõ êáíüíåò áðáëïéöÞò.
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• Êáíüíåò åéóáãùãÞò:Ïé êáíüíåò ...� ... � ∧  êáé [�]i... i�→  .
• Êáíüíåò áðáëïéöÞò:Ïé êáíüíåò ...� ∧  � , ...� ∧   êáé ...�→  ...� .Ïé êáíüíåò åéóáãùãÞò åéóÜãïõí �ïí óýíäåóìï ó�ç öüñìïõëá �ïõ óõìðå-ñÜóìá�üò �ïõò, åíþ ïé êáíüíåò áðáëïéöÞò �ïí áðïìáêñýíïõí.10.4 Redex êáé 
ontra
tum ó�éò áðïäåßîåéò öõóéêÞò áðáãùãÞòÇ ðáñïõóßáóç �ùí áðïäåßîåùí ìå �ï óýó�çìá �çò öõóéêÞò áðáãùãÞò åéóÜãåéìéá Ýííïéá redex êáé �çí áí�ßó�ïé÷ç �ïõ 
ontra
tum.Ïñéóìüò 10.11 ÊÜèå áðüäåéîç �çò ìïñöÞò ó�ï áñéó�åñü ìÝñïò åßíáé redexêáé ç áí�ßó�ïé÷ç ìïñöÞ ó�ï äåîéü ìÝñïò åßíáé �ï 
ontra
tum áõ�ïý �ïõ redex.Redex Contra
tum

[�]i
Π i�→  Π2� Π2

[�]i
Π 

Π1� Π2 � ∧  � Π1�
Π1� Π2 � ∧   Π2 

Óçìåßùóç: �éá íá ó÷çìá�éó�åß ç áðüäåéîç Π2

[�]i
Π êÜèå öýëëï � ó�çí áðü-äåéîç [�]i

Π ðïõ áíÞêåé ó�ï ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí i Ý÷åé áí�éêá�áó�áèåß ìå �çíáðüäåéîç Π2� . Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é áõ�ü ðïõ ðñïêýð�åé åßíáé áðüäåéîç.�áñá�Þñçóç: Ôï redex äçìéïõñãåß�áé ü�áí Ý÷ïõìå �çí åöáñìïãÞ åíüòêáíüíá åéóáãùãÞò êáé áìÝóùò ìå�Ü �çí åöáñìïãÞ åíüò êáíüíá áðáëïéöÞò



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 148(êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò ãéá �ïí ßäéï óýíäåóìï). Êá�Ü ìßá Ýííïéá ìéá �Ý�ïéááêïëïõèßá åßíáé ìéá Üóêïðç åíáëëáãÞ áðïäåßîåùí (detour) ç ïðïßá äçìéïõñãåßáðüäåéîç êá�Ü Ýììåóï �ñüðï. Ç áðïêá�Üó�áóç Ýñ÷å�áé ü�áí ç áðüäåéîç áõ�Þ(�ï redex) áí�éêá�áó�áèåß ìå �çí åõèåßá áðüäåéîç (ðïõ åßíáé �ï 
ontra
tum).Ïñéóìüò 10.12 Ìéá áðüäåéîç ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé redex ëÝãå�áé êáíïíéêÞ áðü-äåéîç.Èåþñçìá 10.13 Áí õðÜñ÷åé áðüäåéîç ìéáò öüñìïõëáò �ü�å õðÜñ÷åé êáé êá-íïíéêÞ áðüäåéîç �çò ßäéáò öüñìïõëáò. ÌÜëéó�á, üðùò èá äïýìå êáé ó�ïíéóïìïñöéóìü �ïõ Curry-Howard, éó÷ýåé �ï éó÷õñü�åñï áðï�Ýëåóìá ü�é êÜèåáðüäåéîç ìéáò öüñìïõëáò � ìå�á�ñÝðå�áé óå êáíïíéêÞ áðüäåéîç �çò � ìåïðïéáäÞðï�å äéáäï÷éêÞ áí�éêá�Üó�áóç åíüò redex ìå �ï áí�ßó�ïé÷ï 
ontra
-tum (éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç).10.5 Éóïìïñöéóìüò Curry-Howard�ñüêåé�áé ãéá ìéá áí�éó�ïé÷ßá ìå�áîý �ùí áðïäåßîåùí êáé �ùí �-üñùí ìå �ý-ðïõò ç ïðïßá óÝâå�áé �çí áíáãùãÞ, äçëáäÞ �ç ìå�Üâáóç áðü redex óå 
ontra
-tum. Ôï ãåíéêü ó÷Þìá åßíáé ü�é êÜèå áðüäåéîç ìéáò öüñìïõëáò � áí�éó�ïé÷åßóå Ýíáí üñï �ýðïõ � (õðÜñ÷åé �áý�éóç öïñìïõëþí êáé �ýðùí). Êáé áí èåùñÞ-óïõìå ü�é ïé üñïé �ýðïõ � åßíáé ðñïãñÜììá�á �ýðïõ � ï éóïìïñöéóìüò ìðïñåßó÷çìá�éêÜ íá äéá�õðùèåßÁ�ÏÄÅÉÎÅÉÓ ←− ||| −→ �ÑÏ�ÑÁÌÌÁÔÁÖÏÑÌÏÕËÅÓ ←−|||||| −→ ÔÕ�ÏÉÄçëáäÞ êÜèå áðüäåéîç ìéáò öüñìïõëáò ìðïñåß íá íïçèåß ùò Ýíá ðñüãñáììáåíüò �ýðïõ. Ç öüñìïõëá ðåñéãñÜöåé �ï �é áðïäåéêíýåé ç áðüäåéîç, åíþ ï �ýðïòðåñéãñÜöåé �ï �é êÜíåé �ï ðñüãñáììá (�ï spe
i�
ation �ïõ ðñïãñÜììá�ïò).Ó�ç óõíÝ÷åéá äßíå�áé ç ðåñéãñáöÞ �ïõ éóïìïñöéóìïý.Ïñéóìüò 10.14 Áí �áõ�ßóïõìå �ïõò á�ïìéêïýò �ýðïõò êáé �éò ðñï�áóéáêÝòìå�áâëç�Ýò êáé ó�ç óõíÝ÷åéá êÜèå öüñìïõëá (�→  ) �çí �áõ�ßóïõìå ìå �ïí�ýðï (�→  ) êáé êÜèå öüñìïõëá (� ∧  ) ìå �ïí �ýðï (�×  ) ìðïñïýìå íáèåùñÞóïõìå ü�é ïé öüñìïõëåò êáé ïé �ýðïé �áõ�ßæïí�áé.�éá ðáñÜäåéãìá ç ðñï�áóéáêÞ öüñìïõëá (A→ B)∧(C → A) åßíáé ï �ýðïò
(A→ B)×(C → A), üðïõ A, B, C åßíáé ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò (Þ á�ïìéêïß�ýðïé).Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå �á ãñÜììá�á A, B, C ãéá �éò ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç-�Ýò (�ï ßäéï ãéá �ïõò á�ïìéêïýò �ýðïõò) êáé �á �,  ,: : : ãéá �éò ðñï�áóéáêÝòöüñìïõëåò (Þ �ï ßäéï ãéá �ïõò �ýðïõò �ïõ óõó�Þìá�ïò Chur
h).



�éþñãïò ÊïëÝ�óïò, Óçìåéþóåéò Ìáèçìá�éêÞò ËïãéêÞò 149Ïñéóìüò 10.15 Óå êÜèå áðüäåéîç Π �çò öüñìïõëáò � áðü �á ðáêÝ�á õðï-èÝóåùí [�1]i1 ; : : : ; [�k]ik èá áí�éó�ïé÷Þóïõìå ìå ìïíáäéêü �ñüðï Ýíáí üñï N�ýðïõ � (äçëáäÞ N�) ìå åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò x�1i1 ; : : : ; x�kik �ïõ áñ÷éêïý óõ-ó�Þìá�ïò Chur
h ìå ãéíüìåíï �ýðùí, ùò åîÞò(ï ïñéóìüò èá äßíåé êáé �çí áí�ßó�ñïöç áí�éó�ïé÷ßá, äçëáäÞ ãéá êÜèåüñï N ìéá áðüäåéîç �ïõ óõó�Þìá�ïò Chur
h. �éá íá Ý÷ïõìå �çí áêñéâÞáí�éó�ïé÷ßá èá õðïèÝóïõìå ü�é áí x�i êáé x�j åßíáé ìå�áâëç�Ýò �ïõ óõó�Þìá�ïòìå �ýðïõò êáé áí � 6= � �ü�å êáé ïé äåßê�åò i êáé j èá åßíáé äéáöïñå�éêïß,äçëáäÞ i 6= j. Åäþ ð.÷. �ï i åßíáé ï äåßê�çò óå ìéá áñßèìçóç �ùí óõìâüëùíìå�áâëç�þí �ïõ áñ÷éêïý óõó�Þìá�ïò Chur
h):A1. Óå êÜèå áðüäåéîç �i (áðü �ï ðáêÝ�ï õðïèÝóåùí [�]i) áí�éó�ïé÷ïýìå �çìå�áâëç�Þ x�i (êáé áí�éó�ñüöùò).A2. Áí Π1� êáé Π2 áí�éó�ïé÷ïýí ó�á N� êáéM �ü�å ç áðüäåéîç Π1� Π2 � ∧  áí�éó�ïé÷åß ó�ïí üñï 〈N�;M 〉 (�ýðïõ � ∧  ).A3. Áí ç Π� ∧  áí�éó�ïé÷åß ó�ïí N�∧ �ü�å ç áðüäåéîç Π� ∧  � áí�éó�ïé-÷åß ó�ïí �1M êáé ç Π� ∧   áí�éó�ïé÷åß ó�ïí �2M .A4. Áí [�]i
Π áí�éó�ïé÷åß ó�ïí üñï M �ü�å ç áðüäåéîç [�]i

Π i�→  áí�éó�ïé-÷åß ó�ïí üñï �x�iM .A5. Áí Π áí�éó�ïé÷åß ó�ïí üñï M �ü�å Π �→  áí�éó�ïé÷åß ó�ïí üñï�x�M �ýðïõ (�→  ) (üðïõ x ìðïñåß íá åßíáé �ï ðñþ�ï íÝï óýìâïëïìå�áâëç�Þò). Åäþ ó�çí áðüäåéîç äåí åêöïñ�ßæïõìå êáíÝíá ðáêÝ�ï õðï-èÝóåùí êáé áí�ßó�ïé÷á ó�ïí üñï ÷ñçóéìïðïéïýìå �ç ìå�áâëç�Þ x� ðïõäåí åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ïí M .Ç áí�éó�ïé÷ßá ðïõ ïñßóáìå åßíáé éóïìïñöéóìüò äéü�é óÝâå�áé �çí £ðñÜîç¤�çò áíáãùãÞò, äçëáäÞ áí ìßá áðüäåéîç Q ðñïêýøåé áðü �çí P ìå �çí áíáãùãÞåíüò redex, �ü�å ï áí�ßó�ïé÷ïò �çò Q üñïò N ðñïêýð�åé áðü �ïí áí�ßó�ïé÷ï�çò P üñïM ìå �çí áíáãùãÞ �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ redex. Èá ðáñïõóéÜóïõìå �çíéóïäõíáìßá óå ìßá ÷áñáê�çñéó�éêÞ ðåñßð�ùóç.¸ó�ù ü�é ç áðüäåéîç Π2� áí�éó�ïé÷åß ó�ïí üñï N� êáé ç áðüäåéîç [�]i
Π2 ó�ïíüñïM (ðïõ Ý÷åé åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ x�i ). Ôü�å óýìöùíá ìå �çí áí�éó�ïé÷ßá
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Π1 i�→  áí�éó�ïé÷åß ó�ïí üñï �x�iM êáé ç áðü-äåéîç [�]i

Π1 i�→  Π2� (ðïõ åßíáé redex ) áí�éó�ïé÷åß ó�ïí üñï (�x�iM )N�(ðïõ êé áõ�üò åßíáé -�ï áí�ßó�ïé÷ï- redex ). Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é �ï
ontra
tum �çò [�]i
Π1 i�→  Π2� ðïõ åßíáé ç áðüäåéîç Π2

[�]1
Π1 áí�éó�ïé÷åß ó�ïíüñï M [x�i := N ] ðïõ åßíáé �ï 
ontra
tum �ïõ (�x�iM )N�.�áñá�Þñçóç 10.16 Ï éóïìïñöéóìüò �ùí Curry-Howard åéóÜãåé ìéá áíá-ðÜí�å÷ç êáé åêðëçê�éêÞ éóïäõíáìßá ìå�áîý �ùí áðïäåßîåùí êáé �ùí �õðï-ðïéçìÝíùí �-üñùí (ðñïãñáììÜ�ùí). Áðïêáëýð�åé �éò êñõììÝíåò õðïëïãéó�é-êÝò ð�õ÷Ýò �ùí ìáèçìá�éêþí áðïäåßîåùí. Ç ðåñßð�ùóç ðïõ åîå�Üóáìå åßíáé çó�ïé÷åéùäÝó�åñç äõíá�Þ. Ç éóïäõíáìßá üìùò áõ�Þ ìðïñåß íá åðåê�áèåß êáéó�ïõò õðüëïéðïõò óõíäÝóìïõò êáé ðïóïäåßê�åò áëëÜ áêüìá êáé ó�á ãíùó�Üáîéþìá�á �ùí ìáèçìá�éêþí. Áõ�ü ïäçãåß ó�çí áðïêÜëõøç �ïõ õðïëïãéó�é-êïý ðåñéå÷ïìÝíïõ �ùí ìáèçìá�éêþí èåùñéþí, áêüìá êáé ìå �çí Ýííïéá ü�éáíáëýïí�áò ìéá ìáèçìá�éêÞ áðüäåéîç ìðïñïýìå íá åîáãÜãïõìå Ýíá ÷ñÞóéìïðñüãñáììá ãéá �ïí õðïëïãéóìü ìéáò óõíÜñ�çóçò! Åßíáé ìéá óõíáñðáó�éêÞêáé ðïëý æùí�áíÞ åñåõíç�éêÞ ðåñéï÷Þ.Âéâëéïãñáößá êåöáëáßïõ 10Î3, Î4, Î7, Î9, Î10.(Ïé áíáöïñÝò ðáñáðÝìðïõí ó�ç âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ âéâëßïõ)
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