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Κεφάλαιο ΙΙ. Συνήθεισ γραμμικζσ διαφορικζσ εξιςώςεισ 2ησ τάξησ 

Μελετιςαμε τισ γραμμικζσ ομογενείσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ 2θσ τάξθσ: 

 𝐿 𝑦 = 𝑦′′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑦′ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑦 𝑥 = 0   (1) 

και είδαμε ότι θ γενικι λφςθ τθσ (1) δίνεται από τθν ςχζςθ: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 ,    (2) 

όπου  𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥   ζνα κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ (1) και  𝑐1 , 𝑐2 αυκαίρετεσ 
ςτακερζσ. 

Θα μασ ενδιζφερε να βροφμε μία ςτρατθγικι για τον προςδιοριςμό του κεμελιϊδουσ 
ςυνόλου λφςεων τθσ ΔΕ (1). Όταν οι ςυντελεςτζσ 𝑝(𝑥) και 𝑞(𝑥) είναι αυκαίρετεσ 
ςυναρτιςεισ κάτι τζτοιο είναι αρκετά δφςκολο. Εάν γνωρίηουμε τθν μία από τισ δφο 
ςυναρτιςεισ του κεμελιϊδουσ ςυνόλου τότε με τθν μζκοδο υποβιβαςμοφ τάξθσ μποροφμε 
να προςδιορίςουμε τθν άλλθ λφςθ. Το ερϊτθμα που ανακφπτει είναι αν μποροφμε να 
καταςτρϊςουμε μία τεχνικι να κακορίηουμε τθ ςυνάρτθςθ 𝑦1 𝑥  ι ταυτόχρονα και τισ δφο 
λφςεισ. Στθν αμζςωσ επόμενθ ενότθτα κα δείξουμε ότι αυτό είναι εφκολο όταν οι 
ςυντελεςτζσ  𝑝, 𝑞 είναι τετριμμζνεσ ςτακερζσ ςυναρτιςεισ. Επίςθσ, ςε επόμενο κεφάλαιο 
κα δείξουμε ότι και πάλι είναι υλοποιιςιμο-αν και πιο απαιτθτικό-ςτθν περίπτωςθ που οι 
ςυναρτιςεισ 𝑝, 𝑞 είναι αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ ι διακζτουν ελεγχόμενθ μθ αναλυτικότθτα 
ζτςι ϊςτε οι ςυναρτιςεισ  𝑥𝑝, 𝑥2𝑞 να είναι αναλυτικζσ. 

1. Γραμμικζσ ομογενείσ διαφορικζσ εξιςώςεισ 2ησ τάξησ με ςταθεροφσ ςυντελεςτζσ 

Όταν οι ςυναρτιςεισ 𝑝 και 𝑞 είναι ςτακερζσ, ανακφπτουν οι ςυνικεισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ 
με ςτακεροφσ ςυντελεςτζσ: 

𝐿 𝑦 = 𝑦′′ 𝑥 + 𝑎𝑦′ 𝑥 + 𝑏𝑦 𝑥 = 0,    (1.1) 
όπου 𝑎, 𝑏 είναι ςτακεροί πραγματικοί αρικμοί.  

Η μελζτθ τουσ είναι ςθμαντικι διότι προκφπτουν ςε πολλζσ εφαρμογζσ. Οποτεδιποτε τα 

φυςικά χαρακτθριςτικά ενόσ γραμμικοφ ςυςτιματοσ δεν εξαρτϊνται από τθν ανεξάρτθτθ 

μεταβλθτι,  θ μοντελοποίθςθ οδθγεί ςε μία διαφορικι εξίςωςθ με ςτακεροφσ ςυντελεςτζσ. 

Το βαςικό επιχείρθμα για τθν καταςκευι του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων είναι θ ςκζψθ 

ότι θ ΔΕ (1.1) επιδζχεται αναγκαςτικά λφςεισ εκκετικοφ τφπου τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  από τθ 

ςτιγμι που κάκε όροσ τθσ αναπαράγει τθν υποψιφια εκκετικι λφςθ οδθγϊντασ ςε μία 

αλγεβρικι ςχζςθ που εμπλζκει τθν παράμετρο 𝜆. Πράγματι, αντικακιςτϊντασ τθν 

υποτικζμενθ λφςθ 𝑒𝜆𝑥  ςτθ διαφορικι εξίςωςθ προκφπτει ότι  

 𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏 𝑒𝜆𝑥 = 0 ⇒ 𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏 = 0   (1.2) 
Το πολυϊνυμο 𝑃 𝜆 = 𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏 ονομάηεται χαρακτηριςτικό πολυϊνυμο τθσ 

διαφορικισ εξίςωςθσ και το τριϊνυμο 𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏 = 0 καλείται χαρακτηριςτική εξίςωςη 

(ΧΕ) τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ. Οι ρίηεσ τθσ ΧΕ, που είναι τελικά οι επιτρεπτοί εκκζτεσ τθσ 

δοκιμαςτικισ ςυνάρτθςθσ 𝑒𝜆𝑥  ϊςτε να αποτελοφν αυτζσ λφςεισ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ, 

ονομάηονται ιδιοτιμζσ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ. 

Αναδεικνφονται τρείσ χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ: 

α) Εάν 𝑫 = 𝒂𝟐 − 𝟒𝒃 > 0, θ ΧΕ διακζτει δφο πραγματικζσ ιδιοτιμζσ: 𝜆1,2 =
−𝛼± 𝐷

2
, με 

𝜆1 ≠ 𝜆2 που οδθγοφν ςτο κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων  𝑒𝜆1𝑥 , 𝑒𝜆2𝑥  για τα μζλθ του οποίου 

θ γραμμικι ανεξαρτθςία αποδεικνφεται εφκολα μζςα από τον μθ μθδενιςμό τθσ ορίηουςασ 

Wronski, που ιςοφται απλά με 𝑊 𝑥 =  𝜆2 − 𝜆1 𝑒
− 

𝛼

2
𝑥 ≠ 0.  

Η γενικι λφςθ τθσ διαφορικισ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑒− 
𝛼

2
𝑥  𝑐1𝑒

 𝐷

2
𝑥 + 𝑐2𝑒

−
 𝐷

2
𝑥            (1.3) 
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Παράδειγμα 1.1: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′′ 𝑥 + 3𝑦′ 𝑥 + 2𝑦 𝑥 = 0. 

Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ 

𝜆2 + 3𝜆 + 2 = 0.  Οι ρίηεσ τθσ ΧΕ είναι: 𝜆1 = −1,  𝜆2 = −2, οπότε θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ 

είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑒

−2𝑥 . 

β) Εάν 𝑫 = 𝒂𝟐 − 𝟒𝒃 < 0, θ ΧΕ διακζτει δφο μιγαδικζσ ιδιοτιμζσ: 𝜆1,2 =
−𝛼±𝑖 −𝐷

2
,  οπότε 

προκφπτουν οι κακαρά μιγαδικζσ ανεξάρτθτεσ λφςεισ: 

  𝑦 1 𝑥 = 𝑒− 
𝛼

2
𝑥𝑒

𝑖 −𝐷

2
𝑥 = 𝑒− 

𝛼

2
𝑥
 𝑐𝑜𝑠  

 −𝐷

2
𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

 −𝐷

2
𝑥   

 𝑦 2 𝑥 = 𝑒− 
𝛼

2
𝑥𝑒

−𝑖 −𝐷

2
𝑥 = 𝑒− 

𝛼

2
𝑥
 𝑐𝑜𝑠  

 −𝐷

2
𝑥 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

 −𝐷

2
𝑥  .  

Σε προβλιματα εφαρμογϊν όπου οι ςυντελεςτζσ , οι διεγζρςεισ , οι αρχικζσ ςυνκικεσ ζχουν 

πραγματικζσ τιμζσ, δεν είναι επικυμθτό να ζχουμε ωσ βάςθ ζνα κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων 

που είναι μιγαδικζσ ςυναρτιςεισ. Μποροφμε εναλλακτικά να πάρουμε ωσ κεμελιϊδεσ 

ςφνολο αυτό που προκφπτει αν ςτθριχκοφμε ςτθν αρχι τθσ υπζρκεςθσ και κεωριςουμε το 

θμι-άκροιςμα και τθν θμι-διαφορά (ακολουκοφμενθ από διαίρεςθ με τθ φανταςτικι 

μονάδα) των ςυναρτιςεων 𝑦 𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2 και όντωσ τότε αποκτάται το κεμελιϊδεσ ςφνολο 

πραγματικϊν ςυναρτιςεων(*): 

 𝑦1 𝑥 = 𝑒− 
𝛼

2
𝑥 𝑐𝑜𝑠  

 −𝐷

2
𝑥 ,       𝑦2 𝑥 = 𝑒− 

𝛼

2
𝑥 𝑠𝑖𝑛  

 −𝐷

2
𝑥 . 

Η γενικι λφςθ τθσ διαφορικισ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑒− 
𝛼

2
𝑥
 𝑐1𝑐𝑜𝑠  

 −𝐷

2
𝑥 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛  

 −𝐷

2
𝑥  .   (1.4) 

Παρατήρηςη 1.2: Η ζκφραςθ: 𝑐1𝑐𝑜𝑠(
 −𝐷

2
𝑥) +  𝑐2𝑠𝑖𝑛(

 −𝐷

2
𝑥) μπορεί να γραφεί ςτθ μορφι: 

 𝑅𝑐𝑜𝑠(
 −𝐷

2
𝑥 − 𝜑), όπου 𝑐1 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑐2 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜑, και 𝑅 =  𝑐1

2 + 𝑐2
2 *κάνοντασ χριςθ τθσ 

τριγωνομετρικισ ςχζςθσ: 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝛽 = 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 + 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽]. Οπότε θ γενικι λφςθ 

γράφεται: 𝑦 𝑥 =  𝑅𝑒  − 
𝛼

2
𝑥𝑐𝑜𝑠(

 −𝐷

2
𝑥 − 𝜑).   

(*)
Γενικότερα, για μία ΔΕ: 𝐿 𝑦 = 𝑦′′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑦′ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑦 𝑥 = 0, αν 𝑝 𝑥 , 𝑞 𝑥  είναι 

πραγματικζσ ςυναρτιςεισ και 𝑦  𝑥 = 𝑢 𝑥 + 𝑖𝑣(𝑥) είναι μία μιγαδικι λφςθ τθσ τότε εφκολα 

αποδεικνφεται ότι το πραγματικό μζροσ: 𝑅𝑒 𝑦  𝑥  = 𝑢(𝑥) και το φανταςτικό μζροσ: 𝐼𝑚 𝑦  𝑥  =

𝑣(𝑥) τθσ μιγαδικισ λφςθσ αποτελοφν πραγματικζσ λφςεισ τθσ ΔΕ. 

Παράδειγμα 1.3: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′′ 𝑥 + 2𝑦′ 𝑥 + 5𝑦 𝑥 = 0. 

Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ 

𝜆2 + 2𝜆 + 5 = 0.  Οι ρίηεσ τθσ ΧΕ είναι: 𝜆1 = −1 + 2𝑖,  𝜆2 = −1 − 2𝑖, οπότε μία μιγαδικι 

λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦 1 𝑥 = 𝑒−𝑥𝑒−𝑖2𝑥 = 𝑒−𝑥(𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛2𝑥). Άρα θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ 

είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑒−𝑥 𝑐1 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛 2𝑥  . 

γ) Εάν 𝑫 = 𝒂𝟐 − 𝟒𝒃 = 𝟎, θ ΧΕ ζχει μόνο μία ιδιοτιμι (διπλι) τθν 𝜆1 = 𝜆2 = −
𝛼

2
  που οδθγεί 

ςε μία μόνο λφςθ, τθν 𝑦1 𝑥 = 𝑒− 
𝛼

2
𝑥 . Αν ακολουκιςουμε τθν τεχνικι του υποβιβαςμοφ 

τάξθσ μποροφμε να προςδιορίςουμε τθ δεφτερθ λφςθ: 

𝑦2 𝑥 = 𝑦1 𝑥  
1

𝑦1
2(𝑥)

𝑒− 𝑎𝑑𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒− 
𝛼

2
𝑥
 
𝑒− 𝛼𝑥

𝑒− 𝛼𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒− 
𝛼

2
𝑥 . 

Η γενικι λφςθ τθσ διαφορικισ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
− 

𝛼

2
𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

− 
𝛼

2
𝑥 =  𝑐1 + 𝑐2𝑥 𝑒

− 
𝛼

2
𝑥 .   (1.5) 

Παράδειγμα 1.4: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′′ 𝑥 + 6𝑦′ 𝑥 + 9𝑦 𝑥 = 0. 

Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ 

𝜆2 + 6𝜆 + 9 = 0.  Οι ρίηεσ τθσ ΧΕ είναι: 𝜆1,2 = −3,  οπότε θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
−3𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

−3𝑥 . 
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Εφαρμογή-Μηχανικζσ ταλαντώςεισ (Ελεφθερη ταλάντωςη) 

Τα παραπάνω αποτελζςματα μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για τθν μελζτθ τθσ κίνθςθσ 

ενόσ ςϊματοσ μάηασ 𝑚, το οποίο προςαρτάται ςε ζνα ελατιριο ςτακεράσ 𝑘 και ςε κάποιον 

αποςβεςτιρα με ςυντελεςτι απόςβεςθσ 𝛾, όπωσ φαίνεται ςτο  ςχ. 1.  Ζςτω 𝑥 𝑡 , 

μετροφμενθ κετικά προσ τα δεξιά, θ μετατόπιςθ του ςϊματοσ από τθ κζςθ ιςορροπίασ τθν 

χρονικι ςτιγμι 𝑡.  

Η διαφορικι εξίςωςθ που περιγράφει τθν κίνθςθ του 

ςϊματοσ είναι: 𝑚𝑥′′ 𝑡 + 𝛾𝑥′ 𝑡 + 𝑘𝑥 𝑡 = 0 .     (1.6) 

 

Τθν χρονικι ςτιγμι 𝑡 = 0, κεωροφμε ότι το ςϊμα ζχει μία μετατόπιςθ 𝑥𝑜  από τθν κζςθ 

ιςορροπίασ και θ ταχφτθτά του είναι 𝜐𝑜 . Άρα οι αρχικζσ ςυνκικεσ του προβλιματοσ είναι 

𝑥(0) = 𝑥𝑜  και 𝑥′ 0 = 𝜐𝑜 . 

Να προςδιοριςκεί θ μετατόπιςθ του ςϊματοσ 𝑥(𝑡) για κάκε χρονικι ςτιγμι 𝑡. Επίςθσ να 

υπολογιςκεί το πλάτοσ, θ περίοδοσ και θ φάςθ τθσ ταλάντωςθσ ςτισ παρακάτω 

περιπτϊςεισ: 

(i) όταν ο ςυντελεςτισ απόςβεςθσ 𝛾 = 0,  (ελεφκερθ ταλάντωςθ χωρίσ απόςβεςθ) 

(ii) όταν 0 < 𝛾2 < 4𝑘𝑚 , (ελεφκερθ ταλάντωςθ με απόςβεςθ) 

Επίλυςθ: Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ (1.6) ςτθ μορφι 𝑥 𝑡 = 𝑒𝜆𝑡 , οδθγοφμαςτε ςτθν ΧΕ: 

 𝑚𝜆2 + 𝛾𝜆 + 𝑘 = 0 ⇒ 𝜆1,2 =
−𝛾 ±  𝛾2 − 4𝑘𝑚

2𝑚
 

(i) Για 𝛾 = 0, οι ιδιοτιμζσ είναι φανταςτικζσ, 𝜆1,2 =
± −4𝑘𝑚

2𝑚
=

±𝑖 4𝑘𝑚

2𝑚
= ±𝑖 

𝑘

𝑚
= ±𝑖𝜔𝑜 ,  με 

𝜔𝑜 =  
𝑘

𝑚
. 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ (1.6) είναι: 𝑥 𝑡 = 𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑜𝑡 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑜𝑡 . 

Εφαρμόηοντασ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ, ζχουμε  𝑐1 = 𝑥𝑜  και 𝑐2 =
𝜐𝑜

𝜔𝑜
, και θ ειδικι λφςθ  

γράφεται: 𝑥 𝑡 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑜𝑡 − 𝜑 , με 𝑅 =  𝑐1
2 + 𝑐2

2 =  𝑥𝑜
2 +  

𝜐𝑜

𝜔𝑜
 

2
, και 𝑡𝑎𝑛𝜑 =

𝜐𝑜

𝑥𝑜𝜔𝑜
 . 

[Κατά τον υπολογιςμό του 𝜑 κα πρζπει να είμαςτε προςεκτικοί ςτθν επιλογι του ςωςτοφ τεταρτθμορίου. Αυτό 

γίνεται ελζγχοντασ τα πρόςθμα των 𝑐𝑜𝑠𝜑 =
𝑐1

𝑅
 και 𝑠𝑖𝑛𝜑 =

𝑐2

𝑅
.]  

Η κίνθςθ που περιγράφεται από τθν ειδικι λφςθ 

είναι μία περιοδικι, ι απλι αρμονικι κίνθςθ (Σχ.1).  

Η περίοδοσ τθσ κίνθςθσ είναι: 𝛵 =
2𝜋

𝜔𝑜
= 2𝜋 

𝑚

𝑘
 και  

θ κυκλικι ςυχνότθτα 𝜔𝑜 =  
𝑘

𝑚
 μετροφμενθ ςε ακτίνια 

ανά μονάδα χρόνου είναι θ ιδιοςυχνότητα του ςυςτιματοσ,  

θ οποία παραμζνει θ ίδια ανεξαρτιτων των αρχικϊν ςυνκθκϊν. 

Η μζγιςτθ μετατόπιςθ 𝑅 τθσ μάηασ από τθ κζςθ ιςορροπίασ είναι το πλάτοσ τθσ κίνθςθσ, το 

οποίο εξαρτάται από τισ αρχικζσ ςυνκικεσ, αλλά παραμζνει ςτακερό με τον χρόνο (λόγω 

απουςίασ αποςβζςεων-δεν υπάρχει απϊλεια ενζργειασ που είχε αρχικά το ςφςτθμα λόγω 

τθσ αρχικισ μετατόπιςθσ και ταχφτθτασ). Η αδιάςτατθ παράμετροσ 𝜑 καλείται φάςη ι 

γωνία φάςησ, και μετρά τθ μετατόπιςθ του κφματοσ από τθν κανονικι κζςθ (που 

αντιςτοιχεί ςτο 𝜑 = 0).  

Σχ.1  

k 

m 

γ 
x(t)  

Σχ. 1 

x(t) 

t 
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(ii)  Όταν 0 < 𝛾2 < 4𝑘𝑚, οι ιδιοτιμζσ είναι μιγαδικζσ: 𝜆1,2 =
−𝛾±𝑖 4𝑘𝑚−𝛾2

2𝑚
, με αρνθτικό  

πραγματικό μζροσ. 

Η γενικι λφςθ τθσ (1.6) είναι: 𝑥 𝑡 = 𝑒− 
𝛾

2𝑚
𝑡  𝑐1 𝑐𝑜𝑠  

 4𝑘𝑚−𝛾2

2𝑚
𝑡 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛  

 4𝑘𝑚−𝛾2

2𝑚
𝑡   

Εφαρμόηοντασ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ ζχουμε: 𝑐1 = 𝑥𝑜  και 𝑐2 =
2𝑚𝜐𝑜+𝛾𝑥𝑜

 4𝑘𝑚−𝛾2
 , και θ ειδικι λφςθ  

γράφεται: 𝑥 𝑡 = 𝑒− 
𝛾

2𝑚
𝑡𝑅 𝑐𝑜𝑠  

 4𝑘𝑚−𝛾2

2𝑚
𝑡 − 𝜑 , με 𝑅 =  𝑐1

2 + 𝑐2
2 =  𝑥𝑜

2 +  
2𝑚𝜐𝑜+𝛾𝑥𝑜

 4𝑘𝑚−𝛾2
 

2

  

και 𝑡𝑎𝑛𝜑 =
2𝑚𝜐𝑜+𝛾𝑥𝑜

𝑥𝑜 4𝑘𝑚−𝛾2
 . 

Η κίνθςθ του ςϊματοσ ζχει τθ μορφι ςυνθμιτονικοφ  

κφματοσ, του οποίου το πλάτοσ φκίνει κακϊσ ο χρόνοσ 

αυξάνεται - αποςβεννφμενη ταλάντωςη (Σχ.2).  

Παρόλο που θ κίνθςθ δεν είναι περιοδικι, θ παράμετροσ 

 𝜇 =
 4𝑘𝑚−𝛾2

2𝑚
=  

𝑘

𝑚
−

𝛾2

4𝑚2 =  𝜔𝑜
2 −

𝛾2

4𝑚2  προςδιορίηει  

τθν ςυχνότθτα με τθν οποία το ςϊμα ταλαντϊνεται  

γφρω από τθ κζςθ ιςορροπίασ. Το 𝜇 ονομάηεται ψευδοςυχνότητα και θ ποςότθτα 𝛵𝑑 =
2𝜋

𝜇
 

καλείται ψευδοπερίοδοσ και είναι το χρονικό διάςτθμα μεταξφ δφο διαδοχικϊν διελεφςεων 

τθσ μάηασ από τθ κζςθ ιςορροπίασ κακϊσ κινείται προσ τθν ίδια κατεφκυνςθ.   

Από τισ τελευταίεσ ςχζςεισ προκφπτει ότι κακϊσ το 𝛾 →  4𝑘𝑚, 𝜇 → 0 και 𝛵𝑑 → ∞. 

α) Για 𝛾 =  4𝑘𝑚 (κρίςιμη απόςβεςη) ζχουμε διπλι ιδιοτιμι, 𝜆1 = 𝜆2 = −𝜆, αρνθτικι. Ζτςι 

θ γενικι λφςθ είναι 𝑥 𝑡 = 𝑒−𝜆𝑡(𝑐1 + 𝑡𝑐2). Η παράγωγοσ 𝑥′ 𝑡  ζχει το πολφ ζνα ςθμείο 𝑡𝑜  

όπου αυτι αλλάηει πρόςθμο. Το ςθμείο 𝑡𝑜  προςδιορίηεται μονοςιμαντα από τθ ςχζςθ 

𝑥′ 𝑡𝜊 = 0 ⇒ 𝑒−𝜆𝑡𝑜  −𝜆𝑐1 − 𝜆𝑡𝑐2 + 𝑐2 = 0 ⇒ 𝑡𝑜 =
𝑐2−𝜆𝑐1

𝜆𝑐2
. 

Μετά από αυτό το ςθμείο θ λφςθ τείνει μονότονα ςτο 0 κακϊσ το 𝑡 → ∞. 

β) Για  𝛾 >  4𝑘𝑚 (ιςχυρή απόςβεςη) οι ιδιοτιμζσ είναι πραγματικζσ αρνθτικζσ 𝜆1 ≠ 𝜆2. Η 

γενικι λφςθ είναι 𝑥 𝑡 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑡 . Πάλι θ λφςθ τείνει μονότονα ςτο 0 κακϊσ το 

𝑡 → ∞ με μία το πολφ αλλαγι μονοτονίασ ςτο ςθμείο 𝑡𝑜 = 𝑙𝑛  −
𝜆1𝑐1

𝜆2𝑐2
 (𝜆2 − 𝜆1)−1. 

 

Σε αυτζσ τισ δφο περιπτϊςεισ θ μάηα μπορεί  

να διζλκει από τθ κζςθ ιςορροπίασ το πολφ μία 

φορά τείνοντασ μετά ςτθ κζςθ ιςορροπίασ, Σχ.3. 

 

 

Παράδειγμα: Σϊμα μάηασ 𝑚 = 20𝑔𝑟 προςδζνεται ςε ελατιριο ςτακεράσ 𝑘 = 3.92𝛮/𝑚 και 

αποςβεςτιρα με ςυντελεςτι απόςβεςθσ 𝛾 = 0.4 𝛮𝑠/𝑚. Κατά τθν χρονικι ςτιγμι 𝑡 = 0 θ 

μάηα ζχει μία απομάκρυνςθ από τθ κζςθ ιςορροπίασ 𝑥𝑜 = 2𝑐𝑚 και αφινεται ελεφκερθ. Να 

βρεκεί θ κζςθ τθσ, 𝑥(𝑡) τθν τυχαία χρονικι ςτιγμι. Να υπολογιςκεί επίςθσ, θ ςυχνότθτα, θ 

περίοδοσ, το πλάτοσ και θ φάςθ τθσ κίνθςθσ. 

Επίλυςθ: Η ΔΕ θ οποία περιγράφει τθν κίνθςθ τθσ μάηασ είναι: 

 20𝑥′′ 𝑡 + 400𝑥′(𝑡) + 3920𝑥 𝑡 = 0 ⇒ 𝑥′′ 𝑡 + 20𝑥′(𝑡) + 196𝑥 𝑡 = 0  

Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ  𝑥 𝑡 = 𝑒𝜆𝑡  προκφπτει θ ΧΕ: 𝜆2 + 20𝜆 + 196 = 0 ⇒ 

𝜆1,2 = −10 ± 𝑖4 6. Άρα θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

Σχ. 2 

Τd 

Σχ. 3 

x(t) 

t 
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𝑥 𝑡 = 𝑒− 10𝑡 𝑐1 𝑐𝑜𝑠 4 6𝑡 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛 4 6𝑡   

Εφαρμόηοντασ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ: 𝑥 0 = 2𝑐𝑚, 𝑥′ 0 = 0, ζχουμε τθν ειδικι λφςθ: 

 𝑥𝜀𝜄𝛿 (𝑡) = 𝑒− 10𝑡  2 𝑐𝑜𝑠 4 6𝑡 +
5

 6
𝑠𝑖𝑛 4 6𝑡  = 𝑅𝑒− 10𝑡 𝑐𝑜𝑠 4 6 𝑡 − 𝜑 𝑐𝑚, (𝑡 𝜍𝜀 𝑠), 

όπου ο ςυντελεςτισ πλάτουσ, 𝑅 =  22 +  
5

 6
 

2
= 2.86𝑐𝑚, και 𝑡𝑎𝑛𝜑 =

5

2 6
⇒ 𝜑 = 0.79 , θ 

γωνία φάςθσ (ςτο 1ο τεταρτθμόριο). Η περίοδοσ τθσ ταλάντωςθσ: 𝛵𝑑 =
2𝜋

4 6
 𝑠  και θ 

ςυχνότθτα: 𝜇 = 4 6 𝑟𝑎𝑑/𝑠. 

2. Μη ομογενείσ γραμμικζσ διαφορικζσ εξιςώςεισ 2ησ τάξησ 

Δίνεται θ γραμμικι μθ ομογενισ ΔΕ 2θσ τάξθσ: 

 𝐿 𝑦 = 𝑦′′ 𝑥 + 𝑝(𝑥)𝑦′ 𝑥 + 𝑞(𝑥)𝑦 𝑥 = 𝑔(𝑥)    (2.1) 

με 𝑝 𝑥 , 𝑞 𝑥  και 𝑔(𝑥) ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ ςτο 𝛪 = (𝛼, 𝛽). 

Πρόταςθ 2.1: Αν 𝑦𝜀𝜄𝛿 (1)(𝑥) και 𝑦𝜀𝜄𝛿 (2)(𝑥) είναι ειδικζσ λφςεισ τθσ (2.1) τότε θ διαφορά τουσ, 

𝑦𝜀𝜄𝛿 (1) 𝑥 − 𝑦𝜀𝜄𝛿 (2)(𝑥), είναι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ: 

𝐿 𝑦 = 𝑦′′ 𝑥 + 𝑝(𝑥)𝑦′ 𝑥 + 𝑞(𝑥)𝑦 𝑥 = 0.   (2.2) 

Μπορείτε να το αποδείξετε; 

Πρόταςθ 2.2: Αν 𝑦1(𝑥) και 𝑦2(𝑥) αποτελοφν κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ (2.2) και 

𝑦𝜀𝜄𝛿 (𝑥) είναι μία ειδικι λφςθ τθσ (2.1), να δειχκεί ότι θ γενικι λφςθ τθσ (2.1) είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿 (𝑥) = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿 (𝑥)  (2.3) 

όπου 𝑐1 , 𝑐2 αυκαίρετεσ ςτακερζσ. 

Απόδειξθ: Αν 𝑦 𝑥  μία τυχαία λφςθ τθσ (2.1) τότε βάςει τθσ πρόταςθσ 2.1, 𝑦 𝑥 − 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 , 

είναι λφςθ τθσ (2.2). Άρα υπάρχουν ςτακερζσ 𝑐1 , 𝑐2, ζτςι ϊςτε 𝑦 𝑥 − 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑐1𝑦1 𝑥 +

𝑐2𝑦2 𝑥 . Επομζνωσ, θ τυχαία λφςθ γράφεται: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥   (α) 

Εφόςον 𝑦 𝑥  είναι μία τυχαία λφςθ τθσ (2.1) ζπεται ότι κάκε λφςθ τθσ μπορεί να γραφεί 

ςτθν μορφι (α). Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ (2.1) είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 . 

Παρατήρηςη 2.1: Η γενικι λφςθ τθσ (2.1) είναι θ υπζρκεςθ τθσ γενικισ λφςθσ τθσ 

αντίςτοιχθσ ομογενοφσ και μίασ ειδικισ λφςθσ τθσ μθ ομογενοφσ. Το αποτζλεςμα αυτό είναι 

ςε πλιρθ ςυμφωνία με τα αποτελζςματα που αφοροφν τθ γραμμικι ςυνικθ διαφορικι 

εξίςωςθ 1θσ τάξθσ. Η τεχνικι ανάλυςθσ τθσ λφςθσ ςε τμιματα ονομάηεται αρχή τησ 

υπζρθεςησ για τισ μθ ομογενείσ ΔΕ και μπορεί πάντα να εφαρμοςτεί ςτισ γραμμικζσ 

διαφορικζσ εξιςϊςεισ.  Αν ο μθ ομογενισ όροσ 𝑔 𝑥 =  𝑔𝑖 𝑥 
𝑘
𝑖=1 , δθλαδι αποτελεί 

άκροιςμα k το πλικοσ όρων, τότε το πρόβλθμα 𝐿 𝑦 = 𝑔 𝑥  μπορεί να αναλυκεί ςτα 

υποπροβλιματα:  𝐿 𝑦 = 0, 𝐿 𝑦 = 𝑔𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2…𝑘, δθλαδι μία ομογενι διαφορικι 

εξίςωςθ και 𝑘 μθ ομογενείσ εξιςϊςεισ. Επιλφουμε τισ εξιςϊςεισ αυτζσ και ςτθ ςυνζχεια 

προςκζτουμε τθ λφςθ τθσ ομογενοφσ και τισ ειδικζσ λφςεισ  𝑦𝜀𝜄𝛿 (𝑖) των  𝑘 μθ ομογενϊν 

εξιςϊςεων. Ζτςι καταλιγουμε ςτθ γενικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ (2.1), που είναι: 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 =

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 +  𝑦𝜀𝜄𝛿 (𝑖) 𝑥 

𝑘
𝑖=1 . 

Παράδειγμα: Αν δίνεται θ ΔΕ: 𝑦′′ 𝑡 − 3𝑦′ 𝑡 − 4𝑦 𝑡 = 3𝑒2𝑡 − 8𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑡 

Τότε διαςπϊντασ το δεξί μζλοσ τθσ εξίςωςθσ λαμβάνουμε τισ δφο εξιςϊςεισ: 

𝑦′′ 𝑡 − 3𝑦′ 𝑡 − 4𝑦 𝑡 = 3𝑒2𝑡  

𝑦′′ 𝑡 − 3𝑦′ 𝑡 − 4𝑦 𝑡 = −8𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑡 
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Λφςεισ αυτϊν των δφο εξιςϊςεων είναι: 𝑦 𝑡 = −
1

2
𝑒2𝑡  και 𝑦 𝑡 =

10

13
𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠2𝑡 +

2

13
𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛2𝑡 

αντίςτοιχα. Επομζνωσ, μια ειδικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι το άκροιςμα τουσ, το οποίο 

προςτικζμενο ςτθν γενικι λφςθ τθσ ομογενοφσ μασ δίνει τθν γενικι λφςθ τθσ ΔΕ.  

Αρκεί λοιπόν θ γνϊςθ μιασ ειδικισ λφςθσ τθσ (2.1) και του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων 

τθσ (2.2) για να προςδιορίςουμε τθ γενικι λφςθ τθσ (2.1).  Για να βροφμε μια ειδικι λφςθ 

τθσ μθ ομογενοφσ ακολουκοφμε μία από τισ επόμενεσ δφο μεκόδουσ, ανάλογα με τθ μορφι 

των ςυντελεςτϊν τθσ εξίςωςθσ και του μθ ομογενοφσ όρου. 

Μζθοδοι προςδιοριςμοφ μιασ ειδικήσ λφςησ  

α) Η μζθοδοσ τησ μεταβολήσ των παραμζτρων ή μζθοδοσ Lagrange 

Η μζκοδοσ αυτι αφορά τθν γενικι περίπτωςθ κατά τθν οποία οι ςυντελεςτζσ και ο μθ 

ομογενισ όροσ τθσ εξίςωςθσ (2.1) είναι πραγματικζσ ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ, εν γζνει μθ 

ςτακερζσ. Η βαςικι ιδζα είναι να αντικαταςτακοφν οι ςτακερζσ 𝑐1 και 𝑐2 τθσ γενικισ λφςθσ 

τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ με μεταβλθτζσ ςυναρτιςεισ, με τθν ελπίδα να βρεκεί μία ειδικι 

λφςθ τθσ εξίςωςθσ (2.1). Υποκζτουμε λοιπόν ότι θ ειδικι λφςθ είναι τθσ μορφισ: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑦1 𝑥 + 𝑢2 𝑥 𝑦2 𝑥 .     (α1) 

Αντικακιςτοφμε τθν (α1) ςτθ ΔΕ (2.1) και ζχουμε  
 𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2 

′′ + 𝑝 𝑥  𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2 
′ + 𝑞 𝑥  𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2 = 𝑔(𝑥) ⇒ 

 𝑢1
′𝑦1 + 𝑢2

′𝑦2 + 𝑢1𝑦1
′+𝑢2𝑦2

′ ′ + 𝑝 𝑥  𝑢1
′𝑦1 + 𝑢2

′𝑦2 + 𝑢1𝑦1
′+𝑢2𝑦2

′ + 𝑞 𝑥  𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2 = 𝑔(𝑥) 

Θεωροφμε ότι:   𝑢1′𝑦1 + 𝑢2′𝑦2 = 0      (α2.1) 

οπότε από τθν παραπάνω εξίςωςθ προκφπτει 
 𝑢1𝑦1

′+𝑢2𝑦2
′ ′ + 𝑝 𝑥  𝑢1𝑦1

′+𝑢2𝑦2
′ + 𝑞 𝑥  𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2 = 𝑔(𝑥) ⇒ 

𝑢1
′𝑦1

′ + 𝑢2
′𝑦2

′+𝑢1𝑦1
′′ + 𝑢2𝑦2

′′ + 𝑝 𝑥  𝑢1𝑦1
′+𝑢2𝑦2

′ + 𝑞 𝑥  𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2 = 𝑔(𝑥) ⇒ 
𝑢1

′𝑦1
′ + 𝑢2

′𝑦2
′+𝑢1 𝑦1

′′ + 𝑝 𝑥 𝑦1
′+𝑞 𝑥 𝑦1 +𝑢2 𝑦2

′′ + 𝑝 𝑥 𝑦2
′+𝑞 𝑥 𝑦2 = 𝑔(𝑥) 

Όμωσ 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥  αποτελοφν λφςεισ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ, άρα  

𝑦1
′′ + 𝑝 𝑥 𝑦1

′+𝑞 𝑥 𝑦1 = 0 και 𝑦2
′′ + 𝑝 𝑥 𝑦2

′+𝑞 𝑥 𝑦2 = 0. Επομζνωσ 

𝑢1′𝑦1′ + 𝑢2′𝑦2′ = 𝑔(𝑥),      (α2.2) 

Οι ςυναρτιςεισ 𝑢1 𝑥 , 𝑢2 𝑥  ικανοποιοφν το ςφςτθμα 

𝑢1′𝑦1 + 𝑢2′𝑦2 = 0 και 𝑢1′𝑦1′ + 𝑢2′𝑦2′ = 𝑔(𝑥).   (α2) 

Το ςφςτθμα (α2) ζχει μοναδικι λφςθ εφόςον 𝑊 𝑦1 , 𝑦2 𝑥 = 𝑊(𝑥) ≠ 0. 

Επιλφοντασ το ςφςτθμα (α2) ωσ προσ 𝑢1′, 𝑢2′ και ολοκλθρϊνοντασ προκφπτει 

𝑢1 𝑥 = − 
𝑦2(𝑥)𝑔(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥 + 𝑐1,  𝑢2 𝑥 =  

𝑦1(𝑥)𝑔(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥 + 𝑐2. (α3) 

Χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ μποροφμε να κεωριςουμε ότι 𝑐1 = 𝑐2 = 0, οπότε θ ειδικι 

λφςθ τθσ (2.1) είναι: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −𝑦1(𝑥)  
𝑦2 𝑥 𝑔 𝑥 

𝑊 𝑥 
𝑑𝑥 + 𝑦2 𝑥  

𝑦1(𝑥)𝑔(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥.  (α4) 

Παρατήρηςη (α)1: Μπορεί κανείσ να χρθςιμοποιιςει κατευκείαν τισ εξιςϊςεισ του ςυςτιματοσ (α2) 

ι τον τφπο (α4). 

Παράδειγμα (α)1: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ:  𝑦′′ + 4𝑦′ + 4𝑦 =
𝑒−2𝑥

𝑥2 . 

Επίλυςθ: Για τθν αντίςτοιχθ ομογενι, υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥 , θ 

χαρακτθριςτικι εξίςωςθ είναι: 𝜆2 + 4𝜆 + 4 = 0 ⇒ 𝜆1 = 𝜆2 = −2, άρα θ βάςθ του χϊρου 

λφςεων τθσ ομογενοφσ παράγεται από τισ ςυναρτιςεισ  𝑦1 𝑥 = 𝑒−2𝑥 ,   𝑦2 𝑥 = 𝑥𝑒−2𝑥  με 

ορίηουςα Wronski 𝑊 𝑥 = 𝑒−4𝑥 .  

Για τον προςδιοριςμό τθσ ειδικισ λφςθσ, με τθν μζκοδο Lagrange, κεωροφμε ότι αυτι ζχει 

τθ μορφι: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑦1 𝑥 + 𝑢2 𝑥 𝑦2 𝑥  
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όπου οι ςυναρτιςεισ 𝑢1′ 𝑥  και 𝑢2′ 𝑥  ικανοποιοφν τισ εξιςϊςεισ του ςυςτιματοσ (α2): 

𝑢1′𝑒
−2𝑥 + 𝑢2′𝑥𝑒

−2𝑥 = 0 και −2𝑢1′𝑒
−2𝑥 + 𝑢2′(1 − 2𝑥)𝑒−2𝑥 =

𝑒−2𝑥

𝑥2 . 

Επιλφοντασ το παραπάνω ςφςτθμα ωσ προσ 𝑢1′ και 𝑢2′ προκφπτει ότι  

𝑢1′ = −
1

𝑥
, 𝑢2′ =

1

𝑥2. 

Oλοκλθρϊνοντασ τισ παραπάνω ςχζςεισ (παραλείποντασ τισ αυκαίρετεσ ςτακερζσ), ζχουμε 

𝑢1 𝑥 = −𝑙𝑛 𝑥  και 𝑢2 𝑥 = −
1

𝑥
 

Επομζνωσ, θ ειδικι λφςθ 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑦1 𝑥 + 𝑢2 𝑥 𝑦2 𝑥  είναι: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −𝑒−2𝑥𝑙𝑛 𝑥 − 𝑥𝑒−2𝑥  −
1

𝑥
 = −𝑒−2𝑥 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑒−2𝑥 , 𝑥 ≠ 0. 

Εναλλακτικά, μποροφμε να εφαρμόςουμε απευκείασ τον τφπο (α4): 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −𝑦1 𝑥  
𝑦2 𝑥 𝑔 𝑥 

𝑊 𝑥 
𝑑𝑥 + 𝑦2 𝑥  

𝑦1 𝑥 𝑔 𝑥 

𝑊 𝑥 
𝑑𝑥 ⇒ 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 − 𝑒−2𝑥  
𝑥𝑒−2𝑥𝑒−2𝑥

𝑒−4𝑥𝑥2
𝑑𝑥 + 𝑥𝑒−2𝑥  

𝑒−2𝑥𝑒−2𝑥

𝑒−4𝑥𝑥2
𝑑𝑥 = −𝑒−2𝑥 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑒−2𝑥 , 𝑥 ≠ 0 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ αρχικισ ΔΕ είναι: 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
−2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

−2𝑥 − 𝑒−2𝑥 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑒−2𝑥 = 

 𝑐1 − 1 𝑒−2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒
−2𝑥 − 𝑒−2𝑥 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑐1𝑒

−2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒
−2𝑥 − 𝑒−2𝑥 𝑙𝑛 𝑥 , 𝑥 ≠ 0. 

(Ο όροσ −𝑒−2𝑥 , αφομοιϊνεται ςτθν γενικι λφςθ τθσ ομογενοφσ). 

Παράδειγμα (α)2: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 

 𝑥2 1 − 𝑙𝑛𝑥 𝑦′′ + 𝑥𝑦′ − 𝑦 =
 1−𝑙𝑛𝑥 2

𝑥
, 𝑥 > 𝑒 αν  𝑦1 𝑥 = 𝑥, είναι μία λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ 

ομογενοφσ. 

Επίλυςθ: Γνωρίηοντασ τθν λφςθ 𝑦1 𝑥 = 𝑥 τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ: 

 𝑥2 1 − 𝑙𝑛𝑥 𝑦′′ + 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 0, εφαρμόηουμε τθν μζκοδο υποβιβαςμοφ τάξθσ για να 

προςδιορίςουμε μία δεφτερθ λφςθ 𝑦2 𝑥 , ζτςι ϊςτε το ηεφγοσ  𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥   να αποτελεί 

ζνα κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ομογενοφσ. 

Θζτοντασ 𝑦2 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑦1 ⇒ 𝑦2 = 𝑢 𝑥 ⇒ 𝑦2′ = 𝑢′𝑥 + 𝑢 ⇒ 𝑦2′′ = 𝑢′′𝑥 + 2𝑢′ και 

αντικακιςτϊντασ ςτθν ομογενι ΔΕ παίρνουμε τθ διαφορικι εξίςωςθ:  

 𝑥3 1 − 𝑙𝑛𝑥 𝑢′′ +  2𝑥2 1 − 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥2 𝑢′ = 0 ⇒ 𝑢′′ +  
2

𝑥
−

1

𝑥 𝑙𝑛𝑥 −1 
 𝑢′ = 0. Με τθν 

αντικατάςταςθ 𝑢′ = 𝑣 οδθγοφμαςτε ςε μία γραμμικι ομογενι ΔΕ 1θσ τάξθσ ωσ προσ 𝑣, τθσ 

οποίασ μία λφςθ είναι θ 𝑣 𝑥 = 𝑥−2(𝑙𝑛𝑥 − 1). Ολοκλθρϊνοντασ τθν τελευταία ςχζςθ 

προςδιορίηουμε τθν ςυνάρτθςθ 𝑢 𝑥 = −𝑥−1𝑙𝑛𝑥. Άρα 𝑦2 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑦1 = −𝑙𝑛𝑥. Επομζνωσ, 

θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ είναι: 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑙𝑛𝑥. 

Για τθν εφρεςθ τθσ μερικισ λφςθσ κεωροφμε ότι 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑥 + 𝑢2 𝑥 𝑙𝑛𝑥. 

Η ορίηουςα Wronski των  𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥   είναι 𝑊 𝑥 =  
𝑥 𝑙𝑛𝑥
1 1/𝑥

 = 1 − 𝑙𝑛𝑥 ≠ 0, 𝑥 > 𝑒 

Από τισ ςχζςεισ (α3): 𝑢1 𝑥 = − 
𝑦2(𝑥)𝑔(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥 + 𝑐1,  𝑢2 𝑥 =  

𝑦1(𝑥)𝑔(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥 + 𝑐2, με 𝑐1 = 𝑐2 = 0 

 ζχουμε: 𝑢1 𝑥 = − 
𝑙𝑛𝑥

 1−𝑙𝑛𝑥  

 1−𝑙𝑛𝑥  

𝑥3 𝑑𝑥 = − 
𝑙𝑛𝑥

𝑥3 𝑑𝑥 =
𝑙𝑛𝑥

2𝑥2 +
1

4𝑥2 

και 𝑢2 𝑥 =  
𝑥

 1−𝑙𝑛𝑥  

 1−𝑙𝑛𝑥  

𝑥3 𝑑𝑥 =  
1

𝑥2 𝑑𝑥 = −
1

𝑥
 

Επομζνωσ : 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥  
𝑙𝑛𝑥

2𝑥2 +
1

4𝑥2 + 𝑙𝑛𝑥  −
1

𝑥
 =

1−2𝑙𝑛𝑥

4𝑥
  

Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑙𝑛𝑥 +

1−2𝑙𝑛𝑥

4𝑥
. 

Προςοχι: Όταν επικαλοφμαςτε το ςφςτθμα (α2) ι τισ ςχζςεισ (α3), (α4) για να προςδιορίςουμε τθν 

ειδικι λφςθ κα πρζπει θ ςυνάρτθςθ 𝑔(𝑥) να είναι αυτι που αντιςτοιχεί ςτθν κανονικι (λυμζνθ 

μορφι) τθσ δοκείςθσ ΔΕ.  
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Παράδειγμα (α)3: Να λυκεί το Π.Α.Τ. 𝑦′′ + 𝑦 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠 2𝑥
 , 𝑦 0 = 𝑦′ 0 = 0. 

Επίλυςθ: Ο μθ ομογενισ όροσ 𝑔 𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠 2𝑥
 δεν ορίηεται για 𝑥 = ± 2𝜅 + 1 

𝜋

2
, 𝜅 = 0,1,2… 

Εφόςον το 𝑥𝜊 = 0, το διάςτθμα για το οποίο το κεϊρθμα φπαρξθσ και μοναδικότθτασ 

εξαςφαλίηει ότι κα υπάρχει μοναδικι λφςθ ςτο ΠΑΤ είναι το διάςτθμα −
𝜋

2
< 𝑥 <

𝜋

2
.   

Για τθν αντίςτοιχθ ομογενι, υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥 , θ χαρακτθριςτικι 

εξίςωςθ είναι: 𝜆2 + 1 = 0 ⇒ 𝜆1,2 = ±𝑖, άρα θ βάςθ του χϊρου λφςεων τθσ ομογενοφσ 

παράγεται από τισ ςυναρτιςεισ  𝑦1 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥,   𝑦2 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 με ορίηουςα Wronski 

𝑊 𝑥 = 1. Εφαρμόηοντασ απευκείασ τον τφπο (α4): 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −𝑦1 𝑥  
𝑦2 𝑥 𝑔 𝑥 

𝑊 𝑥 
𝑑𝑥 + 𝑦2 𝑥  

𝑦1 𝑥 𝑔 𝑥 

𝑊 𝑥 
𝑑𝑥 ⇒ 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥  𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 𝑑𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 = 

= −𝑐𝑜𝑠𝑥  
𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 𝑑𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥  

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥  

 𝑐𝑜𝑠𝑥 ′

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 = 

−𝑐𝑜𝑠𝑥  (𝑡𝑎𝑛𝑥)′ 𝑑𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑥 = − 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑙𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑥). 

Η απόλυτοσ τιμι ςτον όρο 𝑙𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑥) δεν χρειάηεται διότι 𝑐𝑜𝑠𝑥 > 0 για −
𝜋

2
< 𝑥 <

𝜋

2
. 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ ΔΕ είναι: 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 
= 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥− 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑙𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑥) 

Παραγωγίηουμε τθν γενικι λφςθ και ζχουμε 

𝑦′(𝑥) = −𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑥 +
𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
 

Εφαρμόηοντασ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ  

𝑦 0 = 𝑐1 = 0,  𝑦′ 0 = 𝑐2 + 1 = 0 ⇒ 𝑐2 = −1 

Επομζνωσ θ λφςθ ςτο ΠΑΤ είναι: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑥 , 𝑥 ∈  −
𝜋

2
,
𝜋

2
  . 

Σημείωςη: Μία ειδικι λφςθ τθσ ΔΕ:  𝐿 𝑦 = 𝑦′′ 𝑥 + 𝑝(𝑥)𝑦′ 𝑥 + 𝑞(𝑥)𝑦 𝑥 = 𝑔(𝑥) δίνεται και ςτθ 

μορφι  

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −𝑦1(𝑥)  
𝑦2 𝑡 𝑔 𝑡 

𝑊 𝑡 
𝑑𝑡

𝑥

𝑥𝑜
+ 𝑦2 𝑥  

𝑦1 𝑡 𝑔 𝑡 

𝑊 𝑡 
𝑑𝑡 =  

 𝑦1 𝑡 𝑦2 𝑥 −𝑦2 𝑡 𝑦1 𝑥  

𝑊 𝑡 

𝑥

𝑥𝑜
𝑔 𝑡 𝑑𝑡 

𝑥

𝑥𝑜
 (α5) 

όπου 𝑥𝑜  οποιοδιποτε κατάλλθλο ςθμείο του πεδίου οριςμοφ των ςυντελεςτϊν και του μθ 

ομογενοφσ όρου τθσ ΔΕ. 

Η 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥  που δίνεται από τθ ςχζςθ (α5) αποτελεί τθ λφςθ του ΠΑΤ:  

𝐿 𝑦 = 𝑔 𝑥 , 𝑦 𝑥𝑜 = 0, 𝑦′ 𝑥𝑜 = 0. 

Με εφαρμογι του τφπου (α5) ςτο προθγοφμενο παράδειγμα ζχουμε: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥  
𝑠𝑖𝑛2𝑡

𝑐𝑜𝑠2𝑡
 𝑑𝑡

𝑥

0

+ 𝑠𝑖𝑛𝑥 
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡
 𝑑𝑡

𝑥

0

=  −𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝑥 0
𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑙𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑥) 0

𝑥 = 

−𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑥 ,   𝑥 ∈  −
𝜋

2
,
𝜋

2
  , 

που είναι ακριβϊσ θ ίδια με αυτι που προςδιορίςτθκε εφαρμόηοντασ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ ςτθ 

γενικι λφςθ τθσ ΔΕ.  
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β) Η μζθοδοσ των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν 

Η μζκοδοσ των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν εφαρμόηεται ςε ΔΕ με ςτακεροφσ 

ςυντελεςτζσ τθσ μορφισ: 

𝑦′′ 𝑥 + 𝑎𝑦′ 𝑥 + 𝑏𝑦 𝑥 = 𝑔(𝑥),   (β1) 

ςτθ περίπτωςθ που ο μθ ομογενισ όροσ, 𝑔(𝑥), ανικει ςε μία ευρεία αλλά ςυγκεκριμζνθ 

κλάςθ ςυναρτιςεων τθσ μορφισ: 

𝑔 𝑥 = 𝑒𝜌𝑥{𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 }  (β2) 

όπου 𝑃𝑛 𝑥  και 𝑄𝑚  𝑥  είναι πολυϊνυμα βακμοφ 𝑛 και 𝑚 αντίςτοιχα. Οι παράμεροι 𝜌 και 𝛽 

κακϊσ και όλοι οι ςυντελεςτζσ των πολυωνφμων είναι γνωςτοί και προφανϊσ μπορεί να 

μθδενίηονται κάποιοι από αυτοφσ, οδθγϊντασ ςε απλοφςτερεσ εκδοχζσ για τθ διζγερςθ. Η 

φιλοςοφία τθσ μεκόδου είναι να αναηθτθκεί ειδικι λφςθ που ‘μιμείται’ τθ διζγερςθ και ζχει 

τθ μορφι 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥𝑠𝑒𝜌𝑥{𝐴𝑁 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝐵𝑁 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 } (β3) 

όπου τα πολυϊνυμα 𝐴𝑁 𝑥  και 𝛣𝑁 𝑥  με 𝑁 = 𝑚𝑎𝑥 𝑛,𝑚  δίνονται από τισ εκφράςεισ  

𝐴𝑁 𝑥 = 𝐴𝑁𝑥
𝑁 + 𝐴𝑁−1𝑥

𝑁−1 + ⋯+𝐴1𝑥 + 𝐴𝑜  

𝐵𝑁 𝑥 = 𝐵𝑁𝑥
𝑁 + 𝐵𝑁−1𝑥

𝑁−1 + ⋯+𝐵1𝑥 + 𝐵𝑜  

και όλοι οι ςυντελεςτζσ τουσ είναι πλζον άγνωςτεσ ποςότθτεσ προσ προςδιοριςμό, ζτςι 

ϊςτε θ αναπαράςταςθ (β3) να είναι όντωσ ειδικι λφςθ τθσ (2.1). Στθν ζκφραςθ (β3) 

υπάρχει και ο παράγοντασ 𝑥𝑠 που διαφοροποιείται από τθ διαδικαςία τθσ πλιρουσ 

‘μίμθςθσ’ που προαναφζρκθκε. Η παράμετροσ 𝑠 είναι θ πολλαπλότθτα με τθν οποία 

εμφανίηεται, ωσ ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ, θ παράμετροσ 𝜌 + 𝑖𝛽. Όταν θ 

παράμετροσ 𝜌 + 𝑖𝛽 δεν είναι ρίηα τθσ ΧΕ λζμε ότι θ πολλαπλότθτα είναι μθδενικι-και 

ςυνεπϊσ δεν υπάρχει ο όροσ 𝑥𝑠-ενϊ αν είναι απλι ι διπλι ρίηα τότε 𝑠 = 1, ι 2 αντίςτοιχα. 

Παράδειγμα (β)1:  Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′′ − 𝑦′ + 𝑦 = 𝑥2. 

Επίλυςθ: Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 . 

Λύςη ομογενούσ: Θεωροφμε τθν αντίςτοιχθ ομογενι ΔΕ: 𝑦′′ − 𝑦′ + 𝑦 = 0. Υποκζτοντασ 

λφςεισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ομογενι ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ: 𝜆2 − 𝜆 +

1 = 0. Οι ιδιοτιμζσ είναι 𝜆1,2 =
1±𝑖 3

2
. Οπότε θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ 

είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑒

𝑥
2  𝑐1 𝑐𝑜𝑠  

 3

2
𝑥 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛  

 3

2
𝑥   

Προςδιοριςμόσ μίασ ειδικήσ λύςησ: Ο μθ ομογενισ όροσ που δίνεται είναι 𝑥2 και προκφπτει 

από τθν γενικι μορφι: 𝑔 𝑥 = 𝑒𝜌𝑥{𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 } αν ςε αυτι κζςουμε 

𝜌 = 0, 𝛽 = 0 και 𝑃𝑛 𝑥 = 𝑥2. Επομζνωσ, θ παράμετροσ  𝜌 + 𝑖𝛽 είναι ίςθ με μθδζν και το 

μθδζν δεν αποτελεί ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ. Εφόςον ο μθ ομογενισ όροσ 

είναι ζνα πολυϊνυμο 2ου βακμοφ, θ υποψιφια ειδικι λφςθ κα είναι ζνα πλιρεσ 

πολυϊνυμο 2ου βακμοφ, δθλαδι: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝐴2𝑥
2+𝐴1𝑥 + 𝐴𝑜 . 

Στθ μορφι αυτι δεν ςυμπεριλαμβάνεται ο όροσ𝑥𝑠, διότι το 𝜌 + 𝑖𝛽 = 0, δεν είναι ρίηα τθσ 

ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ, και επομζνωσ 𝑠 = 0, άρα 𝑥0 = 1. 
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Υπολογίηουμε τισ απαραίτθτεσ παραγϊγουσ τθσ 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ, οπότε 

προκφπτει: 

𝐴2𝑥
2 +  𝐴1 − 2𝐴2 𝑥 + 2𝐴2 − 𝐴1 + 𝐴𝑜 = 𝑥2 

Η ιςχφσ τθσ τελευταίασ ςχζςθσ επιβάλλεται ςε όλα τα 𝑥 με αποτζλεςμα να ζχουμε 

αντιςτοίχθςθ ςυντελεςτϊν ωσ ακολοφκωσ: 

𝐴2 = 1, 𝐴1 − 2𝐴2 = 0, 2𝐴2 − 𝐴1 + 𝐴𝑜 = 0 

Επιλφοντασ τισ τελευταίεσ ςχζςεισ για τουσ άγνωςτουσ ςυντελεςτζσ  𝐴𝑖 , 𝑖 = 0,1,2 βρίςκουμε 

ότι 𝐴2 = 1,𝐴1 = 2, 𝐴𝑜 = 0, οπότε: 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥. 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑒
𝑥
2  𝑐1 𝑐𝑜𝑠  

 3

2
𝑥 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛  

 3

2
𝑥  + 𝑥2 + 2𝑥 

Παρατήρηςη (β)1: i) Αν είχαμε τθν ΔΕ: 𝑦′′ − 𝑦′ = 𝑥2 τότε θ αντίςτοιχθ ομογενισ ΔΕ είναι 

𝑦′′ − 𝑦′ = 0. Υποκζτοντασ λφςεισ αυτισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ομογενι 

ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ: 𝜆2 − 𝜆 = 0 ⇒ 𝜆1 = 0 και 𝜆2 = 1 και θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ 

ομογενοφσ είναι: 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒

𝑥 . 

Για το προςδιοριςμό τθσ ειδικισ λφςθσ, παρατθροφμε ότι ο μθ ομογενισ όροσ είναι 𝑥2 και 

επομζνωσ κα πρζπει να υποκζςουμε ωσ 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥  ζνα πολυϊνυμο 2ου βακμοφ. Όμωσ ςε αυτι 

τθν περίπτωςθ, ο αρικμόσ 𝜌 + 𝑖𝛽 = 0, είναι μία φορά ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ 

ομογενοφσ, οπότε θ υποψιφια ειδικι λφςθ κα περιλαμβάνει τον όρο 𝑥𝑠 με 𝑠 = 1. Άρα 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥 𝐴2𝑥
2+𝐴1𝑥 + 𝐴𝑜 . 

Παραγωγίηοντασ τθν 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ βρίςκουμε ότι: 

 𝐴2 = −
1

3
, 𝐴1 = −1,𝐴𝑜 = −2. Άρα θ ειδικι λφςθ είναι: 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −

1

3
𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥. 

Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒
𝑥 −

1

3
𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥. 

 ii) Αν είχαμε τθν ΔΕ: 𝑦′′ = 𝑥2 τότε θ αντίςτοιχθ ομογενισ ΔΕ είναι: 𝑦′′ = 0. Υποκζτοντασ 

λφςεισ αυτισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ομογενι ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ: 

𝜆2 = 0 ⇒ 𝜆1 = 𝜆2 = 0 και θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ είναι: 

 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑒

0𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒
0𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥. 

Για το προςδιοριςμό τθσ ειδικισ λφςθσ, παρατθροφμε ότι ο μθ ομογενισ όροσ είναι 𝑥2 και 

επομζνωσ κα πρζπει να υποκζςουμε ωσ 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥  ζνα πολυϊνυμο 2ου βακμοφ. Όμωσ ςε αυτι 

τθν περίπτωςθ, ο αρικμόσ 𝜌 + 𝑖𝛽 = 0, είναι δφο φορζσ ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ 

ομογενοφσ, οπότε θ υποψιφια ειδικι λφςθ κα περιλαμβάνει τον όρο 𝑥𝑠 με 𝑠 = 2. Άρα θ 

ειδικι λφςθ κα ζχει τθν μορφι: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥2 𝐴2𝑥
2+𝐴1𝑥 + 𝐴𝑜 . 

Παραγωγίηοντασ τθ μορφι αυτι και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ βρίςκουμε ότι: 

 𝐴2 =
1

12
, 𝐴1 = 0, 𝐴𝑜 = 0. Άρα θ ειδικι λφςθ είναι: 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 =

1

12
𝑥4. 

Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 +
1

12
𝑥4. 

Υπόδειξη: Επιβεβαιώςτε τισ λύςεισ των περιπτώςεων (i) και (ii) επιλύοντασ τισ διαφορικζσ εξιςώςεισ 

με διαφορετικό τρόπο. Για την (i), θα θζςετε 𝑦′ = 𝑢, οπότε θα ζχετε μία μη ομογενή γραμμική ΔΕ 1
ησ

 

τάξησ και για την (ii) θα προβείτε ςε άμεςη ολοκλήρωςη. 

 Παράδειγμα (β)2:  Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′′ + 4𝑦′ + 4𝑦 = 3𝑥𝑒−2𝑥 . 

Επίλυςθ: Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 . 
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Λύςη ομογενούσ: Θεωροφμε τθν αντίςτοιχθ ομογενι ΔΕ: 𝑦′′ + 4𝑦′ + 4𝑦 = 0. Υποκζτοντασ 

λφςεισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ομογενι ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ: 𝜆2 + 4𝜆 +

4 = 0. Οι ιδιοτιμζσ είναι: 𝜆1 =  𝜆2 = −2.  Οπότε θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ 

είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑒

−2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒
−2𝑥 . 

Προςδιοριςμόσ μίασ ειδικήσ λύςησ: Ο μθ ομογενισ όροσ που δίνεται είναι 3𝑥𝑒−2𝑥  και 

προκφπτει από τθν γενικι μορφι: 𝑔 𝑥 = 𝑒𝜌𝑥{𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 } αν ςε αυτι 

κζςουμε 𝜌 = −2, 𝛽 = 0 και 𝑃𝑛 𝑥 = 3𝑥. Επομζνωσ, θ παράμετροσ  𝜌 + 𝑖𝛽 = −2 και το −2 

είναι ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ με πολλαπλότθτα δφο. Εφόςον ο μθ ομογενισ 

όροσ είναι 3𝑥𝑒−2𝑥 , δθλαδι το γινόμενο ενόσ πολυωνφμου 1ου βακμοφ επί τθν εκκετικι 

ςυνάρτθςθ 𝑒−2𝑥 , θ υποψιφια ειδικι λφςθ κα είναι ζνα πλιρεσ πολυϊνυμο 1ου βακμοφ επί 

τθν εκκετικι ςυνάρτθςθ 𝑒−2𝑥 , όμωσ κα περιλαμβάνει και τον όρο 𝑥2, (𝑠 = 2) δθλαδι: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥2(𝛢1𝑥 + 𝛢𝑜)𝑒−2𝑥 . 

Υπολογίηουμε τισ απαραίτθτεσ παραγϊγουσ τθσ 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ, οπότε 

προκφπτει: 

6𝐴1𝑥 + 2𝐴𝑜 = 3𝑥 

Η ιςχφσ τθσ τελευταίασ ςχζςθσ επιβάλλεται ςε όλα τα 𝑥 με αποτζλεςμα να ζχουμε 

αντιςτοίχθςθ ςυντελεςτϊν ωσ ακολοφκωσ 

𝐴1 = 1/2, 𝐴𝑜 = 0. 

Επομζνωσ, θ ειδικι λφςθ είναι: 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 =
1

2
𝑥3𝑒−2𝑥 . 

Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑐1𝑒
−2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

−2𝑥 +
1

2
𝑥3𝑒−2𝑥 . 

Παρατήρηςη (β)2: Αν ςτο παραπάνω πρόβλθμα ο μθ ομογενισ όροσ ιταν 3𝑥𝑒−𝑥  τότε αυτόσ  

προκφπτει από τθν γενικι μορφι: 𝑔 𝑥 = 𝑒𝜌𝑥{𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 } αν ςε αυτι 

κζςουμε 𝜌 = −1, 𝛽 = 0 και 𝑃𝑛 𝑥 = 3𝑥. Επομζνωσ, θ παράμετροσ  𝜌 + 𝑖𝛽 = −1 και το −1 

δεν είναι ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ, οπότε θ μορφι τθσ υποψιφιασ λφςθσ (με 

𝑠 = 0) κα είναι: 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = (𝛢1𝑥 + 𝛢𝑜)𝑒−𝑥 . 

Παράδειγμα (β)3:  Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′′ − 2𝑦′ − 3𝑦 = 5𝑠𝑖𝑛3𝑥. 

Επίλυςθ: Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 . 

Λύςη ομογενούσ: Θεωροφμε τθν αντίςτοιχθ ομογενι ΔΕ: 𝑦′′ − 2𝑦′ − 3𝑦 = 0. Υποκζτοντασ 

λφςεισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ομογενι ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ: 𝜆2 − 2𝜆 +

3 = 0. Οι ιδιοτιμζσ είναι: 𝜆1 = 3, 𝜆2 = −1. Οπότε θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ 

είναι:  

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑒

3𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥  

Προςδιοριςμόσ μίασ ειδικήσ λύςησ: Ο μθ ομογενισ όροσ που δίνεται είναι 5𝑠𝑖𝑛3𝑥 και 

προκφπτει από τθν γενικι μορφι: 𝑔 𝑥 = 𝑒𝜌𝑥{𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 } αν ςε αυτι 

κζςουμε 𝜌 = 0, 𝛽 = 3 και 𝑃𝑛 𝑥 = 0, 𝑄𝑚  𝑥 = 5. Επομζνωσ, θ παράμετροσ  𝜌 + 𝑖𝛽 = 3𝑖, 

και το 3𝑖 δεν είναι ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ. Εφόςον ο μθ ομογενισ όροσ είναι 

5𝑠𝑖𝑛3𝑥, δθλαδι το γινόμενο ενόσ πολυωνφμου 0ου βακμοφ επί τθν τριγωνομετρικι 

ςυνάρτθςθ 𝑠𝑖𝑛3𝑥, θ υποψιφια ειδικι λφςθ κα περιλαμβάνει και τισ δφο τριγωνομετρικζσ 

ςυναρτιςεισ(*), με ςυντελεςτζσ πολυϊνυμα 0ου βακμοφ. Ο αρικμόσ 𝑠 = 0, οπότε 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝐴𝑐𝑜𝑠3𝑥 + 𝐵𝑠𝑖𝑛3𝑥. 

Υπολογίηουμε τισ απαραίτθτεσ παραγϊγουσ και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ, οπότε προκφπτει: 

 −12𝐴 − 6𝐵 𝑐𝑜𝑠3𝑥 +  −12𝐵 + 6𝐴 𝑠𝑖𝑛3𝑥 = 5𝑠𝑖𝑛3𝑥. 
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Η ιςχφσ τθσ τελευταίασ ςχζςθσ επιβάλλεται ςε όλα τα 𝑥 με αποτζλεςμα να ζχουμε 

αντιςτοίχθςθ ςυντελεςτϊν ωσ ακολοφκωσ 

−12𝐴 − 6𝐵 = 0, −12𝐵 + 6𝐴 = 5. 

Επιλφοντασ το παραπάνω ςφςτθμα για τισ ςτακερζσ Α και Β, ζχουμε τθν ειδικι λφςθ 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 =
1

6
𝑐𝑜𝑠3𝑥 −

1

3
𝑠𝑖𝑛3𝑥. 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑒

3𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥 +

1

6
𝑐𝑜𝑠3𝑥 −

1

3
𝑠𝑖𝑛3𝑥. 

(*) Όταν ο μθ ομογενισ όροσ περιζχει μία από τισ δφο τριγωνομετρικζσ ςυναρτιςεισ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 

ι 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥, ςτθν υποψιφια ειδικι λφςθ κα πρζπει να ςυμπεριλάβουμε και τισ δφο 

τριγωνομετρικζσ ςυναρτιςεισ, ϊςτε να λάβουμε υπόψθ ότι θ ειδικι λφςθ (θ απόκριςθ του 

ςυςτιματοσ ςτθν εξωτερικι διζγερςθ), ενδεχομζνωσ να μθ είναι ςε φάςθ με τον μθ 

ομογενι όρο (τθ διζγερςθ), όπωσ προκφπτει και ςτο παραπάνω παράδειγμα. 

Παράδειγμα (β)4:  Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′′ + 𝑦 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Επίλυςθ: Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 . 

Λύςη ομογενούσ: Θεωροφμε τθν αντίςτοιχθ ομογενι ΔΕ: 𝑦′′ + 𝑦 = 0. Υποκζτοντασ λφςεισ 

τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ομογενι ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ: 𝜆2 + 1 = 0. Οι 

ιδιοτιμζσ είναι: 𝜆1 = 𝑖, 𝜆2 = −𝑖. Οπότε θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Προςδιοριςμόσ μίασ ειδικήσ λύςησ: Ο μθ ομογενισ όροσ που δίνεται είναι: 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 

και προκφπτει από τθν γενικι μορφι: 𝑔 𝑥 = 𝑒𝜌𝑥{𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 } αν ςε 

αυτι κζςουμε 𝜌 = 0, 𝛽 = 1 και 𝑃𝑛 𝑥 = 𝑥, 𝑄𝑚  𝑥 = 1.  

Εφόςον ςτο μθ ομογενι όρο που δίνεται τα πολυϊνυμα: 𝑃𝑛 𝑥 = 𝑥 και 𝑄𝑚  𝑥 = 1 είναι 1ου  

και 0ου βακμοφ αντίςτοιχα, ςτθν μορφι τθσ ειδικισ λφςθσ, κα πρζπει να κεωριςουμε το 

γινόμενο ενόσ πολυωνφμου 𝛢𝛮 𝑥  επί το 𝑐𝑜𝑠𝑥 ςυν το γινόμενο ενόσ πολυωνφμου𝛣𝛮 𝑥  επί 

το 𝑠𝑖𝑛𝑥, όπου 𝛮 = 𝑚𝑎𝑥 0,1 = 1. Επίςθσ, θ παράμετροσ  𝜌 + 𝑖𝛽 = 𝑖, και το 𝑖 είναι μία 

φορά ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ, άρα 𝑠 = 1. Επομζνωσ, θ υποψιφια ειδικι 

λφςθ κα είναι: 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥  𝐴1𝑥 + 𝐴𝑜 𝑐𝑜𝑠𝑥 +  𝐵1𝑥 + 𝐵𝑜 𝑠𝑖𝑛𝑥 . 

Υπολογίηουμε τισ απαραίτθτεσ παραγϊγουσ και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ, οπότε προκφπτει: 

 2𝐴1 + 𝐵𝑜 𝑐𝑜𝑠𝑥 +  2𝐵1 − 2𝐴𝑜 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 4𝐴1𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 4𝐵1𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Η ιςχφσ τθσ τελευταίασ ςχζςθσ επιβάλλεται ςε όλα τα 𝑥 με αποτζλεςμα να ζχουμε 

αντιςτοίχθςθ ςυντελεςτϊν ωσ ακολοφκωσ 

2𝐴1 + 𝐵𝑜 = 0, 2𝐵1 − 2𝐴𝑜 = 1, −4𝐴1 = 0, 4𝐵1 = 1. 

H ειδικι λφςθ που ανακφπτει ζχει τθ μορφι: 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = −
1

4
𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 +

1

4
𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑥 −

1

4
𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 +

1

4
𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Παράδειγμα (β)5:  Να λυκεί το Π.Α.Τ.: 𝑦′′ − 2𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛2  
𝑥

2
 , 𝑦 0 = 0, 𝑦′ 0 = 0. 

Επίλυςθ: Ο μθ ομογενισ όροσ δεν είναι τθσ μορφισ που μπορεί να χρθςιμοποιθκεί θ 

μζκοδοσ των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν. Επικαλοφμενοι όμωσ τθν τριγωνομετρικι 

ςχζςθ 2𝑠𝑖𝑛2  
𝑥

2
 = 1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥, ο μθ ομογενισ όροσ γράφεται: 

𝑒𝑥

2
−

𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥

2
 . Με βάςθ τθν αρχι 

τθσ υπζρκεςθσ (Παρατήρηςη 2.1) θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿 (1) 𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿 (2) 𝑥 , 
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όπου 𝑦𝜀𝜄𝛿 (1) 𝑥  και 𝑦𝜀𝜄𝛿 (2) 𝑥  είναι λφςεισ των διαφορικϊν εξιςϊςεων: 𝐿 𝑦 =
𝑒𝑥

2
 και  

𝐿 𝑦 = −
𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥

2
   αντίςτοιχα. 

Λύςη ομογενούσ: Θεωροφμε τθν αντίςτοιχθ ομογενι ΔΕ: 𝑦′′ − 2𝑦′ + 2𝑦 = 0. Υποκζτοντασ 

λφςεισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ομογενι ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ: 𝜆2 − 2𝜆 +

2 = 0. Οι ιδιοτιμζσ είναι: 𝜆1 = 1 + 𝑖, 𝜆2 = 1 − 𝑖. Οπότε θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ 

ομογενοφσ είναι:  

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑒𝑥 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑥 . 

Προςδιοριςμόσ μίασ ειδικήσ λύςησ: 

-Στθ ΔΕ: 𝐿 𝑦 =
𝑒𝑥

2
, ο μθ ομογενισ όροσ προκφπτει από τθν γενικι μορφι: 𝑔 𝑥 =

𝑒𝜌𝑥{𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 } αν ςε αυτι κζςουμε 𝜌 = 1, 𝛽 = 0 και 𝑃𝑛 𝑥 = 1/2.  

Η υποψιφια ειδικι λφςθ κα είναι το γινόμενο τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ 𝑒𝑥  επί μία 

ςτακερά. Η παράμετροσ  𝜌 + 𝑖𝛽 είναι ίςθ με 1 και δεν είναι ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ 

ομογενοφσ, άρα 𝑠 = 0. Επομζνωσ θ υποψιφια ειδικι λφςθ κα είναι τθσ μορφισ: 

𝑦𝜀𝜄𝛿 (1) 𝑥 = 𝛢𝑒𝑥 . 

Αντικακιςτϊντασ ςτθν ΔΕ 𝐿 𝑦 =
𝑒𝑥

2
, προκφπτει ότι 𝛢 =

1

2
 . Επομζνωσ, 𝑦𝜀𝜄𝛿 (1) 𝑥 =

1

2
𝑒𝑥 . 

-Στθ ΔΕ: 𝐿 𝑦 = −
𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥

2
, ο μθ ομογενισ όροσ προκφπτει από τθν γενικι μορφι: 𝑔 𝑥 =

𝑒𝜌𝑥{𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 } αν ςε αυτι κζςουμε 𝜌 = 1, 𝛽 = 1, 𝑃𝑛 𝑥 = 1/2 και 

𝑄𝑚  𝑥 = 0. Η υποψιφια ειδικι λφςθ κα είναι το γινόμενο τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ 𝑒𝑥  επί 

το άκροιςμα των γινομζνων των τριγωνομετρικϊν ςυναρτιςεων 𝑐𝑜𝑠𝑥 και 𝑠𝑖𝑛𝑥 επί μία 

ςτακερά ζκαςτθ. Η παράμετροσ  𝜌 + 𝑖𝛽 είναι ίςθ με 1 + 𝑖 και είναι μία φορά ρίηα τθσ ΧΕ τθσ 

αντίςτοιχθσ ομογενοφσ, άρα 𝑠 = 1. Επομζνωσ θ υποψιφια ειδικι λφςθ κα είναι τθσ 

μορφισ: 

𝑦𝜀𝜄𝛿 (2) 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥(𝐴𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑥). 

Αντικακιςτϊντασ ςτθν ΔΕ: 𝐿 𝑦 = −
𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥

2
, προκφπτει ότι 𝛢 = 0,𝐵 = −

1

4
 , άρα 

𝑦𝜀𝜄𝛿 (2) 𝑥 = −
1

4
𝑥𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑒𝑥 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑥 +

1

2
𝑒𝑥 −

1

4
𝑥𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Εφαρμόηοντασ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ ςτθν γενικι λφςθ ζχουμε: 𝑦 0 = 𝑐1 +
1

2
= 0 και 

𝑦′ 0 = 𝑐1 + 𝑐2 +
1

2
= 0, άρα 𝑐1 = −

1

2
 και 𝑐2 = 0.  

Αντικακιςτϊντασ τισ τιμζσ των 𝑐1 , 𝑐2 βρίςκουμε τθ λφςθ ςτο Π.Α.Τ.:  

𝑦 𝑥 = −
1

2
𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 +

1

2
𝑒𝑥 −

1

4
𝑥𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Παράδειγμα (β)6:  Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ:  𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 =
𝑒2𝑥

𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥. 

Επίλυςθ: Ο μθ ομογενισ όροσ είναι το άκροιςμα δφο όρων. Ο 1οσ  όροσ, 
𝑒2𝑥

𝑥2  , δεν είναι τθσ 

μορφισ που μπορεί να χρθςιμοποιθκεί θ μζκοδοσ των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν και 

επομζνωσ θ ειδικι λφςθ που αντιςτοιχεί ςτον όρο αυτό κα προςδιοριςκεί αναγκαςτικά με 

τθν μζκοδο Lagrange. Για τον 2ο όρο, 𝑠𝑖𝑛2𝑥, ο προςδιοριςμόσ τθσ ειδικισ λφςθσ δφναται να 

γίνει και με τισ δφο μεκόδουσ. Η περίπτωςθ μίασ τζτοιασ ΔΕ καλείται μεικτή περίπτωςθ. 

Με βάςθ τθν αρχι τθσ υπζρκεςθσ (Παρατήρηςη 2.1) θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿 (1) 𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿 (2) 𝑥 , 
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όπου 𝑦𝜀𝜄𝛿 (1) 𝑥  και 𝑦𝜀𝜄𝛿 (2) 𝑥  είναι λφςεισ των διαφορικϊν εξιςϊςεων: 𝐿 𝑦 =
𝑒2𝑥

𝑥2  και  

𝐿 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥  αντίςτοιχα. 

Λύςη ομογενούσ: Θεωροφμε τθν αντίςτοιχθ ομογενι ΔΕ: 𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0. Υποκζτοντασ 

λφςεισ τθσ μορφισ 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ομογενι ΔΕ παίρνουμε τθν ΧΕ: 𝜆2 − 4𝜆 +

4 = 0. Οι ιδιοτιμζσ είναι: 𝜆1 =  𝜆2 = 2. Επομζνωσ θ γενικι λφςθ είναι:  

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑒

2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒
2𝑥 . 

Προςδιοριςμόσ μίασ ειδικήσ λύςησ: 

-Στθ ΔΕ: 𝐿 𝑦 =
𝑒2𝑥

𝑥2 , θ ειδικι λφςθ είναι: 𝑦𝜀𝜄𝛿 (1) 𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑒
2𝑥 + 𝑢2 𝑥 𝑥𝑒

2𝑥 , όπου  

𝑢1 𝑥 = − 
𝑥𝑒2𝑥

𝑒4𝑥

𝑒2𝑥

𝑥2 𝑑𝑥 = −𝑙𝑛 𝑥  και 𝑢2 𝑥 =  
𝑒2𝑥

𝑒4𝑥

𝑒2𝑥

𝑥2 𝑑𝑥 = −
1

𝑥
 

Άρα 𝑦𝜀𝜄𝛿 (1) 𝑥 = −𝑒2𝑥 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑒2𝑥  

-Στθ ΔΕ: 𝐿 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥, ο μθ ομογενισ όροσ προκφπτει από τθν γενικι μορφι: 𝑔 𝑥 =

𝑒𝜌𝑥{𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥 } αν ςε αυτι κζςουμε 𝜌 = 0, 𝛽 = 2, 𝑃𝑛 𝑥 =

0 , 𝑄𝑚  𝑥 = 1 . Η παράμετροσ  𝜌 + 𝑖𝛽 είναι ίςθ με 2𝑖 και δεν είναι ρίηα τθσ ΧΕ τθσ 

αντίςτοιχθσ ομογενοφσ, άρα 𝑠 = 0. Επομζνωσ θ υποψιφια ειδικι λφςθ κα είναι τθσ 

μορφισ: 

𝑦𝜀𝜄𝛿 (2) 𝑥 = 𝐴𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝐵𝑠𝑖𝑛2𝑥. 

Υπολογίηουμε τισ απαραίτθτεσ παραγϊγουσ και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ: 𝐿 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥, 

οπότε προκφπτει: 

−4𝐴𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 4𝐵𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 4 −2𝐴𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 2𝐵𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 4 𝐴𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝐵𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 ⇒ 

8𝐴𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 8𝐵𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 ⇒ 𝐴 =
1

8
, 𝐵 = 0 

Άρα 

𝑦𝜀𝜄𝛿 (2) 𝑥 =
1

8
𝑐𝑜𝑠2𝑥. 

Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑒

2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒
2𝑥 − 𝑒2𝑥 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑒2𝑥 +

1

8
𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑐1𝑒

2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒
2𝑥 − 𝑒2𝑥 𝑙𝑛 𝑥 +

1

8
𝑐𝑜𝑠2𝑥. 

Παρατήρηςη: Για τον 2ο όρο, 𝑠𝑖𝑛2𝑥, ο προςδιοριςμόσ τθσ ειδικισ λφςθσ μπορεί να γίνει και 

με τθ μζκοδο Lagrange. Όμωσ θ μζκοδοσ Lagrange κα οδθγιςει ςε πολφπλοκεσ 

ολοκλθρϊςεισ, ενϊ θ μζκοδοσ των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν είναι απλοφςτερθ.  

 

Εφαρμογή-Μηχανικζσ ταλαντώςεισ (Εξαναγκαςμζνη ταλάντωςη) 

Τα παραπάνω αποτελζςματα μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για τθν μελζτθ τθσ κίνθςθσ 

ενόσ ςϊματοσ μάηασ 𝑚, το οποίο προςαρτάται ςε ζνα ελατιριο ςτακεράσ 𝑘 και ςε κάποιον 

αποςβεςτιρα με ςυντελεςτι απόςβεςθσ 𝛾, όπωσ φαίνεται ςτο Σχ. 1. Στο ςϊμα επιβάλλεται 

εξωτερικι αρμονικι δφναμθ τθσ μορφισ 𝐹 𝑡 = 𝐹𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡. Να υπολογιςκεί θ μετατόπιςθ 

του ςϊματοσ ωσ ςυνάρτθςθ του χρόνου. Θεωρείςτε τθν περίπτωςθ 0 < 𝛾2 < 4𝑘𝑚. 

Η διαφορικι εξίςωςθ που περιγράφει τθν κίνθςθ του 

ςϊματοσ είναι: 𝑚𝑥′′ 𝑡 + 𝛾𝑥′ 𝑡 + 𝑘𝑥 𝑡 = 𝐹𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 (1) 

 

Τθν χρονικι ςτιγμι 𝑡 = 0, κεωροφμε ότι το ςϊμα ζχει μία μετατόπιςθ 𝑥𝑜  από τθν κζςθ 

ιςορροπίασ και μία ταχφτθτα 𝑣𝑜 . Άρα οι αρχικζσ ςυνκικεσ του προβλιματοσ είναι 

𝑥(0) = 𝑥𝑜  και 𝑥′ 0 = 𝑣𝑜 . 

Σχ.1  

k 

m 

γ 
x(t)  

𝐹𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 
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Επίλυςη: Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι το άκροιςμα τθσ γενικισ λφςθσ τθσ αντίςτοιχθσ 

ομογενοφσ ςυν μία ειδικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ. Η γενικι λφςθ τθσ ομογενοφσ ζχει 

προςδιοριςκεί ςτο προθγοφμενο παράδειγμα τθσ ελεφκερθσ ταλάντωςθσ και είναι:  

𝑥𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑡 = 𝑒− 

𝛾
2𝑚

𝑡  𝑐1 cos 
 4𝑘𝑚 − 𝛾2

2𝑚
𝑡 + 𝑐2 sin 

 4𝑘𝑚 − 𝛾2

2𝑚
𝑡   

Μποροφμε να προςδιρίςουμε μία ειδικι λφςθ για τθν μθ ομογενι με τθν μζκοδο των 

προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν. Η διζγερςθ είναι μία απλι τριγωνομετρικι ςυνάρτθςθ και θ 

μόνθ μζριμνα είναι να ελζγξουμε αν θ παράμετροσ 𝜌 + 𝑖𝛽 = 𝑖𝜔 είναι ρίηα τθσ ΧΕ τθσ 

διαφορικισ. Παρατθροφμε όμωσ ότι για μθ μθδενικό ςυντελεςτι απόςβεςθσ, είναι 

ανζφικτο να αποτελεί ρίηα τθσ ΧΕ ζνασ κακαρά φανταςτικόσ αρικμόσ. Η ειδικι λφςθ κα 

είναι λοιπόν τθσ μορφισ:  𝑥𝜀𝜄𝛿  𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡. Αντικακιςτοφμε τθ μορφι αυτι ςτθ 

ΔΕ (1) και βρίςκουμε ότι:  

  𝑘 − 𝑚𝜔2 𝐴 + 𝐵𝜔𝛾 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 +   𝑘 − 𝑚𝜔2 𝛣 − 𝛢𝜔𝛾 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 = 𝐹𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 

Καταλιγουμε ςτο αλγεβρικό ςφςτθμα:  
 𝑘 − 𝑚𝜔2 𝜔𝛾

−𝜔𝛾  𝑘 −𝑚𝜔2 
  
𝛢
𝛣
 =  

𝐹𝑜
0
  

με λφςεισ 𝛢 =
𝐹𝑜 𝑘−𝑚𝜔2 

Δ
, 𝛣 =

𝐹𝑜𝜔𝛾

Δ
, όπου Δ =  𝑘 −𝑚𝜔2 2 + 𝜔2𝛾2. Επικαλοφμενοι τθν 

γωνία 𝜑 με 𝑐𝑜𝑠𝜑 =
 𝑘−𝑚𝜔2 

 Δ
  και 𝑠𝑖𝑛𝜑 =

𝜔𝛾

 Δ
  μποροφμε να γράψουμε τθν ειδικι λφςθ ςτθ 

μορφι: 𝑥𝜀𝜄𝛿  𝑡 =
𝐹𝑜

 Δ
 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 − 𝜑). 

Η γενικι λφςθ είναι:  

𝑥𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑡 = 𝑒− 

𝛾
2𝑚

𝑡  𝑐1 cos  
 4𝑘𝑚 − 𝛾2

2𝑚
𝑡 + 𝑐2 sin  

 4𝑘𝑚 − 𝛾2

2𝑚
𝑡  +

𝐹𝑜

 Δ
 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 − 𝜑) 

 

Οι ςτακερζσ 𝑐1 , 𝑐2 κα προςδιοριςκοφν εφαρμόηοντασ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ ςτθ γενικι λφςθ, 

δθλαδι από τισ ςχζςεισ: 

𝑥 0 = 𝑐1 +
𝐹𝑜

 Δ
𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 𝑥𝑜 ,   𝑥′ 0 = −

𝛾

2𝑚
𝑐1 +

 4𝑘𝑚−𝛾2

2𝑚
𝑐2 +

𝐹𝑜𝜔

 Δ
𝑠𝑖𝑛 𝜑 = 𝑣𝑜 . 

Βλζπουμε ότι θ γενικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ εξίςωςθσ είναι θ υπζρκεςθ τθσ λφςθσ τθσ 

ομογενοφσ θ οποία μθδενίηεται κακϊσ το  𝑡 → ∞ και μίασ περιοδικισ λφςθσ περιόδου 
2𝜋

𝜔
 . Η 

λφςθ τθσ ομογενοφσ καλείται μεταβατική λφςη και εξαρτάται από τισ αρχικζσ ςυνκικεσ.  

Στθ μόνιμθ κατάςταςθ επιηεί μόνο θ περιοδικι λφςθ (θ ειδικι λφςθ), θ οποία δεν εξαρτάται 

από τισ αρχικζσ ςυνκικεσ. Από κάποια χρονικι ςτιγμι και μετά, όλα τα χαρακτθριςτικά 

πλζον τθσ κίνθςθσ ςχετίηονται αποκλειςτικά με τα ςτοιχεία τθσ διεγείρουςασ δφναμθσ 

 𝐹𝑜 , 𝜔  και τισ φυςικζσ παραμζτρουσ του ταλαντωτι  𝑚, 𝛾, 𝑘 . Η περιοδικι λφςθ 

αναπαριςτά μία ταλάντωςθ ςτακεροφ πλάτουσ με τθν ίδια ςυχνότθτα όπωσ θ εξωτερικι 

δφναμθ, και καλείται ςτάςιμη λφςη.  

 
 

Σχ. 2 Και οι τρεισ αρχικζσ ςυνκικεσ: Kόκκινο: 𝑥 0 = 0, 𝑥′(0) = 0, Μπλε: 𝑥 0 = −0.5, 𝑥′(0) = 0.5, 

Πράςινο: 𝑥 0 = 1, 𝑥′(0) = 1 οδθγοφνται τελικά ςτθν ίδια ταλάντωςθ 𝑥 𝑡  μετά από κάποια μεταβατικι 

περίοδο. Εδϊ  
𝐹𝑜

𝑚
= 1 , 𝜔 = 2, 𝜔𝜊 = 1 , 𝛾 = 0.2 . 

10 20 30 40 50 60

2

1

0

1

2

Μεταβατικι λφςθ Στάςιμθ λφςθ 
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Συντονιςμόσ 

Ασ δοφμε τϊρα τθν εξάρτθςθ του πλάτουσ τθσ κίνθςθσ του διεγειρόμενου ςυςτιματοσ με τθ 
ςυχνότθτα τθσ διζγερςθσ. Όπωσ είδαμε παραπάνω το πλάτοσ τθσ ςτάςιμθσ λφςθσ 
μεταβάλλεται ςφμφωνα με τθν ζκφραςθ 

𝑅 = 𝑅 𝜔 =
𝐹𝑜

 Δ
=

𝐹𝑜

  𝑘−𝑚𝜔2 2+𝜔2𝛾2
=

𝐹𝑜

 𝑚2 𝜔𝜊
2−𝜔2 2+𝜔2𝛾2

  (2) 

όπου 𝜔𝜊
2 =

𝑘

𝑚
  θ ιδιοςυχνότθτα του ςυςτιματοσ.  

Από τθ μορφι τθσ ζκφραςθσ αυτισ παρατθρεί κανείσ ότι για διεγζρςεισ χαμθλισ 
ςυχνότθτασ, δθλαδι όταν 𝜔 → 0, ζχουμε 

lim
𝜔→0

𝑅 𝜔 =
𝐹𝑜
𝑘

 

Το πλάτοσ είναι όςο κα ιταν θ επιμικυνςθ του ελατθρίου αν αςκοφνταν πάνω του δφναμθ 
ίςθ με το πλάτοσ τθσ διεγείρουςασ δφναμθσ. Είναι αναμενόμενο, εφόςον θ ςυχνότθτα τθσ 
διζγερςθσ είναι ςχεδόν μθδενικι θ μάηα δζχεται μια ςτακερι δφναμθ 𝐹𝑜  και το ελατιριο 
επιμθκφνεται αναλόγωσ. 
Από τθν άλλθ πλευρά, αν θ ςυχνότθτα τθσ διζγερςθσ είναι εξαιρετικά μεγάλθ, πολφ 
μεγαλφτερθ από τθ φυςικι ςυχνότθτα του ςυςτιματοσ 𝜔𝜊 , το πλάτοσ τθσ ταλάντωςθσ 
φκίνει. Από τθν ςχζςθ (2) ζχουμε ότι 

lim
𝜔→∞

𝑅 𝜔 = 0 

Η δφναμθ διζγερςθσ μεταβάλλεται τόςο γριγορα που ο ταλαντωτισ δεν προλαβαίνει να 
ανταποκρικεί και να ακολουκιςει τθν ταχφτατθ εναλλαγισ τθσ φοράσ τθσ δφναμθσ. 

Για ενδιάμεςεσ τιμζσ του 𝜔, το πλάτοσ μπορεί να γίνεται μζγιςτο. Θα εξετάςουμε τϊρα για 

ποιεσ τιμζσ του 𝜔 το πλάτοσ 𝑅 𝜔  γίνεται μζγιςτο, που ςυμβαίνει όταν θ υπόρριηθ 

ποςότθτα γίνει ελάχιςτθ. Στθν περίπτωςθ αυτι μιλάμε για ςυντονιςμό. 

α) Υποκζτουμε ότι 𝑚2 𝜔𝜊
2 −𝜔2 2 + 𝜔2𝛾2 = 0, που ςθμαίνει ότι 𝜔𝛾 = 0 και 

 𝑚 𝜔𝜊
2 −𝜔2 = 0. Επειδι, 𝜔 ≠ 0, κα πρζπει 𝛾 = 0, οπότε θ εξίςωςθ είναι (1) γίνεται: 

𝑚𝑥′′ 𝑡 + 𝑘𝑥 𝑡 = 𝐹𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡  (3) 

Από τθ ςχζςθ  𝜔𝜊
2 −𝜔2 = 0 ⇒ 𝜔 = 𝜔𝜊 =  𝑘/𝑚 , δθλαδι ζχουμε ςυντονιςμό όταν θ 

ςυχνότθτα τθσ εξωτερικισ διζγερςθσ ταυτίηεται με τθν ιδιοςυχνότθτα του μθ 

αποςβεννφμενου ςυςτιματοσ και θ εξίςωςθ (3) γίνεται 

𝑚𝑥′′ 𝑡 + 𝑘𝑥 𝑡 = 𝐹𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝜊𝑡    (4) 

  Μία ειδικι λφςθ τθσ (4) είναι τθσ μορφισ: 

𝑥𝜀𝜄𝛿  𝑡 = 𝑡 𝛢𝑐𝑜𝑠𝜔𝜊𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝜔𝜊𝑡 ⇒ 𝑥′𝜀𝜄𝛿  𝑡 =  𝛢 + 𝐵𝑡𝜔𝜊 𝑐𝑜𝑠𝜔𝜊𝑡 +  𝐵 − 𝐴𝑡𝜔𝜊 𝑠𝑖𝑛𝜔𝜊𝑡 ⇒ 

𝑥′′𝜀𝜄𝛿  𝑡 =  2𝐵𝜔𝜊 − 𝐴𝑡𝜔𝜊
2 𝑐𝑜𝑠𝜔𝜊𝑡 + (−2𝐴𝜔𝜊 − 𝐵𝑡𝜔𝜊

2)𝑠𝑖𝑛𝜔𝜊𝑡. 

Αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ (2): 𝑥′′ 𝑡 + 𝜔𝜊
2𝑥 𝑡 =

𝐹𝑜

𝑚
𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡, ζχουμε 

 2𝐵𝜔𝜊 − 𝐴𝑡𝜔𝜊
2 + 𝐴𝑡𝜔𝜊

2 𝑐𝑜𝑠𝜔𝜊𝑡 +  −2𝐴𝜔𝜊 − 𝐵𝑡𝜔𝜊
2 + 𝐵𝑡𝜔𝜊

2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝜊𝑡 =
𝐹𝑜
𝑚
𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 ⇒ 

𝛣 =
𝐹𝑜

2𝑚𝜔𝜊
,   𝛢 = 0. Άρα θ ειδικι λφςθ είναι:   𝑥𝜀𝜄𝛿  𝑡 =

𝐹𝑜

2𝑚𝜔𝜊
𝑡𝑠𝑖𝑛𝜔𝜊𝑡. 

Επομζνωσ, ζχουμε μία ταλάντωςθ τθσ οποίασ το πλάτοσ αυξανομζνου του 𝑡 γίνεται 

οςοδιποτε μεγάλο. 

β) Ζςτω τϊρα ότι 𝛾 ≠ 0 (δθλαδι ζχουμε αποςβεννφμενο μθχανικό ςφςτθμα). Θα 

εξετάςουμε για ποιεσ τιμζσ του 𝜔 θ ςυνάρτθςθ 𝛮 𝜔 = 𝑚2 𝜔𝜊
2 −𝜔2 2 + 𝜔2𝛾2  γίνεται 

ελάχιςτθ. Ζχουμε 𝑁′(𝜔) = 2𝑚2 𝜔𝜊
2 −𝜔2  −2𝜔 + 2𝜔𝛾2 = 0 ι για 𝜔 ≠ 0, θ ιςοδφναμθ 

ςχζςθ −2𝑚2 𝜔𝜊
2 −𝜔2 + 𝛾2 = 0, οπότε προκφπτει θ ςυχνότητα ςυντονιςμοφ 

𝜔 =  𝜔𝜊
2 −

𝛾2

2𝑚2
= 𝜔𝜍  
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Επειδι 𝑁′′ 𝜔𝜍 > 0, ζχουμε ότι για  𝜔 = 𝜔𝜍 , ελάχιςτθ τιμι του 𝛮 𝜔 , και άρα μζγιςτθ τιμι 

του 𝑅 𝜔 . 

Παρατθροφμε ότι το 𝜔𝜍 → 𝜔𝜊  κακϊσ το 𝛾 → 0, δθλαδι για μικρι απόςβεςθ το μζγιςτο 

πλάτοσ επιτυγχάνεται όταν θ ςυχνότθτα διζγερςθσ είναι κοντά ςτθν ιδιοςυχνότθτα του 

ςυςτιματοσ 𝜔𝜊 . 


