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Κεφάλαιο ΙΙ. Συνικεισ γραμμικζσ διαφορικζσ εξιςώςεισ 2θσ τάξθσ 

Ειςαγωγι: Η μελζτθ των γραμμικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων 2θσ τάξθσ είναι ιδιαίτερθσ 
ςθμαςίασ για δφο λόγουσ: 

1. Εν γζνει, οι γραμμικζσ ΔΕ διακζτουν πλοφςια κεωρθτικι δομι και ςυςτθματικζσ 
μεκόδουσ επίλυςθσ. Η κατανόθςθ των μεκόδων αυτϊν είναι εφκολθ ςτισ ΔΕ 2θσ 
τάξθσ, οπότε διατθρϊντασ τισ βαςικζσ ιδζεσ μποροφμε να τισ γενικεφςουμε και ςε 
ΔΕ ανϊτερθσ τάξθσ. 

2. Οι εξιςϊςεισ αυτζσ είναι πολφ ςθμαντικζσ διότι προκφπτουν ςε πολλά προβλιματα 
τθσ μακθματικισ φυςικισ. Ειδικότερα κατά τθν μοντελοποίθςθ προβλθμάτων 
όπωσ: 

 Μθχανικϊν και θλεκτρικϊν ταλαντϊςεων 

 Διάδοςθσ κερμότθτασ  

 Κυματικισ διάδοςθσ 

 Ηλεκτρομαγνθτικϊν φαινομζνων 

  προκφπτουν γραμμικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ 2θσ τάξθσ.  

Παράδειγμα 1: Η κίνθςθ ενόσ ςϊματοσ μάηασ 𝑚, προςδεμζνου με ζνα ελατιριο ςτακεράσ 
𝑘 και με ζναν αποςβεςτιρα με ςυντελεςτι απόςβεςθσ 𝛾, όταν ςτο ςϊμα εξαςκείται μία 
αρμονικι εξωτερικι δφναμθ, ςχ.1, περιγράφεται από μία ΔΕ 2θσ τάξθσ:   

 

 𝑚𝑥′′  𝑡 + 𝛾𝑥′ 𝑡 + 𝑘𝑥 𝑡 = 𝐹𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 

 

Παράδειγμα 2: Ζςτω ζνα θλεκτρικό κφκλωμα με ςυγκεντρωμζνα ςτοιχεία μια ωμικι 
αντίςταςθ μζτρου 𝑅, ζναν πυκνωτι χωρθτικότθτασ 𝐶, και ζνα πθνίο με ςυντελεςτι 
αυτεπαγωγισ 𝐿, ςτα άκρα του οποίου επιβάλλεται αρμονικι χρονικά θλεκτρεγερτικι 
δφναμθ με τον χρόνο.     

Η διαφορικι εξίςωςθ που περιγράφει τθν μεταβολι τθσ 

τάςθσ ςτον πυκνωτι είναι: 

 𝐿
𝑑2

𝑑𝑡 2 𝜐𝑐(𝑡) + 𝑅
𝑑

𝑑𝑡
𝜐𝑐 𝑡 +

1

𝐶
𝜐𝑐 𝑡 = 𝑉𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 

 

 

 

Παράδειγμα 3: Άλλεσ εξιςϊςεισ που προκφπτουν από τθν προτυποποίθςθ άλλων 
φαινομζνων, όπωσ οι ταλαντϊςεισ μίασ κυκλικισ μεμβράνθσ ι το θλεκτρικό πεδίο 
(δυναμικό) ςε ζνα ςφαιρικό πυκνωτι είναι τθσ μορφισ:  

𝑥2𝑦 ′′ 𝑥 + 𝑥𝑦 ′ 𝑥 + (𝑥2 − 𝑝2)𝑦 𝑥 = 0 Εξίςωςθ Bessel 

𝑥2𝑦 ′′ 𝑥 + 𝑥𝑝𝑜𝑦 ′ 𝑥 + 𝑞𝑜𝑦 𝑥 = 0 Εξίςωςθ Euler 

 1 − 𝑥2 𝑦 ′′ 𝑥 − 2𝑥𝑦 ′ 𝑥 + 𝑎(𝑎 − 1)𝑦 𝑥 = 0 Εξίςωςθ Legendre 

Μορφι ΣΔΕ 2θσ τάξθσ 

 Γενικι (πεπλεγμζνθ): 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′ , 𝑦′′ ) = 0, όπου 𝐹 δοςμζνθ ςυνάρτθςθ 

 Κανονικι (λυμζνθ): 𝑦′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′ ), όπου 𝑓 δοςμζνθ ςυνάρτθςθ 

 Αν 𝑓 είναι γραμμικι ςυνάρτθςθ ωσ προσ 𝑦 και 𝑦′, τότε θ παραπάνω εξίςωςθ γράφεται: 

 Γραμμικι μθ ομογενισ: 𝑦 ′′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑦 ′ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑦 𝑥 = 𝑔(𝑥)  (1) 
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Όπου 𝑝 𝑥 , 𝑞 𝑥  και 𝑔(𝑥) γνωςτζσ ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ τθσ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ 𝑥, ςε 
ζνα διάςτθμα 𝛪 = (𝛼, 𝛽) . 

Οι ςυναρτιςεισ 𝑝 𝑥 , 𝑞 𝑥  είναι οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ (εξαρτϊνται από τα χαρακτθριςτικά 
του υπό μελζτθ ςυςτιματοσ) και 𝑔(𝑥) ο μθ ομογενισ όροσ τθσ ΔΕ (διζγερςθ-εξαναγκαςμόσ 
του ςυςτιματοσ). Αν 𝑔 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼, τότε ζχουμε 

 Γραμμικι ομογενισ: 𝑦 ′′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑦 ′ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑦 𝑥 = 0   (2) 

Όταν οι ςυντελεςτζσ είναι τετριμμζνεσ ςτακερζσ ςυναρτιςεισ, ανακφπτουν οι ςυνικεισ 
διαφορικζσ εξιςϊςεισ με ςτακεροφσ ςυντελεςτζσ (παραδείγματα 1 και 2): 

 Γραμμικζσ με ςτακεροφσ ςυντελεςτζσ: 

𝑦′′  𝑥 + 𝑎𝑦′ 𝑥 + 𝑏𝑦 𝑥 =  
𝑔 𝑥  μη ομογενής
0             ομογενής

     (3) 

όπου 𝑎, 𝑏 είναι ςτακεροί πραγματικοί αρικμοί.  

Αρχικζσ ςυνκικεσ - Πρόβλθμα αρχικών τιμών (Π.Α.Τ.) 

Όταν 𝑝 𝑥 , 𝑞 𝑥  και 𝑔 𝑥  είναι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ ςε ζνα διάςτθμα 𝛪 = (𝛼, 𝛽) των 
πραγματικϊν αρικμϊν και ςτο εςωτερικό ςθμείο 𝑥𝜊  του διαςτιματοσ αυτοφ δίνονται οι 
ςυνκικεσ: 𝑦 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜 , 𝑦′ 𝑥𝑜 = 𝑦1       

Τότε δθμιουργείται ζνα πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν (Π.Α.Τ.):  

𝑦′′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑦′ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑦 𝑥 = 𝑔(𝑥)

𝑦 𝑥𝜊 = 𝑦𝑜 , 𝑦′ 𝑥𝜊 = 𝑦1
     (4) 

για το οποίο το κεώρθμα φπαρξθσ και μοναδικότθτασ (Θ.Υ.Μ.) μασ εξαςφαλίηει ότι 
διακζτει ακριβϊσ μία λφςθ 𝑦 𝑥  θ οποία ορίηεται ςε όλο το διάςτθμα 𝛪 = (𝛼, 𝛽). 

Παράδειγμα 4: Αν 𝑝 𝑥 , 𝑞 𝑥  ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ ςτο 𝛪 και 𝑥𝜊 ∈ 𝛪, να προςδιοριςκεί θ 
μοναδικι λφςθ ςτο (Π.Α.Τ.): 

𝑦′′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑦′ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑦 𝑥 = 0

𝑦 𝑥𝜊 = 0, 𝑦′ 𝑥𝜊 = 0
 

Μία λφςθ του Π.Α.Τ. είναι θ τετριμμζνθ ςτακερι ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 0. Το Θ.Υ.Μ. μασ 
εξαςφαλίηει ότι αυτι θ λφςθ είναι θ μοναδικι. 

Παράδειγμα 5: Να προςδιοριςκεί το μζγιςτο διάςτθμα ςτο οποίο το παρακάτω Π.Α.Τ. είναι 
βζβαιο ότι ζχει μοναδικι λφςθ.   

𝑥(𝑥 − 4)𝑦′′ 𝑥 + 3𝑥𝑦′ 𝑥 + 4𝑦 𝑥 = 2

𝑦 3 = 0, 𝑦′ (3) = −1
 

𝑝 𝑥 =
3

(𝑥−4)
, ςυνεχισ ςτα διαςτιματα  −∞, 4 , (4, ∞) 

𝑞 𝑥 =
4

𝑥(𝑥−4)
, και 𝑔 𝑥 =

2

𝑥(𝑥−4)
  ςυνεχείσ ςτα διαςτιματα  −∞, 0 ,  0,4 , (4, ∞) 

Επομζνωσ, το μζγιςτο ανοικτό διάςτθμα που περιζχει το αρχικό ςθμείο 𝑥𝜊 = 3 και ςτο 
οποίο οι ςυντελεςτζσ είναι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ είναι το  0,4 . Άρα ςφμφωνα με το Θ.Υ.Μ. 
κα υπάρχει μοναδικι λφςθ του Π.Α.Τ. τουλάχιςτον ςτο ανοικτό διάςτθμα  0,4 . 

 

1. Γραμμικζσ ομογενείσ διαφορικζσ εξιςώςεισ 2θσ τάξθσ 

Ειςάγοντασ τον γραμμικό διαφορικό τελεςτι: 𝐿 =
𝑑2

𝑑𝑥 2 + 𝑝 𝑥 
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑞(𝑥), θ ΔΕ: 

𝑦′′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑦′ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑦 𝑥 = 0   (1.1) 

μπορεί να γραφεί ςε τελεςτικι μορφι : 𝐿 𝑦  𝑥 = 0 
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Αρχι τθσ υπζρκεςθσ: Αν 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥  είναι δφο λφςεισ τθσ (1.1) τότε ο γραμμικόσ 
ςυνδυαςμόσ 𝑐1 𝑦1 𝑥 + 𝑐2 𝑦2 𝑥  για οποιεςδιποτε τιμζσ των ςτακερϊν 𝑐1 , 𝑐2  είναι λφςθ 
τθσ (1.1).  

Απόδειξθ: Ιςχφει 𝐿 𝑦1  𝑥 = 0 και 𝐿 𝑦2  𝑥 = 0. Επομζνωσ, 

 𝐿 𝑐1 𝑦1 + 𝑐2 𝑦2  𝑥 = 𝑐1𝐿 𝑦1  𝑥 + 𝑐2𝐿 𝑦2  𝑥 = 0. 

Συμπέραςμα: Η εξίςωςθ (1.1) διακζτει χϊρο λφςεων που είναι γραμμικόσ.  

Παράδειγμα 1.1: Οι ςυναρτιςεισ 𝑦1 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑒−𝑥  είναι λφςεισ τθσ ΔΕ: 

 𝑦′′  𝑥 − 𝑦 𝑥 = 0. Από τθν αρχι τθσ υπζρκεςθσ ζπεται ότι 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑥  με 𝑐1 , 𝑐2 
αυκαίρετεσ ςτακερζσ είναι λφςθ τθσ ΔΕ. 

Σθμείωςθ: Η αρχι τθσ υπζρκεςθσ δεν ιςχφει για μθ γραμμικζσ ΔΕ και για γραμμικζσ μθ 
ομογενείσ ΔΕ. *Π.χ. θ 𝑦1 𝑥 = 𝑥 + 1 είναι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′′  𝑥 + 3𝑦′ 𝑥 + 𝑦 𝑥 = 𝑥 + 4, 
ενϊ θ 𝑦2 𝑥 = 2(𝑥 + 1) δεν είναι λφςθ τθσ ΔΕ]. 

Από τθν αρχι τθσ υπζρκεςθσ ςυμπεραίνουμε ότι αν ζχουμε δφο λφςεισ τθσ (1.1.) τότε 
ζχουμε μία άπειρθ οικογζνεια (διπαραμετρικι οικογζνεια καμπυλών) λφςεων τθσ (1.1).  

Ερώτθμα: Σ’ αυτι τθν άπειρθ οικογζνεια εμπεριζχονται όλεσ οι λφςεισ τθσ (1.1); 

Η απάντθςθ δίνεται από το παρακάτω κεϊρθμα. 

Θεώρθμα: Ζςτω  𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥  δφο λφςεισ τθσ (1.1) και ζςτω ότι ∃ 𝑥𝑜 ∈ 𝐼, τζτοιο ϊςτε να 
ιςχφει θ ςχζςθ: 𝑊 𝑥𝑜 = 𝑦1 𝑥𝑜 𝑦2′ 𝑥𝑜 − 𝑦2 𝑥𝑜 𝑦1′ 𝑥𝑜 ≠ 0, τότε θ οικογζνεια λφςεων 
𝑐1 𝑦1 𝑥 + 𝑐2 𝑦2 𝑥 , με 𝑐1 , 𝑐2 αυκαίρετεσ ςτακερζσ περιλαμβάνει όλεσ τισ λφςεισ τθσ ΔΕ 
(1.1).  
Απόδειξθ: Ζςτω 𝑧 𝑥  μία τυχαία λφςθ τθσ ΔΕ θ οποία διζρχεται από το ςθμείο  𝑥𝑜 , 𝑦𝜊 , και 
θ κλίςθ τθσ ςτο ςθμείο αυτό είναι  𝑦𝜊 ′, δθλαδι ιςχφει: 𝑧 𝑥𝜊 = 𝑦𝜊 , 𝑧′ 𝑥𝜊 = 𝑦𝜊 ′. 
Θεωροφμε το αλγεβρικό ςφςτθμα: 

𝑐1 𝑦1 𝑥𝜊 + 𝑐2 𝑦2 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜

𝑐1 𝑦1
′ (𝑥𝑜) + 𝑐2 𝑦2

′ (𝑥𝑜) = 𝑦𝑜 ′
    (1.2) 

Το παραπάνω ςφςτθμα διακζτει μοναδικι μθ τετριμμζνθ λφςθ ωσ προσ τισ ςτακερζσ 𝑐1 , 𝑐2, 
διότι θ ορίηουςα των ςυντελεςτϊν των αγνϊςτων 𝑊 𝑥𝑜  είναι διάφορθ του μθδενόσ. Ζςτω 
ότι θ λφςθ είναι 𝑐 1 , 𝑐 2. 
Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ:  𝑦 𝑥 = 𝑐 1 𝑦1 𝑥 + 𝑐 2 𝑦2 𝑥 . Λόγω τθσ αρχισ τθσ υπζρκεςθσ θ 
𝑦 𝑥  είναι λφςθ τθσ ΔΕ. Επίςθσ, εφόςον οι ςτακερζσ 𝑐 1 , 𝑐 2 ικανοποιοφν το ςφςτθμα (1.2) θ 
λφςθ αυτι ικανοποιεί τισ ίδιεσ αρχικζσ ςυνκικεσ, που ικανοποιεί και θ 𝑧 𝑥 , δθλαδι: 
𝑦 𝑥𝜊 = 𝑦𝜊 , 𝑦′ 𝑥𝜊 = 𝑦𝜊 ′. Το Θ.Υ.Μ. μασ εξαςφαλίηει ότι 𝑦 𝑥 ≡ 𝑧 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝐼, ςυνεπϊσ θ 
τυχαία λφςθ 𝑧 𝑥 , αναπαρίςταται ωσ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των λφςεων 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 . 
Εφόςον θ 𝑧 𝑥  είναι μία τυχαία λφςθ τθσ ΔΕ, ζπεται ότι κάκε για κάκε λφςθ τθσ (1.1) 
γράφεται ωσ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των λφςεων 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 .  

Άρα η γενικθ λφςη τθσ (1.1) είναι: 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1 𝑦1 𝑥 + 𝑐2 𝑦2 𝑥 ,  (1.3) 

με 𝑐1 , 𝑐2 αυκαίρετεσ ςτακερζσ. 
Οι ςυναρτιςεισ 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥  ικανοποιοφν τθν προχπόκεςθ του κεωριματοσ: 

 ∃ 𝑥𝑜 ∈ 𝐼: 𝑊 𝑥𝑜 =  
 𝑦1 𝑥𝜊  𝑦2 𝑥𝜊 

 𝑦1′ 𝑥𝜊  𝑦2′ 𝑥𝜊 
 ≠ 0, και αυτό αποδείχκθκε κακοριςτικό για τθν 

επιλυςιμότθτα του ςυςτιματοσ (1.2).  

Η ςυνάρτθςθ 𝑊 𝑥 = 𝑊  𝑦1 , 𝑦2  𝑥 =  
 𝑦1 𝑥  𝑦2 𝑥 

 𝑦1′ 𝑥  𝑦2′ 𝑥 
 , ∀𝑥 ∈ 𝐼 καλείται ορίζουςα 

Wronski των  𝑦𝑖 , 𝑖 = 1,2 και θ απαίτθςθ του μθ μθδενιςμοφ τθσ ςτο ςθμείο 𝑥𝜊  εξαςφαλίηει 
τθν γραμμικι ανεξαρτθςία των λφςεων 𝑦1 , 𝑦2

(*). Όπωσ κα δείξουμε παρακάτω, αν 
∃ 𝑥𝑜 ∈ 𝐼: 𝑊  𝑦1 , 𝑦2  𝑥𝑜 ≠ 0 => 𝑊  𝑦1 , 𝑦2  𝑥 ≠ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼. 
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Το ςφνολο ςυναρτιςεων  𝑦1 , 𝑦2  αποτελεί μία βάςθ του γραμμικοφ χϊρου των λφςεων τθσ 
ΔΕ. Συνεπϊσ, θ διάςταςθ του χϊρου είναι ίςθ με δφο. Όπωσ και ςτουσ απλοφσ 
διανυςματικοφσ χϊρουσ θ βάςθ δεν είναι μοναδικι. 
Το ςφνολο  𝑦1 , 𝑦2  ονομάηεται ιεμελιώδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ (1.1). 

Ιςοδφναμεσ προτάςεισ: Τα προθγοφμενα αποτελζςματα αποδεικνφουν ότι οι ακόλουκεσ 
προτάςεισ είναι ιςοδφναμεσ: 

 Το ςφνολο  𝑦1 , 𝑦2  είναι ιεμελιώδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ (1.1). 

 Η ορίηουςα Wronski των δφο λφςεων είναι διάφορη του μηδενόσ   

 Τα μζλθ του ςυνόλου  𝑦1 , 𝑦2 , είναι γραμμικά ανεξάρτητεσ λφςεισ τθσ ΔΕ (1.1) 
 
(*) Σημείωςη: Πράγματι, αν υποτεκεί ότι για δφο-οποιεςδιποτε- ςυναρτιςεισ  𝑓𝑖 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐼,  𝑖 = 1,2  
ιςχφει ό μθ μθδενιςμόσ 𝑊  𝑓1, 𝑓2  𝜉 ≠ 0 ςε κάποιο ςθμείο 𝜉 του κοινοφ πεδίου οριςμοφ τουσ, τότε 
οι ςυναρτιςεισ αυτζσ είναι γραμμικά ανεξάρτθτεσ. Όμωσ θ αντίςτροφθ πρόταςθ δεν ιςχφει αν οι 
ςυναρτιςεισ είναι τυχαίεσ και δεν ςυνδζονται με τθν επιλυςιμότθτα κάποιασ ΔΕ. Αντίκετα, αν οι 
ςυναρτιςεισ είναι λφςεισ τθσ ΔΕ τότε ιςχφει θ αντίςτροφθ πρόταςθ, δθλαδι: αν  𝑦𝑖 , 𝑖 = 1,2 γραμμικά 
ανεξάρτθτεσ λφςεισ τθσ (1.1) ςτο 𝐼, τότε ∃ 𝑥𝑜 ∈ 𝐼: 𝑊  𝑦1 , 𝑦2  𝑥𝑜 ≠ 0.  

Παράδειγμα 1.2: Οι ςυναρτιςεισ 𝑦1 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑦2 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 είναι λφςεισ τθσ ΔΕ: 
 𝑦′′  𝑥 + 𝑦 𝑥 = 0. Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ. 

Η ορίηουςα Wronski των δφο λφςεων είναι: 𝑊 𝑥 =  
𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥

−𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
 = 1 ≠ 0, ∀𝑥𝜖ℝ. 

Επομζνωσ, οι δφο λφςεισ είναι γραμμικά ανεξάρτθτεσ, οπότε θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 
𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛𝑥, με 𝑐1 , 𝑐2 αυκαίρετεσ ςτακερζσ. 

 Παράδειγμα 1.3: Οι ςυναρτιςεισ 𝑦1 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑒−𝑥  είναι λφςεισ τθσ ΔΕ: 
 𝑦′′  𝑥 − 𝑦 𝑥 = 0. Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ. 

Η ορίηουςα Wronski των δφο λφςεων είναι: 𝑊 𝑥 =  
𝑒𝑥 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 −𝑒−𝑥  = −2 ≠ 0, ∀𝑥𝜖ℝ. 

Επομζνωσ, οι δφο λφςεισ είναι γραμμικά ανεξάρτθτεσ, οπότε θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 
𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2 𝑒−𝑥 , με 𝑐1 , 𝑐2 αυκαίρετεσ ςτακερζσ. 

Οι ςυναρτιςεισ: 𝑢1 𝑥 =
1

2
 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑕𝑥 και 𝑢2 𝑥 =

1

2
 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑕𝑥 είναι 

επίςθσ γραμμικά ανεξάρτθτεσ λφςεισ τθσ ΔΕ. Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ μπορεί να γραφεί 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑕𝑥 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛𝑕𝑥 με 𝑐1 , 𝑐2 αυθαίρετες σταθερές. 

Η ορίηουςα Wronski και οι χριςεισ τθσ 

 Όπωσ είδαμε θ ορίηουςα Wronski είναι μία πολφ χριςιμθ ποςότθτα γιατί ο μθδενιςμόσ τθσ 
ι μθ μθδενιςμόσ τθσ αποτελεί κριτιριο για τθν γραμμικι εξάρτθςθ ι ανεξαρτθςία ενόσ 
ηεφγουσ λφςεων τθσ ΔΕ (1.1). 
Σε αυτι τθν παράγραφο κα δοφμε και μερικζσ άλλεσ χριςεισ τθσ ορίηουςασ Wronski που 
τθν αναδεικνφουν ςε ζνα εξαιρετικά χριςιμο εργαλείο. 

 Θεώρθμα του Abel  Αν 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥  δφο λφςεισ τθσ (1.1), τότε:  
(i) Η ορίηουςα  𝑊 𝑥 = 𝑊  𝑦1 , 𝑦2  𝑥  ικανοποιεί τθν γραμμικι ομογενι ΔΕ 1θσ τάξθσ: 

𝑊 ′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑊 𝑥 = 0 => 𝑊 𝑥 = 𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥   (Τφποσ του Abel)  (1.4) 
(ii) Εάν ∃ 𝑥𝑜 ∈ 𝐼: 𝑊  𝑦1 , 𝑦2  𝑥𝑜 ≠ 0 => 𝑊  𝑦1 , 𝑦2  𝑥 ≠ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼. 

Απόδειξθ:  
(i) Ζςτω  𝑦𝑖 , 𝑖 = 1,2, δφο λφςεισ τθσ (1.1). Η παράγωγοσ τθσ ορίηουςασ Wronski είναι  

𝑊 ′ =  
𝑦1  𝑦2

𝑦1
′′ 𝑦2

′′  +  
𝑦1

′ 𝑦2
′

𝑦1
′ 𝑦2

′  = −𝑝 𝑥  
𝑦1 𝑦2

𝑦1
′ 𝑦2

′  − 𝑞 𝑥  
𝑦1 𝑦2

𝑦1 𝑦2
 = −𝑝 𝑥 𝑊 𝑥 . Άρα θ 

𝑊 𝑥  ικανοποιεί τθν γραμμικι ομογενι ΔΕ 1θσ τάξθσ: 𝑊 ′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑊 𝑥 = 0. 

(ii) Επιλφοντασ τθ παραπάνω εξίςωςθ βρίςκουμε: 𝑊 𝑥 = 𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 , όπου 𝑐 αυκαίρετθ 
ςτακερά. Αν κατά τθν επίλυςθ χρθςιμοποιιςουμε κάτω όριο ολοκλιρωςθσ ζνα 𝑥𝑜  τότε θ 

λφςθ γράφετε:  𝑊 𝑥 = 𝑊 𝑥𝑜 𝑒
− 𝑝 𝑠 𝑑𝑠

𝑥

𝑥𝑜 => 𝑊 𝑥 :  
= 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝛼𝜈 𝑊 𝑥𝑜 = 0

≠ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼,    𝛼𝜈 𝑊 𝑥𝑜 ≠ 0
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Συμπζραςμα: Από τθν ςχζςθ (1.4) ζπεται ότι θ ορίηουςα Wronski δφο λφςεων τθσ ΔΕ 
προςδιορίηεται με απροςδιοριςτία μίασ πολλαπλαςιαςτικισ ςτακεράσ κατ’ ευκείαν από τον 
ςυντελεςτι 𝑝 𝑥  τθσ ΔΕ χωρίσ προθγοφμενθ γνϊςθ των λφςεϊν τθσ. 

Παράδειγμα 1.4: Να βρεκεί θ ορίηουςα Wronski δφο λφςεων τθσ ΔΕ: 
 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑝2)𝑦 = 0. 

Επίλυςθ: Από τον τφπο του Abel ζχουμε: 𝑊 𝑥 = 𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥  

Ο ςυντελεςτισ 𝑝 𝑥  τθσ δοςμζνθσ ΔΕ είναι 𝑝 𝑥 =
1

𝑥
  [προςοχι κα πρζπει θ ΔΕ να είναι ςτθν 

κανονικι μορφι για να προςδιορίςουμε το ςυντελεςτι 𝑝 𝑥 ]. 

Επομζνωσ, 𝑊 𝑥 = 𝑐𝑒− 
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑐𝑒−𝑙𝑛𝑥 = 𝑐𝑒𝑙𝑛  𝑥 −1

=
𝑐

 𝑥 
 , 𝑥 ≠ 0. 

 Από τον οριςμό τθσ ορίηουςασ Wronski, ζχουμε: 

 𝑊 𝑥 =  
𝑦1 𝑦2

𝑦1′ 𝑦2′ => 𝑊 𝑥 = 𝑦1𝑦2
′ − 𝑦1

′ 𝑦2 =>
𝑊 𝑥 

𝑦1
2 =

𝑦1𝑦2
′ −𝑦1

′ 𝑦2

𝑦1
2 =>

𝑊 𝑥 

𝑦1
2 =  

𝑦2

𝑦1
 

′
=> 

𝑦2

𝑦1
=  

𝑊 𝑥 

𝑦1
2

𝑑𝑥 => 𝑦2 = 𝑦1  
𝑊 𝑥 

𝑦1
2

𝑑𝑥 = 𝑦1  
𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑦1
2

𝑑𝑥. 

Παρατθρηςη 1.1: Κατά τον υπολογιςμό του αόριςτου ολοκλθρϊματοσ αγνοιςαμε τισ 
ςτακερζσ ολοκλιρωςθσ. Αν τισ είχαμε κρατιςει, τότε ςτθ κζςθ τθσ 𝑦2, κα παίρναμε τθν 
γενικι λφςθ τθσ ΔΕ. 

Συμπζραςμα: Από το γεγονόσ ότι θ ορίηουςα Wronski μπορεί να υπολογιςκεί κατ’ ευκείαν 
από τθν ΔΕ, αν υποκζςουμε ότι γνωρίηουμε μία λφςθ τθσ ΔΕ τθν 𝑦1(𝑥), μποροφμε να 
προςδιορίςουμε μία δεφτερθ λφςθ τθσ. Επομζνωσ, θ γνϊςθ μίασ λφςθσ επαρκεί για τον 
προςδιοριςμό τθσ γενικισ λφςθσ τθσ ΔΕ. 

Παράδειγμα 1.5: Η ΔΕ: 𝑥𝑦′′ −  𝑥 + 2 𝑦′ + (1 +
2

𝑥
)𝑦 = 0, ζχει ςαν μία λφςθ τθσ τθν 

𝑦1 𝑥 = 𝑥 (να το επαλθκεφςετε). Να προςδιοριςκεί μία δεφτερθ λφςθ τθσ. 

Επίλυςθ: Όπωσ δείξαμε προθγουμζνωσ θ δεφτερθ λφςθ τθσ κα δίνεται από τον τφπο: 

𝑦2 = 𝑦1  
𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑦1
2 𝑑𝑥, όπου 𝑝 𝑥 =

− 𝑥+2 

𝑥
 [ο ςυντελεςτισ 𝑝 𝑥  είναι αυτόσ που 

αντιςτοιχεί ςτθν κανονικι μορφι τθσ ΔΕ+. 

Υπολογίηοντασ το ολοκλιρωμα 𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒− 
− 𝑥+2 

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑒𝑥𝑥2 και αντικακιςτϊντασ ςτον 

παραπάνω τφπο ζχουμε 

𝑦2 = 𝑥  
𝑒𝑥𝑥2

𝑥2 𝑑𝑥 = 𝑥  𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 . 

Παράδειγμα 1.6: Δίνεται θ ΔΕ: 𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 0, 𝑥 > 0. Μία λφςθ τθσ είναι θ 
𝑦1 𝑥 = 𝑥2 και μία δεφτερθ λφςθ τθσ  𝑦2 𝑥  ικανοποιεί τθ ςχζςθ 𝑊 𝑥 = 1 και 𝑦2 1 =

−
1

3
. α) Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ, β) Να προςδιοριςκοφν οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ. 

Επίλυςθ: α) Από τον οριςμό τθσ ορίηουςασ Wronski, ζχουμε: 

 𝑊 𝑥 =  
𝑦1 𝑦2

𝑦1′ 𝑦2′ => 𝑊 𝑥 = 𝑦1𝑦2
′ − 𝑦1

′ 𝑦2 =>
𝑊 𝑥 

𝑦1
2 =

𝑦1𝑦2
′ −𝑦1

′ 𝑦2

𝑦1
2 =>

𝑊 𝑥 

𝑦1
2 =  

𝑦2

𝑦1
 

′
=> 

𝑦2

𝑦1
=  

𝑊 𝑥 

𝑦1
2 𝑑𝑥 + 𝑐 => 𝑦2 = 𝑦1  

𝑊 𝑥 

𝑦1
2 𝑑𝑥 + 𝑐𝑦1 , 𝑐 αυκαίρετθ ςτακερά.  

Επομζνωσ, με δεδομζνο ότι 𝑦1 = 𝑥2 και 𝑊 𝑥 = 1 βρίςκουμε ότι 𝑦2 = 𝑥2  
1

𝑥4 𝑑𝑥 + 𝑐 =

−
1

3𝑥
+ 𝑐𝑥2. Από τθ ςυνκικθ 𝑦2 1 = −

1

3
, προκφπτει ότι 𝑐 = 0, άρα 𝑦2 = −

1

3𝑥
. 

Ζχοντασ προςδιορίςει δφο γραμμικά ανεξάρτθτεσ λφςεισ τθσ ΔΕ ζχουμε τθν γενικι λφςθ τθσ 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑥2 + 𝑐2(−
1

3
) 𝑥−1 = 𝑐1𝑥2 + 𝑐2𝑥−1 

β) Για να προςδιορίςουμε τουσ ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ, χρθςιμοποιοφμε τθν εξίςωςθ: 
𝑊 ′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑊 𝑥 = 0 
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Εφόςον θ ορίηουςα Wronski των λφςεων  𝑥2 , −
1

3𝑥
  είναι ίςθ με 1, από τθν παραπάνω 

εξίςωςθ προκφπτει ότι 𝑝 𝑥 = 0.  
Επίςθσ θ 𝑦1 𝑥 = 𝑥2 ικανοποιεί τθ ΔΕ. Επομζνωσ αντικακιςτϊντασ αυτι ςτθ ΔΕ ζχουμε:  

2 + 𝑞 𝑥 𝑥2 = 0 => 𝑞 𝑥 = −
2

𝑥2 

Άρα θ ΔΕ είναι: 𝑦′′ −
2

𝑥2 𝑦 = 0 => 𝑥2𝑦′′ − 2𝑦 = 0, 𝑥 > 0. 

Παράδειγμα 1.7: Δίνεται θ ΔΕ: 𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0. Αν 𝑦1 𝑥 = 𝑒− 
𝑎

2
𝑥  είναι μία λφςθ τθσ να 

βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ. 
Επίλυςθ: Η ορίηουςα Wronski δφο λφςεων τθσ ΔΕ είναι:  

 𝑊 𝑥 = 𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑐𝑒− 𝑎𝑑𝑥 = 𝑐𝑒−𝑎𝑥  
Ακολουκϊντασ τθν ίδια διαδικαςία με το παραπάνω παράδειγμα, ζχουμε 

𝑦2 = 𝑦1  
𝑊 𝑥 

𝑦1
2

𝑑𝑥 + 𝑐1𝑦1 = 𝑒− 
𝑎
2
𝑥   

𝑐𝑒−𝑎𝑥

𝑒− 𝑎𝑥
𝑑𝑥 + 𝑐1𝑒− 

𝑎
2
𝑥 = 𝑐𝑥𝑒− 

𝑎
2
𝑥 + 𝑐1𝑒− 

𝑎
2
𝑥  

Ο τελευταίοσ όροσ ςτθν παραπάνω ςχζςθ είναι ζνα πολλαπλάςιο τθσ 1θσ λφςθσ, άρα 

𝑦2 = 𝑥𝑒− 
𝑎

2
𝑥 . 

Παρατθρηςη 1.2: Εφόςον θ 𝑦1 𝑥 = 𝑒− 
𝑎

2
𝑥  είναι λφςθ τθσ ΔΕ κα τθν ικανοποιεί. Ειςάγοντασ 

τθν  

𝑦1 𝑥 = 𝑒− 
𝑎

2
𝑥  ςτθν ΔΕ βρίςκουμε: 

  
𝑎2

4
−

𝑎2

2
+ 𝑏 𝑒− 

𝑎

2
𝑥 = 0 =>

𝑎2

4
−

𝑎2

2
+ 𝑏 = 0 => 𝑎2 − 4𝑏 = 0. 

Άρα θ ΔΕ: 𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0, για τθν οποία ιςχφει 𝑎2 − 4𝑏 = 0 ζχει γενικι λφςθ: 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒− 
𝑎

2
𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒− 

𝑎

2
𝑥 . 

Η μζκοδοσ του υποβιβαςμοφ τάξθσ 

Μία διαφορετικι τεχνικι θ οποία οδθγεί ςτον προςδιοριςμό τθσ δεφτερθσ λφςθσ του 
κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων τθσ ΔΕ (1.1), όταν είναι γνϊςτθ μία λφςθ 𝑦1(𝑥) τθσ 
διαφορικισ εξίςωςθσ, είναι θ μζκοδοσ υποβιβαςμοφ τάξθσ. Η μζκοδοσ αυτι βαςίηεται ςτον 
γραμμικό ομογενι μεταςχθματιςμό: 𝑦 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑦1(𝑥).  
Απαιτοφμε από τθ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑦1(𝑥) να ικανοποιεί τθν ΔΕ (1.1), ελπίηοντασ ότι 
ζτςι κα προςδιορίςουμε και μία δεφτερθ ανεξάρτθτθ λφςθ. Η ςυνάρτθςθ 𝑢 𝑥  είναι 
άγνωςτθ και ο προςδιοριςμόσ τθσ μζςα από τθν παραπάνω απαίτθςθ κα είναι ικανόσ να 
μασ χαρακτθρίςει τελικά όλο τον χϊρο λφςεων τθσ ομογενοφσ εξίςωςθσ. 
Αντικακιςτϊντασ ςτθν διαφορικι εξίςωςθ ζχουμε: 

𝐿 𝑢𝑦1 = 0 => 𝑢′′ 𝑦1 + 2𝑢′  𝑦1
′ + 𝑢 𝑦1

′′ + 𝑝 𝑢′𝑦1 + 𝑢𝑦1
′  + 𝑞𝑢𝑦1 = 0 => 

𝑦1𝑢′′ + 𝑢′ 2𝑦1
′ + 𝑝𝑦1 + 𝑢𝐿 𝑦1 = 0 => 𝑦1𝑢′′ + 𝑢′ 2𝑦1

′ + 𝑝𝑦1 = 0, 
Όπου 𝐿 𝑦1 = 0 εφόςον 𝑦1είναι λφςθ τθσ ΔΕ. 
Θζτοντασ 𝑢′ = 𝑣 ςτθν τελευταία εξίςωςθ, προκφπτει μία γραμμικι, ομογενισ ΔΕ 1θσ τάξθσ: 
𝑦1𝑣′ + 𝑣 2𝑦1

′ + 𝑝(𝑥)𝑦1 = 0. Επιλφοντασ αυτι, ζχουμε: 

𝑣 𝑥 = 𝑐𝑒
− 

 2𝑦1
′ +𝑝 𝑥 𝑦1 

𝑦1
𝑑𝑥

= 𝑐𝑒
−  

2𝑦1
′

𝑦1
+𝑝 𝑥  𝑑𝑥

= 𝑐𝑒𝑙𝑛 𝑦1 −2
𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 => 

𝑣 𝑥 = 𝑐
𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑦1
2

, 𝑐 ≠ 0 

Δεδομζνου ότι 𝑢′ = 𝑣 βρίςκουμε: 𝑢 𝑥 = 𝑐  
𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑦1
2  𝑑𝑥 + 𝑐1 

Επομζνωσ, 𝑦 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑦1 𝑥 = 𝑐𝑦1(𝑥)  
𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑦1
2  𝑑𝑥 + 𝑐1𝑦1(𝑥). 

Συνεπϊσ, προζκυψε ότι θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι θ γραμμικι υπζρκεςθ των 𝑦1 𝑥  και 

𝑦2 𝑥 , με 𝑦2 𝑥 = 𝑦1(𝑥)  
𝑒−  𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑦1
2  𝑑𝑥. 

Αν δείξουμε ότι οι 𝑦𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2 είναι γραμμικά ανεξάρτθτεσ λφςεισ τότε ζχουμε ζνα 
κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ (1.1). 
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Υπολογίηουμε τθν ορίηουςα Wronski των δφο λφςεων ςε ζνα τυχαίο ςθμείο 𝑥 και 
παίρνουμε 

𝑊(𝑦1 , 𝑦2) = 𝑦1𝑦2
′ − 𝑦2𝑦1

′ = 𝑦1 𝑢′𝑦1 + 𝑢𝑦1
′  − 𝑢𝑦1𝑦1

′ = 𝑢′ 𝑦1
2 = 𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ≠ 0. 

Άρα το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων δίνεται από τθ 𝑦1(𝑥) θ οποία είναι γνωςτι και από τθν 

𝑦2 𝑥 = 𝑦1(𝑥)  
𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑦1
2  𝑑𝑥. 

Παρατθρηςη 1.3: Η 𝑦2 𝑥  όπωσ προςδιορίςτθκε μζςα από τθν μζκοδο υποβιβαςμοφ τάξθσ 
είναι θ ίδια με αυτι θ οποία προζκυψε με τθν χριςθ τθσ ορίηουςασ Wronski. 

Παράδειγμα 1.8: Αν 𝑦1 𝑥 = 𝑥 είναι λφςθ τθσ ΔΕ: (𝑥2 + 1)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 2𝑦 = 0, να βρεκεί 
θ γενικι λφςθ τθσ. 
Επίλυςθ: Θζτουμε 𝑦 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑦1 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑥 => 𝑦′ = 𝑢′𝑥 + 𝑢 => 𝑦′′ = 𝑢′′ 𝑥 + 2𝑢′ και 
αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ, οπότε προκφπτει  

 𝑥2 + 1 𝑥𝑢′′ + 2𝑢′ = 0 
Για 𝑢′ = 𝑣, ζχουμε τθ ΔΕ 1θσ τάξθσ:  

𝑣 ′ +
2

𝑥 𝑥2 + 1  
𝑣 = 0 => 𝑣 𝑥 = 𝑐𝑒

− 
2

𝑥 𝑥2+1  
𝑑𝑥

 

𝑒
− 

2
𝑥 𝑥2+1  

𝑑𝑥
= 𝑒

−2  
𝑥2+1−𝑥2

𝑥 𝑥2+1  
𝑑𝑥

= 𝑒
−2  

𝑑𝑥
𝑥

+ 
2𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥

= 𝑥−2(𝑥2 + 1) 

Άρα  𝑣 𝑥 = 𝑐
𝑥2+1

𝑥2  . ‘Όμωσ 𝑢′ = 𝑣, οπότε ολοκλθρϊνοντασ ζχουμε 

𝑢 𝑥 = 𝑐  
𝑥2 + 1

𝑥2
𝑑𝑥 + 𝑐1 = 𝑐(𝑥 −

1

𝑥
) + 𝑐1 

Άρα θ γενικι λφςθ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑦1 𝑥 = 𝑐 𝑥2 − 1 + 𝑐1𝑥 
 

Άςκθςθ: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ:  𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ +  𝑥2 −
1

4
 𝑦 = 0, 𝑥 > 0, αν 

𝑦1 𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

 𝑥
 είναι μία λφςθ τθσ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 


