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3. Διαφορικζσ Εξιςώςεισ Χωριηόμενων Μεταβλθτών 

Στθν προθγοφμενθ ενότθτα λφςαμε τθ γραμμικι, ομογενι ΔΕ 1θσ τάξθσ: 𝑦′ (𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 0 ωσ 

εξίςωςθ χωριηόμενων μεταβλθτϊν και είδαμε ότι θ γενικι λφςθ τθσ είναι θ 𝑦 𝑥 = 𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 . 

Με ανάλογο τρόπο μποροφμε να λφςουμε μία μεγαλφτερθ κατθγορία μθ γραμμικϊν ΔΕ 1θσ τάξθσ 

για τισ οποίεσ θ παράγωγοσ μπορεί να εκφραςτεί ωσ γινόμενο δφο ςυνεχϊν ςυναρτιςεων, θ μία εκ 

των οποίων εξαρτάται μόνο από τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι και θ άλλθ μόνο από τθν εξαρτθμζνθ. 

Ζχουμε επομζνωσ τον γενικό τφπο 

𝑦′ 𝑥 = 𝑓 𝑥)𝑔(𝑦 , 𝑥 ∈ 𝐼  (3.1) 

[Άλλεσ μορφζσ είναι 𝑦′ 𝑥 =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑦)
 ι  −𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0] 

Η ονομαςία τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ παραπζμπει ςτθ δυνατότθτα να αντιμετωπίςουμε τθν ΔΕ 

χωρίηοντασ τισ μεταβλθτζσ ωσ ακολοφκωσ: 

Για 𝑔(𝑦) ≠ 0 από τθν  (3.1) ζχουμε  
1

𝑔(𝑦)

𝑑𝑦 (𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥)    (3.2) 

Εάν 𝐺 𝑦  είναι μία παράγουςα τθσ  
1

𝑔(𝑦)
, δθλαδι   𝐺(𝑦) =  

1

𝑔(𝑦)
𝑑𝑦  (3.3),  

τότε 

𝑑𝐺(𝑦(𝑥))

𝑑𝑥
=

𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑦(𝑥)

𝑑𝑥
=

1

𝑔(𝑦)

𝑑𝑦(𝑥)

𝑑𝑥
 

οπότε θ (3.1) γράφεται 
𝑑𝐺(𝑦(𝑥))

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥)     (3.4) 

Ολοκλθρϊνοντασ τθν (3.3) ωσ προσ 𝑥 προκφπτει 

𝐺 𝑦(𝑥) =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐,   𝑐 ∈ ℝ   (3.5) 

Η (3.5) είναι μία αλγεβρικι εξίςωςθ για τθ λφςθ 𝑦(𝑥) τθσ ΔΕ (3.1) και αποτελεί το γενικό 

ολοκλιρωμα (γενικι λφςθ) τθσ ΔΕ. Οποιαδιποτε ςυνάρτθςθ 𝑦(𝑥) που ικανοποιεί τθν (3.5) είναι 

λφςθ τθσ (3.1).  

Η επίλυςθ τθσ ΔΕ ανάγεται ςτο να βροφμε μία παράγουςα τθσ 
1

𝑔(𝑦)
 και μία παράγουςα τθσ 𝑓 𝑥 . 

Ζτςι θ ςχζςθ (3.5) προκφπτει ιςοδφναμα από τθν (3.2) χωρίηοντασ τισ μεταβλθτζσ: 
1

𝑔(𝑦)
𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

και ολοκλθρϊνοντασ αριςτερά ωσ προσ 𝑦 και δεξιά ωσ προσ 𝑥, ωσ ακολοφκωσ 

 
1

𝑔(𝑦)
𝑑𝑦 =

𝑦
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑥
+ 𝑐    (3.6) 

Εάν ζχουμε ζνα ΠΑΤ με αρχικι ςυνκικθ 𝑦 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜  τότε από τθν εξίςωςθ (3.5), αντικακιςτϊντασ  

𝑥 = 𝑥𝑜  και 𝑦 = 𝑦𝑜  προςδιορίηουμε τθν τιμι τθσ ςτακεράσ 𝑐, ζςτω 𝑐 = 𝑐𝑜 . Οπότε το ειδικό 

ολοκλιρωμα (ειδικι λφςθ) είναι 

𝐺 𝑦(𝑥) =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐𝑜    (3.7) 

Διαφορετικά μποροφμε να προςδιορίςουμε τθν λφςθ ςτο ΠΑΤ ολοκλθρϊνοντασ τθν ςχζςθ (3.3) με 

κάτω όριο ολοκλιρωςθσ το αρχικό ςθμείο  𝑥𝑜 , οπότε  

𝐺 𝑦(𝑥) − 𝐺 𝑦(𝑥𝜊) =  𝑓 𝑠 𝑑𝑠
𝑥

𝑥𝑜
  (3.8) 

Ή ιςοδφναμα 

 
1

𝑔(𝑦)
𝑑𝑦 =

𝑦

𝑦𝑜
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑥

𝑥𝑜
   (3.9) 

Παρατήρηση 3.1: Κατά τθν επίλυςθ τθσ ΔΕ (3.1) υποκζςαμε ότι 𝑔(𝑦) ≠ 0. Αν όμωσ θ εξίςωςθ 

𝑔 𝑦 = 0 ζχει ρίηεσ 𝜌𝑖  τότε οι ςτακερζσ ςυναρτιςεισ 𝑦 𝑥 = 𝜌𝑖  είναι λφςεισ τθσ ΔΕ διότι 
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μθδενίηεται θ παράγωγοσ και το δεξί μζλοσ τθσ ΔΕ. Επομζνωσ, θ πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ είναι θ γενικι 

λφςθ ι το γενικό ολοκλιρωμα και οι ςτακερζσ λφςεισ 𝑦 𝑥 = 𝜌𝑖 . 

Παράδειγμα 3.1: Να βρεκεί το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ: 𝑦′ =
𝑥2

1−𝑦2 (1). Να βρεκεί ο ειδικό 

ολοκλιρωμα που ικανοποιεί τθν αρχικι ςυνκικθ 𝑦 0 = 2 και να προςδιοριςκεί το πεδίο οριςμοφ 

τθσ λφςθσ του ΠΑΤ. 

Επίλυςθ: Η ΔΕ γράφεται:   1 − 𝑦2 𝑑𝑦 = 𝑥2𝑑𝑥. Ολοκλθρϊνοντασ αριςτερά ωσ προσ 𝑦 και δεξιά ωσ 

προσ 𝑥, ωσ ακολοφκωσ 

  1 − 𝑦2 𝑑𝑦 =  𝑥2𝑑𝑥 + 𝑐1 ⇒ 𝑦 −
𝑦3

3
=

𝑥3

3
+ 𝑐1 ⇒ 

3𝑦 − 𝑦3 − 𝑥3 = 𝑐   (2) 

Η ςχζςθ (2) είναι το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ.  

Η λφςθ ςτο ΠΑΤ προκφπτει από το γενικό ολοκλιρωμα εφαρμόηοντασ τθν αρχικι ςυνκικθ. Για 

𝑥 = 0 και 𝑦 = 2 από τθν εξίςωςθ (2) ζχουμε 

6 − 8 = −2 = 𝑐 

Άρα το ειδικό ολοκλιρωμα είναι 

3𝑦 − 𝑦3 − 𝑥3 = −2 ι 𝑦3 − 3𝑦 = 2−𝑥3  (3) 

Παρατήρηση 3.1: Η ςχζςθ (3) ορίηει τθ λφςθ του ΠΑΤ ζμμεςα, δθλαδι για κάκε 𝑥 κα πρζπει να 

λφςουμε τθν (3) για να βροφμε το 𝑦. Σε κάποιεσ περιπτϊςεισ μποροφμε να λφςουμε ωσ προσ 𝑦 και 

να ζχουμε μία ρθτά εκπεφραςμζνθ ςχζςθ για τθν ςυνάρτθςθ 𝑦(𝑥). Όμωσ ςτισ περιςςότερεσ 

περιπτϊςεισ, αυτό δεν είναι εφικτό, οπότε καταλιγουμε ςε αρικμθτικοφσ υπολογιςμοφσ 

(προςεγγιςτικά) για τον προςδιοριςμό του 𝑦 για αρκετζσ τιμζσ το 𝑥. Ζτςι παίρνουμε αρκετά ηεφγθ 

(𝑥, 𝑦)και μποροφμε να ςχεδιάςουμε τθν ολοκλθρωτικι καμπφλθ που διζρχεται από τα ςθμεία 

αυτά. 

Πεδίο οριςμοφ του ειδικοφ ολοκλθρϊματοσ: Η ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑥2

1−𝑦2 τθσ ΔΕ (1) δεν ορίηεται 

ςτα ςθμεία 𝑦 = ±1. Στα ςθμεία αυτά θ 𝑦′ απειρίηεται και επομζνωσ οι λφςεισ τθσ ΔΕ ζχουν 

εφαπτόμενθ κατακόρυφθ. Τα διαςτιματα που ορίηεται θ  𝑦′ είναι:  −∞, −1 ,  −1,1 , (1, ∞). 

Εφόςον το 𝑦𝑜 = 2, ανικει ςτο διάςτθμα (1, ∞), για τθν ειδικι λφςθ ζχουμε ότι  1 < 𝑦 < ∞. 

Για τθ ςυνάρτθςθ 𝑕 𝑦 = 𝑦3 − 3𝑦 όταν 1 < 𝑦 < ∞ ζχουμε  

−2 < 𝑦3 − 3𝑦 < ∞ 

Από τθν (3) ζπεται ότι: 

 −2 < 2−𝑥3 < ∞ ⇒ −∞ < 𝑥3 − 2 < 2 ⇒ −∞ < 𝑥3 < 4 ⇒ −∞ < 𝑥 <  4
3

. 

Επομζνωσ το ειδικό ολοκλιρωμα είναι  

𝑦3 − 3𝑦 = 2−𝑥3,  για −∞ < 𝑥 <  4
3

. 

Παράδειγμα 3.2: Να λυκεί το ΠΑΤ:  𝑦′ =
3𝑥2+4𝑥+2

2(𝑦−1)
 , 𝑦 0 = −1   (1). 

Επίλυςθ: Η ΔΕ γράφεται:  2 𝑦 − 1 𝑑𝑦 = (3𝑥2 + 4𝑥 + 2)𝑑𝑥. Ολοκλθρϊνοντασ αριςτερά ωσ προσ 𝑦 

και δεξιά ωσ προσ 𝑥, προκφπτει το γενικό ολοκλιρωμα 

𝑦2 − 2𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2 + 2𝑥 + 𝑐     (2) 

Για 𝑥 = 0 και 𝑦 = −1 το 𝑐 = 3. Επομζνωσ θ λφςθ του ΠΑΤ δίνεται ςε πεπλεγμζνθ μορφι από τθν 

εξίςωςθ: 

𝑦2 − 2𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2 + 2𝑥 + 3     (3) 

Διαφορετικά: 

   2 𝑡 − 1 𝑑𝑡
𝑦

−1
=  (3𝑠2 + 4𝑠 + 2)𝑑𝑠

𝑥

0
⇒   𝑡2 − 2𝑡  −1

𝑦
=   𝑠3 + 2𝑠2 + 2𝑠  0

𝑥 ⇒ 
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𝑦2 − 2𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2 + 2𝑥 + 3 

Παρατθροφμε ότι θ εξίςωςθ (3) είναι μία δευτεροβάκμια εξίςωςθ ωσ προσ 𝑦, θ οποία μπορεί να 

λυκεί και να πάρουμε τθ λφςθ ςε ρθτά εκπεφραςμζνθ μορφι 

𝑦 𝑥 = 1 ±  𝑥3 + 2𝑥2 + 2𝑥 + 4   (4) 

Η εξίςωςθ (4) δίνει δφο λφςεισ τθσ ΔΕ, ωςτόςο μόνο θ μία ικανοποιεί τθν αρχικι ςυνκικθ. Για 

𝑥 = 0 προκφπτει ότι θ λφςθ ςτο ΠΑΤ (1) είναι αυτι που αντιςτοιχεί ςτο αρνθτικό πρόςθμο ςτθν 

εξίςωςθ (4) και ζτςι ζχουμε 

𝑦 𝑥 = 1 −  𝑥3 + 2𝑥2 + 2𝑥 + 4   (5) 

Η λφςθ που αντιςτοιχεί ςτο κετικό πρόςθμα ικανοποιεί τθν αρχικι ςυνκικθ 𝑦 0 = 3. 

Για τον προςδιοριςμό του πεδίου οριςμοφ τθσ λφςθσ (5) κα πρζπει να βροφμε το διάςτθμα για το 

οποίο θ υπόρριηθ ποςότθτα είναι κετικι. Η μόνθ πραγματικι τιμι για τθν οποία αυτι θ ποςότθτα  

μθδενίηεται είναι θ 𝑥 = −2 και ζτςι προκφπτει ότι το πεδίο οριςμοφ τθσ λφςθσ είναι το διάςτθμα 

𝑥 > −2. Το ςθμείο 𝑥 = −2, δεν ςυμπεριλαμβάνεται ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ λφςθσ διότι ςτο ςθμείο 

αυτό θ παράγωγοσ απειρίηεται. *Στο ςθμείο (−2,1) θ εφαπτόμενθ ςτθν ολοκλθρωτικι καμπφλθ 

είναι κατακόρυφθ+. 

 Παράδειγμα 3.3: Να βρεκεί θ πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ:  𝑦′ = 2𝑥𝑦2  (1) και να λυκοφν τα ΠΑΤ: 

 𝑦 0 = 1   (1𝛼),  𝑦 0 = −1   (1𝛽). 

Επίλυςθ: Για 𝑦 𝑥 ≠ 0,  
1

𝑦2 𝑑𝑦 = 2𝑥𝑑𝑥 ⇒ −
1

𝑦
= 𝑥2 + 𝑐 ⇒ 𝑦 𝑥 = −

1

𝑥2+𝑐
, 𝑐 ∈ ℝ  (2) 

Η εξίςωςθ (2) και θ 𝑦 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ ℝ αποτελοφν τθν πλιρθ λφςθ τθσ ΔΕ. 

Το ΠΑΤ (1𝛼) ζχει ειδικι λφςθ τθν 𝑦 𝑥 = −
1

𝑥2−1
, 𝑥 ∈ (−1,1) 

Το ΠΑΤ (2𝛽) ζχει ειδικι λφςθ τθν 𝑦 𝑥 = −
1

𝑥2+1
, 𝑥 ∈ ℝ 

Παρατήρηση 3.2: (i) Δεν υπάρχει κάποια ζνδειξθ από τθν 𝑓 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦2, ότι θ λφςθ δεν κα 

ορίηεται ςε κάποιο ςθμείο. (ii) Το πεδίο οριςμοφ τθσ ειδικισ λφςθσ του ΠΑΤ:  𝑦 𝑥𝜊 = 𝑦𝜊  εξαρτάται 

από τθν αρχικι τιμι 𝑦𝜊 . Η ειδικι λφςθ είναι:  𝑦 𝑥 = −
1

𝑥2−
1

𝑦𝜊

  

Αν 𝑦𝜊 ≤ 0, το πεδίο οριςμοφ είναι −∞ < 𝑥 < ∞, ενϊ αν  𝑦𝜊 > 0, το πεδίο οριςμοφ είναι 

−
1

 𝑦𝜊
< 𝑥 <

1

 𝑦𝜊
 . 

Παράδειγμα 3.4: Να λυκεί το ΠΑΤ: :  𝑦′ =  𝑦 − 1  𝑦 − 2 , 𝑦 0 = 0  (1) 

Για 𝑦 ≠ 1 και 𝑦 ≠ 2 

1

 𝑦 − 1  𝑦 − 2 
𝑑𝑦 = 𝑑𝑥 ⇒

𝑑𝑦

𝑦 − 2
−

𝑑𝑦

𝑦 − 1
= 𝑑𝑥 ⇒ 𝑙𝑛  

𝑦 − 2

𝑦 − 1
 = 𝑥 + 𝑐 ⇒ 

 
𝑦−2

𝑦−1
 = 𝑒𝑐𝑒𝑥 ⇒

𝑦−2

𝑦−1
= 𝑐𝑒𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ\ 0      ι      𝑦 𝑥 =

2−𝑐𝑒𝑥

1−𝑐𝑒𝑥  , 𝑐 ∈ ℝ\ 0    (2) 

 Οι ςτακερζσ ςυναρτιςεισ 𝑦 𝑥 = 1 και 𝑦 𝑥 = 2 αποτελοφν λφςεισ τθσ ΔΕ. Συγκεκριμζνα θ 

𝑦 𝑥 = 2 μπορεί να προκφψει από τθν γενικι λφςθ για 𝑐 = 0. Άρα θ πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦 𝑥 =
2−𝑐𝑒𝑥

1−𝑐𝑒𝑥  , 𝑐 ∈ ℝ και 𝑦 𝑥 = 1  (3) 

Η ειδικι λφςθ που ικανοποιεί τθν αρχικι ςυνκικθ 𝑦 0 = 0  δίνεται από τθν εξίςωςθ 

𝑦 𝑥 =
2(1−𝑒𝑥 )

1−2𝑒𝑥     (4) 

για 1 − 2𝑒𝑥 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ ln  
1

2
 ⇒ 𝑥 ≠ −𝑙𝑛2. Άρα το πεδίο οριςμοφ τθσ λφςθσ είναι το διάςτθμα 

 – 𝑙𝑛2, +∞ . 
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Παράδειγμα 3.5: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ:  𝑦′ =  𝑦, 𝑦 ≥ 0  (1) και να λυκεί το ΠΑΤ: 

𝑦 𝑥𝑜 = 0. 

Επίλυςθ: Για 𝑦 𝑥 ≠ 0,  
1

 𝑦
𝑑𝑦 = 𝑑𝑥 ⇒ 2𝑦1/2 = 𝑥 + 𝑐 ⇒ 𝑦 𝑥 =

 𝑥+𝑐 2

4
, 𝑐 ∈ ℝ  (2) 

Η πλιρθσ λφςθ είναι θ (2) και θ 𝑦 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ ℝ. 

Η μονοπαραμετρικι οικογζνεια καμπυλϊν (2) είναι μία οικογζνεια παραβολϊν με κζντρο το 

𝑥𝑜 =–𝑐 όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα. Όμωσ από κάκε τζτοια παραβολι κα πρζπει να κρατιςουμε 

μόνο το δεξιό κλάδο που ζχει κετικι κλίςθ και βρίςκεται ζτςι ςε ςυμφωνία με τθ ΔΕ. [Ο αριςτερόσ 

κλάδοσ των παραβολϊν είναι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ  𝑦′ = − 𝑦, ενϊ θ πλιρθσ παραβολι λφνει τθν 

εξίςωςθ  𝑦′ 2 = 𝑦]. Η λφςθ 𝑦 𝑥 = 0 είναι περιβάλλουςα των παραβολϊν (2) και αποτελεί 

ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ. 

 
 

Όςον αφορά το πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν και τισ ςυνκικεσ φπαρξθσ και μοναδικότθτασ τθσ λφςθσ, 

παρατθροφμε ότι θ ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦 =  𝑦 είναι ςυνεχισ ςε όλο το πεδίου οριςμοφ τθσ 

−∞ < 𝑥 < ∞, 𝑦 ≥ 0. Η ςυνκικθ αυτι εξαςφαλίηει τθν φπαρξθ τθσ λφςθσ. Όμωσ θ πρόςκετθ 

ςυνκικθ,  
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 ςυνεχισ, που διαςφαλίηει τθν μοναδικότθτα, δεν πλθροφται ςε όλα τα ςθμεία του 

πεδίου οριςμοφ, αφοφ 
𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

1

2 𝑦
⇒  𝜕𝑓

𝜕𝑦
 
𝑦=0

= ∞. 

Υπάρχει επομζνωσ το ενδεχόμενο πάνω ςτθν ευκεία 𝑦 = 0 να ςυναντϊνται περιςςότερεσ από μία 

λφςεισ. Πράγματι, αν 𝑥𝑜  ζνα οποιοδιποτε ςθμείο του άξονα 𝑥, τότε θ ςυνάρτθςθ 

𝑦 𝑥 =  

0, −∞ < 𝑥 ≤ 𝑥𝑜

 𝑥 − 𝑥𝑜 2

4
, 𝑥 > 𝑥𝑜

  

Αποτελεί λφςθ τθσ ΔΕ, ςυνεχι και παραγωγίςιμθ ςτο 𝑥𝑜 , θ οποία ικανοποιεί τθν αρχικι ςυνκικθ 

𝑦 𝑥𝑜 = 0. Όμωσ και θ λφςθ 𝑦 𝑥 = 0 ικανοποιεί τθν ίδια αρχικι ςυνκικθ. Άρα το ΠΑΤ δεν ζχει 

μοναδικι λφςθ. 

Τίποτα ανάλογο δεν ςυμβαίνει για αρχικζσ ςυνκικεσ τθσ μορφισ:  𝑦 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜 > 0 όπου θ 

μοναδικότθτα είναι εξαςφαλιςμζνθ. 
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4. Ομογενείσ και Σχεδόν Ομογενείσ (Μθ γραμμικζσ) Διαφορικζσ Εξιςώςεισ 

A. Μθ γραμμικζσ Ομογενείσ ΔΕ  

Οριςμόσ 4.1: Μία ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦  που ορίηεται ςτο κατάλλθλο χωρίο 𝐷 ⊆ ℝ2 [∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 και 

 ∀𝜆 > 0, (𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ∈ 𝐷] λζγεται ομογενισ βακμοφ 𝛼 αν 𝑓 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 = 𝜆𝛼𝑓(𝑥, 𝑦). 

Παραδείγματα: 

(i) Η ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥4 − 3𝑥2𝑦2 + 𝑦4, είναι ομογενισ 4ου βακμοφ διότι 

𝑓 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 = 𝜆4𝑓(𝑥, 𝑦). 

(ii) Η ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑥2+5𝑥𝑦

2𝑥−𝑦
 είναι ομογενισ 1ου βακμοφ διότι 𝑓 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 =

𝜆2𝑥2+5𝜆2𝑥𝑦

𝜆(2𝑥−𝑦)
= 𝜆𝑓(𝑥, 𝑦) 

(iii) Η ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛  
𝑥+2𝑦

2𝑥−3𝑦
 , είναι  ομογενισ μθδενικοφ βακμοφ διότι 

𝑓 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 = 𝑠𝑖𝑛  
𝜆𝑥 +2𝜆𝑦

2𝜆𝑥−3𝜆𝑦
 = 𝑠𝑖𝑛  

𝑥+2𝑦

2𝑥−3𝑦
  

Όταν η 𝑓 𝑥, 𝑦 είναι ομογενήσ μηδενικού βαθμού δεν εξαρτάται από τα 𝑥, 𝑦 χωριςτά, 

αλλά από το λόγο 𝑦/𝑥. 

Οριςμόσ 4.2: Η μθ γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ  

𝑦′ 𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝑦 ,   (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷     (Α 4.1) 

ονομάηεται (μη γραμμική) ομογενής ΔΕ αν θ ςυνάρτθςθ  𝑓 𝑥, 𝑦  είναι ομογενισ μθδενικοφ 

βακμοφ. 

Ανάλογα ορίηεται και θ μθ γραμμικι ομογενισ ΔΕ όταν είναι τθσ μορφισ   

𝛭 𝑥, 𝑦 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0  ι 𝛭 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0   (Α 4.2) 

όπου τϊρα οι ςυντελεςτζσ 𝛭 𝑥, 𝑦 , 𝑁 𝑥, 𝑦  είναι ομογενείσ ςυναρτιςεισ του ιδίου βακμοφ 𝛼. 

Επίλυςθ τθσ μθ γραμμικισ ομογενοφσ ΔΕ: Για τθν επίλυςθ μίασ μθ γραμμικισ ομογενοφσ ΔΕ (Α 4.1)  

κάνουμε τον μεταςχθματιςμό  

𝑦 𝑥 = 𝑥 𝑢(𝑥)        (Α 4.3) 

και θ ΔΕ μετατρζπεται ςε μία διαφορικι εξίςωςθ χωριηόμενων μεταβλθτϊν ωσ προσ 𝑢(𝑥), οπότε 

επιλφεται ςφμφωνα με τθ διαδικαςία τθσ Ενότθτασ ΙΙ.3. Πράγματι, εφαρμόηοντασ τον 

μεταςχθματιςμό (Α 4.3) θ ΔΕ (Α 4.1) γράφεται 

𝑢′𝑥 + 𝑢 = 𝐹 𝑢 ⇒ 𝑢′𝑥 = 𝐹 𝑢 − 𝑢  

όπου 𝑢 =
𝑦

𝑥
 .  Yποκζτοντασ ότι  𝐹 𝑢 − 𝑢 ≠ 0, και 𝑥 ≠ 0 ζχουμε 

1

 𝐹 𝑢 −𝑢 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1

𝑥
⇒

𝑑𝑢

 𝐹 𝑢 −𝑢 
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒  

𝑑𝑢

 𝐹 𝑢 −𝑢 
= 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐  (Α 4.4) 

Επιλφουμε τθν (Α 4.4) ωσ προσ 𝑢(𝑥) και αντικακιςτοφμε το 𝑢 𝑥 =
𝑦(𝑥)

𝑥
 για να προςδιορίςουμε τθν 

άγνωςτθ ςυνάρτθςθ 𝑦(𝑥). 

Παράδειγμα Α 4.1: Να λυκεί θ ΔΕ:  𝑦′ =
𝑦2+2𝑥𝑦

𝑥2  (1) 

Επίλυςθ: Η 𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑦2+2𝑥𝑦

𝑥2  είναι ομογενισ ςυνάρτθςθ μθδενικοφ βακμοφ ωσ προσ 𝑥, 𝑦, κζτοντασ 

ςτθν (1), 𝑦 = 𝑥𝑢(𝑥), ζχουμε   

𝑢′𝑥 + 𝑢 = 𝑢2 + 2𝑢 ⇒ 𝑢′𝑥 = 𝑢2 + 𝑢 ⇒
𝑑𝑢

𝑢(𝑢+1)
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒

(𝑢+1−𝑢)𝑑𝑢

𝑢(𝑢+1)
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒

𝑑𝑢

𝑢
−

𝑑𝑢

(𝑢+1)
=

𝑑𝑥

𝑥
  

όπου κεωριςαμε ότι 𝑢 ≠ 0,  𝑢 + 1 ≠ 0 και 𝑥 ≠ 0. Ολοκλθρϊνοντασ προκφπτει 

𝑙𝑛 𝑢 − 𝑙𝑛 𝑢 + 1 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 ⇒ 𝑙𝑛  
𝑢

𝑢 + 1
 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 ⇒  

𝑢

𝑢 + 1
 = 𝑒𝑐  𝑥 ⇒ 

𝑢

𝑢 + 1
= 𝑐𝑥, 𝑐 ∈ ℝ\ 0  
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Για 𝑢 =
𝑦

𝑥
 ζχουμε  

𝑦

𝑦 + 𝑥
= 𝑐𝑥 ⇒ 𝑦 𝑥 =

𝑐𝑥2

1 − 𝑐𝑥
, 𝑐 ∈ ℝ\ 0  

Από τουσ περιοριςμοφσ 𝑢 ≠ 0, και  𝑢 + 1 ≠ 0 προκφπτουν οι λφςεισ 𝑦 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ ℝ και 

𝑦 𝑥 = −𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ. Η ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 0 προκφπτει από τθν γενικι λφςθ, για 𝑐 = 0, ενϊ θ 

𝑦 𝑥 = −𝑥 είναι ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ. 

Επομζνωσ, θ πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ (1) είναι: 

 𝑦 𝑥 =
𝑐𝑥2

1 − 𝑐𝑥
, 𝑐 ∈ ℝ − γενική λύση

𝑦 𝑥 = −𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ − ιδιάζουσα λύση

  

Παράδειγμα Α 4.2: Να λυκεί το ΠΑΤ:  𝑥𝑦′ = 𝑦 𝑙𝑛𝑦 − 𝑙𝑛𝑥 + 1 , 𝑥 > 0, 𝑦 > 0  1 , 𝑦 1 = 2 

Επίλυςθ: Η 𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑦 𝑙𝑛𝑦 −𝑙𝑛𝑥 +1 

𝑥
=

𝑦

𝑥
 𝑙𝑛

𝑦

𝑥
+ 1  είναι ομογενισ ςυνάρτθςθ μθδενικοφ βακμοφ ωσ 

προσ 𝑥, 𝑦, κζτοντασ ςτθν (1), 𝑦 = 𝑥𝑢(𝑥), ζχουμε   

𝑢′𝑥 + 𝑢 = 𝑢 𝑙𝑛𝑢 + 1 ⇒ 𝑢′𝑥 = 𝑢𝑙𝑛𝑢 ⇒  για 𝑙𝑛𝑢 ≠ 0  

𝑑𝑢

𝑢𝑙𝑛𝑢
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒

𝑑𝑙𝑛𝑢

𝑙𝑛𝑢
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒ 𝑙𝑛 𝑙𝑛𝑢 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 ⇒  𝑙𝑛𝑢 = 𝑒𝑐  𝑥 ⇒ 𝑙𝑛𝑢 = 𝑐𝑥 ⇒ 

𝑢 = 𝑒𝑐𝑥 ⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑥𝑒𝑐𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ\ 0  

Από τον περιοριςμό 𝑙𝑛𝑢 ≠ 0, ζχουμε τθ λφςθ 𝑦 𝑥 = 𝑥, 𝑥 > 0, θ οποία προκφπτει από τθ γενικι 

λφςθ για 𝑐 = 0. Άρα θ πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦 𝑥 = 𝑥𝑒𝑐𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ 

Ειδικι λφςθ: Από τθ γενικι λφςθ για 𝑥 = 1 και 𝑦 = 2, ζπεται ότι 2 = 𝑒𝑐 ⇒ 𝑐 = 𝑙𝑛2, οπότε 

θ λφςθ ςτο ΠΑΤ είναι 

𝑦 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥𝑙𝑛2 ⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑥 2𝑥 , 𝑥 > 0 

Παράδειγμα Α 4.3: Να λυκεί θ ΔΕ:   𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑥 − 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0 (1) 

Επίλυςθ: Η ΔΕ (1) δίνεται ςτθ διαφορικι μορφι: 𝛭 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0, όπου οι ςυναρτιςεισ 

 𝛭 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 και 𝑁 𝑥, 𝑦 = −𝑥𝑦 είναι ομογενείσ του ιδίου βακμοφ (2ου βακμοφ). 

Επομζνωσ, θ ΔΕ (1) είναι μθ γραμμικι ομογενισ. Θζτοντασ 𝑦 = 𝑥𝑢(𝑥), ζχουμε  𝑑𝑦 = 𝑥𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑥 και 

με αντικατάςταςθ ςτθ ΔΕ (1) προκφπτει 

 𝑥2 − 𝑥2𝑢 + 𝑥2𝑢2 𝑑𝑥 − 𝑥2𝑢 𝑥𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑥 = 0 ⇒ 𝑥2 1 − 𝑢 𝑑𝑥 − 𝑥3𝑢𝑑𝑢 = 0 ⇒ 

 1 − 𝑢 𝑑𝑥 = 𝑥𝑢𝑑𝑢 

Για 𝑢 ≠ 1, 𝑥 ≠ 0 ζχουμε 

𝑢𝑑𝑢

𝑢 − 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
⇒

(𝑢 − 1 + 1)𝑑𝑢

𝑢 − 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
⇒ 𝑑𝑢 +

𝑑𝑢

𝑢 − 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
⇒ 𝑢 + 𝑙𝑛 𝑢 − 1 = −𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 ⇒ 

𝑙𝑛 𝑢 − 1 + 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑐 − 𝑢 ⇒ 𝑙𝑛 𝑥 𝑢 − 1  = 𝑐 − 𝑢 ⇒  𝑥 𝑢 − 1  = 𝑒𝑐𝑒−𝑢 ⇒ 𝑥 𝑢 − 1 = 𝑐𝑒−𝑢 ⇒ 

𝑒−
𝑦
𝑥 𝑦 − 𝑥 = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ\ 0 , 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 𝑥 

Από τον περιοριςμό 𝑢 ≠ 1, ζχουμε τθ λφςθ 𝑦 𝑥 = 𝑥, θ οποία προκφπτει από τθ γενικι λφςθ για 

𝑐 = 0. Άρα θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑒−
𝑦
𝑥 𝑦 − 𝑥 = 𝑐,    𝑐 ∈ ℝ, 𝑥 ≠ 0  

Παρατήρηςη Α 4.1: Αν ςτθ ΔΕ (1) κεωριςουμε ότι θ 𝑥(𝑦) είναι θ άγνωςτθ ςυνάρτθςθ τθσ 

ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ 𝑦, τότε  𝑥 𝑦 = 0, ∀𝑦 ∈ ℝ είναι ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ (1) διότι τθν 

ικανοποιεί και δεν προκφπτει από τθ γενικι λφςθ για καμία τιμι τθσ ςτακεράσ 𝑐. 


