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Κεφάλαιο Ι. ΢ΤΝΗΘΕΙ΢ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕ΢ ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ 1ης ΣΑΞΗ΢ 

Θζτοντασ ςαν πρϊτο κριτιριο διαχωριςμοφ τθν τάξθ κα μελετιςουμε τισ ΣΔΕ 1θσ τάξθσ. 

Η γενικι μορφι των πλιρωσ μθ γραμμικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων 1θσ τάξθσ είναι: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0,   𝑥 ∈ 𝐼 ⊆ ℝ      (1) 

Επιλφοντασ τθν (1) ωσ 𝑦′, εφόςον είναι δυνατόν, προκφπτει ο γενικόσ τφποσ των ςχεδόν γραμμικϊν 

ςυνικων διαφορικϊν εξιςϊςεων 1θσ τάξθσ (κανονικι ι λυμζνθ μορφι) 

𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦),   𝑥 ∈ 𝐼 ⊆ ℝ  (2) 

Αν επιπλζον γνωρίηουμε τθν τιμι τθσ άγνωςτθσ ςυνάρτθςθσ 𝑦(𝑥) ςτθ κζςθ 𝑥𝑜  τότε διαμορφϊνεται 

το ακόλουκο πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν 

𝑦′(𝑥) = 𝑓 𝑥, 𝑦 

𝑦(𝑥𝑜) = 𝑦𝑜
    (3) 

Για το ΠΑΤ (3), όπου 𝑓 𝑥, 𝑦  είναι μία ςυνάρτθςθ οριςμζνθ ςε κάποιο (ανοικτό) ορκογϊνιο 𝐷 ⊆ ℝ2 

και (𝑥𝑜 , 𝑦𝑜) τυχαίο ςθμείο ςτο εςωτερικό του 𝐷, το βαςικό κεϊρθμα φπαρξθσ και μοναδικότθτασ 

λφςεων διατυπϊνεται ωσ εξισ: 

Θεώρημα 1 (Φπαρξθσ και μοναδικότθτασ). Ζςτω ότι οι ςυναρτιςεισ 𝑓 𝑥, 𝑦  και 
𝜕𝑓 𝑥,𝑦 

𝜕𝑦
 είναι ςυνεχείσ 

ςυναρτιςεισ ςτο κλειςτό ορκογϊνιο 𝐷 ⊆ ℝ2. Τότε το ΠΑΤ (3) ζχει μοναδικι λφςθ. 

Δεν υπάρχει κάποια μεκοδολογία επίλυςθσ τθσ ΔΕ (2), οπότε κα χρειαςτεί να κεωριςουμε 

υποκατθγορίεσ υποκζτοντασ κάποια μορφι για τθ ςυνάρτθςθ 𝑓(𝑥, 𝑦). Πριν προχωριςουμε ςτθν 

παράκεςθ αυτϊν των τεχνικϊν επίλυςθσ ανάλογα με τθ μορφι τθσ ςυνάρτθςθσ  𝑓(𝑥, 𝑦), είναι 

ενδιαφζρον να δοφμε μία γραφικι μζκοδο θ οποία αποτελεί ςυχνά ζνα χριςιμο βιμα ςτθ μελζτθ 

τθσ ΔΕ ιδιαίτερα όταν θ εφρεςθ αναλυτικισ λφςθσ είναι πολφπλοκθ ζωσ αδφνατθ. 

1. Γεωμετρικά χαρακτηριστικά των λύσεων 

α) Πεδίο Διευθφνςεων-Ολοκληρωτικζσ καμπφλεσ 

Η εξίςωςθ 𝑦′(𝑥) = 𝑓 𝑥, 𝑦  λζει ότι αν 𝑦(𝑥) είναι μία λφςθ τθσ που διζρχεται από το ςθμείο (𝑥𝑜 , 𝑦𝑜) 

του επιπζδου 𝑥𝑦, τότε ςτο ςθμείο αυτό θ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑓(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜) είναι θ κλίςθ τθσ 

εφαπτομζνθσ ςτθν ολοκλθρωτικι καμπφλθ. Ζχοντασ τθν πλθροφορία αυτι μποροφμε να τθν 

παραςτιςουμε γραφικά ςτο επίπεδο 𝑥𝑦 ςχεδιάηοντασ (με τθ χριςθ του υπολογιςτι) μικρά 

ευκφγραμμα τμιματα (γραμμικά ςτοιχεία) με τθν ςυγκεκριμζνθ κλίςθ ςε πολλά ςθμεία του χωρίου 

𝐷 ⊂ ℝ2 που ορίηεται θ 𝑓 𝑥, 𝑦 . Το διάγραμμα που παίρνουμε ορίηει το πεδίο διευθφνςεων ή 

κλίςεων ςτο χωρίο 𝐷.  

Μία καμπφλθ θ οποία εφάπτεται ςε κάκε ςθμείο τθσ ςε ζνα γραμμικό ςτοιχείο αποτελεί 

ολοκλθρωτικι καμπφλθ (δθλαδι λφςθ) τθσ ΔΕ. Σχεδιάηοντασ τισ ολοκλθρωτικζσ καμπφλεσ που 

ακολουκοφν τα γραμμικά ςτοιχεία μποροφμε να αποκτιςουμε κάποια αντίλθψθ ςχετικά με τθν 

ςυμπεριφορά των λφςεων τθσ ΔΕ ι να πάρουμε μία εκτίμθςθ ι γραφικι προςζγγιςθ για τθ μορφι 

τουσ από τθ γνϊςθ του πεδίου κλίςεων. Όςα περιςςότερα είναι τα γραμμικά ςτοιχεία τόςο 

περιςςότερο μπορεί να υπάρχει θ δυνατότθτα (δεν είναι πάντα εφικτό) να ζχουμε μία ςαφι εικόνα.  

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται το πεδίο κλίςεων με κάποιεσ ολοκλθρωτικζσ καμπφλεσ τθσ ΔΕ:  

                                                             𝑦′(𝑥) = 1 + 𝑥𝑦2(𝑥) 
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Χωρίσ τθ χριςθ του υπολογιςτι μποροφμε να ςχεδιάςουμε το πεδίο διευκφνςεων ςχεδιάηοντασ 

πρϊτα μερικζσ καμπφλεσ κατά μικοσ των οποίων θ 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑐, για διάφορεσ τιμζσ τθσ ςτακεράσ 𝑐. 

Αυτζσ οι καμπφλεσ ονομάηονται ιςοκλινείσ τθσ ΔΕ. Κατά μικοσ κάκε ιςοκλινοφσ ςχεδιάηουμε ζναν 

αρικμό παράλλθλων γραμμικϊν ςτοιχείων με κλίςθ 𝑐, που είναι θ κλίςθ των ολοκλθρωτικϊν 

καμπυλϊν τθσ ΔΕ ςε κάκε ςθμείο τθσ ιςοκλινοφσ.  

Παράδειγμα: Η ΔΕ: 𝑦′ = 𝑥 − 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥 − 𝑦 = 𝑐 ⇒ 𝑦 = 𝑥 − 𝑐 

Οι ιςοκλινείσ είναι ευκείεσ παράλλθλεσ με κλίςθ 1. 

Για 𝑐 = 0,  θ ιςοκλινισ είναι θ ευκεία 𝑦 = 𝑥 και τα γραμμικά ςτοιχεία ςε κάκε ςθμείο τθσ 

ιςοκλινοφσ ζχουν κλίςθ 0. 

Για 𝑐 = 1,  θ ιςοκλινισ είναι θ ευκεία 𝑦 = 𝑥 − 1 και τα γραμμικά ςτοιχεία ςε κάκε ςθμείο τθσ 

ιςοκλινοφσ ζχουν κλίςθ 1. 

Για 𝑐 = 2,  θ ιςοκλινισ είναι θ ευκεία 𝑦 = 𝑥 − 2 και τα γραμμικά ςτοιχεία ςε κάκε ςθμείο τθσ 

ιςοκλινοφσ ζχουν κλίςθ 2. 

Για 𝑐 = −1,  θ ιςοκλινισ είναι θ ευκεία 𝑦 = 𝑥 + 1 και τα γραμμικά ςτοιχεία ςε κάκε ςθμείο τθσ 

ιςοκλινοφσ ζχουν κλίςθ −1. 

Για 𝑐 = −2,  θ ιςοκλινισ είναι θ ευκεία 𝑦 = 𝑥 + 2 και τα γραμμικά ςτοιχεία ςε κάκε ςθμείο τθσ 

ιςοκλινοφσ ζχουν κλίςθ −2. 

Το πεδίο διευκφνςεων δίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα, από το οποίο προκφπτει ότι θ ευκεία 

𝑦 = 𝑥 − 1 είναι λφςθ τθσ ΔΕ. 

Επίςθσ, όλεσ οι άλλεσ λφςεισ τείνουν 

αςυμπτωτικά ςτθ λφςθ αυτι κακϊσ 

το 𝑥 → ∞. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι ολοκλθρωτικζσ καμπφλεσ δεν τζμνονται. Αυτό εξαςφαλίηεται από το κεϊρθμα φπαρξθσ και 

μοναδικότθτασ. Αν υποκζςουμε ότι δφο λφςεισ 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥) διζρχονται από το ίδιο ςθμείο (𝑥𝑜 , 𝑦𝑜) 

τότε αυτζσ οι δφο λφςεισ ικανοποιοφν το ίδιο ΠΑΤ, με αρχικι ςυνκικθ 𝑦 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜 , γεγονόσ που 

παραβιάηει το κεϊρθμα. 

β) Ορθογώνιεσ τροχιζσ 

Είδαμε ότι θ γενικι λφςθ ι το γενικό ολοκλιρωμα μίασ ΔΕ 1θσ τάξθσ περιζχει μία αυκαίρετθ 

ςτακερά. Για διαφορετικζσ τιμζσ τθσ ςτακεράσ ζχουμε και μία διαφορετικι καμπφλθ-ειδικι λφςθ 

τθσ ΔΕ. Η οικογζνεια των λφςεων τθσ ΔΕ αποτελεί μία μονοπαραμετρικι οικογζνεια καμπυλϊν  

𝐺 𝑥, 𝑦, 𝑐 = 0                              (β.1) 

Αντίςτροφα, αν δοκεί μία μονοπαραμετρικι οικογζνεια είναι δυνατόν απαλείφοντασ τθν ςτακερά  

𝑐 να οδθγθκοφμε ςτθ ΔΕ. 

Παραδείγματα: 

(i) Ζςτω θ οικογζνεια καμπυλϊν 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐 (1). Παραγωγίηοντασ τθν (1) ωσ προσ 𝑥 

ζχουμε 2𝑥 + 2𝑦𝑦′ = 0 ⇒ 𝑦′ = −
𝑥

𝑦
   (2).  

x 

y 
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c=2 

c=-2 

c=-1 

Ιςοκλινείσ 
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Ολοκλθρωτικζσ καμπφλεσ 
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(ii) Ζςτω θ οικογζνεια καμπυλϊν 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥𝑐 (1). Παραγωγίηοντασ τθν (1) ωσ προσ 𝑥 

ζχουμε 2𝑥 + 2𝑦𝑦′ = 2𝑐   (2). Με απαλοιφι τθσ ςτακεράσ 𝑐 από τισ εξιςϊςεισ (1) και (2) 

ζχουμε  

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥 𝑥 + 𝑦𝑦′ = 2𝑥2 + 2𝑥𝑦𝑦′ ⇒ 𝑦′ = −
𝑦2−𝑥2

2𝑥𝑦
 . 

Μία ενδιαφζρουςα εφαρμογι αυτισ τθσ διαδικαςίασ είναι το πρόβλθμα εφρεςθσ των 

ορκογωνίων τροχιϊν μίασ οικογζνειασ καμπυλϊν. 

Ορισμός β1. (Ορθογώνιεσ τροχιζσ). Ορθογώνιεσ τροχιζσ μίασ μονοπαραμετρικισ οικογζνειασ 

καμπυλϊν 𝐺 𝑥, 𝑦, 𝑐 = 0 (β.1), θ οποία ικανοποιεί τθ ΔΕ 1θσ τάξθσ 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑦′ = 0, είναι μία 

οικογζνεια καμπυλϊν 𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑐 = 0 (β.2) τθσ οποίασ κάκε καμπφλθ είναι ορκογϊνια ςε κάκε 

καμπφλθ τθσ οικογζνειασ (β.1). 

Άρα ςε κάκε ςθμείο  𝑥, 𝑦  μιασ καμπφλθσ τθσ (β.1) θ εφαπτομζνθ ςχθματίηει ορκι γωνία με τθν 

εφαπτομζνθ τθσ καμπφλθσ τθσ (β.2) και αντίςτροφα.  

Οι ορκογϊνιεσ τροχιζσ εμφανίηονται ςε διάφορεσ εφαρμογζσ. Π.χ. ςτθν Υδροδυναμικι οι γραμμζσ 

ροισ (θ γραμμι ςτθν οποία εφάπτεται το διάνυςμα τθσ ταχφτθτασ ενόσ ςωματιδίου του ρευςτοφ ςε 

κάκε χρονικι ςτιγμι) είναι ορκογϊνιεσ τροχιζσ των ιςοδυναμικϊν γραμμϊν, ενϊ ςτθ κερμότθτα οι 

γραμμζσ ροισ τθσ κερμότθτασ είναι ορκογϊνιεσ τροχιζσ των ιςόκερμων γραμμϊν. 

Ζςτω ότι δίνεται θ οικογζνεια καμπυλϊν (β.1) και ζςτω ότι 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) είναι θ ΔΕ τθσ οικογζνειασ. 

Τότε θ κλίςθ μίασ καμπφλθσ τθσ (β.1) που διζρχεται από το ςθμείο  𝑥, 𝑦  είναι 𝑘1 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Άρα θ 

κλίςθ 𝑘2 τθσ καμπφλθσ τθσ οικογζνειασ (β.2) που διζρχεται από αυτό το ςθμείο είναι  

𝑘2 = −
1

𝑓(𝑥,𝑦)
 ,                  (β.3) 

επομζνωσ θ ΔΕ τθσ οικογζνειασ των ορκογωνίων τροχιϊν κα είναι  

𝑦′ = −
1

𝑓(𝑥,𝑦)
                    (β.4) 

Επιλφοντασ τθ ΔΕ (β.4) προςδιορίηουμε τισ ορκογϊνιεσ τροχιζσ τθσ οικογζνειασ καμπυλϊν (β.1).  

Παράδειγμα β1: Να βρεκεί θ οικογζνεια των ορκογωνίων τροχιϊν τθσ οικογζνειασ καμπυλϊν: 

 𝑦 = 𝑐𝑥2   

Η ΔΕ τθσ οικογζνειασ αυτισ είναι:  

𝑦′ = 2𝑥𝑐 = 2𝑥
𝑦

𝑥2
=

2𝑦

𝑥
 

Επομζνωσ 𝑓 𝑥, 𝑦 =
2𝑦

𝑥
. Άρα θ ΔΕ τθσ οικογζνειασ ορκογωνίων τροχιϊν είναι  

𝑦′ = −
𝑥

2𝑦
 

Η επίλυςθ τθσ οποίασ δίνει   𝑦2 +
𝑥2

2
= 𝑐, 𝑐 > 0, που είναι μία οικογζνεια ελλείψεων. 

  

2 1 1 2

1.0

0.5

0.5

1.0
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Παράδειγμα β2: Να βρεκεί θ οικογζνεια των ορκογωνίων τροχιϊν τθσ οικογζνειασ καμπυλϊν: 

 𝑥2 +  𝑦 − 𝑐 2 = 𝑐2 , 𝑐 ≠ 0 

που είναι μία οικογζνεια κφκλων με κζντρα ςτον άξονα 𝑦 που εφάπτονται ςτον άξονα 𝑥. 

Η παραπάνω εξίςωςθ γράφεται:  𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 =
 𝑥2+𝑦2

2𝑦
.  

Η ΔΕ τθσ οικογζνειασ αυτισ είναι: 2𝑥 + 2 𝑦 − 𝑐 𝑦′ = 0 ⇒ 𝑥 +  𝑦 −
 𝑥2+𝑦2

2𝑦
 𝑦′ = 0 ⇒ 

𝑥 +  
𝑦2 − 𝑥2

2𝑦
 𝑦′ = 0 ⇒ 𝑦′ =

2𝑥𝑦

𝑥2 − 𝑦2
 

Άρα θ ΔΕ τθσ οικογζνειασ ορκογωνίων τροχιϊν είναι  

𝑦′ =
𝑦2 − 𝑥2

2𝑥𝑦
 

Η ΔΕ αυτι είναι μθ γραμμικι ομογενήσ, θ οποία ανάγεται ςε μία ΔΕ χωριηόμενων μεταβλθτϊν αν 

κζςουμε  𝑦 = 𝑢𝑥 ⇒ 𝑦′ = 𝑥𝑢′ + 𝑢. Ζτςι προκφπτει θ ΔΕ  

2𝑢𝑑𝑢

𝑢2 + 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
⇒ 𝑢2 + 1 =

𝑐

𝑥
, 𝑐 ∈ ℝ\ 0  

Για 𝑢 =
𝑦

𝑥
 ζχουμε  𝑦2 + 𝑥2 = 𝑐𝑥 = 2𝑘𝑥, (𝑐 = 2𝑘) και προςκζτοντασ και ςτα δφο μζλθ το 𝑘2 

προκφπτει 

(𝑥 − 𝑘)2 + 𝑦2 = 𝑘2 

Που είναι μία οικογζνεια κφκλων με κζντρα ςτο άξονα 𝑥 που εφάπτονται ςτον άξονα 𝑦. 

Στο παρακάτω ςχιμα ςχεδιάηονται κάποιεσ οι ολοκλθρωτικζσ καμπφλεσ (με μπλε χρϊμα) τθσ 

οικογζνειασ  

 𝑥2 +  𝑦 − 𝑐 2 = 𝑐2 , 𝑐 ≠ 0 

και κάποιεσ ορκογϊνιεσ τροχιζσ αυτϊν (με κόκκινο χρϊμα). 
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2. Γραμμικζς Διαφορικζς Εξισώσεις 1ης τάξης 

Η πιο γενικι μορφι μίασ γραμμικισ ΔΕ 1θσ τάξθσ είναι: 

𝑃 𝑥 𝑦′(𝑥) + 𝑄 𝑥 𝑦(𝑥) = 𝐺(𝑥)   (2.1) 

Όπου 𝑃 𝑥 , 𝑄(𝑥) και 𝐺 𝑥  είναι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ ςε κάποιο διάςτθμα 𝛪. 

Αν 𝑃 𝑥 ≠ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼 τότε διαιρϊντασ με το 𝑃 𝑥  ζχουμε τθν κανονικι ι λυμζνθ μορφι: 

𝑦′(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)   (2.2) 

όπου 𝑝(𝑥) είναι ο ςυντελεςτισ και 𝑔(𝑥) ο μθ ομογενισ όροσ τθσ (2.2). Αν επιπλζον, ορίηεται θ 

αρχικι ςυνκικθ 𝑦 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜  (2.3) , τότε ζχουμε ζνα ΠΑΤ. 

Θεώρημα (2.1) (Ύπαρξησ και μοναδικότητασ). Αν 𝑝(𝑥) και 𝑔(𝑥) είναι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ ςτο 𝛪 

και 𝑥𝑜 ∈ 𝛪 τότε το ΠΑΤ (2.2) και (2.3) ζχει μοναδικι λφςθ που ορίηεται για κάκε 𝑥 ∈ 𝛪.  

Ερώτημα: Ποια είναι θ μοναδικι λφςθ ςτο παρακάτω ΠΑΤ; 

𝑦′ 𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑦 𝑥 = 0, 𝑦 0 = 0, 

όπου 𝑝 𝑥  ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςε κάποιο διάςτθμα 𝛪 και 𝑥𝑜 = 0 ∈ 𝛪.  

 

Επίλυςη τησ ΔΕ: 𝑦′(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥) (2.2)    

Για τθν εφρεςθ τθσ γενικισ λφςθσ ι τθσ ειδικισ λφςθσ τθσ ΔΕ (2.2) ασ ξεκινιςουμε από απλζσ 

ςκζψεισ. Θα μποροφςαμε να προβοφμε ςε μία άμεςθ ολοκλιρωςθ που κα αναιροφςε τθν 

παράγωγο, όμωσ ο όροσ 𝑝 𝑥 𝑦(𝑥) μασ χαλάει τθ ςκζψθ διότι μασ οδθγεί ςε μία ολοκλθρωτικι 

εξίςωςθ 𝑦 𝑥 +  𝑝 𝑥 𝑦 𝑥 𝑑𝑥 =  𝑔 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐, όπου θ άγνωςτθ ςυνάρτθςθ ςυνυπάρχει με το 

ολοκλιρωμά τθσ. 

Για να οδθγθκοφμε πιο εφκολα ςτθ μεκοδολογία επίλυςθσ τθσ (2.2), ασ κεωριςουμε τθ ΠΑΤ:  

 4 + 𝑥2 𝑦′(𝑥) + 2𝑥𝑦(𝑥) = 4𝑥, 𝑦 0 = 1 

Παρατθροφμε ότι το αριςτερό μζλοσ τθσ ΔΕ είναι  

 4 + 𝑥2 𝑦′(𝑥) + 2𝑥𝑦(𝑥) =   4 + 𝑥2 𝑦(𝑥) ′  

Επομζνωσ, θ ΔΕ γράφεται 

  4 + 𝑥2 𝑦(𝑥) ′ = 4𝑥 ⇒  4 + 𝑥2 𝑦(𝑥) =  4𝑥𝑑𝑥 + 𝑐 = 2𝑥2 + 𝑐 ⇒ 

𝑦 𝑥 =
2𝑥2 + 𝑐

4 + 𝑥2
, 𝑐 ∈ ℝ 

που είναι θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ. Εφαρμόηοντασ τθν αρχικι ςυνκικθ ςτθ γενικι λφςθ ζχουμε 

𝑦 0 =
𝑐

4
= 1 ⇒ 𝑐 = 4. 

Άρα θ ειδικι λφςθ είναι: 𝑦 𝑥 =
2𝑥2+4

4+𝑥2 , 𝑥 ∈ ℝ. 

Γεννάται λοιπόν το εξισ ερϊτθμα, μιπωσ μποροφμε να μεταςχθματίςουμε κατάλλθλα το αριςτερό 

μζλοσ τθσ ΔΕ (2.2) ζτςι ϊςτε να το μετατρζψουμε ςε μία τζλεια παράγωγο και κατόπιν να 

ολοκλθρϊςουμε αναδεικνφοντασ ζτςι μία αλγεβρικι ςχζςθ για τθν άγνωςτθ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 . 

Στθν κατεφκυνςθ αυτι μία ςκζψθ είναι να πολλαπλαςιάςουμε τθ εξίςωςθ με μία μθ μθδενικι 

ςυνάρτθςθ 𝜇 𝑥  ζτςι ϊςτε να απαιτιςουμε  

𝜇 𝑥 𝑦′ 𝑥 + 𝜇 𝑥 𝑝 𝑥 𝑦 𝑥 =  𝜇 𝑥 𝑦 𝑥  ′ = 𝜇′(𝑥)𝑦 𝑥 + 𝜇 𝑥 𝑦′ 𝑥  (2.4) 

Τότε θ ΔΕ:  𝑦′(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥) γράφεται   

 𝜇 𝑥 𝑦 𝑥  ′ = 𝜇 𝑥 𝑔(𝑥) (2.5) 

θ οποία είναι άμεςα ολοκλθρϊςιμθ. 

Ποία είναι όμωσ θ ςυνάρτθςθ 𝜇 𝑥 ; 

Η απαίτθςθ (2.4) μασ οδθγεί ςτθ ςχζςθ 

𝜇′ 𝑥 𝑦 𝑥 =  𝜇 𝑥 𝑝 𝑥 𝑦 𝑥 ⇒ 𝜇′ 𝑥 = 𝜇 𝑥 𝑝 𝑥  και εφόςον 𝜇 𝑥 ≠ 0 
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1

𝜇 𝑥 

𝑑𝜇 𝑥 

𝑑𝑥
= 𝑝 𝑥 ⇒ 𝑙𝑛 𝜇 𝑥  =  𝑝 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 ⇒  𝜇 𝑥  = 𝑒𝑐𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ⇒ 𝜇 𝑥 = ±𝑒𝑐𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ⇒ 

𝜇 𝑥 = 𝑐𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 , 𝑐 ≠ 0 

Μία τζτοια ςυνάρτθςθ επομζνωσ είναι θ 

𝜇 𝑥 = 𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥    (χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ κεωροφμε το 𝑐 = 1) 

Αντικακιςτϊντασ ςτθν (2.5) ζχουμε 

 𝜇 𝑥 𝑦 𝑥  ′ = 𝜇 𝑥 𝑔 𝑥 ⇒ 𝜇 𝑥 𝑦 𝑥 =  𝜇 𝑥 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑐 ⇒ 

 

Η (2.6) είναι θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ (2.2). Η ςυνάρτθςθ 𝜇 𝑥  ονομάηεται ολοκληρώνων παράγοντασ 

τθσ ΔΕ (2.2). 

Αν ζχουμε ζνα ΠΑΤ με αρχικι ςυνκικθ 𝑦 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜 , τότε: 

α) τρόποσ: Όπωσ και ςτο παραπάνω παράδειγμα, από τθ γενικι λφςθ για  𝑥 = 𝑥𝑜  και 𝑦 = 𝑦𝑜  

προςδιορίηουμε τθ ςτακερά 𝑐 και ζτςι ζχουμε τθν ειδικι λφςθ, δθλαδι τθν ολοκλθρωτικι καμπφλθ 

θ οποία διζρχεται από το ςθμείο (𝑥𝑜 , 𝑦𝑜). 

β) τρόποσ: Διαφορετικά μποροφμε να πάρουμε το οριςμζνο ολοκλιρωμα τθσ εξίςωςθσ 

 𝜇 𝑥 𝑦 𝑥  ′ = 𝜇 𝑥 𝑝 𝑥  μεταξφ 𝑥𝑜  και 𝑥 

 

𝜇 𝑥 𝑦 𝑥 − 𝜇 𝑥𝑜 𝑦 𝑥𝑜 =  𝜇 𝑠 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑥𝑜

⇒ 𝑦 𝑥 =
𝜇 𝑥𝑜 𝑦𝑜
𝜇 𝑥 

+
1

𝜇 𝑥 
 𝜇 𝑠 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑥𝑜

 

Παρατήρηςη: Με τον (β) τρόπο οδθγοφμαςτε απευκείασ ςτθ ειδικι λφςθ. Επίςθσ, όταν το 

ολοκλιρωμα  𝜇 𝑥 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 δεν υπολογίηεται με ςτοιχειϊδεισ ςυναρτιςεισ τότε ο (β) τρόποσ μασ 

δίνει τθ δυνατότθτα θ λφςθ του ΠΑΤ να προςεγγιςκεί αρικμθτικά. 

Παράδειγμα 2.1: Να λυκεί το ΠΑΤ: 𝑦′(𝑥) + 2𝑥𝑦(𝑥) = 2𝑥, 𝑦 0 = 2. 

Υπολογίηουμε τον ολοκλθρϊνοντα παράγοντα από τθν ςχζςθ  𝜇 𝑥 = 𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 . 

𝜇 𝑥 = 𝑒 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥
2
. 

Πολλαπλαςιάηοντασ τθ ΔΕ με τον ολοκλθρϊνοντα παράγοντα ζχουμε   

𝑒𝑥
2
𝑦′(𝑥) + 2𝑥𝑒𝑥

2
𝑦(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥

2
⇒  𝑒𝑥

2
𝑦 𝑥  

′
= 2𝑥𝑒𝑥

2
⇒ 𝑒𝑥

2
𝑦(𝑥) =  2𝑥𝑒𝑥

2
𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑒𝑥

2
+ 𝑐 

⇒ 𝑦 𝑥 = 1 + 𝑐𝑒−𝑥
2
, 𝑐 ∈ ℝ,    

που είναι θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ. 

(α) Για 𝑥 = 0 και 𝑦 = 2 προκφπτει ότι 𝑐 = 1. Άρα θ ειδικι λφςθ είναι  

𝑦 𝑥 = 1 + 𝑒−𝑥
2
, 𝑥 ∈ ℝ . 

Οι ςυναρτιςεισ 𝑝 𝑥 = 2𝑥, και  𝑔 𝑥 = 2𝑥 είναι ςυνεχείσ ∀𝑥 ∈ ℝ, επομζνωσ από το κεϊρθμα 

φπαρξθσ και μοναδικότθτασ θ λφςθ ορίηεται ∀𝑥 ∈ ℝ.  

(β)  𝑒𝑥
2
𝑦 𝑥  

′
= 2𝑥𝑒𝑥

2
⇒ 𝑒𝑥

2
𝑦 𝑥 − 𝑦 0 =  2𝑠𝑒𝑠

2
𝑑𝑠

𝑥

0
=  𝑒𝑠

2
 
0

𝑥
= 𝑒𝑥

2
− 1 ⇒ 

𝑒𝑥
2
𝑦(𝑥) = 2 + 𝑒𝑥

2
− 1 ⇒ 

𝑦 𝑥 = 1 + 𝑒−𝑥
2
, 𝑥 ∈ ℝ. 

 

 

 

 

𝑦 𝑥 =
1

𝜇 𝑥 
 𝜇 𝑥 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 +

𝑐

𝜇 𝑥 
, 𝑐 ∈ ℝ,  με 𝜇 𝑥 = 𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥    (2.6) 
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Παράδειγμα 2.2: Να λυκεί το ΠΑΤ: 𝑦′(𝑥) + 𝑦(𝑥) =
1

1+𝑥2 , 𝑦 2 = 3. 

Υπολογίηουμε τον ολοκλθρϊνοντα παράγοντα: 𝜇 𝑥 = 𝑒 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 . 

Πολλαπλαςιάηοντασ τθ ΔΕ με τον ολοκλθρϊνοντα παράγοντα ζχουμε   

𝑒𝑥𝑦′(𝑥) + 𝑒𝑥𝑦(𝑥) =
𝑒𝑥

1 + 𝑥2
⇒  𝑒𝑥𝑦 𝑥  

′
=

𝑒𝑥

1 + 𝑥2
⇒ 𝑒𝑥𝑦(𝑥) =  

𝑒𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 + 𝑐 ⇒ 

𝑦 𝑥 = 𝑒−𝑥  
𝑒𝑥

1+𝑥2 𝑑𝑥 + 𝑐𝑒−𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ   που είναι θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ. 

Επειδι το ολοκλιρωμα  
𝑒𝑥

1+𝑥2 𝑑𝑥 δεν μπορεί να υπολογιςκεί αναλυτικά είναι αναγκαίο να 

χρθςιμοποιιςουμε το (β) τρόπο: 

 𝑒𝑥𝑦(𝑥) ′ =
𝑒𝑥

1 + 𝑥2
⇒ 𝑒𝑥𝑦 𝑥 − 𝑒2𝑦 2 =  

𝑒𝑠

1 + 𝑠2
𝑑𝑠

𝑥

2

⇒ 𝑒𝑥𝑦 𝑥 = 3𝑒2 +  
𝑒𝑠

1 + 𝑠2
𝑑𝑠

𝑥

2

⇒ 

𝑦 𝑥 = 3𝑒2−𝑥 + 𝑒−𝑥  
𝑒𝑠

1 + 𝑠2
𝑑𝑠

𝑥

2

 

Το παραπάνω ολοκλιρωμα μπορεί να υπολογιςκεί αρικμθτικά για διάφορεσ τιμζσ του 𝑥, οπότε 

μποροφμε να ζχουμε μία γραφικι παράςταςθ τθσ λφςθσ. 

Παράδειγμα 2.3: Να λυκεί το ΠΑΤ: 𝑥𝑦′(𝑥) + 2𝑦(𝑥) = 4𝑥2 , 𝑦 1 = 2. 

Προςοχι! Για να υπολογίςουμε τον ολοκλθρϊνοντα παράγοντα κα πρζπει να γράψουμε τθ ΔΕ ςτθ 

κανονικι τθσ μορφι: 

𝑦′(𝑥) +
2

𝑥
𝑦(𝑥) = 4𝑥 

Επομζνωσ 𝜇 𝑥 = 𝑒 
2

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑒2𝑙𝑛 𝑥 = 𝑥2 .  Πολλαπλαςιάηοντασ τθ ΔΕ με τον ολοκλθρϊνοντα 

παράγοντα ζχουμε   

𝑥2𝑦′(𝑥) + 2𝑥𝑦(𝑥) = 4𝑥3 ⇒  𝑥2𝑦 𝑥  
′

= 4𝑥3 ⇒ 𝑥2𝑦(𝑥) =  4𝑥3𝑑𝑥 + 𝑐 = 𝑥4 + 𝑐 ⇒ 

𝑦 𝑥 = 𝑥2 +
𝑐

𝑥2 , 𝑐 ∈ ℝ   που είναι θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ. 

Για 𝑥 = 1 και 𝑦 = 2 προκφπτει ότι 𝑐 = 1. Άρα θ ειδικι λφςθ είναι  

𝑦 𝑥 = 𝑥2 +
1

𝑥2 , 𝑥 ∈ (0,∞) . 

Η ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 𝑥2 +
1

𝑥2 ορίηεται ςτα διαςτιματα (−∞, 0) και (0,∞), όμωσ το 𝑥𝜊 = 1 ∈

 0,∞ . 

Παρατηρήςεισ: 

(i) Η ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 𝑥2 +
1

𝑥2 , 𝑥 ∈ (−∞, 0) είναι επίςθσ λφςθ τθσ ΔΕ, όμωσ δεν είναι 

λφςθ το δοκζντοσ ΠΑΤ, αποτελεί λφςθ του ΠΑΤ με αρχικι ςυνκικθ: 𝑦 −1 = 2. 

(ii) Η λφςθ ςτο ΠΑΤ τείνει αςυμπτωτικά ςτο κετικό άξονα 𝑦 όταν 𝑥 → 0. Αυτό οφείλεται 

ςτο γεγονόσ ότι ο ςυντελεςτισ 𝑝 𝑥  τθσ ΔΕ απειρίηεται για 𝑥 = 0. 

(iii) Αν είχαμε το ΠΑΤ με αρχικι ςυνκικθ 𝑦 1 = 1, τότε εφκολα αποδεικνφεται ότι  

ςτακερά 𝑐 = 0 και επομζνωσ θ ειδικι λφςθ είναι θ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 𝑥2, θ οποία είναι 

φραγμζνθ και παραγωγίςιμθ ςτο 𝑥 = 0. 

Από τισ παρατθριςεισ (ii) και (iii) αντιλαμβανόμαςτε ότι το κεϊρθμα φπαρξθσ και 

μοναδικότθτασ δεν λζει ότι μία λφςθ τθσ ΔΕ κα είναι αςυνεχισ εκεί όπου οι ςυναρτιςεισ 𝑝 𝑥  

και 𝑔 𝑥  είναι αςυνεχείσ. Αντίκετα μασ λζει ότι μία λφςθ δεν μπορεί να γίνει αςυνεχισ ςε 

οποιοδιποτε ςθμείο όπου 𝑝 𝑥  και 𝑔 𝑥  είναι δεν είναι αςυνεχείσ. 

Ο χϊροσ των λφςεων τθσ ΔΕ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα για διάφορεσ τιμζσ τθσ αυκαίρετθσ 

ςτακεράσ, (𝑐 = 0, 𝑐 > 0 𝜅𝛼𝜄 𝑐 < 0 ). 

. 
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Ζνασ διαφορετικόσ τρόποσ επίλυςθσ τθσ μθ ομογενοφσ, γραμμικισ ΔΕ (2.2) βαςίηεται ςτθν εφρεςθ 

τθσ γενικισ λφςθσ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ και μίασ ειδικισ λφςθσ τθσ μθ ομογενοφσ. 

Η αντίςτοιχθ ομογενισ ΔΕ είναι  

𝑦′(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 0      (2.7) 

 θ οποία είναι μία εξίςωςθ χωριηόμενων μεταβλθτϊν. Ακολουκϊντασ τθν γνωςτι διαδικαςία 

επίλυςθσ ζχουμε για 𝑦 ≠ 0 

𝑑𝑦

𝑦
= −𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ⇒  

𝑑𝑦

𝑦
= − 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 ⇒ 𝑙𝑛 𝑦 = − 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 ⇒  𝑦 = 𝑒𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ⇒ 

𝑦(𝑥) = ±𝑒𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ\ 0  

Όμωσ θ μθδενικι ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ ℝ είναι επίςθσ λφςθ τθσ (2.7), θ οποία μπορεί να 

ςυμπεριλθφκεί ςτθ γενικι λφςθ τθσ αν αφιςουμε το 𝑐 να πάρει τθν μθδενικι τιμι. 

Επομζνωσ θ γενικι λφςθ τθσ (2.7) είναι 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇

(𝑥) = 𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ    (2.8) 

Η γενικι λφςθ (2.8) μπορεί να υπολογιςκεί άμεςα και με τθν μζκοδο του ολοκλθρϊνοντα 

παράγοντα.  Πολλαπλαςιάηοντασ τθν εξίςωςθ με 𝜇 𝑥 = 𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ,  

𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥𝑦′ + 𝑝 𝑥 𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥𝑦 = 0 ⇒  𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥𝑦 
′

= 0 ⇒ 𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥𝑦 = 𝑐 ⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑐𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 . 

Στθριηόμενοι ςτθ γενικι λφςθ τθσ ομογενοφσ υποκζτουμε ότι θ λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ είναι τθσ 

μορφισ  

𝑦𝜇𝜂  𝜊𝜇 (𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥     (2.9) 

όπου θ ςτακερά 𝑐 ςτθ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ αντικαταςτάκθκε από μία μεταβλθτι  

ςυνάρτθςθ 𝑢(𝑥). Η άγνωςτθ ςυνάρτθςθ 𝑢(𝑥) προςδιορίηεται μζςα από τθν απαίτθςθ θ μορφι 

(2.9) να ικανοποιεί τθν μθ ομογενι ΔΕ. Πράγματι, παραγωγίηοντασ τθν (2.9) και αντικακιςτϊντασ 

ςτθν ΔΕ (2.2) ζχουμε 

𝑢′ 𝑥 𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑝 𝑥 𝑢 𝑥 𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑝 𝑥 𝑢 𝑥 𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑔(𝑥) ⇒ 

𝑢′ 𝑥 = 𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥𝑔 𝑥 ⇒  𝑢 𝑥 =  𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥𝑔 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 

Επομζνωσ θ (2.9) γράφεται 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 =  𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥    𝑒 𝑝 𝑥 𝑑𝑥  𝑔 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 𝑒− 𝑝 𝑥 𝑑𝑥   

ι 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 =

1

𝜇(𝑥)
 𝜇(𝑥)𝑔 𝑥 𝑑𝑥 +

𝑐

𝜇(𝑥)
, 𝑐 ∈ ℝ  (2.10) 
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40
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Παράδειγμα 2.4: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′ +
1

𝑥
𝑦 = 3𝑐𝑜𝑠2𝑥, 𝑥 > 0. 

Η αντίςτοιχθ ομογενισ είναι : 𝑦′ +
1

𝑥
𝑦 = 0 και θ γενικι τθσ λφςθ είναι 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐𝑥−1. 

Υποκζτοντασ ότι 𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑢(𝑥)𝑥−1 και αντικακιςτϊντασ ςτθ δοκείςα ΔΕ ζχουμε 

𝑢′ 𝑥 𝑥−1 − 𝑢 𝑥 𝑥−2 + 𝑢 𝑥 𝑥−2 = 3𝑐𝑜𝑠2𝑥 ⇒ 𝑢′ 𝑥 = 3𝑥𝑐𝑜𝑠 2𝑥 ⇒ 𝑢 𝑥 = 3 𝑥𝑐𝑜𝑠 2𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 

=
3

2
 𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥  ′𝑑𝑥 + 𝑐 =

3

2
𝑥𝑠𝑖𝑛 2𝑥 −

3

2
 (𝑥)′𝑠𝑖𝑛 2𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 =

3

2
𝑥𝑠𝑖𝑛 2𝑥 +

3

4
𝑐𝑜𝑠 2𝑥 + 𝑐 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ είναι 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑥−1 =

3

2
𝑠𝑖𝑛 2𝑥 +

3

4𝑥
𝑐𝑜𝑠 2𝑥 +

𝑐

𝑥
,   𝑥 > 0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


