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2Β. Λφςεισ υπό μορφθ δυναμοςειράσ ςτη περιοχθ κανονικοφ ιδιάζοντοσ ςημείου 

Μετά από τθν μελζτθ τθσ ΔΕ Euler κα μελετιςουμε το γενικότερο πρόβλθμα τθσ επίλυςθσ 

τθσ ΔΕ:  

 𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 0       (1) 

ςτθ περιοχι ενόσ ςθμείου 𝑥𝑜  το οποίο είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ. 

Όταν το ςθμείο 𝑥𝑜  είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ (1), τότε μποροφμε να 

‘αναηθτιςουμε’ μία γενίκευςθ τθσ μεκόδου των δυναμοςειρϊν χωρίσ να αλλάξουμε το 

κζντρο ανάπτυξθσ αυτϊν, ζτςι ϊςτε να τθν εφαρμόςουμε ςτθ περιοχι του ΚΙΣ.  

Για ευκολία και χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ κα κεωριςουμε ότι το ΚΙΣ είναι το 𝑥𝑜 = 0.  

Αν το 𝑥𝑜 ≠ 0, μποροφμε να μεταςχθματίςουμε τθν εξίςωςθ ςε μία άλλθ κζτοντασ 

𝑥 − 𝑥𝑜 = 𝑡. 

Εφόςον το 𝑥𝑜 = 0 είναι ΚΙΣ ζπεται ότι οι ςυναρτιςεισ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  είναι αναλυτικζσ 

ςτο μθδζν, άρα ζχουν ανάπτυγμα Taylor με κζντρο το μθδζν. Ζςτω ότι 

 𝑥𝑝 𝑥 =  𝑝𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  για  𝑥 < 𝜌1 *ο πρϊτοσ όροσ τθσ ςειράσ είναι 𝑝𝜊 = lim𝑥→0 𝑥𝑝 𝑥 ] 

 𝑥2𝑞 𝑥 =  𝑞𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  για  𝑥 < 𝜌2. *ο πρϊτοσ όροσ τθσ ςειράσ είναι 𝑞𝜊 = lim𝑥→0 𝑥2𝑞 𝑥 ] 

Προκειμζνου να εμφανίςουμε τουσ όρουσ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  πολλαπλαςιάηουμε τθν ΔΕ (1) 

με 𝑥2, οπότε προκφπτει θ  

𝑥2𝑦′′ + 𝑥 𝑥𝑝 𝑥  𝑦′ +  𝑥2𝑞 𝑥  𝑦 = 0     (2) 

𝑥2𝑦′′ + 𝑥(𝑝𝑜 + 𝑝1𝑥 + ⋯ )𝑦′ + (𝑞𝑜 + 𝑞1𝑥 + ⋯ )𝑦 = 0   (3) 

Στθ γενικότερθ περίπτωςθ κάποιοι από τουσ ςυντελεςτζσ 𝑝𝑖  και 𝑞𝑖  δεν κα είναι μθδζν.  

Αν θ (3) γραφεί ςτθ μορφι  

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑝𝑜(1 +
𝑝1

𝑝𝑜
𝑥 + ⋯ )𝑦′ + 𝑞𝑜(1 +

𝑞1

𝑞𝑜
𝑥 + ⋯ )𝑦 = 0 

μποροφμε να δοφμε ότι οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ (3) μποροφν να κεωρθκοφν ωσ γινόμενα των 

ςυντελεςτϊν τθσ εξίςωςθσ Euler επί μία δυναμοςειρά. Φαίνεται λοιπόν εφλογο να 

αναηθτιςουμε λφςεισ τθσ ΔΕ (2) υπό τθ μορφι γινομζνου ‘λφςεων Euler’ και 

δυναμοςειρϊν. Υποκζτουμε επομζνωσ ότι θ λφςεισ τθσ ΔΕ (2) είναι  

  𝑦 𝑥 = 𝑥𝑟  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 =  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 , 𝑥 > 0     (4) 

όπου κεωροφμε ότι 𝑎𝜊 ≠ 0, ϊςτε το 𝑟 να είναι ο εκκζτθσ του πρϊτου όρου τθσ ςειράσ και 

το  𝑎𝜊  ο ςυντελεςτισ του.  

*Για 𝑥 < 0, κάνουμε τθν αντικατάςταςθ 𝑥 = −𝜉 με 𝜉 > 0 όπωσ και ςτθν εξίςωςθ Euler] 

Για τθν επίλυςθ τθσ ΔΕ (2) κα πρζπει να προςδιορίςουμε: 

(i) τισ τιμζσ του εκκζτθ 𝑟 για τισ οποίεσ θ ΔΕ (2) ζχει λφςεισ τθσ μορφισ (4) 

(ii) τθν αναδρομικι ςχζςθ για τουσ ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛  

(iii) τθν ακτίνα ςφγκλιςθσ τθσ δυναμοςειράσ  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  

Υποκζτουμε ότι υπάρχει λφςθ τθσ μορφισ (4) και εςτιάηουμε ςτον τρόπο υπολογιςμοφ τθσ. 

Παραγωγίηουμε τθν υποτικζμενθ λφςθ (4) και ζχουμε:  

𝑦′ 𝑥 =  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−1,  𝑦′′ 𝑥 =   𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−2 

και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ (3), οπότε ζχουμε:                                                   

  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +   (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛   𝑝𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 +

  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛   𝑞𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0. 
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Κάνοντασ χριςθ του γινομζνου Cauchy: 

  𝑎𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0    𝑏𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 =  ( 𝑎𝑘

𝑛
𝑘=0 𝑏𝑛−𝑘

∞
𝑛=0 )𝑥𝑛 , βρίςκουμε 

  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +    (𝑟 + 𝑘)𝑎𝑘𝑝𝑛−𝑘

𝑛
𝑘=0  𝑥𝑟+𝑘+𝑛−𝑘∞

𝑛=0 +

   𝑎𝑘𝑞𝑛−𝑘
𝑛
𝑘=0  𝑥𝑟+𝑘+𝑛−𝑘∞

𝑛=0 = 0 ⇒  

  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +     (𝑟 + 𝑘)𝑝𝑛−𝑘 + 𝑞𝑛−𝑘 𝑎𝑘

𝑛
𝑘=0  𝑥𝑟+𝑛 = 0∞

𝑛=0 .  

Στα δφο ακροίςματα βγάηουμε τουσ όρουσ για 𝑛 = 0 (ςτο 2ο άκροιςμα όταν 𝑛 = 0 ⇒ 𝑘 = 0), 

𝑟 𝑟 − 1 𝑎𝑜𝑥
𝑟 +   𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 +  𝑟𝑝𝑜 + 𝑞𝑜 𝑎𝑜𝑥

𝑟 +  

    (𝑟 + 𝑘)𝑝𝑛−𝑘 + 𝑞𝑛−𝑘 𝑎𝑘
𝑛
𝑘=0  𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒∞

𝑛=1   

 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟𝑝𝑜 + 𝑞𝑜 𝑎𝑜𝑥
𝑟 +

   𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛 +   (𝑟 + 𝑘)𝑝𝑛−𝑘 + 𝑞𝑛−𝑘 𝑎𝑘
𝑛
𝑘=0  ∞

𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 = 0.  

Θζτουμε 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟𝑝𝑜 + 𝑞𝑜 = 𝑓(𝑟), και ςτο άκροιςμα με δείκτθ το 𝑘 υπολογίηουμε το όρο για 

𝑘 = 𝑛, 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 + 

   𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛 +   𝑟 + 𝑛 𝑝𝑜 + 𝑞𝑜 𝑎𝑛 +   (𝑟 + 𝑘)𝑝𝑛−𝑘 + 𝑞𝑛−𝑘 𝑎𝑘
𝑛−1
𝑘=0  𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒∞

𝑛=1   

𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 +   𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 +   (𝑟 + 𝑘)𝑝𝑛−𝑘 + 𝑞𝑛−𝑘 𝑎𝑘

𝑛−1
𝑘=0  𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒∞

𝑛=1   

όπου 𝑓 𝑟 + 𝑛 =  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 +  𝑟 + 𝑛 𝑝𝑜 + 𝑞𝑜 . 

Η τελευταία ςχζςθ κα πρζπει να ιςχφει για κάκε 𝑥 > 0, επομζνωσ ζπεται ότι 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟 = 0, 𝑎𝑜  αυκαίρετο     (5) 

𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 = −   (𝑟 + 𝑘)𝑝𝑛−𝑘 + 𝑞𝑛−𝑘 𝑎𝑘
𝑛−1
𝑘=0 , 𝑛 ≥ 1   (6) 

όπου 𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑝𝑜𝑟 + 𝑞𝑜 = 0 είναι θ εξίςωςθ δεικτϊν τθσ οποίασ οι ρίηεσ 

προςδιορίηουν τουσ εκκζτεσ ιδιομορφίασ 𝑟1, 𝑟2. Οι εκκζτεσ ιδιομορφίασ κακορίηουν τθν 

ςυμπεριφορά των λφςεων ςτθ περιοχι του ιδιάηοντοσ ςθμείου. Οι ςυντελεςτζσ 𝑝𝑜 , 𝑞𝑜  είναι 

οι πρϊτοι όροι των ςειρϊν για τισ ςυναρτιςεισ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞(𝑥) αντίςτοιχα,  

[ 𝑝𝜊 = lim𝑥→0 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑞𝜊 = lim𝑥→0 𝑥2𝑞 𝑥 ]. 

Η ςχζςθ (6) είναι θ αναδρομικι ςχζςθ θ οποία κα εφαρμοςτεί για 𝑟 = 𝑟1 και 𝑟 = 𝑟2 για τον 

προςδιοριςμό των ςυντελεςτϊν 𝑎𝑛 𝑟1  και 𝑎𝑛 𝑟2  ςυναρτιςει των προθγοφμενων 

ςυντελεςτϊν 𝑎𝑖 , 𝑖 = 0,1, … 𝑛 − 1. 

Θα δείξουμε τϊρα ότι θ μόνθ κοινι εξαςφάλιςθ για όλεσ τισ περιπτϊςεισ τθσ μορφισ των 

δεικτϊν, είναι θ δυνατότθτα να λυκεί ακριβϊσ μία φορά το αναδρομικό ςχιμα και να 

προςδιοριςκεί ακριβϊσ μία λφςθ τθσ μορφισ: 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛  (4).     

Αυτό είναι ςαφζσ ςτθν περίπτωςθ που θ δείκτρια εξίςωςθ ζχει διπλι ρίηα, τότε μία φορά 

μποροφμε να εφαρμόςουμε τθν ςχζςθ (6) και επομζνωσ μποροφμε να προςδιορίςουμε μία 

λφςθ τθσ μορφισ (4).  

Όταν ζχουμε δφο πραγματικζσ ρίηεσ 𝑟1 και 𝑟2, ζςτω 𝑟1 > 𝑟2, των οποίων θ διαφορά είναι μθ 

ακζραιοσ αρικμόσ τότε είμαςτε ςίγουροι ότι θ αναδρομικι ςχζςθ κα είναι παραγωγικι και 

για τουσ δφο εκκζτεσ ιδιομορφίασ διότι ο πολλαπλαςιαςτικόσ παράγοντασ κάκε νζου 

ςυντελεςτι 𝑎𝑛  δεν πρόκειται ποτζ να μθδενιςκεί επιτρζποντασ τον προςδιοριςμό του 

ςυνοδεφοντοσ ςυντελεςτι για κάκε  𝑛 ≥ 1. Δθλαδι 𝑓 𝑟1 + 𝑛 ≠ 0, ∀𝑛 ≥ 1 και  
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𝑓 𝑟2 + 𝑛 ≠ 0, ∀𝑛 ≥ 1 (διότι αν 𝑓(𝑟2 + 𝑛) = 0 ⇒ 𝑟2 + 𝑛 = 𝑟1 ⇒ 𝑟1 − 𝑟2 = 𝑛).  

Αντικζτωσ, όταν θ διαφορά δεικτϊν 𝑟1 − 𝑟2 είναι φυςικόσ αρικμόσ 𝑙 ∈ 𝑁, τότε θ 

αναδρομικι διαδικαςία είναι εξαςφαλιςμζνθ για το μεγαλφτερο δείκτθ 𝑟1, αλλά 

αμφιςβθτοφμενθ για τον μικρότερο δείκτθ. Αυτό ςυμβαίνει διότι ο πολλαπλαςιαςτικόσ 

παράγοντασ 𝑓(𝑟2 + 𝑛) κα μθδενιςκεί όταν το βιμα 𝑛 κα εξιςωκεί με το φυςικό αρικμό 𝑙 

και τότε κα ζχουμε να διαπραγματευκοφμε τθν εξίςωςθ 0 ∙ 𝑎𝑙 = ⋯. Μόνο αν το δεφτερο 

μζλοσ είναι ςυμπτωματικά μθδενικό τότε καταλιγουμε ςε ζνα αόριςτο ςχιμα που μπορεί 

να βγει από το αδιζξοδο. Διαφορετικά καταλιγουμε ςε αδφνατθ ςχζςθ που ακυρϊνει τθν 

προςπάκεια μασ να εφαρμόςουμε τθν τεχνικι για δεφτερθ φορά. Επομζνωσ, ςτθν 

περίπτωςθ που 𝑟1 − 𝑟2 = 𝑙 ∈ ℤ+, το πρόβλθμα είναι πιο ςφνκετο, όςον αφορά τθν 

καταςκευι τθσ 2θσ γραμμικά ανεξάρτθτθσ λφςθσ. Η αντιμετϊπιςθ του προβλιματοσ αυτοφ 

οφείλεται ςτθν θεωρία Frobenious, θ οποία είναι ιδιαίτερα πολφπλοκθ.   

Τα παραπάνω, όπωσ και τον τρόπο να παρακάμπτουμε τθν ενδεχόμενθ αδυναμία να 

βροφμε δφο λφςεισ τθσ μορφισ (4), μποροφμε να τα παρακολουκιςουμε ςτα επόμενα 

παραδείγματα. 

Παράδειγμα 1: Να προςδιοριςκεί το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ: 

𝑥𝑦′′ +  𝑥2 − 3 𝑦′ − 2𝑥𝑦 = 0,       0 < 𝑥 < 𝐿     (1.1) 

όπου 𝐿 > 0. 

Επίλυςθ: Οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ είναι: 𝑝 𝑥 =
 𝑥2−3 

𝑥
 και 𝑞 𝑥 = −2. Η ςυνάρτθςθ  𝑝 𝑥  

δεν ορίηεται ςτο 𝑥𝜊 = 0, άρα δεν είναι αναλυτικι ςτο μθδζν. Επομζνωσ το ςθμείο 𝑥𝜊 = 0 

είναι ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ. Όμωσ οι ςυναρτιςεισ 𝑥𝑝 𝑥 =  𝑥2 − 3  και 𝑥2𝑞 𝑥 = −2𝑥2 

είναι αναλυτικζσ ςτο μθδζν, άρα το ςθμείο 𝑥𝜊 = 0 είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ. 

Επιπλζον, 

 lim𝑥→0 𝑥𝑝 𝑥 = −3 = 𝑝𝑜  και lim𝑥→0 𝑥2𝑞 𝑥 = 0 = 𝑞𝑜 . 

Θα αναηθτιςουμε λφςεισ τθσ ΔΕ τθσ μορφισ:  𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛  με 𝑎𝜊 ≠ 0. Ο ςκοπόσ 

είναι να βρεκοφν οι τιμζσ  𝑟𝑖 , 𝑖 = 1,2 -οι εκκζτεσ ιδιομορφίασ- και οι αντίςτοιχοι 

ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛 𝑟𝑖 , ζτςι ϊςτε να οδθγθκοφμε ςτον προςδιοριςμό δφο γραμμικά 

ανεξάρτθτων λφςεων τθσ ΔΕ: 𝑦𝑖 𝑥 =  𝑎𝑛(𝑟𝑖)
∞
𝑛=0 𝑥𝑟𝑖+𝑛 .  Όπωσ κα δοφμε παρακάτω, ο 

προςδιοριςμόσ των 𝑝𝑜  και 𝑞𝑜  μασ δίνει τθν δυνατότθτα να βροφμε τουσ δείκτεσ 

ιδιομορφίασ χωρίσ να λφςουμε τθ διαφορικι εξίςωςθ. Επίςθσ, κα πρζπει να προςδιοριςκεί 

θ ακτίνα ςφγκλιςθσ των αντίςτοιχων δυναμοςειρϊν  𝑎𝑛 𝑟𝑖 
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 .  

Σθμείωςθ: Οι ακτίνεσ ςφγκλιςθσ των δυναμοςειρϊν αυτϊν, όπωσ και ςτθν περίπτωςθ του 

ομαλοφ ςθμείου, δεν μπορεί να είναι μικρότερθ από τθν ελάχιςτθ ακτίνα ςφγκλιςθσ των 

δυναμοςειρϊν που αναπαριςτοφν τισ αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥 . Ζτςι θ 

ιδιάηουςα ςυμπεριφορά των λφςεων τθσ ΔΕ ςτο μθδζν, αν υπάρχει, κα οφείλεται ςτουσ 

ςυντελεςτζσ 𝑥𝑟𝑖  με τουσ οποίουσ πολλαπλαςιάηονται οι παραπάνω δυναμοςειρζσ. 

Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα οι ςυναρτιςεισ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  είναι πολυωνυμικζσ και 

επομζνωσ ςυγκλίνουν για κάκε 𝑥 ∈ ℝ. Επομζνωσ 𝐿 = ∞. 
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Για να εμφανίςουμε τουσ ςυντελεςτζσ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  πολλαπλαςιάηουμε τθ ΔΕ (1.1) με 

𝑥 οπότε προκφπτει θ ΔΕ: 

𝑥2𝑦′′ + 𝑥 𝑥2 − 3 𝑦′ − 2𝑥2𝑦 = 0, 𝑥 > 0     (1.2) 

Παραγωγίηουμε τθν υποτικζμενθ λφςθ: 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛  , 

𝑦′ 𝑥 =  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−1,  𝑦′′ 𝑥 =   𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−2 

και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ (1.2), οπότε ζχουμε:                                               

  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+2 − 

3  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 − 2  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+2 = 0. 

Στον δεφτερο και ςτον τελευταίο όρο τθσ παραπάνω εξίςωςθσ κάνουμε τθν μετατόπιςθ του 

δείκτθ (𝑛 + 2 = 𝑛′ ⇒ 𝑛 = 𝑛′ − 2) και μετονομάηοντασ 𝑛′ = 𝑛 προκφπτει:  

  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +   𝑟 + 𝑛 − 2 𝑎𝑛−2

∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 − 3   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −

2  𝑎𝑛−2
∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0.  

Για το 1ο και 3ο άκροιςμα υπολογίηουμε τουσ όρουσ για 𝑛 = 0 και 𝑛 = 1, οπότε ζχουμε: 

 𝑟 𝑟 − 1 − 3𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 +   𝑟 + 1 𝑟 − 3 𝑟 + 1  𝑎1𝑥𝑟+1  + 

 [  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 − 3 𝑟 + 𝑛  𝑎𝑛
∞
𝑛=2 +   𝑟 + 𝑛 − 2 − 2 𝑎𝑛−2]𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  

𝑟 𝑟 − 4 𝑎𝑜𝑥𝑟 +  𝑟 + 1  𝑟 + 1 − 4 𝑎1𝑥𝑟+1  +  

 [ 𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛
∞
𝑛=2 +  𝑟 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛−2]𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  

𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 + 𝑓 𝑟 + 1 𝑎1𝑥

𝑟+1 +  [𝑓(𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛
∞
𝑛=2 +  𝑟 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛−2]𝑥𝑟+𝑛 = 0,  (1.3) 

όπου 𝑓 𝑟 = 𝑟(𝑟 − 4). 

Η τελευταία ςχζςθ κα πρζπει να ιςχφει για κάκε 𝑥 > 0, επομζνωσ ζπεται ότι 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟 = 0, 𝑎𝑜 ≠ 0,      (1.4) 

𝑓 𝑟 + 1 𝑎1 = 0        (1.5) 

𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 +  𝑟 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛−2 = 0, 𝑛 = 2,3, …    (1.6) 

Η ςχζςθ (1.4) είναι θ εξίςωςθ δεικτϊν, τθσ οποίασ οι ρίηεσ προςδιορίηουν τουσ εκκζτεσ 

ιδιομορφίασ, ωσ ακολοφκωσ 

𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 4 = 0 ⇒ 𝑟1 = 4, 𝑟2 = 0.        (1.7) 

Παρατήρηςη 1.1: Ζχοντασ προςδιορίςει τα 𝑝𝑜 = −3, 𝑞𝑜 = 0 θ δείκτρια εξίςωςθ για τθν αντίςτοιχθ 

εξίςωςθ Euler: 𝑥2𝑦′′ − 3𝑦′ = 0, είναι θ 𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑝𝑜𝑟 + 𝑞𝑜 = 𝑟 𝑟 − 1 − 3𝑟 = 𝑟(𝑟 − 4), 

δθλαδι ακριβϊσ θ ίδια με τθν εξίςωςθ (1.7). 

Από τθν ςχζςθ (1.5) για 𝑟 = 𝑟1 = 4, και για 𝑟 = 𝑟2 = 0 ζχουμε ότι 

𝑓 5 𝑎1 = 0 ⇒ 𝑎1(𝑟1) = 0        (1.8) 

𝑓 1 𝑎1 = 0 ⇒ 𝑎1(𝑟2) = 0        (1.9) 

Η ςχζςθ (1.5) είναι το αναδρομικό ςχιμα το οποίο κα εφαρμόςουμε για κάκε δείκτθ 𝑟𝑖  με 

ςκοπό να προςδιορίςουμε τουσ αντίςτοιχουσ ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛(𝑟𝑖). 

(i) Θα εξετάςουμε τθν πρϊτθ περίπτωςθ 𝑟1 = 4. Από τθν ςχζςθ (1.8) ζπεται ότι 𝑎1 = 0 

διότι θ 𝑓 𝑟  μθδενίηεται μόνο για 𝑟 = 4 και 𝑟 = 0. 
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Η ςχζςθ (1.6): 𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 +  𝑟 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛−2 = 0, 𝑛 = 2,3, … για 𝑟1 = 4 γίνεται: 

(𝑟1 + 𝑛) 𝑟1 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛 = − 𝑟1 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 

 4 + 𝑛 𝑛𝑎𝑛 = −𝑛𝑎𝑛−2,   𝑛 ≥ 2 

𝑎𝑛 = −
𝑎𝑛−2

(𝑛+4)
, 𝑛 ≥ 2        (1.10) 

Η αναδρομικι ςχζςθ (1.10) είναι με βιμα 2, επομζνωσ, όλοι οι ςυντελεςτζσ με περιττό 

δείκτθ 𝑎2𝑘+1 = 0, 𝑘 ≥ 1, εφόςον προςδιορίηονται από το 𝑎1που είναι μθδζν. 

Για τουσ ςυντελεςτζσ με άρτιο δείκτθ, κζτοντασ ςτθν αναδρομικι ςχζςθ (1.10)  όπου 

𝑛 = 2𝑘 ζχουμε:  𝑎2𝑘 = −
𝑎2𝑘−2

2(𝑘+2)
, 𝑘 ≥ 1 

𝑎2 = −
𝑎𝜊

2∙3
  

𝑎4 = −
𝑎2

2∙4
  

⋮ 

𝑎2𝑛 = −
𝑎2𝑛−2

2(𝑛+2)
  

Πολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ παραπάνω ςχζςεισ προςδιορίηουμε τα  

𝑎2𝑛 =
2(−1)𝑛𝑎𝑜

2𝑛  𝑛+2 !
  ,   𝑛 ≥ 1. 

Για 𝑎𝑜 = 1, θ πρϊτθ λφςθ, 𝑦1 𝑥 , του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων είναι θ ςυνάρτθςθ:                                

𝑦1 𝑥 = 𝑥4   1 +  
2 −1 𝑛𝑥2𝑛

2𝑛  𝑛+2 !
∞
𝑛=1  =   

2 −1 𝑛𝑥2𝑛+4

2𝑛  𝑛+2 !
∞
𝑛=0 = 2 ∙ 4  

 − 
𝑥2

2
 
𝑛+2

 𝑛+2 !
∞
𝑛=0 = 

= 8  
 − 

𝑥2

2
 
𝑛

 𝑛 !
∞
𝑛=2 = 8  𝑒− 

𝑥2

2 −  1 −
𝑥2

2
  , ∀𝑥 ∈ ℝ (1.11) 

Η τελευταία ςχζςθ προκφπτει κάνοντασ χριςθ του αναπτφγματοσ Taylor τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑒𝑧 =  
𝑧𝑛

𝑛 !

∞
𝑛=0  

Για  𝑧 = −  
𝑥2

2
, 𝑒− 

𝑥2

2 =  
 − 

𝑥2

2
 
𝑛

𝑛 !

∞
𝑛=0 =  

 −𝑥2 
𝑛

2𝑛𝑛 !

∞
𝑛=0 = 1 −

𝑥2

2 1!
+  

 −𝑥2 
𝑛

2𝑛 𝑛 !

∞
𝑛=2 ,  

κζτοντασ 𝑛 = 𝑛′ + 2, ζχουμε, 

𝑒− 
𝑥2

2 = 1 −
𝑥2

2 
+  

 −𝑥2 
𝑛 ′ +2

2𝑛 ′ +2 𝑛 ′ +2 !

∞
𝑛 ′ =0 = 1 −

𝑥2

2
+  

 −𝑥2 
𝑛+2

2𝑛+2 𝑛+2 !

∞
𝑛=0 = 1 −

𝑥2

2
+  

 −1 𝑛 𝑥2𝑛+4

2𝑛+2 𝑛+2 !

∞
𝑛=0 = 1 −

𝑥2

2 
+

1

23
 

2 −1 𝑛 𝑥2𝑛+4

2𝑛  𝑛+2 !

∞
𝑛=0 ⇒ 8  𝑒− 

𝑥2

2 −  1 −
𝑥2

2 
  =  

2 −1 𝑛 𝑥2𝑛+4

2𝑛  𝑛+2 !

∞
𝑛=0 .   

(ii) Στθ δεφτερθ περίπτωςθ, 𝑟2 = 0. Από τθν ςχζςθ (1.9) ζχουμε ότι 𝑎1 = 0. 

Η ςχζςθ (1.6) για 𝑟2 = 0 γίνεται: 

(𝑟2 + 𝑛) 𝑟2 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛 = − 𝑟2 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 

𝑛 𝑛 − 4 𝑎𝑛 = − 𝑛 − 4 𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2      (1.12) 

Η αναδρομικι ςχζςθ (1.12) είναι με βιμα 2, επομζνωσ όλοι οι ςυντελεςτζσ με περιττό 

δείκτθ 𝑎2𝑘+1 = 0, 𝑘 ≥ 1, εφόςον προςδιορίηονται από το 𝑎1που είναι μθδζν. 

Για τουσ ςυντελεςτζσ με άρτιο δείκτθ, κζτοντασ ςτθν αναδρομικι ςχζςθ (1.12)  όπου 

𝑛 = 2𝑘 ζχουμε: 2𝑘 2𝑘 − 4 𝑎2𝑘 = − 2𝑘 − 4 𝑎2𝑘−2, 𝑘 ≥ 1 

Δεν λφνουμε ωσ προσ τον ςυντελεςτι με τον μεγαλφτερο δείκτθ πριν να δοφμε τι προκφπτει 

για τισ τιμζσ του 𝑘!!! 

Για   𝑘 = 1,     −4𝑎2 = 2𝑎𝜊 ⇒ 𝑎2 = −
𝑎𝜊

2
 

Για   𝑘 = 2,     0 ∙ 𝑎4 = 0 ∙ 𝑎2 αόριςτθ ςχζςθ,  𝑎4 αυκαίρετο. 
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Αν επιλζξουμε το  𝑎4 = 0, τότε όλοι οι επόμενοι ςυντελεςτζσ μθδενίηονται και επομζνωσ 

μία δεφτερθ λφςθ τθσ ΔΕ για 𝑎𝜊 = 1 είναι: 

𝑦2 𝑥 = 𝑎𝜊 + 𝑎2𝑥
2 =  1 −

𝑥2

2
 , ∀𝑥 ∈ ℝ     (1.13) 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
− 

𝑥2

2 + 𝑐2  1 −
𝑥2

2
  , 𝑥 ≠ 0      (1.14) 

Παρατηρήςεισ: (α) Το μζροσ  1 −
𝑥2

2
  τθσ λφςθσ 𝑦1 𝑥  ζχει απορροφθκεί ςτθν ζκφραςθ 𝑐2  1 −

𝑥2

2
  

τθσ εξίςωςθσ (1.14). Η γραμμικι ανεξαρτθςία των λφςεων 𝑦1 𝑥  και 𝑦2 𝑥  επιβεβαιϊνεται μζςα 

από τον μθ μθδενιςμό τθσ ορίηουςασ Wronski αυτϊν: 

 𝑊 𝑥 =  
𝑒− 

𝑥2

2 1 −
𝑥2

2

−𝑥𝑒− 
𝑥2

2 −𝑥

 = −𝑥3𝑒− 
𝑥2

2 ≠ 0, 𝑥 ≠ 0. 

 (β) Αν κεωριςουμε ότι το  𝑎4 είναι αυκαίρετο τότε θ  𝑦2 𝑥  κα εμπεριείχε ζνα πολλαπλάςιο τθσ 

𝑦1 𝑥 . Δθλαδι θ 𝑦2 𝑥 = 𝑎𝑜  1 −
𝑥2

2
 + 𝑎4  

2 −1 𝑛𝑥2𝑛+4

2𝑛  𝑛+2 !
∞
𝑛=0 , με 𝑎𝑜 , 𝑎4 αυκαίρετεσ ςτακερζσ, που 

είναι θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ. 

(γ) Θα μποροφςαμε να ξεκινιςουμε από τo μικρότερο δείκτθ 𝑟2 = 0, και ζχοντασ προςδιορίςει τθ 

λφςθ 𝑦2 𝑥 =  1 −
𝑥2

2
 , να εφαρμόςουμε τθ μζκοδο υποβιβαςμοφ τάξθσ για να προςδιορίςουμε το 

άλλο μζλοσ του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων, δθλαδι τθν 𝑦1 𝑥 = 𝑒− 
𝑥2

2 . (Μπορείτε να το 

επιχειριςετε). 

Παράδειγμα 2: Να προςδιοριςκεί το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ: 

𝑥(1 − 𝑥)𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 0, 0 < 𝑥 < 𝐿     (2.1) 

για κάποιο 𝐿 > 0. 

Επίλυςθ: Οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ είναι: 𝑝 𝑥 =
−3

𝑥(1−𝑥)
 και 𝑞 𝑥 =

2

𝑥(1−𝑥)
. Οι ςυναρτιςεισ  

𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  δεν ορίηονται ςτο 𝑥𝜊 = 0, άρα δεν είναι αναλυτικζσ ςτο μθδζν. Επομζνωσ το 

ςθμείο 𝑥𝜊 = 0 είναι ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ. Εξετάηουμε αν το 𝑥𝜊 = 0 είναι κανονικό ιδιάηον 

ςθμείο τθσ ΔΕ: 

  lim𝑥→0 𝑥𝑝 𝑥 = lim
𝑥→0

−3

(1−𝑥)
= −3 = 𝑝𝑜  και lim𝑥→0 𝑥2𝑞 𝑥 = lim

𝑥→0

2𝑥

(1−𝑥)
= 0 = 𝑞𝑜 . (2.2) 

Από τισ ςχζςεισ (2.2) ζπεται ότι το μθδζν είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ. 

Η δείκτρια εξίςωςθ για τθν αντίςτοιχθ εξίςωςθ Euler είναι: 𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑝𝑜𝑟 + 𝑞𝑜 =

𝑟 𝑟 − 1 − 3𝑟 = 𝑟 𝑟 − 4 ⇒ 𝑟1 = 4, 𝑟2 = 0 είναι οι εκκζτεσ ιδιομορφίασ.  

Τα αναπτφγματα Taylor για τισ αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  ζχουν ακτίνα 

ςφγκλιςθσ 𝜌 = 1, δθλαδι ςυγκλίνουν  𝑥 < 1. Επομζνωσ οι δυναμοςειρζσ   𝑎𝑛 𝑟𝑖 
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  

που αντιςτοιχοφν ςτισ λφςεισ τθσ ΔΕ: 𝑦𝑖 𝑥 = 𝑥𝑟𝑖  𝑎𝑛 𝑟𝑖 
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  κα ζχουν ακτίνα 

ςφγκλιςθσ τουλάχιςτον ίςθ με 1. Αναηθτοφμε λοιπόν μία γενικι λφςθ θ οποία κα ςυγκλίνει 

τουλάχιςτον για 0 < 𝑥 < 1. 

Για να εμφανίςουμε τουσ ςυντελεςτζσ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  πολλαπλαςιάηουμε τθ ΔΕ (2.1) με 

𝑥 οπότε προκφπτει θ ΔΕ:  
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𝑥2(1 − 𝑥)𝑦′′ − 3𝑥𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 0,        (2.3) 

Παραγωγίηουμε τθν υποτικζμενθ λφςθ 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛   

𝑦′ 𝑥 =  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−1,  𝑦′′ 𝑥 =   𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−2 

και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ (2.3), οπότε ζχουμε:                                               

  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −   𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+1 − 

3   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 + 2  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+1 = 0. 

Στον δεφτερο και ςτον τελευταίο όρο τθσ παραπάνω εξίςωςθσ κάνουμε τθν μετατόπιςθ του 

δείκτθ (𝑛 + 1 = 𝑛′) και μετονομάηοντασ 𝑛′ = 𝑛 προκφπτει: 

  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −   𝑟 + 𝑛 − 1  𝑟 + 𝑛 − 2 𝑎𝑛−1

∞
𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 −  

3   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +  +2  𝑎𝑛−1

∞
𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  

 𝑟 𝑟 − 1 − 3𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 + 

 [{ 𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 − 3 𝑟 + 𝑛 }𝑎𝑛
∞
𝑛=1 −   𝑟 + 𝑛 − 1  𝑟 + 𝑛 − 2 − 2 𝑎𝑛−1]𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  

 𝑟 𝑟 − 4  𝑎𝑜𝑥
𝑟 +  [ 𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 −  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 3)𝑎𝑛−1]𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  

𝑓(𝑟)𝑎𝑜𝑥
𝑟 +  [𝑓(𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=1 −  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 3)𝑎𝑛−1]𝑥𝑟+𝑛 = 0,  (2.4) 

όπου 𝑓 𝑟 = 𝑟(𝑟 − 4). 

Η τελευταία ςχζςθ κα πρζπει να ιςχφει για κάκε 0 < 𝑥 < 𝐿, επομζνωσ ζπεται ότι 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟 = 0, 𝑎𝑜 ≠ 0,      (2.5) 

𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 − (𝑟 + 𝑛) 𝑟 + 𝑛 − 3 𝑎𝑛−1 = 0, 𝑛 = 1,2,3, …   (2.6) 

Η ςχζςθ (2.5) είναι θ εξίςωςθ δεικτϊν, τθσ οποίασ οι ρίηεσ προςδιορίηουν τουσ εκκζτεσ 

ιδιομορφίασ, ωσ ακολοφκωσ 

𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 4 = 0 ⇒ 𝑟1 = 4, 𝑟2 = 0.         (2.7) 

Η ςχζςθ (2.6) είναι το αναδρομικό ςχιμα το οποίο κα εφαρμόςουμε για κάκε δείκτθ 𝑟𝑖  με 

ςκοπό να προςδιορίςουμε τουσ αντίςτοιχουσ ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛(𝑟𝑖). 

(i) Θα εξετάςουμε τθν πρϊτθ περίπτωςθ 𝑟1 = 4. Η ςχζςθ (2.6) για 𝑟1 = 4 γίνεται: 

 𝑟1 + 𝑛  𝑟1 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛 = (𝑟1 + 𝑛) 𝑟1 + 𝑛 − 3 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3, … 

 4 + 𝑛 𝑛𝑎𝑛 = (4 + 𝑛) 𝑛 + 1 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3, … 

𝑎𝑛 =
(𝑛 + 1)

𝑛
𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3, … 

Για 𝑛 = 1     𝑎1 =
2

1
𝑎𝜊  

Για 𝑛 = 2     𝑎2 =
3

2
𝑎1 

Για 𝑛 = 3     𝑎3 =
4

3
𝑎2 

⋮ 

Για 𝑛 = 𝑛     𝑎𝑛 =
(𝑛+1)

𝑛
𝑎𝑛−1 

Πολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ παραπάνω ςχζςεισ προςδιορίηουμε τα  

𝑎𝑛 =
 𝑛+1 !𝑎𝑜

𝑛 !
= (𝑛 + 1)𝑎𝜊   ,   𝑛 ≥ 1. 

Επιλζγοντασ 𝑎𝜊 = 1, θ πρϊτθ λφςθ, 𝑦1 𝑥 , του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων τθσ ΔΕ είναι 

θ ςυνάρτθςθ:  

𝑦1 𝑥 = 𝑥4   1 +  (𝑛 + 1)𝑥𝑛∞
𝑛=1  = 𝑥4  (𝑛 + 1)𝑥𝑛∞

𝑛=0 , 0 < 𝑥 < 𝐿         (2.8) 

Εφαρμόηοντασ το κριτιριο του λόγου για τθ δυναμοςειρά   (𝑛 + 1)𝑥𝑛∞
𝑛=0 , ζχουμε 
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 lim𝑛→∞  
(𝑛+2)𝑥𝑛 +1

(𝑛+1)𝑥𝑛  =  𝑥 lim
𝑛→∞

(𝑛+2)

(𝑛+1)
=  𝑥 ∙ 1 < 1. Άρα 𝐿 = 1. 

Επομζνωσ θ λφςθ 𝑦1 𝑥  ςυγκλίνει για 0 < 𝑥 < 1. 

(ii) Στθ δεφτερθ περίπτωςθ 𝑟2 = 0. Η αναδρομικι ςχζςθ (2.6) για 𝑟2 = 0 γίνεται: 

(𝑟2 + 𝑛) 𝑟2 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛 =  𝑟2 + 𝑛  𝑟2 + 𝑛 − 3 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3 … 

𝑛 𝑛 − 4 𝑎𝑛 = 𝑛 𝑛 − 3 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3 … 

 𝑛 − 4 𝑎𝑛 =  𝑛 − 3 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3 … 

Για 𝑛 = 1     −3 𝑎1 =  −2 𝑎𝜊 ⇒ 𝑎1 =
2

3
𝑎𝜊   

Για 𝑛 = 2     −2 𝑎2 =  −1 𝑎1 ⇒ 𝑎2 =
1

2
𝑎1 =

1

3
𝑎0 

Για 𝑛 = 3     −1 𝑎3 = 0 ∙ 𝑎2 ⇒ 𝑎3 = 0 

Για 𝑛 = 4        0 ∙ 𝑎4 = 𝑎3 = 0 ⇒ 𝑎4 αυκαίρετο 

Επιλζγοντασ το 𝑎4 να είναι ίςο με το μθδζν, προκφπτει από το αναγωγικό ςχιμα ότι όλοι οι 

ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛 , 𝑛 ≥ 4  είναι μθδενικοί. Επομζνωσ, για 𝑎𝜊 = 3 θ δεφτερθ λφςθ είναι:  

𝑦2 𝑥 = 3 + 2𝑥 + 𝑥2        (2.9) 

Η (2.9) ωσ πολυωνυμικι ςυνάρτθςθ ςυγκλίνει ∀𝑥 ∈ ℝ. 

Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι:                                                                                               

𝑦 𝑥 = 𝑐1  (𝑛 + 1)𝑥𝑛+4∞
𝑛=0 + 𝑐2 3 + 2𝑥 + 𝑥2 ,       0 < 𝑥 < 1   (2.10) 

Σθμείωςθ: Τα παραπάνω μπορεί να αποδειχκοφν με παρόμοιο τρόπο και για το διάςτθμα  

−1 < 𝑥 < 0. Επομζνωσ το διάςτθμα ςφγκλιςθσ τθσ λφςθσ-ςειράσ γφρω από το κανονικό 

ιδιάηον ςθμείο 0 κακορίηεται από το διάςτθμα 0 <  𝑥 < 1. 

Παρατιρθςθ 2.1: Γνωρίηοντασ ότι θ ςυνάρτθςθ: 
1

1−𝑥
=  𝑥𝑛∞

𝑛=0 ,    𝑥 < 1, 

αν πολλαπλαςιάςουμε τθν παραπάνω ςχζςθ με 𝑥 και μετά τθν παραγωγίςουμε, κα ζχουμε            
𝑥

1−𝑥
=  𝑥𝑛+1∞

𝑛=0 ,    𝑥 < 1                          

1

 1−𝑥 2 =  (𝑛 + 1)𝑥𝑛∞
𝑛=0 ,    𝑥 < 1                                                                                                        

𝑥4

 1−𝑥 2 =  (𝑛 + 1)𝑥𝑛+4∞
𝑛=0 ,    𝑥 < 1 

Από τθν τελευταία ςχζςθ προκφπτει ότι θ λφςθ 𝑦1 𝑥 =  (𝑛 + 1)𝑥𝑛+4∞
𝑛=0 =

𝑥4

 1−𝑥 2 ,  𝑥 < 1. 

Επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ 𝑦 1 𝑥 =
𝑥4

 1−𝑥 2 αποτελεί λφςθ τθσ ΔΕ θ οποία επεκτείνεται και ζξω από το 

διάςτθμα   𝑥 < 1, ςυγκεκριμζνα αποτελεί λφςθ τθσ ΔΕ για 𝑥 ≠ 1. Άρα θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι:  

𝑦 𝑥 = 𝑐1
𝑥4

 1−𝑥 2 + 𝑐2 3 + 2𝑥 + 𝑥2 ,     𝑥 ≠ 0,1. 

Παράδειγμα 3: Να προςδιοριςκεί το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ: 

𝑥𝑦′′ −  𝑥 + 2 𝑦′ + 3𝑦 = 0, 0 < 𝑥 < 𝐿,     (3.1) 

όπου 𝐿 > 0. 

Επίλυςθ: Οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ είναι: 𝑝 𝑥 =
−(𝑥+2)

𝑥
 και 𝑞 𝑥 =

2

𝑥
. Οι ςυναρτιςεισ  𝑝 𝑥  

και 𝑞 𝑥  δεν είναι αναλυτικζσ ςτο 𝑥𝜊 = 0. Επομζνωσ το ςθμείο 𝑥𝜊 = 0 είναι ιδιάηον ςθμείο 

τθσ ΔΕ. Εξετάηουμε αν το 𝑥𝜊 = 0 είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ: 

  lim𝑥→0 𝑥𝑝 𝑥 = lim
𝑥→0

(−𝑥 − 2) = −2 = 𝑝𝑜  και lim𝑥→0 𝑥2𝑞 𝑥 = lim
𝑥→0

2𝑥 = 0 = 𝑞𝑜 . (3.2) 
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Από τισ ςχζςεισ (3.2) ζπεται ότι το μθδζν είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ. Οι 

ςυναρτιςεισ 𝑥𝑝 𝑥 , 𝑥2𝑞 𝑥  ωσ πολυωνυμικζσ ςυγκλίνουν για κάκε 𝑥 ∈ ℝ και επομζνωσ 

𝐿 = ∞. 

Η δείκτρια εξίςωςθ για τθν αντίςτοιχθ εξίςωςθ Euler είναι: 𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑝𝑜𝑟 + 𝑞𝑜 =

𝑟 𝑟 − 1 − 2𝑟 = 0 ⇒ 𝑟 𝑟 − 3 = 0 ⇒ 𝑟1 = 3, 𝑟2 = 0 είναι οι εκκζτεσ ιδιομορφίασ.  

Για να εμφανίςουμε τουσ ςυντελεςτζσ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  πολλαπλαςιάηουμε τθ ΔΕ (3.1) με 

𝑥 οπότε προκφπτει θ ΔΕ  

𝑥2𝑦′′ − 𝑥(𝑥 + 2)𝑦′ + 3𝑥𝑦 = 0      (3.3) 

Παραγωγίηουμε τθν υποτικζμενθ λφςθ 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛   

𝑦′ 𝑥 =  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−1,  𝑦′′ 𝑥 =   𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−2 

και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ (3.3), οπότε ζχουμε:                                               

  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+1 − 2   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +

3  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+1 = 0. 

Στον δεφτερο και ςτον τελευταίο όρο τθσ παραπάνω εξίςωςθσ κάνουμε τθν μετατόπιςθ του 

δείκτθ (𝑛 + 1 = 𝑛′) και μετονομάηοντασ 𝑛′ = 𝑛 προκφπτει:                                            

  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −   𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛−1

∞
𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 − 

2   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 + 3  𝑎𝑛−1

∞
𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  

 𝑟 𝑟 − 1 − 2𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 + 

 [{ 𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 − 2 𝑟 + 𝑛 }𝑎𝑛
∞
𝑛=1 −   𝑟 + 𝑛 − 1 − 3 𝑎𝑛−1]𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  

 𝑟 𝑟 − 3  𝑎𝑜𝑥
𝑟 +  [ 𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 3 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 − (𝑟 + 𝑛 − 4)𝑎𝑛−1]𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  

𝑓(𝑟)𝑎𝑜𝑥
𝑟 +  [𝑓(𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=1 − (𝑟 + 𝑛 − 4)𝑎𝑛−1]𝑥𝑟+𝑛 = 0, 𝑥 > 0. (3.4) 

όπου 𝑓 𝑟 = 𝑟(𝑟 − 3). 

Η τελευταία ςχζςθ κα πρζπει να ιςχφει για κάκε 𝑥 > 0, επομζνωσ ζπεται ότι 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟 = 0, 𝑎𝑜 ≠ 0,      (3.5) 

𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 −  𝑟 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛−1 = 0, 𝑛 = 1,2,3, …    (3.6) 

Η ςχζςθ (3.5) είναι θ εξίςωςθ δεικτϊν, τθσ οποίασ οι ρίηεσ προςδιορίηουν τουσ εκκζτεσ 

ιδιομορφίασ, ωσ ακολοφκωσ 

𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 3 = 0 ⇒ 𝑟1 = 3, 𝑟2 = 0.         (3.7) 

Η ςχζςθ (3.6) είναι το αναδρομικό ςχιμα το οποίο κα εφαρμόςουμε για κάκε δείκτθ 𝑟𝑖  με 

ςκοπό να προςδιορίςουμε τουσ αντίςτοιχουσ ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛(𝑟𝑖). 

(i) Θα εξετάςουμε τθν πρϊτθ περίπτωςθ 𝑟1 = 3. Η ςχζςθ (3.6) για 𝑟1 = 3 γίνεται: 

 𝑟1 + 𝑛  𝑟1 + 𝑛 − 3 𝑎𝑛 =  𝑟1 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3, … 

 3 + 𝑛 𝑛𝑎𝑛 =  𝑛 − 1 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3, … 

𝑎𝑛 =
(𝑛 − 1)

𝑛(𝑛 + 3)
𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3, … 

Για 𝑛 = 1, 𝑎1 = 0 ∙ 𝑎𝜊 = 0. Επομζνωσ, όλοι οι ςυντελεςτζσ είναι μθδενικοί εκτόσ από το 𝑎𝜊 . 

Επιλζγοντασ 𝑎𝜊 = 1, θ πρϊτθ λφςθ, 𝑦1 𝑥 , του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων τθσ ΔΕ είναι 

θ ςυνάρτθςθ:  

𝑦1 𝑥 = 𝑥3 , 𝑥 ∈ ℝ        (3.8) 
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(ii) Στθ δεφτερθ περίπτωςθ 𝑟2 = 0. Η αναδρομικι ςχζςθ (3.6) για 𝑟2 = 0 γίνεται: 

(𝑟2 + 𝑛) 𝑟2 + 𝑛 − 3 𝑎𝑛 =  𝑟2 + 𝑛 − 4 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3 … 

𝑛 𝑛 − 3 𝑎𝑛 =  𝑛 − 4 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3 … 

Για 𝑛 = 1     −2 𝑎1 =  −3 𝑎𝜊 ⇒ 𝑎1 =
3

2
𝑎𝜊  

Για 𝑛 = 2     −2 𝑎2 =  −2 𝑎1 ⇒ 𝑎2 = 𝑎1 =
3

2
𝑎0 

Για 𝑛 = 3        0 ∙ 𝑎3 = (−1)𝑎2     αδφνατον, διότι αν το 𝑎2 = 0 ⇒  𝑎0 = 0. 

Επομζνωσ, δεν υπάρχει λφςθ θ οποία μπορεί να γραφεί υπό μορφι δυναμοςειράσ. 

Για να προςδιορίςουμε τθν δεφτερθ λφςθ κα μποροφςαμε να εφαρμόςουμε τθν μζκοδο 

του υποβιβαςμοφ τάξθσ. 

Εναλλακτικά, αποδεικνφεται ότι όταν θ διαφορά των δεικτϊν  𝑟1 − 𝑟2 ∈ ℕ, τότε θ δεφτερθ 

λφςθ είναι τθσ μορφισ:                                                                                               

𝑦2 𝑥 = 𝛼𝑦1 𝑥 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥𝑟2 1 +  𝑏𝑛 𝑟2 𝑥
𝑛∞

𝑛=1  ,   𝑥 > 0    (3.9)  

όπου θ ςτακερά 𝛼 μπορεί να είναι μθδζν. Αντικακιςτϊντασ τθ (3.9) ςτθ ΔΕ προςδιορίηουμε 

τουσ ςυντελεςτζσ 𝑏𝑛αλλά και τθ ςτακερά 𝛼. 

-Στθ προκειμζνθ περίπτωςθ κα εφαρμόςουμε τθν μζκοδο υποβιβαςμοφ τάξθσ. 

Υποκζτουμε ότι 𝑦2 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑥3 

και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ (3.1), οπότε προκφπτει ότι:  𝑢′′ +  
4

𝑥
− 1 𝑢′ = 0. Επιλφοντασ τθ 

τελευταία ΔΕ, βρίςκουμε ότι 𝑢′ = 𝑒𝑥𝑥−4 ⇒ 𝑢 =  𝑒𝑥𝑥−4𝑑𝑥 =   
𝑥𝑛−4

𝑛 !
∞
𝑛=0 𝑑𝑥 =

 (
1

𝑥4 +
1

𝑥3 +
1

2!𝑥2 +
1

3!𝑥
+  

𝑥𝑛−4

𝑛 !
∞
𝑛=4 )𝑑𝑥 = −

1

3𝑥3 −
1

2𝑥2 −
1

2!𝑥
+

1

3!
𝑙𝑛𝑥 +  

𝑥𝑛−3

(𝑛−3)𝑛 !
∞
𝑛=4  

Άρα 𝑦2 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑥3 =
1

3!
𝑥3𝑙𝑛𝑥 −

1

3
−

𝑥

2
−

𝑥2

2!
+  

𝑥𝑛

(𝑛−3)𝑛 !
∞
𝑛=4 , 𝑥 > 0  (3.10) 

Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑥
3 + 𝑐2  

1

3!
𝑥3𝑙𝑛𝑥 −

1

3
−

𝑥

2
−

𝑥2

2!
+  

𝑥𝑛

 𝑛−3 𝑛 !
∞
𝑛=4  , 𝑥 > 0    (3.11) 

Παράδειγμα 4: Να προςδιοριςκεί το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ: 

𝑥𝑦′′ +  1 − 𝑥 𝑦′ − 𝑦 = 0,   0 < 𝑥 < 𝐿,       (4.1) 

όπου 𝐿 > 0. 

Επίλυςθ: Οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ είναι: 𝑝 𝑥 =
(1−𝑥)

𝑥
 και 𝑞 𝑥 =

−1

𝑥
. Οι ςυναρτιςεισ  𝑝 𝑥  

και 𝑞 𝑥  δεν είναι αναλυτικζσ ςτο 𝑥𝜊 = 0. Επομζνωσ το ςθμείο 𝑥𝜊 = 0 είναι ιδιάηον ςθμείο 

τθσ ΔΕ.  

Εξετάηουμε αν το 𝑥𝜊 = 0 είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ: 

 lim𝑥→0 𝑥𝑝 𝑥 = lim
𝑥→0

(1 − 𝑥) = 1 = 𝑝𝑜  και lim𝑥→0 𝑥2𝑞 𝑥 = lim
𝑥→0

(−𝑥) = 0 = 𝑞𝑜 .  (4.2) 

Από τισ ςχζςεισ (4.2) ζπεται ότι το μθδζν είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ. Οι 

ςυναρτιςεισ 𝑥𝑝 𝑥 , 𝑥2𝑞 𝑥  ωσ πολυωνυμικζσ ςυναρτιςεισ ςυγκλίνουν για κάκε 𝑥 ∈ ℝ και 

επομζνωσ 𝐿 = ∞. 

Η δείκτρια εξίςωςθ για τθν αντίςτοιχθ εξίςωςθ Euler είναι: 𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑝𝑜𝑟 + 𝑞𝑜 =

𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟 = 0 ⇒ 𝑟1 = 0, 𝑟2 = 0 είναι οι εκκζτεσ ιδιομορφίασ.  
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Για να εμφανίςουμε τουσ ςυντελεςτζσ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  πολλαπλαςιάηουμε τθ ΔΕ (4.1) με 

𝑥 οπότε προκφπτει θ ΔΕ:  

𝑥2𝑦′′ + 𝑥 1 − 𝑥 𝑦′ − 𝑥𝑦 = 0       (4.3) 

Παραγωγίηουμε τθν υποτικζμενθ λφςθ 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛                                            

𝑦′ 𝑥 =  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−1,  𝑦′′ 𝑥 =   𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛−2 

και αντικακιςτοφμε ςτθ ΔΕ (4.3), οπότε ζχουμε:                                               

  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+1 −

 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+1 = 0. 

Στουσ δφο τελευταίουσ όρουσ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ κάνουμε τθν μετατόπιςθ του δείκτθ 

(𝑛 + 1 = 𝑛′) και μετονομάηοντασ 𝑛′ = 𝑛 προκφπτει:                                                        

  𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +   𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −    𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛−1

∞
𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 −

 𝑎𝑛−1
∞
𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟 𝑎𝑜𝑥

𝑟 +  [{ 𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 +  𝑟 + 𝑛 }𝑎𝑛
∞
𝑛=1 −

 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛−1]𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒ 𝑟2𝑎𝑜𝑥
𝑟 +  [ 𝑟 + 𝑛 2𝑎𝑛

∞
𝑛=1 − (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛−1]𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒           

𝑓(𝑟)𝑎𝑜𝑥
𝑟 +  [𝑓(𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=1 − (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛−1]𝑥𝑟+𝑛 = 0,   (4.4) 

όπου 𝑓 𝑟 = 𝑟2. 

Η τελευταία ςχζςθ κα πρζπει να ιςχφει για κάκε 𝑥 ∈ ℝ, επομζνωσ ζπεται ότι 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟 = 0, 𝑎𝑜 ≠ 0,      (4.5) 

𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 −  𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛−1 = 0, 𝑛 = 1,2,3, …    (4.6) 

Η ςχζςθ (4.5) είναι θ εξίςωςθ δεικτϊν, τθσ οποίασ οι ρίηεσ προςδιορίηουν τουσ εκκζτεσ 

ιδιομορφίασ, ωσ ακολοφκωσ 

𝑓 𝑟 = 𝑟2 = 0 ⇒ 𝑟1 = 𝑟2 = 0.          (4.7) 

Η ςχζςθ (4.6) για 𝑟1 = 0 γίνεται: 

 𝑟1 + 𝑛 2𝑎𝑛 =  𝑟1 + 𝑛 𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3, … 

𝑛2𝑎𝑛 = 𝑛𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3, … 

𝑎𝑛 =
1

𝑛
𝑎𝑛−1, 𝑛 = 1,2,3, … 

Επομζνωσ, όλοι οι ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛  προςδιορίηονται ςυναρτιςει του 𝑎𝜊 , από τθ ςχζςθ: 

𝑎𝑛 =
1

𝑛!
𝑎𝜊 , 𝑛 = 1,2,3 … 

Επιλζγοντασ 𝑎𝜊 = 1, θ πρϊτθ λφςθ, 𝑦1 𝑥 , του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων τθσ ΔΕ είναι 

θ ςυνάρτθςθ:  

𝑦1 𝑥 =  
𝑥𝑛

𝑛 !
∞
𝑛=0 = 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ        (4.8) 

Ο προςδιοριςμόσ τθσ δεφτερθσ λφςθσ μπορεί να προκφψει με υποβιβαςμό τάξθσ, αλλά κα 

αναφζρουμε εδϊ μία τεχνικι που είναι κατ’ ουςία ίδια με εκείνθ που εφαρμόςαμε για να 

βροφμε τθ δεφτερθ λφςθ τθσ εξίςωςθσ Euler όταν οι ρίηεσ τθσ δείκτριασ εξίςωςθσ είναι ίςεσ. 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥; 𝑟 = 𝑥𝑟  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  με 𝑟 μία ςυνεχι μεταβλθτι και 

βρίςκουμε τα 𝑎𝑛  ςυναρτιςει του 𝑟 επιλφοντασ τθν αναδρομικι ςχζςθ (4.6) . 

Οι ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛(𝑟) οφείλουν να ικανοποιοφν τισ ςχζςεισ: 

𝑎𝑛 𝑟 =
1

 𝑟+𝑛 
𝑎𝑛−1, 𝑛 ≥ 1        (4.9) 

Από τθν τελευταία ςχζςθ για 𝑛 = 1,2,3 …𝑛 ζπεται  
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𝑎1 𝑟 =
𝑎𝑜

(𝑟+1)
 

𝑎2 𝑟 =
𝑎1(𝑟)

(𝑟+2)
  

⋮ 

𝑎𝑛(𝑟) =
𝑎𝑛−1(𝑟)

(𝑟+𝑛)
  

Οπότε 𝑎𝑛 𝑟 =
𝑎𝑜

(𝑟+1)(𝑟+2)…(𝑟+𝑛)
, 𝑛 = 1,2,3 …     (4.10) 

Αν επιδράςουμε με τον τελεςτι, 𝐿 = 𝑥2 𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝑥 𝑥 − 1 
𝑑

𝑑𝑥
− 𝑥, επί τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑦 𝑥; 𝑟  

παίρνουμε                                                                                                                                                    

𝐿(𝑦 𝑥; 𝑟 = 𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 +   𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 − (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛−1 

∞
𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 , με 𝑓 𝑟 = 𝑟2 

Δθλαδι, 𝐿(𝑦 𝑥; 𝑟 = 𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 +    𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1 

∞
𝑛=1 𝑥𝑟+𝑛 . 

Επειδι ακριβϊσ οι ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛(𝑟) ζχουν επιλεγεί να ικανοποιοφν τθ ςχζςθ (4.9) 

προκφπτει  

𝐿(𝑦 𝑥; 𝑟 = 𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 , ∀𝑥 > 0 

Παραγωγίηοντασ τθν παραπάνω ςχζςθ μερικϊσ ωσ προσ 𝑟 και αξιοποιϊντασ το γεγονόσ ότι 

οι παραγωγίςεισ ωσ προσ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ μετατίκενται, βρίςκουμε: 

𝜕

𝜕𝑟
𝐿(𝑦 𝑥; 𝑟 = 𝐿  

𝜕𝑦 𝑥; 𝑟 

𝜕𝑟
 = 𝑓′ 𝑟 𝑎𝑜𝑥

𝑟 + 𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 𝑙𝑛𝑥 = 2𝑟𝑎𝑜𝑥

𝑟 + 𝑟2𝑎𝑜𝑥
𝑟 𝑙𝑛𝑥 

Με δεδομζνο ότι για 𝑟 = 𝑟1 = 0 το δεφτερο μζλοσ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ μθδενίηεται, 

προκφπτει ότι μία δεφτερθ λφςθ τθσ ΔΕ είναι θ     

𝑦2 𝑥 =  𝜕𝑦 𝑥 ;𝑟 

𝜕𝑟
 
𝑟=𝑟1=0

=  𝜕
𝜕𝑟

 𝑥𝑟  𝑎𝑛(𝑟)∞
𝑛=0 𝑥𝑛  

𝑟=𝑟1=0
=  𝑥𝑟 𝑙𝑛𝑥  𝑎𝑛(𝑟)∞

𝑛=0 𝑥𝑛  𝑟=𝑟1=0 +

 𝑥𝑟  𝑎𝑛 ′(𝑟)∞
𝑛=1 𝑥𝑛  𝑟=𝑟1=0 = 𝑙𝑛𝑥  𝑎𝑛(0)∞

𝑛=0 𝑥𝑛 +  𝑎𝑛 ′(0)∞
𝑛=1 𝑥𝑛 = 𝑦1 𝑥 𝑙𝑛𝑥 +

 𝑎𝑛 ′(0)∞
𝑛=1 𝑥𝑛 . Άρα 

𝑦2 𝑥 = 𝑦1 𝑥 𝑙𝑛𝑥 +  𝑎𝑛 ′(0)∞
𝑛=1 𝑥𝑛 ,    𝑥 > 0    (4.11) 

Για να προςδιορίςουμε τουσ ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛 ′ 0 , παραγωγίηουμε τθ ςχζςθ (4.10) ωσ προσ 𝑟 

οπότε  
𝑑

𝑑𝑟
𝑎𝑛 𝑟 =

𝑑

𝑑𝑟
 

𝑎𝑜

 𝑟 + 1  𝑟 + 2 …  𝑟 + 𝑛 
 , 𝑛 = 1,2,3 … 

 

𝑎𝑛 ′ 𝑟 = −𝑎𝑜  
 𝑟 + 2  𝑟 + 3 …  𝑟 + 𝑛 + ⋯ +  𝑟 + 1  𝑟 + 2 …  𝑟 + 𝑛 − 1 

 𝑟 + 1 2 𝑟 + 2 2 … 𝑟 + 𝑛 2
  

= −𝑎𝑜  
1

 𝑟 + 1 2 𝑟 + 2 … (𝑟 + 𝑛)
+ ⋯ +

1

 𝑟 + 1 (𝑟 + 2) … 𝑟 + 𝑛 2 

=
−𝑎𝑜

 𝑟 + 1  𝑟 + 2 … (𝑟 + 𝑛)
 

1

 𝑟 + 1 
+ ⋯ +

1

 𝑟 + 𝑛 
 

= −𝑎𝑛 𝑟  
1

 𝑟 + 1 
+ ⋯ +

1

 𝑟 + 𝑛 
  

Για 𝑟 = 0 ζχουμε 

𝑎𝑛 ′ 0 = −𝑎𝑛 0  
1

1
+

1

2
+ ⋯ +

1

𝑛
 = −

𝑎𝑜

𝑛!
𝛨𝑛  

όπου 𝛨𝑛 = 1 +
1

2
+ ⋯ +

1

𝑛
. 

Θζτοντασ 𝑎𝑜 = 1, θ δεφτερθ λφςθ τθσ εξίςωςθσ είναι:   

𝑦2 𝑥 = 𝑒𝑥 𝑙𝑛𝑥 −  
1

𝑛 !
𝛨𝑛

∞
𝑛=1 𝑥𝑛 ,    𝑥 > 0     (4.12) 
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Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι : 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2  𝑒

𝑥 𝑙𝑛𝑥 −  
1

𝑛 !
𝛨𝑛

∞
𝑛=1 𝑥𝑛 , 𝑥 > 0  (4.13) 

Παρατήρηςη 4.1:Μπορείτε να εφαρμόςετε τθν μζκοδο υποβιβαςμοφ τάξθσ και να 

διαπιςτϊςετε ότι θ δεφτερθ λφςθ δίνεται από τθ ςχζςθ (4.12). 

5. Εξίςωςη Bessel τάξησ p 

Θα μελετιςουμε τθν εξίςωςθ Bessel τάξθσ 𝑝: 

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ +  𝑥2 − 𝑝2 𝑦 = 0,   𝑥 > 0      (5.1)  

για διάφορζσ τιμζσ τθσ παραμζτρου 𝑝. Είναι μία εξίςωςθ που ανακφπτει ςε πολλά 

προβλιματα τθσ Μακθματικισ Φυςικισ όπωσ ςτθ μελζτθ δυναμικϊν φαινομζνων με 

χαρακτιρα ταλάντωςθσ – ςε δομζσ περιγραφόμενεσ από τθν κυλινδρικι γεωμετρία, όπου θ 

ανεξάρτθτθ μεταβλθτι αφορά τθν πολικι απόςταςθ. 

Προφανϊσ κάκε ΔΕ Bessel ζχει το ςθμείο 𝑥𝜊 = 0 ωσ κανονικό ιδιάηον ςθμείο και  

lim𝑥→0 𝑥𝑝 𝑥 = 1 = 𝑝𝑜  ,  lim𝑥→0 𝑥2𝑞 𝑥 = lim
𝑥→0

 𝑥2 − 𝑝2 = −𝑝2 = 𝑞𝜊 . 

Η δείκτρια εξίςωςθ είναι 𝑓 𝑟 = 𝑟2 − 𝑝2 = 0 και επομζνωσ οι δείκτεσ ιδιομορφίασ είναι 

𝑟1 = 𝑝, 𝑟2 = −𝑝. 

Όταν 𝑟1 − 𝑟2 = 2𝑝 ∉ ℤ+ τότε υπάρχει μία δεφτερθ λφςθ γραμμικά ανεξάρτθτθ που 

αντιςτοιχεί ςτθ ρίηα 𝑟2 = −𝑝. 

Όταν  𝑟1 − 𝑟2 = 2𝑝 ∈ ℤ+ τότε διακρίνουμε δφο περιπτϊςεισ:  

(i) 𝑝 = 𝑚 +
1

2
, 𝑚 = 0,1,2 … 

Στθν περίπτωςθ αυτι, βρίςκουμε πάλι μία δεφτερθ λφςθ γραμμικά ανεξάρτθτθ τθσ πρϊτθσ 

τθσ μορφισ: 𝑦2 𝑥 = 𝑥−𝑝  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  

(ii) 𝑝 = 𝑛 ∈ ℕ ∪  0 . Στθν περίπτωςθ αυτι, υπάρχει μία δεφτερθ λφςθ , γραμμικά  

ανεξάρτθτθ τθσ πρϊτθσ τθσ μορφισ:  

𝑦2 𝑥 = 𝛼𝑦1 𝑥 𝑙𝑛𝑥 +  𝑥−𝑛  𝑏𝑘
∞
𝑘=0 𝑥𝑘   

Εξίςωςη Bessel τάξησ ½: Να προςδιοριςκεί το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ: 

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ +  𝑥2 −
1

4
 𝑦 = 0, 𝑥 > 0       (5.2) 

Επίλυςθ: Για τθ ΔΕ (5.2) ιςχφει: 

 𝑝 𝑥 =
1

𝑥
⇒ 𝑥𝑝 𝑥 = 1 = 𝑝𝑜  

𝑞 𝑥 =
𝑥2−

1

4

𝑥2 ⇒ 𝑥2𝑞 𝑥 = 𝑥2 −
1

4
→ −

1

4
= 𝑞𝑜 , κακϊσ το  𝑥 → 0. 

Επομζνωσ, θ δείκτρια εξίςωςθ είναι:  𝑓 𝑟 = 0 ⇒ 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟𝑝𝑜 + 𝑞𝑜 = 0 ⇒ 

𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟 −
1

4
= 0 ⇒  𝑟 +

1

2
  𝑟 −

1

2
 = 0, με ρίηεσ τουσ δείκτεσ 𝑟1 =

1

2
, 𝑟2 = −

1

2
. 

Η διαφορά δεικτϊν είναι ακζραιοσ και αυτό μασ προειδοποιεί για προςεκτικι 

αντιμετϊπιςθ του μικρότερου δείκτθ. Όμωσ 𝑝 =
1

2
, οπότε είναι θ περίπτωςθ (i). 

Αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ τθ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛  ζχουμε: 

  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −

1

4
 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +

 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+2 = 0. 
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Κάνοντασ τθν μετατόπιςθ του δείκτθ ςτον τελευταίο όρο προκφπτει:                                                

  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −

1

4
 𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +

 𝑎𝑛−2
∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟 −

1

4
 𝑎𝑜𝑥

𝑟 +   𝑟 + 1 𝑟 + (𝑟 + 1) −
1

4
 𝑎1𝑥

𝑟+1 +

    𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 +  𝑟 + 𝑛 −
1

4
 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 

∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0, 

θ οποία γράφεται 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 + 𝑓 𝑟 + 1 𝑎1𝑥

𝑟+1 +   𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 
∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0,  

όπου 𝑓 𝑟 =  𝑟 −
1

2
  𝑟 +

1

2
 . 

Επομζνωσ, 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟 = 0  (𝑎𝑜 ≠ 0)      (5.3) 

𝑓 𝑟 + 1 𝑎1 = 0        (5.4) 

Η αναδρομικι ςχζςθ: 𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 = 0, 𝑛 ≥ 2   (5.5) 

Η ςχζςθ (5.3) προςδιορίηει τουσ εκκζτεσ ιδιομορφίασ 𝑟1 =
1

2
, 𝑟2 = −

1

2
. 

(i) Ασ εξετάςουμε τθν πρϊτθ περίπτωςθ 𝑟1 =
1

2
. Από τθν ςχζςθ (5.4) ζχουμε ότι 𝑎1 = 0. 

Η ςχζςθ (5.5) για 𝑟1 =
1

2
 γίνεται: 

 𝑟1 + 𝑛 +
1

2
  𝑟1 + 𝑛 −

1

2
 𝑎𝑛 = −𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 

 𝑛 + 1 𝑛𝑎𝑛 = −𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 (αναδρομικι ςχζςθ με βιμα 2).  (5.6) 

Επομζνωσ, όλοι οι ςυντελεςτζσ με περιττό δείκτθ 𝑎2𝑘+1 = 0, 𝑘 ≥ 1, εφόςον 

προςδιορίηονται από το 𝑎1που είναι μθδζν. 

Για τουσ ςυντελεςτζσ με άρτιο δείκτθ, κζτοντασ ςτθν αναδρομικι ςχζςθ (5.6)  όπου 𝑛 = 2𝑘 

ζχουμε:  𝑎2𝑘 = −
𝑎2𝑘−2

2𝑘(2𝑘+1)
, 𝑘 ≥ 1 

𝑎2 = −
𝑎𝑜

2∙3
 

𝑎4 = −
𝑎2

4∙5
  

⋮ 

𝑎2𝑛 = −
𝑎2𝑛−2

2𝑛(2𝑛+1)
  

Πολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ παραπάνω ςχζςεισ προςδιορίηουμε τα  

𝑎2𝑛 =
(−1)𝑛𝑎𝑜

 2𝑛+1 !
  ,   𝑛 ≥ 1. 

Η πρϊτθ λφςθ 𝑦1 𝑥 , του κεμελιϊδουσ ςυνόλου είναι θ ςυνάρτθςθ                                

𝑦1 𝑥 = 𝑎𝑜𝑥
1

2   1 +  
(−1)𝑛𝑥2𝑛

 2𝑛+1 !
∞
𝑛=1  = 𝑎𝑜𝑥

1

2   
(−1)𝑛𝑥2𝑛

 2𝑛+1 !
∞
𝑛=0 = 𝑎𝑜𝑥

− 
1

2   
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

 2𝑛+1 !
∞
𝑛=0 ⇒  

𝑦1 𝑥 = 𝑎𝑜
𝑠𝑖𝑛𝑥

 𝑥
, 𝑥 > 0         (5.7) 

Επιλζγοντασ 𝑎𝑜 =  
2

𝜋
 , θ λφςθ 𝑦1 𝑥  ςυμβολίηεται με 𝐽1/2 𝑥   

𝐽1/2 𝑥 =  
2

𝜋𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥 

και ονομάηεται ςυνάρτηςη Bessel πρώτου είδουσ ½ τάξησ.      

Παρατθροφμε ότι 𝐽1/2 𝑥 → 0, κακϊσ το 𝑥 → 0. 
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(ii) Στθ δεφτερθ περίπτωςθ: 𝑟2 = −
1

2
,  θ αναδρομικι ςχζςθ (5.5) γίνεται 

𝑎𝑛 = −
𝑎𝑛−2

 𝑛−1 𝑛
, 𝑛 ≥ 2        (5.8) 

Από τθ ςχζςθ (5.4) παρατθροφμε ότι 

 𝑓 𝑟2 + 1 𝑎1 = 𝑓  −
1

2
+ 1 𝑎1 = 𝑓  

1

2
 𝑎1 = 0 ⇒ 0 ∙ 𝑎1 = 0 ⇒ 𝑎1αυκαίρετο. 

 Ζχουμε επομζνωσ τθν ευχζρεια να επιλζξουμε 𝑎1 = 0, γεγονόσ που οδθγεί ςτο μθδενιςμό 

όλων των ςυντελεςτϊν με περιττό δείκτθ  

Για τουσ ςυντελεςτζσ με άρτιο δείκτθ, κζτοντασ ςτθν αναδρομικι ςχζςθ (5.8) όπου 𝑛 = 2𝑘,  

ζχουμε:  𝑎2𝑘 = −
𝑎2𝑘−2

(2𝑘−1)2𝑘
, 𝑘 ≥ 1 

𝑎2 = −
𝑎𝑜

1∙2
 

𝑎4 = −
𝑎2

3∙4
  

⋮ 

𝑎2𝑛 = −
𝑎2𝑛−2

(2𝑛−1)2𝑛
  

Πολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ παραπάνω ςχζςεισ προςδιορίηουμε τα  

𝑎2𝑛 =
(−1)𝑛𝑎𝑜

 2𝑛 !
  ,   𝑛 ≥ 1. 

Η δεφτερθ λφςθ 𝑦2 𝑥  του κεμελιϊδουσ ςυνόλου είναι θ ςυνάρτθςθ                                

𝑦2 𝑥 = 𝑎𝑜𝑥
−

1

2   1 +  
(−1)𝑛𝑥2𝑛

 2𝑛 !
∞
𝑛=1  = 𝑎𝑜𝑥

−
1

2   
(−1)𝑛𝑥2𝑛

 2𝑛 !
∞
𝑛=0 =

𝑐𝑜𝑠𝑥

 𝑥
, 𝑥 > 0      (5.9) 

θ οποία για 𝑎𝑜 =  
2

𝜋
 , γράφεται  𝐽−1/2 𝑥 =  

2

𝜋𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥. 

Παρατθροφμε ότι 𝐽−1/2 𝑥 → ∞ κακϊσ 𝑥 → 0. 

 Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝐽1/2 𝑥 + 𝑐2𝐽−1/2 𝑥 ,   𝑥 > 0     (5.10) 

Παρατήρηςη 5.1: Είναι ενδιαφζρον ότι ςτο προθγοφμενο παράδειγμα, ςτθν περίπτωςθ (ii) 

𝑟2 = −
1

2
  κα μποροφςαμε να επιλζξουμε 𝑎1 ≠ 0. Σε αυτι τθν περίπτωςθ, από τθν 

αναδρομικι ςχζςθ (5.8) οι ςυντελεςτζσ με περιττό δείκτθ κα μασ οδθγιςουν ςτθ λφςθ 
𝑠𝑖𝑛𝑥

 𝑥
, 

ςτθν οποία οδθγθκικαμε οφτωσ ι άλλωσ ςτθριηόμενθ ςτο μεγαλφτερο δείκτθ 𝑟1 =
1

2
. 

Εξίςωςη Bessel μηδενικθ τάξησ: Να προςδιοριςκεί το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ:  

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑥2𝑦 = 0,    𝑥 > 0      (5.11) 

Επίλυςθ: Για τθ ΔΕ (5.11) ιςχφει: 

 𝑝 𝑥 =
1

𝑥
⇒ 𝑥𝑝 𝑥 = 1 = 𝑝𝑜 ,  

𝑞 𝑥 = 1 ⇒ 𝑥2𝑞 𝑥 = 𝑥2 → 0 = 𝑞𝑜 , κακϊσ το  𝑥 → 0. 

Επομζνωσ θ δείκτρια εξίςωςθ είναι 𝑓 𝑟 = 0 ⇒ 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟𝑝𝑜 + 𝑞𝑜 = 0 ⇒ 

𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟 = 𝑟2 = 0, με ρίηεσ τουσ δείκτεσ 𝑟1 =  𝑟2 = 0. 

Αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ τθ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛  ζχουμε: 

  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+2 = 0. 
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Κάνοντασ τθν μετατόπιςθ ςτον τελευταίο όρο προκφπτει:                                                

  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +  𝑎𝑛−2

∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒

𝑟2𝑎𝑜𝑥
𝑟 +  𝑟 + 1 2𝑎1𝑥

𝑟+1 +    𝑟 + 𝑛 2𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 
∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0. 

Η τελευταία γράφεται 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 + 𝑓 𝑟 + 1 𝑎1𝑥

𝑟+1 +   𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 
∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0. 

Επομζνωσ, 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟 = 𝑟2 = 0 ⇒ 𝑟1 =  𝑟2 = 0  (𝑎𝑜 ≠ 0)   (5.12) 

𝑓 𝑟 + 1 𝑎1 = 0 ⇒  𝑟 + 1 2𝑎1 = 0 ⇒ 𝑎1 = 0    (5.13) 

και θ αναδρομικι ςχζςθ: 𝑓(𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 = 0, 𝑛 ≥ 2    

(𝑟 + 𝑛)2𝑎𝑛 = −𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2       (5.14) 

Αν αντικαταςτιςουμε ςτθ (5.14) το 𝑟 = 0 και επικεντρωκοφμε ςτουσ ςυντελεςτζσ με άρτιο 

δείκτθ κα ζχουμε:  𝑎2𝑘 = −
𝑎2𝑘−2

22𝑘2 , 𝑘 ≥ 1. 

𝑎2 = −
𝑎𝑜

22 ∙1
 

𝑎4 = −
𝑎2

22 ∙22  

⋮ 

𝑎2𝑛 = −
𝑎2𝑛−2

22𝑛2   

Πολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ παραπάνω ςχζςεισ προςδιορίηουμε τα  

𝑎2𝑛 =
(−1)𝑛𝑎𝑜

22𝑛  𝑛 ! 2   ,   𝑛 ≥ 1. 

Επομζνωσ, προκφπτει μία λφςθ  

                       𝑦1 𝑥 =  1 +  
(−1)𝑛 𝑥2𝑛

22𝑛  𝑛 ! 2
∞
𝑛=1 =   

(−1)𝑛

 𝑛 ! 2  
𝑥

2
 

2𝑛
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ ℝ       (5.15) 

Η δυναμοςειρά λφςθ (5.15) ςυγκλίνει για κάκε 𝑥 ∈ ℝ, και είναι αναλυτικι ςτο 𝑥 = 0. Η 

λφςθ αυτι ονομάηεται ςυνάρτηςη Bessel πρώτου είδουσ μηδενικήσ τάξησ και 

ςυμβολίηεται με  𝐽𝑜 𝑥 . 

                                𝐽𝑜 𝑥 =   
(−1)𝑛

 𝑛 ! 2  
𝑥

2
 

2𝑛
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ ℝ.    (5.16) 

Ο προςδιοριςμόσ τθσ δεφτερθσ λφςθσ μπορεί να προκφψει με υποβιβαςμό τάξθσ, αλλά κα 

αναφερκοφμε ςτθ τεχνικι που παρουςιάςτθκε ςτο Παράδειγμα 4 (όπου οι ρίηεσ τθσ 

δείκτριασ εξίςωςθσ είναι ίςεσ). Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥; 𝑟 = 𝑥𝑟  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  με 𝑟 μία 

ςυνεχι μεταβλθτι και βρίςκουμε τα 𝑎𝑛  ςυναρτιςει του 𝑟 επιλφοντασ τισ ςχζςεισ (5.13) και 

(5.14). Οι ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛(𝑟) οφείλουν να ικανοποιοφν τισ ςχζςεισ: 

𝑎2𝑘+1 𝑟 = 0, 𝑘 = 1,2,3 …       (5.17) 

𝑎2𝑘 𝑟 = −
𝑎2𝑘−2(𝑟)

(𝑟+2𝑘)2
, 𝑘 ≥ 1        (5.18) 

Από τθν τελευταία ςχζςθ για 𝑘 = 1,2,3 …𝑛 ζπεται  

𝑎2 𝑟 = −
𝑎𝑜

(𝑟+2)2 

𝑎4 𝑟 = −
𝑎2(𝑟)

(𝑟+4)2
  

⋮ 

𝑎2𝑛(𝑟) = −
𝑎2𝑛−2(𝑟)

(𝑟+2𝑛)2   

Οπότε 𝑎2𝑛 𝑟 =
(−1)𝑛𝑎𝑜

(𝑟+2)2(𝑟+4)2…(𝑟+2𝑛)2
, 𝑛 = 1,2,3 …     (5.19) 
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Αν επιδράςουμε με τον τελεςτι 𝐿 = 𝑥2 𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝑥
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑥2 επί τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑦 𝑥; 𝑟  

παίρνουμε                                                                                                                                                    

𝐿(𝑦 𝑥; 𝑟 = 𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 + 𝑓 𝑟 + 1 𝑎1𝑥

𝑟+1 +   𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 
∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 , με 𝑓 𝑟 = 𝑟2 

Επειδι ακριβϊσ οι ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛(𝑟) ζχουν επιλεγεί να ικανοποιοφν τισ ςχζςεισ (5.17) και 

(5.18) προκφπτει  

𝐿(𝑦 𝑥; 𝑟 = 𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 , ∀𝑥 ∈ ℝ 

Παραγωγίηοντασ τθν παραπάνω ςχζςθ μερικϊσ ωσ προσ 𝑟 και αξιοποιϊντασ το γεγονόσ ότι 

οι παραγωγίςεισ ωσ προσ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ μετατίκενται, βρίςκουμε 

𝜕

𝜕𝑟
𝐿(𝑦 𝑥; 𝑟 = 𝐿  

𝜕𝑦 𝑥; 𝑟 

𝜕𝑟
 = 𝑓′ 𝑟 𝑎𝑜𝑥

𝑟 + 𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 𝑙𝑛𝑥 = 2𝑟𝑎𝑜𝑥

𝑟 + 𝑟2𝑎𝑜𝑥
𝑟 𝑙𝑛𝑥 

Με δεδομζνο ότι για 𝑟 = 𝑟1 = 0 το δεφτερο μζλοσ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ μθδενίηεται 

προκφπτει ότι μία δεφτερθ λφςθ τθσ ΔΕ είναι θ     

𝑤 𝑥 =  𝜕𝑦 𝑥 ;𝑟 

𝜕𝑟
 
𝑟=𝑟1=0

=  𝜕
𝜕𝑟

 𝑥𝑟  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  

𝑟=𝑟1=0
=  𝑥𝑟 𝑙𝑛𝑥  𝑎𝑛(𝑟)∞

𝑛=0 𝑥𝑛  𝑟=𝑟1=0 +

 𝑥𝑟  𝑎𝑛 ′(𝑟)∞
𝑛=0 𝑥𝑛  𝑟=𝑟1=0 = 𝑙𝑛𝑥  𝑎𝑛(0)∞

𝑛=0 𝑥𝑛 +  𝑎𝑛 ′(0)∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 𝐽𝑜 𝑥 𝑙𝑛𝑥 +

 𝑎𝑛 ′∞
𝑛=0 𝑥𝑛  

Επικαλοφμενοι τθ ςχζςθ (5.19) ζχουμε ότι 

𝑎2𝑛 ′ 𝑟 =  −1 𝑛+12𝑎𝑜  
 𝑟 − 2  𝑟 + 4 2 …  𝑟 + 2𝑛 2 … +  𝑟 + 2 2 𝑟 + 4 2 …  𝑟 + 2𝑛 

 𝑟 + 2 4 𝑟 + 4 4 …  𝑟 + 2𝑛 4
  

=  −1 𝑛+12𝑎𝑜  
1

 𝑟 + 2 3 𝑟 + 4 2 … 𝑟 + 2𝑛 2
+ ⋯ +

1

 𝑟 + 2 2 𝑟 + 4 2 … 𝑟 + 2𝑛 3 

=
 −1 𝑛+12𝑎𝑜

 𝑟 + 2 2 𝑟 + 4 2 … 𝑟 + 2𝑛 2  
1

 𝑟 + 2 
+ ⋯ +

1

 𝑟 + 2𝑛 
 

= −2𝑎2𝑛 𝑟  
1

 𝑟 + 2 
+ ⋯ +

1

 𝑟 + 2𝑛 
  

Για 𝑟 = 0 ζχουμε 

𝑎𝑛 ′ 0 = −2𝑎2𝑛 0  
1

2
+

1

4
+ ⋯ +

1

2𝑛
 = −2

 −1 𝑛𝑎𝑜

22𝑛 𝑛! 22
𝛨𝑛 =

 −1 𝑛+1𝑎𝑜

22𝑛 𝑛! 2
𝛨𝑛  

όπου 𝛨𝑛 = 1 +
1

2
+ ⋯ +

1

𝑛
. 

Θζτοντασ 𝑎𝑜 = 1, θ δεφτερθ λφςθ τθσ εξίςωςθσ Bessel μθδενικισ τάξθσ είναι:              

𝑤 𝑥 = 𝐽𝑜 𝑥 𝑙𝑛𝑥 +  
 −1 𝑛+1

22𝑛  𝑛 ! 2 𝛨𝑛
∞
𝑛=1 𝑥2𝑛 ,   𝑥 > 0. 

Στισ εφαρμογζσ για λόγουσ ςυγκεκριμζνθσ κανονικοποίθςθσ, θ δεφτερθ λφςθ δεν είναι 

ακριβϊσ θ 𝑤 𝑥  αλλά ζνασ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των 𝐽𝑜 𝑥  και 𝑤 𝑥 : 

 
2

𝜋
𝑤 𝑥 +

2

𝜋
(𝛾 − 𝑙𝑛2)𝐽𝑜 𝑥  θ οποία ονομάηεται ςυνάρτηςη Bessel δευτζρου είδουσ 

μηδενικήσ τάξησ, ςυμβολίηεται με 𝑌𝑜 𝑥  και υπολογίηεται τελικά ωσ 

𝑌𝑜 𝑥 =
2

𝜋
  𝑙𝑛

𝑥

2
+ 𝛾 𝐽𝑜 𝑥 +  

 −1 𝑛+1

22𝑛  𝑛 ! 2
𝛨𝑛

∞
𝑛=1 𝑥2𝑛  , 𝑥 > 0   (5.20) 

Όπου 𝛾 = 0.5772 … είναι μία ςτακερά γνωςτι ωσ ςτακερά Euler.  

Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ Bessel μθδενικισ τάξθσ για 𝑥 > 0 είναι  

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝐽𝑜 𝑥 + 𝑐2𝑌𝑜 𝑥 , 𝑥 > 0 

Παρατθροφμε ότι θ 𝐽𝑜 𝑥 → 1 κακϊσ το 𝑥 → 0, ενϊ θ 𝑌𝑜 𝑥  ζχει λογαρικμικι ιδιομορφία 

ςτο 𝑥 = 0. Αν επικυμοφμε λφςεισ ομαλζσ ςτο 𝑥𝑜 = 0, αυτζσ δεν μπορεί να είναι παρά 

πολλαπλάςια αποκλειςτικά τθσ ςυνάρτθςθσ 𝐽𝑜 𝑥 . 
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Εξίςωςη Bessel πρώτησ τάξησ: Να προςδιοριςκεί το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ:  

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ +  𝑥2 − 1 𝑦 = 0, 𝑥 > 0.      (5.21) 

Επίλυςθ: Για τθ ΔΕ (5.21) ιςχφει: 

 𝑝 𝑥 =
1

𝑥
⇒ 𝑥𝑝 𝑥 = 1 = 𝑝𝑜 ,  

𝑞 𝑥 =
𝑥2−1

𝑥2
⇒ 𝑥2𝑞 𝑥 = 𝑥2 − 1 → −1 = 𝑞𝑜 , κακϊσ το  𝑥 → 0. 

Επομζνωσ θ δείκτρια εξίςωςθ είναι 𝑓 𝑟 = 0 ⇒ 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟𝑝𝑜 + 𝑞𝑜 = 0 ⇒ 

𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟 − 1 = 0 ⇒  𝑟 + 1  𝑟 − 1 = 0, με ρίηεσ τουσ δείκτεσ 𝑟1 = 1, 𝑟2 = −1. 

Η διαφορά δεικτϊν είναι ακζραιοσ και αυτό μασ προειδοποιεί και πάλι για προςεκτικι 

αντιμετϊπιςθ του μικρότερου δείκτθ.   

Αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ τθ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛  ζχουμε: 

  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +

 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛+2 = 0. 

Κάνοντασ τθν μετατόπιςθ ςτον τελευταίο όρο προκφπτει:                                                

  𝑟 + 𝑛 (𝑟 + 𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +  (𝑟 + 𝑛)𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 −  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑟+𝑛 +

 𝑎𝑛−2
∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0 ⇒  𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟 − 1 𝑎𝑜𝑥

𝑟 +   𝑟 + 1 𝑟 + (𝑟 + 1) − 1 𝑎1𝑥
𝑟+1 +

    𝑟 + 𝑛  𝑟 + 𝑛 − 1 +  𝑟 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 
∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0, 

Η οποία γράφεται 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜𝑥
𝑟 + 𝑓 𝑟 + 1 𝑎1𝑥

𝑟+1 +   𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 
∞
𝑛=2 𝑥𝑟+𝑛 = 0. 

Επομζνωσ, 

𝑓 𝑟 𝑎𝑜 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟 = 0 ⇒  𝑟 − 1  𝑟 + 1 = 0  (𝑎𝑜 ≠ 0)             (5.22) 

𝑓 𝑟 + 1 𝑎1 = 0        (5.23) 

Η αναδρομικι ςχζςθ: 𝑓 𝑟 + 𝑛 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 = 0, 𝑛 ≥ 2   (5.24) 

Η ςχζςθ (5.22) προςδιορίηει τουσ εκκζτεσ ιδιομορφίασ 𝑟1 = 1, 𝑟2 = −1. 

(i) Ασ εξετάςουμε τθν πρϊτθ περίπτωςθ, 𝑟1 = 1. Από τθν ςχζςθ (5.23) ζχουμε ότι 𝑎1 = 0. 

Η ςχζςθ (5.24) για 𝑟1 = 1 γίνεται: 

 𝑟1 + 𝑛 + 1  𝑟1 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛 = −𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 

 𝑛 + 2 𝑛𝑎𝑛 = −𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 (θ αναδρομικι ςχζςθ με βιμα 2).  (5.25) 

Επομζνωσ, όλοι οι ςυντελεςτζσ με περιττό δείκτθ 𝑎2𝑘+1 = 0, 𝑘 ≥ 1, εφόςον 

προςδιορίηονται από το 𝑎1 που είναι μθδζν. 

Για τουσ ςυντελεςτζσ με άρτιο δείκτθ, κζτοντασ ςτθν αναδρομικι ςχζςθ (5.25) όπου 

𝑛 = 2𝑘  ζχουμε:  𝑎2𝑘 = −
𝑎2𝑘−2

2𝑘(2𝑘+2)
= −

𝑎2𝑘−2

22𝑘(𝑘+1)
, 𝑘 ≥ 1 

𝑎2 = −
𝑎𝑜

22 ∙1∙2
 

𝑎4 = −
𝑎2

22 ∙2∙3
  

⋮ 

𝑎2𝑛 = −
𝑎2𝑛−2

22𝑛(𝑛+1)
  

Πολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ παραπάνω ςχζςεισ προςδιορίηουμε τα  

𝑎2𝑛 =
(−1)𝑛𝑎𝑜

22𝑛𝑛 ! 𝑛+1 !
  ,   𝑛 ≥ 1. 
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Επιλζγοντασ 𝑎𝑜 =
1

2
, θ πρϊτθ λφςθ 𝑦1 𝑥  του κεμελιϊδουσ ςυνόλου, ςυμβολίηεται με 

𝐽1 𝑥   και ονομάηεται ςυνάρτηςη Bessel πρώτου είδουσ πρώτησ τάξησ,                                 

𝐽1 𝑥 =
𝑥

2
  1 +  

(−1)𝑛𝑥2𝑛

22𝑛𝑛 ! 𝑛+1 !
  ∞

𝑛=1  =
𝑥

2
  

(−1)𝑛

22𝑛𝑛 ! 𝑛+1 !
 

𝑥

2
 

2𝑛
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ ℝ  (5.26) 

Η ςειρά (5.26) ςυγκλίνει απολφτωσ για κάκε 𝑥, οπότε θ  𝐽1 𝑥  είναι παντοφ αναλυτικι. 

(ii) Για να βροφμε τθ δεφτερθ λφςθ εξετάηουμε τθν περίπτωςθ για 𝑟2 = −1. 

Από τθ ςχζςθ (5.23) ζπεται  

 𝑓 𝑟 + 1 𝑎1 = 0 ⇒ 𝑓 𝑟2 + 1 𝑎1 = 0 ⇒ 𝑓 0 𝑎1 = 0 ⇒ 𝑎1 = 0 

Η ςχζςθ (5.24) για 𝑟2 = −1 γίνεται: 

 𝑟2 + 𝑛 + 1  𝑟2 + 𝑛 − 1 𝑎𝑛 = −𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 

𝑛 𝑛 − 2 𝑎𝑛 = −𝑎𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 (θ αναδρομικι ςχζςθ με βιμα 2).  (5.27) 

Επομζνωσ, όλοι οι ςυντελεςτζσ με περιττό δείκτθ 𝑎2𝑘+1 = 0, 𝑘 ≥ 1, εφόςον 

προςδιορίηονται από το 𝑎1 που είναι μθδζν. 

Στθν αναδρομικι ςχζςθ (5.27) παρατθροφμε ότι για 𝑛 = 2 ζχουμε 0 ∙ 𝑎2 = −𝑎𝜊 . Όμωσ  

𝑎𝜊 ≠ 0, οπότε ςυμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει λφςθ ςτθ μορφι: 𝑦 𝑥 = 𝑥−1  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 . 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ ο προςδιοριςμόσ τθσ δεφτερθσ λφςθσ είναι πολφ πιο πολφπλοκοσ 

και δεν κα δοκεί εδϊ. Μπορεί να δειχκεί ότι θ μορφι τθσ δεφτερθσ λφςθσ είναι: 

𝑦2 𝑥 = 𝛼𝐽1 𝑥 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥−1[1 +  𝑏𝑛
∞
𝑛=1 𝑥𝑛 ]      (5.28) 

Ο προςδιοριςμόσ τθσ ςτακεράσ 𝛼 και των ςυντελεςτϊν 𝑏𝑛  μπορεί να γίνει με απευκείασ 

αντικατάςταςθ τθσ ζκφραςθσ (5.28) ςτθν ΔΕ (5.21). Πραγματοποιϊντασ τθν αντικατάςταςθ 

αυτι βρίςκουμε ότι 𝛼 = −1, 𝑏2𝑛+1 = 0 (εφόςον 𝑎1 = 0) και 𝑏2𝑛 =
 −1 𝑛+1(𝐻𝑛 +𝐻𝑛−1)

22𝑛𝑛 ! 𝑛−1 !
, 𝑛 =

1,2 … 

Επομζνωσ,   

 𝑦2 𝑥 = −𝐽1 𝑥 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥−1  1 −  
 −1 𝑛  𝐻𝑛 +𝐻𝑛−1 

22𝑛𝑛 ! 𝑛−1 !
∞
𝑛=1 𝑥2𝑛  , 𝑥 > 0   όπου 𝐻𝜊 = 0. 

Η δεφτερθ λφςθ τθσ εξίςωςθσ Bessel ςυμβολίηεται με  𝑌1 𝑥  και λαμβάνεται ςυνικωσ ωσ 

ζνασ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των 𝐽1 𝑥  και 𝑦2 𝑥 . Η 𝑌1 𝑥  ορίηεται ωσ 

𝑌1 𝑥 =
2

𝜋
  𝛾 − 𝑙𝑛2 𝐽1 𝑥 − 𝑦2(𝑥) , 𝑥 > 0 

και ονομάηεται ςυνάρτηςη Bessel δευτζρου είδουσ πρώτησ τάξησ. 

Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ (5.21) είναι  

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝐽1 𝑥 + 𝑐2𝑌1 𝑥 , 𝑥 > 0 

Παρατθροφμε ότι,  ενϊ θ 𝐽1 είναι αναλυτικι ςτο 𝑥 = 0, θ 𝑌1 γίνεται μθ φραγμζνθ κακϊσ το 

𝑥 → 0. 

Παρατηρθςεισ: 

(i) Μία από τισ βαςικζσ ιδιότθτεσ των ςυναρτιςεων Bessel είναι: 

𝐽𝑝+1 𝑥 =
2𝜋

𝑥
𝐽𝑝 𝑥 − 𝐽𝑝−1 𝑥  

Ζτςι όλεσ οι ςυναρτιςεισ Bessel τάξθσ 𝑛 ∈ 𝑁 ∪  0  μποροφν να εκφραςτοφν ςυναρτιςει 

των 𝐽𝜊 𝑥  και 𝐽1 𝑥 . 

(ii) Οι ςυναρτιςεισ Bessel πρϊτου είδουσ 𝐽𝑝 𝑥 , είναι φραγμζνεσ ςτο ℝ+, περιελίςςονται 
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άπειρεσ φορζσ γφρω από τον άξονα 𝑥 (άρα ζχουν άπειρεσ ρίηεσ) και μοιάηουν με 

αποςβεννφμενεσ ςυνθμιτονοειδείσ ςυναρτιςεισ. Αςυμπτωτικά, προςεγγίηονται από μία 

ςυνάρτθςθ τθσ μορφισ: 𝛢
1

 𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝑎 , 𝑥 → ∞. 

Οι ςυναρτιςεισ Bessel δευτζρου είδουσ 𝑌𝑝 𝑥 , παρουςιάηουν τθν ίδια κατάςταςθ με τισ 

𝐽𝑝 𝑥 , παντοφ ςτο ℝ+, εκτόσ από τθν περιοχι του μθδενόσ όπου απειρίηονται. 

Αςυμπτωτικά, προςεγγίηονται από μία ςυνάρτθςθ τθσ μορφισ: 𝛣
1

 𝑥
𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑎), 𝑥 → ∞. 

Οι ρίηεσ των 𝐽𝑝 𝑥  και  𝑌𝑝 𝑥  είναι ακανόνιςτα κατανεμθμζνεσ όχι όμωσ εντελϊσ. Εφ’ όςον 

αςυμπτωτικά προςεγγίηονται από ςυνθμίτονο και θμίτονο, θ απόςταςθ μεταξφ διαδοχικϊν 

ριηϊν, τείνει να γίνει ίςθ με 𝜋. 
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