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Άρα η εξίσωση γίνεται 2𝒙 − 𝒚 + 𝟒𝒛 + 𝜟 = 𝟎 .

Οι συντεταγμένες του σημείου επαληθεύουν την εξίσωση, επομένως

2 ∙ 𝟏 − 𝟎 + 𝟒 ∙ 𝟑 + 𝜟 = 𝟎 𝜟 = −𝟏𝟒

Άρα η εξίσωση του επιπέδου είναι 2𝒙 − 𝒚 + 𝟒𝒛 = 𝟏𝟒.

Άσκηση 1

Λύση

Να βρείτε την εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από το σημείο 𝑃 1,0,3 και 
είναι κάθετο στο διάνυσμα  𝜂 = (2,−1,4).

Η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου είναι της μορφής 𝑨𝒙 + 𝑩𝒚 + 𝜞𝒛 + 𝜟 = 𝟎 με 
κάθετο διάνυσμα  𝜂 = (𝛢, 𝛣, 𝛤).
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Από την πρώτη εξίσωση έχουμε 𝒙 = 𝒛. Αντικαθιστούμε στη δεύτερη και παίρνουμε 

𝑥 + 𝑦 + 𝑥 = −1 𝒚 = −𝟏 − 𝟐𝒙

Θέτοντας 𝒙 = 𝒕 , έχουμε 𝒚 = −𝟏 − 𝟐𝒕 και 𝒛 = 𝒕, 𝒕 ∈ 𝑹.

Άσκηση 3

Λύση

Να βρείτε τις εξισώσεις της ευθείας του 𝑅3 που είναι τομή των επιπέδων 𝑥 − 𝑧 = 0 και 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = −1.

Άσκηση 2

Να βρείτε τις εξισώσεις της ευθείας του 𝑅3 που διέρχονται από τα σημεία 1,−2,1 και  
2,1,−3 .

Λύση

 

𝒙 = 𝒙𝟎 + 𝒕 ∙ (𝒙𝟏 − 𝒙𝟎)
𝒚 = 𝒚𝟎 + 𝒕 ∙ (𝒚𝟏 − 𝒚𝟎)
𝒛 = 𝒛𝟎 + 𝒕 ∙ (𝒛𝟏 − 𝒛𝟎)

, 𝒕 ∈ 𝑹.

 

𝑥 = 1 + 𝑡 ∙ (2 − 1)
𝑦 = −2 + 𝑡 ∙ (1 + 2)
𝑧 = 1 + 𝑡 ∙ (−3 − 1)

, 𝑡 ∈ 𝑅, δηλαδή  
𝒙 = 𝟏 + 𝒕

𝒚 = −𝟐 + 𝟑𝒕
𝒛 = 𝟏 − 𝟒𝒕

, 𝒕 ∈ 𝑹
Οι εξισώσεις της ευθείας είναι 
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Άσκηση 4
Να βρείτε την εξίσωση του επιπέδου του 𝑅3 που διέρχεται από τα σημεία 

1,2,−1 , 2,3,1 𝜅𝛼𝜄 3,−1,2 .

Η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου είναι της μορφής 𝑨𝒙 + 𝑩𝒚 + 𝜞𝒛 + 𝜟 = 𝟎.

Λύση

Οι συντεταγμένες των σημείων επαληθεύουν την εξίσωση, επομένως

  
𝑨 + 𝟐𝑩 − 𝜞 = −𝜟
−𝑩 + 𝟑𝜞 = 𝜟
−𝟏𝟔𝜞 = −𝟓𝚫

Η λύση δεν είναι μοναδική. Θέτοντας Δ = 16 βρίσκουμε Γ = 5, Β = −1, Α = 9. 

 
𝑨 ∙ 𝟏 + 𝑩 ∙ 𝟐 − 𝜞 + 𝜟 = 𝟎
𝑨 ∙ 𝟐 + 𝑩 ∙ 𝟑 + 𝜞 + 𝜟 = 𝟎
𝑨 ∙ 𝟑 − 𝑩 + 𝜞 ∙ 𝟐 + 𝜟 = 𝟎

Άρα η ζητούμενη εξίσωση είναι 𝟗𝒙 + 𝒚 − 𝟓𝒛 − 𝟏𝟔 = 𝟎.

  
𝑨 = −𝜟 − 𝟐𝚩 + 𝚪
𝑩 = −𝜟 + 𝟑𝚪
𝜞 = 𝟓𝚫/𝟏𝟔
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Άσκηση 4-β τρόπος

Να βρείτε την εξίσωση του επιπέδου του 𝑅3 που διέρχεται από τα σημεία 
1,2,−1 , 2,3,1 𝜅𝛼𝜄 3,−1,2 .

Λύση

Άρα η ζητούμενη εξίσωση είναι 𝟗𝒙 + 𝒚 − 𝟓𝒛 − 𝟏𝟔 = 𝟎.

𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0
𝑥1 − 𝑥0 𝑦1 − 𝑦0 𝑧1 − 𝑧0
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1

= 0
Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

Αντικαθιστούμε: 

𝑥 − 1 𝑦 − 2 𝑧 + 1
2 − 1 3 − 2 1 + 1
3 − 2 −1 − 3 2 − 1

= 0 
𝑥 − 1 𝑦 − 2 𝑧 + 1
1 1 2
1 −4 1

= 0 
𝑥 − 1 𝑦 − 2 𝑧 + 1
1 1 2
0 −5 1

= 0

Αναπτύσσουμε ως προς την 1η στήλη:
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Άσκηση 5

Να βρείτε την εξίσωση του επιπέδου του 𝑅3 που διέρχεται από τα σημεία 
1,2,0 , 0,1,3 𝜅𝛼𝜄 1,0,1 .

𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0
𝑥1 − 𝑥0 𝑦1 − 𝑦0 𝑧1 − 𝑧0
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1

= 0

Λύση

Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

𝑥 − 1 𝑦 − 2 𝑧 − 0
0 − 1 1 − 2 3 − 0
1 − 1 0 − 2 1 − 0

= 0 𝟓𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛 − 𝟕 = 𝟎
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Άσκηση 6

Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία 1,1,1 , 1,−1,1 ανήκει στο επίπεδο που διέρχεται
από τα σημεία Να βρείτε την εξίσωση του επιπέδου του 𝑅3 που διέρχεται από τα σημεία
1,1,0 , 0,1,1 𝜅𝛼𝜄 1,0,1 ;

Λύση

Άρα η εξίσωση του επιπέδου είναι 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟐 = 𝟎.

𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0
𝑥1 − 𝑥0 𝑦1 − 𝑦0 𝑧1 − 𝑧0
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1

= 0

Η εξίσωση του επιπέδου δίνεται από τον τύπο: 

Η ευθεία δεν ανήκει στο επίπεδο αφού τα σημεία που την ορίζουν δεν ανήκουν 
στο επίπεδο (δεν επαληθεύουν την εξίσωση). 
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Άσκηση 7

Δίνεται το σημείο 𝑃(0,1,2) και η ευθεία (𝜀) με εξισώσεις:

Λύση

 
𝑥 = 1 + 𝑡
𝑦 = 2𝑡
𝑧 = 1 − 𝑡

, 𝑡 ∈ 𝑅

Να βρείτε τις εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται από το

σημείο 𝑃 και (1ο) είναι παράλληλη στην (𝜀), (2ο) είναι κάθετη στην (𝜀).

 
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 1 + 2𝑡
𝑧 = 2 − 𝑡

, 𝑡 ∈ 𝑅

(i) Η ευθεία (𝜀) είναι παράλληλη στο διάνυσμα 𝑢 = 1,2,−1 , οι συντεταγμένες του είναι οι
συντελεστές του 𝑡 στις εξισώσεις της. Επομένως οι εξισώσεις της παράλληλης ευθείας στην
(𝜀) που διέρχεται από το σημείο 𝑃 είναι

𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0,1,2 + 𝑡 ∙ (1,2,−1) ή

(ii) Αν 𝑄 = (1 + 𝑡0, 2𝑡0, 1 − 𝑡0) είναι το σημείο της αρχικής ευθείας (𝜀) για το οποίο 𝑃𝑄 ⊥ 𝑢 ,
𝑢 = 1,2,−1 , τότε 𝑡 = 0 και συνεπώς η ζητούμενη ευθεία, που διέρχεται από το 𝑃 και είναι
παράλληλη στο 𝑃𝑄 = (1,2,−1) διάνυσμα έχει εξισώσεις

 

𝑥 = 0 + 𝟏 ∙ 𝑡
𝑦 = 1 + (−𝟏) ∙ 𝑡
𝑧 = 2 + (−𝟏) ∙ 𝑡

, 𝑡 ∈ 𝑅

𝑷𝑸,𝒖 = 𝟎 (𝟏 + 𝒕𝟎 − 𝟎, 𝟐𝒕𝟎 − 𝟏, 𝟏 − 𝒕𝟎 − 𝟐), (𝟏, 𝟐, −𝟏) = 𝟎 𝟏 + 𝒕𝟎 + 𝟐 ∙ 𝟐𝒕𝟎 − 𝟏 + 𝟏 + 𝒕𝟎 𝒕𝟎 = 𝟎
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Άσκηση 8

Παραμετρικές εξισώσεις ευθείας

Η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου
είναι της μορφής 𝑨𝒙 + 𝑩𝒚 + 𝜞𝒛 + 𝜟 = 𝟎
με κάθετο διάνυσμα  𝜂 = (𝛢, 𝛣, 𝛤).

Αφού 𝑃0 ∈ 𝜋 , 𝜏ό𝜏𝜀 − 2 ∙
1

2
− 2 −

1

2
+ 𝛥 = 0 Δ = 0. Άρα 𝛑 : 𝒙 + 𝒛 = 𝟎.

−2𝒙 + 𝟎𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝜟 = 𝟎.

Λύση

Οι συντεταγμένες του είναι οι συντελεστές του t
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Υπενθύμιση

• 𝜶, 𝒃 = 𝟎 𝜶 ⊥ 𝒃

• Δύο διανύσματα  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅3 είναι συγγραμμικά, αν και μόνο 

αν το εξωτερικό τους γινόμενο είναι μηδέν, δηλ. 𝒂 × 𝒃 = 𝟎. 

• Τρία διανύσματα στο 𝑅3 είναι συνεπίπεδα αν και 
μόνο αν το μικτό τους γινόμενο είναι ίσο με 

μηδέν, δηλ. 𝒂 × 𝒃, 𝒄 = 𝒂, 𝒃, 𝒄 = 𝟎 .

𝒂 × 𝒃, 𝒄 = 𝒂, 𝒃 × 𝒄 =

𝒂𝟏 𝒂𝟐 𝒂𝟑
𝒃𝟏 𝒃𝟐 𝒃𝟑
𝒄𝟏 𝒄𝟐 𝒄𝟑

𝒂 × 𝒃 =
 𝒊  𝒋 𝒌
𝒂𝟏 𝒂𝟐 𝒂𝟑
𝒃𝟏 𝒃𝟐 𝒃𝟑
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Άσκηση 9

Δικαιολογείστε ότι το επίπεδο που 
καθορίζεται από τρία σημεία του χώρου 
𝛭1 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 , 𝛭2 𝑥2, 𝑦2, 𝑧2 , 𝛭3(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3)
ικανοποιεί την διπλανή εξίσωση.

Λύση

Στο επόμενο σχήμα απεικονίζονται τα τρία 
σημεία κι ένα τυχαίο σημείο 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) του 
επιπέδου. Τα 𝛭1, 𝛭2, 𝛭3, 𝑀 έχουν 
αντίστοιχα διανύσματα θέσης  𝑟, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3.

Έτσι το σύνολο 𝑟 − 𝑟1, 𝑟2 − 𝑟1, 𝑟3 − 𝑟1 είναι γραμμικά εξαρτημένο άρα η αντίστοιχη
ορίζουσα θα πρέπει να είναι ίση με μηδέν. (βλ. παράγραφο 10)

Τα διανύσματα

𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1
𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 𝑧3 − 𝑧1

= 0

𝑟 − 𝑟1 = 𝑥 − 𝑥1, 𝑦 − 𝑦1, 𝑧 − 𝑧1
𝑟2 − 𝑟1 = 𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1
𝑟3 − 𝑟1 = 𝑥3 − 𝑥1, 𝑦3 − 𝑦1, 𝑧3 − 𝑧1
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Άσκηση 10 

Λύση

Βρείτε το σημείο τομής των επιπέδων

Αρκεί να λύσουμε το σύστημα:  

𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎
𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎
𝟑𝒙 + 𝒚 + 𝟒𝒛 = 𝟎

𝑬𝟏: 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎
𝑬𝟐: 𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎
𝑬𝟑: 𝟑𝒙 + 𝒚 + 𝟒𝒛 = 𝟎

Με απαλοιφή Gauss βρίσκουμε ότι το σύστημα έχει λύση την 𝒙 = 𝟏𝟎, 𝒚 = −𝟐, 𝒛 = −𝟕.

Δηλαδή το σημείο τομής των τριών επιπέδων είναι το (𝟏𝟎,−𝟐,−𝟕).
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Άσκηση 11 

Λύση

Βρείτε το σημείο τομής των επιπέδων

Αρκεί να λύσουμε το σύστημα:
 

𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎
𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎
𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 + 𝟐𝒛 = 𝟎

Με απαλοιφή Gauss βρίσκουμε ότι το σύστημα

έχει άπειρες λύσεις της μορφής:

𝒙 = 𝟑 − 𝒕, 𝒚 = −𝟐, 𝒛 = −𝒕, 𝒕 ∈ 𝑹.

Η γεωμετρική ερμηνεία είναι ότι τρία
επίπεδα διέρχονται από μία ευθεία!

𝑬𝟏: 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎
𝑬𝟐: 𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎
𝑬𝟑: 𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 + 𝟐𝒛 = 𝟎
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Άσκηση 12 

Λύση

𝑬𝟏: 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎
𝑬𝟐: 𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎
𝑬𝟑: 𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝟑 = 𝟎Βρείτε το σημείο τομής των επιπέδων

Αρκεί να λύσουμε το σύστημα: 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎
𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎

𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝟑 = 𝟎

Εύκολα βρίσκουμε ότι το σύστημα δεν έχει λύση.

Η γεωμετρική ερμηνεία είναι ότι τα τρία επίπεδα δεν
τέμνονται.
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Άσκηση 13 

Λύση

Δικαιολογείστε ότι το επίπεδο που καθορίζεται από 
δυο σημεία του χώρου 𝛭1 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 , 𝛭2 𝑥2, 𝑦2, 𝑧2
και είναι παράλληλο προς το διάνυσμα  𝑝 = (𝑎, 𝑏, 𝑐)
ικανοποιεί την διπλανή εξίσωση.

Ονομάζουμε 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) τυχαίο σημείο του
επιπέδου. Σχηματίζουμε τα διανύσματα

𝑟1 = 𝑀1𝑀 = 𝑥 − 𝑥1, 𝑦 − 𝑦1, 𝑧 − 𝑧1 ,

𝑟2 = 𝑀1𝑀2 = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1)

τα οποία είναι συνεπίπεδα με το  𝑝 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) .

Έτσι το σύνολο είναι γραμμικά εξαρτημένο άρα η
αντίστοιχη ορίζουσα θα πρέπει να είναι ίση με
μηδέν. (βλ. παράγραφο 10)

𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1

𝑎 𝑏 𝑐
= 0
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