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• Δίνονται δύο διανύσματα του χώρου  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅3:  𝑎 = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 , 𝑏 = 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 ως 

προς την ορθοκανονική βάση  𝑖,  𝑗, 𝑘 .

• Εξωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων 𝒂, 𝒃 είναι το διάνυσμα 𝒂 × 𝒃 το οποίο ορίζεται 
ως εξής:

• Αν τα  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅3 είναι μη συγγραμμικά

• i) Το μέτρο του είναι  𝑎 × 𝑏 =  𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝜂𝜇
 
 𝑎, 𝑏

• ii) Η διεύθυνσή του είναι κάθετη και στα δύο δανύσματα  𝑎, 𝑏 δηλαδή  𝑎 × 𝑏 ⊥  𝑎 και 

 𝑎 × 𝑏 ⊥ 𝑏

• iii) Η φορά του καθορίζεται από τον κανόνα του δεξιού χεριού.

• Αν τα  𝑎, 𝑏 είναι μη μηδενικά και συγγραμμικά ή αν ένα από αυτά είναι μηδέν ορίζουμε 
ως  𝑎 × 𝑏 = 0 .
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Εξωτερικό γινόμενο - ορισμός



• Το μέτρο του εξωτερικού γινομένου είναι ίσο με το εμβαδό του παραλληλογράμμου
που έχει ως διαδοχικές πλευρές τις 𝑂𝐴 =  𝑎 και 𝑂Β = 𝑏 .
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𝒂

𝒃

 
 𝑎,  𝑏

𝒉 𝑺

 𝑎 × 𝑏 =  𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝜂𝜇
 
 𝑎, 𝑏 =  𝑎 ∙ ℎ = 𝑆

𝒉

Μέτρο του εξωτερικού γινομένου-
Γεωμετρική Ερμηνεία



• Για τα διανύσματα  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅3:  𝑎 = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 , 𝑏 = 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 , ως προς την ορθοκανονική

βάση  𝑖,  𝑗, 𝑘 , δηλαδή  𝛼 = 𝑎1 ∙  𝑖 + 𝑎2 ∙  𝑗 + 𝑎3 ∙ 𝑘 και 𝑏 = 𝑏1 ∙  𝑖 + 𝑏2 ∙  𝑗 + 𝑏3 ∙ 𝑘
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• Ορίζουμε ως εξωτερικό γινόμενο των   𝑎, 𝑏 (συμβολικά  𝑎 × 𝑏) το διάνυσμα 

• 𝒂 × 𝒃 =
𝒂𝟐 𝒂𝟑
𝒃𝟐 𝒃𝟑

, −
𝒂𝟏 𝒂𝟑
𝒃𝟏 𝒃𝟑

,
𝒂𝟏 𝒂𝟐
𝒃𝟏 𝒃𝟐

=
𝑎2 𝑎3
𝑏2 𝑏3
 𝑖 −
𝑎1 𝑎3
𝑏1 𝑏3
 𝑗 +
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2
𝑘 =

• = 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 ∙  𝑖 − 𝑎1𝑏3 − 𝑎3𝑏1 ∙  𝑗 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 ∙ 𝑘 =
 𝑖  𝑗 𝑘
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

• Μπορούμε λοιπόν να θεωρήσουμε ότι η έκφραση αυτή προκύπτει από το ανάπτυγμα ως 
προς τα στοιχεία της πρώτης γραμμής της συμβολικής «ορίζουσας»:

𝒂 × 𝒃 =
 𝒊  𝒋 𝒌
𝒂𝟏 𝒂𝟐 𝒂𝟑
𝒃𝟏 𝒃𝟐 𝒃𝟑

Αυτή η έκφραση είναι ως προς μία δεξιόστροφη ορθοκανονική βάση  𝑖,  𝑗, 𝑘 .

Εξωτερικό γινόμενο - υπολογισμός
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Δίνονται δύο διανύσματα του χώρου  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅3:  𝑎 = 2,−3,5 , 𝑏 = −1,2,−3

ως προς την ορθοκανονική βάση  𝑖,  𝑗, 𝑘 , δηλαδή
 𝑎 = 2 𝑖 − 3 𝑗 + 5𝑘 και 

𝑏 = − 𝑖 + 2 𝑗 − 3𝑘
Τότε:

 𝑎 × 𝑏 =
 𝑖  𝑗 𝑘
2 −3 5
−1 2 −3

=
−3 5
2 −3

∙  𝑖 −
2 5
−1 −3

∙  𝑗 +
2 −3
−1 2

∙ 𝑘 = − 𝑖 +  𝑗 + 𝑘.

Εξωτερικό γινόμενο - παράδειγμα
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Για  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅3και 𝜆 ∈ 𝑅:

1)  𝑎 × 𝑏 = −𝑏 ×  𝑎

2) 𝜆 ∙  𝑎 × 𝑏 = 𝜆 ∙  𝑎 × 𝑏 =  𝑎 × 𝜆 ∙ 𝑏

3)  𝑎 × 𝑏 +  𝑐 =  𝑎 × 𝑏 +  𝑎 ×  𝑐

4) Το εξωτερικό γινόμενο δεν είναι προσεταιριστικό: (  𝑎 × 𝑏) ×  𝑐 ≠  𝑎 × (𝑏 ×  𝑐)

Δύο διανύσματα  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅3 είναι συγγραμμικά, αν και μόνο αν το 

εξωτερικό τους γινόμενο είναι μηδέν, δηλ. 𝒂 × 𝒃 = 𝟎. 

Εξωτερικό γινόμενο – ορισμένες ιδιότητες

Πρόταση



• Για κάθε  𝑎, 𝑏,  𝑐 ∈ 𝑅3:  𝑎 = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 , 𝑏 = 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 ,  𝑐 = 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ορίζουμε 

μικτό γινόμενο (συμβολικά  𝑎, 𝑏,  𝑐 ή  𝑎 𝑏  𝑐 ) :

 𝑎 × 𝑏,  𝑐 =  𝑎, 𝑏 ×  𝑐 =

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑐1 𝑐2 𝑐3

∈ 𝑅
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• Τρία διανύσματα στο 𝑅3 είναι συνεπίπεδα αν και μόνο αν το μικτό τους γινόμενο 

είναι ίσο με μηδέν, δηλ. 𝒂 × 𝒃, 𝒄 = 𝟎 .

Πράγματι:

Αν  𝑎, 𝑏,  𝑐 ∈ 𝑅3 είναι συνεπίπεδα τότε το  𝑎 × 𝑏 θα είναι κάθετο και στο  𝑐, άρα   𝑎 × 𝑏 ⊥  𝑐 , 

επομένως το εσωτερικό τους γινόμενο ίσο με μηδέν, δηλ.    𝑎 × 𝑏,  𝑐 =  𝑎, 𝑏,  𝑐 = 0 .

Και αντίστροφα: 

Αν  𝑎, 𝑏,  𝑐 =  𝑎 × 𝑏,  𝑐 = 0 συμπεραίνουμε ότι  𝑎 × 𝑏 ⊥  𝑐 . Επίσης από ορισμό εξωτερικού γινομένου 

έχουμε:  𝑎 × 𝑏 ⊥  𝑎 και  𝑎 × 𝑏 ⊥ 𝑏. Άρα Αν  𝑎, 𝑏,  𝑐 είναι συνεπίπεδα.

Μικτό γινόμενο - ορισμός

Πρόταση



Ύψος:  𝑎 ∙ cos
 
 𝑎, 𝑏 ×  𝑐
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• Το μέτρο  𝑎 , 𝑏,  𝑐 του μικτού γινομένου είναι ίσο με τον όγκο του παραλληλεπιπέδου

που έχει ως ακμές τα  𝑎 , 𝑏,  𝑐.

Μέτρο του μικτού γινομένου-
Γεωμετρική Ερμηνεία

Εμβαδό βάσης: 𝑏 ×  𝑐 = 𝑏 ∙  𝑐 ∙ sin
 
𝑏,  𝑐 

𝒂,𝒃 × 𝒄

 
𝒃, 𝒄



• [a b c]=[c a b]=[b c a]=-[b a c]=-[c b a]=-[a c b]
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