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Άσκηση 1

Δίνεται τετραγωνικός πίνακας 𝑨 τέτοιος ώστε: 𝑨 =
𝟑 −𝟏𝟐 𝟒

−𝟏 𝟎 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟏

.

I. Να βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του 𝑨 και τις ιδιοτιμές του.

II. Με τη βοήθεια των αποτελεσμάτων που βρήκατε στο (i), μπορείτε να αποφασίσετε 

αν ο 𝑨 διαγωνοποιείται και αν αντιστρέφεται; (να δικαιολογήσετε την απάντησή σας)

III. Αν ο 𝑨 διαγωνοποιείται, να βρείτε μια διαγωνοποίησή του, δηλαδή, να βρείτε έναν 

αντιστρέψιμο πίνακα 𝑷 που διαγωνοποιεί τον 𝑨 και έναν διαγώνιο  πίνακα 𝑫 όμοιο 

με τον Α. 

IV. Αν αντιστρέφεται, να υπολογίσετε τις ιδιοτιμές του 𝑨−𝟏 , χωρίς να βρείτε τον 

αντίστροφο πίνακα του 𝑨. 
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(i) Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του 𝑨 είναι:

• 𝒙𝑨 𝝀 = 𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝝀𝑰𝟑 =
𝟑 − 𝝀 −𝟏𝟐 𝟒
−𝟏 −𝝀 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟏 − 𝝀

=

• = 𝟑 − 𝝀
−𝝀 −𝟐
𝟓 −𝟏 − 𝝀

− −𝟏𝟐
−𝟏 −𝟐
−𝟏 −𝟏 − 𝝀

+ 𝟒
−𝟏 −𝝀
−𝟏 𝟓

=

• = 𝟑 − 𝝀 𝝀𝟐 + 𝝀 + 𝟏𝟎 + 𝟏𝟐 𝝀 − 𝟏 + 𝟒 −𝟓 − 𝝀 = −𝝀𝟑 + 𝟐𝝀𝟐 + 𝝀 − 𝟐.

Kallia Pavlopoulou 2020-21 3

Άσκηση 1-λύση 

Άρα το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι το 𝒙𝑨 𝝀 = −𝝀𝟑 + 𝟐𝝀𝟐 + 𝝀 − 𝟐.

𝑨 =
𝟑 −𝟏𝟐 𝟒

−𝟏 𝟎 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟏

χαρακτηριστικό πολυώνυμο και ιδιοτιμές

Οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου 𝒙𝑨 𝝀 είναι όλες οι ιδιοτιμές του 𝑨, 
δηλαδή

𝒙𝑨 𝝀 = − 𝝀 − 𝟐 𝝀 − 𝟏 𝝀 + 𝟏 = 𝟎 𝝀𝟏 = 𝟐, 𝝀𝟐 = 𝟏, 𝝀𝟑 = −𝟏. ιδιοτιμές
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(ii) Ο πίνακας 𝑨 διαγωνοποιείται διότι έχει τρεις διαφορετικές ιδιοτιμές, άρα έχει 

τρία γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα.

Άσκηση 1-λύση (συνέχεια) 

• Ο πίνακας 𝑨 αντιστρέφεται διότι έχει μη μηδενική ορίζουσα, αφού:

• 𝒅𝒆𝒕 𝑨 = 𝒙𝑨 𝟎 = −𝟐 ≠ 𝟎 ή αλλιώς 𝒅𝒆𝒕 𝑨 = 𝝀𝟏 ∙ 𝝀𝟐 ∙ 𝝀𝟑 = 𝟐 ∙ 𝟏 ∙ −𝟏 = −𝟐.

𝑨 =
𝟑 −𝟏𝟐 𝟒

−𝟏 𝟎 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟏

διαγωνοποιείται; αντιστρέφεται;



(iii) Για να βρούμε τον πίνακα 𝑷 ο οποίος διαγωνοποιεί τον πίνακα 𝑨 , αρκεί να βρούμε 
τα ιδιοδιανύσματά του.

• A) Για  𝝀𝟏 = 𝟐

𝑨 − 𝟐 ∙ 𝑰𝟑 ∙ 𝒙 = 𝟎 
𝟏 −𝟏𝟐 𝟒

−𝟏 −𝟐 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟑

∙
𝒙
𝒚
𝒛

=
𝟎
𝟎
𝟎

•
𝟏 −𝟏𝟐 𝟒

−𝟏 −𝟐 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟑

 … 

𝟏 𝟎
𝟏𝟔

𝟕

𝟎 𝟏 −
𝟏

𝟕

𝟎 𝟎 𝟎
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Άσκηση 1-λύση (συνέχεια) 

Άρα, 𝒖𝝀𝟏
=

𝒙
𝒚
𝒛

= 𝒛
−𝟏𝟔/𝟕

𝟏/𝟕
𝟏

, 𝒛 ∈ 𝑹

𝑨 =
𝟑 −𝟏𝟐 𝟒

−𝟏 𝟎 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟏

ιδιοδιανύσματα



𝑨 − 𝟏 ∙ 𝑰𝟑 ∙ 𝒙 = 𝟎 
𝟐 −𝟏𝟐 𝟒

−𝟏 −𝟏 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟐

∙
𝒙
𝒚
𝒛

=
𝟎
𝟎
𝟎

Kallia Pavlopoulou 2020-21
6

Άσκηση 1-λύση (συνέχεια) 

• Άρα, 𝒖𝝀𝟐
=

𝒙

𝒚

𝒛
=

−𝟐𝒛

𝟎

𝒛

= 𝒛

−𝟐

𝟎

𝟏

, 𝒛 ∈ 𝑹

Γ) Για  𝝀𝟑 = −𝟏

• Άρα, 𝒖𝝀𝟑
=

𝒙

𝒚

𝒛
= 𝒛

−𝟓/𝟐

𝟏/𝟐

𝟏

, 𝒛 ∈ 𝑹.

𝑨 =
𝟑 −𝟏𝟐 𝟒

−𝟏 𝟎 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟏

ιδιοδιανύσματα

𝟐 −𝟏𝟐 𝟒
−𝟏 −𝟏 −𝟐
−𝟏 𝟓 −𝟐

 … 
𝟏 𝟎 𝟐
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

.

Β) 𝝀𝟐 = 𝟏

𝟒 −𝟏𝟐 𝟒
−𝟏 𝟏 −𝟐
−𝟏 𝟓 𝟎

 … 

𝟏 𝟎
𝟓

𝟐

𝟎 𝟏
𝟏

𝟐

𝟎 𝟎 𝟎

. 

𝑨 − (−𝟏) ∙ 𝑰𝟑 ∙ 𝒙 = 𝟎 
𝟒 −𝟏𝟐 𝟒

−𝟏 𝟏 −𝟐
−𝟏 𝟓 𝟎

∙
𝒙
𝒚
𝒛

=
𝟎
𝟎
𝟎

• Επομένως:

𝑷 =
−𝟏𝟔 −𝟐 −𝟓

𝟏 𝟎 𝟏
𝟕 𝟏 𝟐

𝜿𝜶𝜾 𝑫 =
𝟐 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 −𝟏

.



Στη συνέχεια υπολογίζουμε τον αντίστροφο του 𝑷.

•   
−𝟏𝟔 −𝟐 −𝟓

𝟏 𝟎 𝟏
𝟕 𝟏 𝟐

 
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

   
𝟏 𝟎 𝟏

−𝟏𝟔 −𝟐 −𝟓
𝟕 𝟏 𝟐

 
𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

   
𝟏 𝟎 𝟏
𝟎 −𝟐 𝟏𝟏
𝟎 𝟏 −𝟓

 
𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 𝟏𝟔 𝟎
𝟎 −𝟕 𝟏

 

•

•   
𝟏 𝟎 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟓
𝟎 −𝟐 𝟏𝟏

 
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 −𝟕 𝟏
𝟏 𝟏𝟔 𝟎

   
𝟏 𝟎 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟓
𝟎 𝟎 𝟏

 
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 −𝟕 𝟏
𝟏 𝟐 𝟐

   
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

 
−𝟏 −𝟏 −𝟐
𝟓 𝟑 𝟏𝟏
𝟏 𝟐 𝟐

.
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Άσκηση 1-λύση (συνέχεια) 

Άρα 𝑷−𝟏 =
−𝟏 −𝟏 −𝟐
𝟓 𝟑 𝟏𝟏
𝟏 𝟐 𝟐

και μία διαγωνοποίηση του 𝜜 είναι η εξής: 𝜜 = 𝑷 ∙ 𝑫 ∙ 𝑷−𝟏 .

(iv) Αφού ο πίνακας 𝜜 είναι αντιστρέψιμος, αν 𝝀 μια ιδιοτιμή του 𝜜, τότε 
𝟏

𝝀
ιδιοτιμή του 𝑨−𝟏. 

Άρα, οι τρεις ιδιοτιμές του 𝑨−𝟏 είναι οι εξής: 𝝀𝟏 =
𝟏

𝟐
, 𝝀𝟐 = 𝟏, 𝝀𝟑 = −𝟏.



Άσκηση 2

Δίνεται ο πίνακας 𝑨 ∈ 𝜧𝟑×𝟑 , τέτοιος ώστε: 𝑨 =
𝟐 𝟏 𝟏
𝟎 −𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟑

. 

α) Να βρείτε έναν αντιστρέψιμο πίνακα 𝑷 τέτοιον ώστε 𝑷−𝟏 ∙ 𝑨 ∙ 𝑷 =
−𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐

.

β) Να βρείτε τον πίνακα 𝑷−𝟏 ∙ 𝑨−𝟏 ∙ 𝑷 για τον πίνακα 𝑷 που βρήκατε στο 

προηγούμενο  ερώτημα (α).

γ) Να βρείτε έναν αντιστρέψιμο πίνακα 𝑸 τέτοιον ώστε 𝑸−𝟏 ∙ 𝑨𝟑 ∙ 𝑸 =
𝟖 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐𝟕

.
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α) Ιδιοτιμές : 2, -1, 3 (στοιχεία της κυρίας διαγωνίου ενός άνω τριγωνικού πίνακα)

𝑫 =
−𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐

.

Kallia Pavlopoulou 2020-21 9

Άσκηση 2α-λύση

• Άρα: 𝑷−𝟏 ∙ 𝑨 ∙ 𝑷 = 𝑫  𝑷 ∙ 𝑷−𝟏 ∙ 𝑨 ∙ 𝑷 ∙ 𝑷−𝟏 = 𝑷 ∙ 𝑫 ∙ 𝑷−𝟏  𝑨 = 𝑷 ∙ 𝑫 ∙ 𝑷−𝟏

• Υπολογίζουμε τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στις 3 διαφορετικές 
ιδιοτιμές και δημιουργούμε τον πίνακα 𝑷 : 

𝐏 =
−𝟏/𝟑 𝟑/𝟐 𝟏

𝟏 𝟏/𝟐 𝟎
𝟎 𝟏 𝟐

𝑨 =
𝟐 𝟏 𝟏
𝟎 −𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟑
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Άσκηση 2β-λύση

Άρα,

𝑷−𝟏 ∙ 𝑨−𝟏 ∙ 𝑷 = 𝑫−𝟏 =
−𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟑 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐

−𝟏

=
−𝟏 −𝟏 𝟎 𝟎

𝟎 𝟑−𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐−𝟏

=

−𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏/𝟑 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏/𝟐

𝑷−𝟏 ∙ 𝑨 ∙ 𝑷 = 𝑫  𝑷−𝟏 ∙ 𝑨 ∙ 𝑷
−𝟏

= 𝑫−𝟏  𝑷−𝟏 ∙ 𝑨−𝟏 ∙ 𝑷 = 𝑫−𝟏β) 

Να βρείτε τον πίνακα 𝑷−𝟏 ∙ 𝑨−𝟏 ∙ 𝑷 για τον πίνακα 𝑷 του ερωτήματος (α).



Kallia Pavlopoulou 2020-21 11

Άσκηση 2γ-λύση

𝑸−𝟏 ∙ 𝑨𝟑 ∙ 𝑸 =
𝟖 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐𝟕

=

• Επομένως ο πίνακας 𝑸 αποτελείται από τα ιδιοδιανύσματα του 𝑨 τοποθετημένα σε άλλη 
σειρά. Η σειρά αυτή υποδεικνύεται από τον πίνακα 𝑫𝟏.

Να βρείτε έναν αντιστρέψιμο πίνακα 𝑸 τέτοιον ώστε 𝑸−𝟏 ∙ 𝑨𝟑 ∙ 𝑸 =
𝟖 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐𝟕

γ) Ο πίνακας 𝑸−𝟏 ∙ 𝑨𝟑 ∙ 𝑸 μπορεί να γραφεί ως εξής:

=
𝟐 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟑

𝟑

= (𝑫𝟏)𝟑
𝟐 𝟑 𝟎 𝟎

𝟎 −𝟏 𝟑 𝟎

𝟎 𝟎 𝟑𝟑

𝐐 =
𝟏 −𝟏/𝟑 𝟑/𝟐
𝟎 𝟏 𝟏/𝟐
𝟐 𝟎 𝟏

.


