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𝟐𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙𝟑 + 𝟏𝟏𝒙𝟒 = −𝟐𝟎
𝟐𝒙𝟏 + 𝟖𝒙𝟐 + 𝟐𝟔𝒙𝟑 = 𝟏𝟐

𝒙𝟏 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟒 = −𝟏

Άσκηση 1: μη ομογενές σύστημα  𝟑 × 𝟒
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Επαυξημένος 
Πίνακας

Γραμμοϊσοδύναμος
ανηγμένος κλιμακωτός

  𝑨𝑹  𝒃𝑹 =
𝟏 𝟎 −𝟏𝟔 𝟎 𝟐
𝟎 𝟏 𝟔 𝟎 𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟏 −𝟐

𝑟𝑎𝑛𝑘  𝑨  𝒃 = 3

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 3

Αφού 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐴  𝑏
το σύστημα είναι συμβιβαστό! 

Ας δούμε τώρα τη μορφή των λύσεων.

  𝑨  𝒃 =
𝟎 𝟐 𝟏𝟐 𝟏𝟏 −𝟐𝟎
𝟐 𝟖 𝟐𝟔 𝟎 𝟏𝟐
𝟏 𝟑 𝟐 𝟑 −𝟏

𝑟𝑎𝑛𝑘



Άσκηση 1: (μη ομογενές σύστημα  𝟑 × 𝟒) - Μορφή των λύσεων
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Γραμμοϊσοδύναμος ανηγμένος κλιμακωτός

𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒙𝟒

3 pivots:
βασικοί άγνωστοι
(𝑥1, 𝒙𝟐, 𝒙𝟒 )

𝜈 − 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐴 = 4 − 3 = 1, μία ελεύθερη 
μεταβλητή, η οποία είναι η 𝒙𝟑.

𝒙𝟏 = 𝟐 + 𝟏𝟔𝒙𝟑

𝒙𝟐 = 𝟏 − 𝟔𝒙𝟑

𝒙𝟒 = −𝟐

  𝑨𝑹  𝒃𝑹 =
𝟏 𝟎 −𝟏𝟔 𝟎 𝟐

𝟎 𝟏 𝟔 𝟎 𝟏

𝟎 𝟎 𝟎 𝟏 −𝟐



Άσκηση 1: (μη ομογενές σύστημα  𝟑 × 𝟒) - Σύνολο λύσεων
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Λύσεις του συστήματος αποτελούν όλα τα διανύσματα που μπορούν να γραφτούν 
στη μορφή: 𝒙𝟏

𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟐 + 𝟏𝟔𝒙𝟑
𝟏 − 𝟔𝒙𝟑

𝒙𝟑
−𝟐

=

𝟐
𝟏
𝟎
−𝟐

+

𝟏𝟔𝒙𝟑
−𝟔𝒙𝟑
𝒙𝟑
𝟎

=

𝟐
𝟏
𝟎
−𝟐

+ 𝒙𝟑 ∙

𝟏𝟔
−𝟔
𝟏
𝟎

, 𝒙𝟑 ∈ 𝑹

Σύνολο λύσεων του συστήματος:

𝑺 =

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

∈ 𝑹𝟒
:

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟐
𝟏
𝟎
−𝟐

+ 𝝀 ∙

𝟏𝟔
−𝟔
𝟏
𝟎

, 𝝀 ∈ 𝑹



𝒙𝟏 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝟑 = −𝟓
𝟒𝒙𝟏 + 𝟗𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 = −𝟐
−𝟔𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 = 𝟐𝟒
𝟓𝒙𝟏 + 𝟗𝒙𝟐 = 𝟓

Άσκηση 2: μη ομογενές σύστημα  𝟒 × 𝟑
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Επαυξημένος 
Πίνακας

Γραμμοϊσοδύναμος
ανηγμένος κλιμακωτός

  𝑨𝑹  𝒃𝑹 =

𝟏 𝟎 𝟎 𝟑𝟏/𝟒

𝟎 𝟏 𝟎 −𝟏𝟓/𝟒

𝟎

𝟎

𝟎

𝟎

𝟏

𝟎

𝟑/𝟒

𝟎

𝑟𝑎𝑛𝑘  𝑨  𝒃 = 3

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 3

Αφού 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐴  𝑏 το 
σύστημα είναι συμβιβαστό! 

Ας δούμε τώρα τη μορφή των λύσεων.

  𝑨  𝒃 =

𝟏 𝟑 −𝟐 −𝟓
𝟒 𝟗 𝟏 −𝟐
𝟎
𝟓

−𝟔
𝟗

𝟐
𝟎

𝟐𝟒
𝟓

𝑟𝑎𝑛𝑘
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Γραμμοισοδύναμος ανηγμένος κλιμακωτός

Άρα το σύστημα έχει μία και μοναδική λύση στο 𝑅3, την:

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑

=

𝟑𝟏/𝟒
−𝟏𝟓/𝟒
𝟑/𝟒

𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑

3 pivots: 3 βασικοί άγνωστοι
(οι 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑)

𝒙𝟏 = 𝟑𝟏/𝟒

𝒙𝟐 = −𝟏𝟓/𝟒

𝒙𝟑 = 𝟑/𝟒
  𝑨𝑹  𝒃𝑹 =

𝟏 𝟎 𝟎 𝟑𝟏/𝟒

𝟎 𝟏 𝟎 −𝟏𝟓/𝟒
𝟎
𝟎

𝟎
𝟎

𝟏
𝟎

𝟑/𝟒
𝟎 𝟎 = 𝟎

Σύνολο λύσεων του συστήματος: 𝑺 =

𝟑𝟏/𝟒
−𝟏𝟓/𝟒
𝟑/𝟒



 

𝒙𝟏 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 − 𝒙𝟒 + 𝒙𝟓 = 𝟏𝟎
𝟐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟒 − 𝒙𝟓 = −𝟏
𝒙𝟏 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟒𝒙𝟑 − 𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟓 = 𝟏

Άσκηση 3: μη ομογενές σύστημα  𝟑 × 𝟓
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  𝑨  𝒃 =
𝟏 −𝟏 𝟏 −𝟏 𝟏 𝟏𝟎

𝟐 𝟏 −𝟏 −𝟐 −𝟏 −𝟏

𝟏 −𝟒 𝟒 −𝟏 𝟒 𝟏Επαυξημένος 
Πίνακας

Γραμμοϊσοδύναμος
ανηγμένος κλιμακωτός

𝑟𝑎𝑛𝑘

Αφού 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐴  𝑏 το 
σύστημα είναι ασυμβίβαστο! 

Το σύνολο λύσεων του συστήματος είναι το S = ∅

  𝑨𝑹  𝒃𝑹 =
𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 −𝟏 𝟎 −𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟏

𝑟𝑎𝑛𝑘  𝑨  𝒃 = 3
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 2



𝒙𝟏 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟒𝒙𝟓 = 𝟎
−𝒙𝟏 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟓 = 𝟎
−𝟐𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝟑 + 𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟓 = 𝟎
𝟑𝒙𝟏 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟒𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟒 + 𝟐𝒙𝟓 = 𝟎

Άσκηση 4: ομογενές σύστημα  𝟒 × 𝟓
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  𝑨  𝒃 =

𝟏 −𝟐 𝟎 𝟎 𝟒 𝟎
−𝟏 𝟐 𝟏 𝟎 −𝟓 𝟎
−𝟐
𝟑

𝟒
−𝟔

−𝟑
𝟒

𝟏
−𝟐

−𝟐 𝟎
𝟐 𝟎Επαυξημένος 

Πίνακας

Γραμμοϊσοδύναμος
ανηγμένος κλιμακωτός

𝑟𝑎𝑛𝑘  𝑨  𝒃 = 3
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 3

𝑟𝑎𝑛𝑘

Αφού 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐴  𝑏 το 
σύστημα είναι συμβιβαστό! 

  𝑨𝑹  𝒃𝑹 =

𝟏 −𝟐 𝟎 𝟎 𝟒 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏 𝟎 −𝟏 𝟎
𝟎
𝟎

𝟎
𝟎

𝟎
𝟎

𝟏
𝟎

𝟑 𝟎
𝟎 𝟎

Ας δούμε τώρα τη μορφή των λύσεων.
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Γραμμοϊσοδύναμος ανηγμένος κλιμακωτός

3 pivots: 3 βασικοί άγνωστοι (𝑥1, 𝒙𝟑, 𝒙𝟒 )

𝜈 − 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐴 = 5 − 3 = 2, δύο ελεύθερες 
μεταβλητές, η οποία είναι οι 𝒙𝟐 και 𝒙𝟓 . 

𝒙𝟏 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟒𝒙𝟓

𝟎 = 𝟎

𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒙𝟒 𝒙𝟓

𝑨𝑹 𝒃𝑹 =

𝟏 −𝟐 𝟎 𝟎 𝟒 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏 𝟎 −𝟏 𝟎
𝟎
𝟎

𝟎
𝟎

𝟎
𝟎

𝟏
𝟎

𝟑 𝟎
𝟎 𝟎

𝒙𝟑 = 𝒙𝟓
𝒙𝟒 = −𝟑𝒙𝟓
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Λύσεις του συστήματος αποτελούν όλα τα διανύσματα που μπορούν να γραφτούν 
στη μορφή: 𝒙𝟏

𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒
𝒙𝟓

=

𝟐𝒙𝟐 − 𝟒𝒙𝟓
𝒙𝟐
𝒙𝟓

−𝟑𝒙𝟓
𝒙𝟓

= 𝒙𝟐 ∙

𝟐
𝟏
𝟎
𝟎
𝟎

+ 𝒙𝟓 ∙

−𝟒
𝟎
𝟏
−𝟑
𝟏

Σύνολο λύσεων 
του συστήματος: 𝑺 =

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒
𝒙𝟓

∈ 𝑹𝟓:

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒
𝒙𝟓

= 𝝀 ∙

𝟐
𝟏
𝟎
𝟎
𝟎

+ 𝝁 ∙

−𝟒
𝟎
𝟏
−𝟑
𝟏

, 𝝀, 𝝁 ∈ 𝑹

Και λέμε πως λύση αποτελούν όλοι οι γραμμικοί συνδυασμοί των διανυσμάτων 
2 1 0 0 0 𝑇 και −4 0 1 −3 1 𝑇 . 



 

𝒙 + 𝒚 − 𝟔𝒛 = 𝝀
𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛 = 𝟖

𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝟐𝟐𝒛 = 𝟓

Άσκηση 5: μη ομογενές σύστημα 𝟑 × 𝟑 με παράμετρο
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  𝑨  𝒃 =
𝟏 𝟏 −𝟔 𝝀
𝟐 𝟏 −𝟐 𝟖
𝟐 𝟑 −𝟐𝟐 𝟓

Επαυξημένος Πίνακας

Γραμμοϊσοδύναμος ανηγμένος
κλιμακωτός

𝑟𝑎𝑛𝑘  𝑨  𝒃 =?
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 2

𝑟𝑎𝑛𝑘

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐴  𝑏 ?

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐴  𝑏 ?

Διακρίνουμε περιπτώσεις

  𝑨𝑹  𝒃𝑹 =
𝟏 𝟎 𝟒 𝟖 − 𝝀
𝟎 𝟏 −𝟏𝟎 −𝟖 + 𝟐𝝀
𝟎 𝟎 𝟎 𝟏𝟑 − 𝟒𝝀
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1) Αν 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐴  𝑏  13 − 4𝜆 ≠ 0 𝜆 ≠
13

4
, τότε το σύστημα είναι 

ασυμβίβαστο, άρα 𝑆 = ∅

2) Αν 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐴  𝑏  13 − 4𝜆 = 0 𝜆 =
13

4
, τότε το σύστημα είναι 

συμβιβαστό και οι λύσεις έχουν τη μορφή:

  𝑨𝑹  𝒃𝑹 =
𝟏 𝟎 𝟒 𝟖 − 𝟏𝟑/𝟒

𝟎 𝟏 −𝟏𝟎 −𝟖 + 𝟐 ∙ 𝟏𝟑/𝟒
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

𝒙 𝒚 𝒛

𝒙 =
𝟏𝟗

𝟒
− 𝟒𝒛

𝒚 = −
𝟑

𝟐
+ 𝟏𝟎𝒛

2 pivots: 2 βασικοί άγνωστοι (𝑥, 𝒚)

𝜈 − 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐴 = 3 − 2 = 1, μία ελεύθερη 
μεταβλητή, η οποία είναι η 𝒛 . 
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Λύσεις του συστήματος αποτελούν όλα τα διανύσματα που μπορούν να γραφτούν 
στη μορφή:

𝒙
𝒚
𝒛

=

𝟏𝟗

𝟒
− 𝟒𝒛

−
𝟑

𝟐
+ 𝟏𝟎𝒛

𝒛

=

𝟏𝟗

𝟒

−
𝟑

𝟐
𝟎

+ 𝒛 ∙
−𝟒
𝟏𝟎
𝟏

Σύνολο λύσεων του συστήματος:

𝑺 =
𝒙
𝒚
𝒛

∈ 𝑹𝟑:
𝒙
𝒚
𝒛

=

𝟏𝟗

𝟒

−
𝟑

𝟐
𝟎

+ 𝝀 ∙
−𝟒
𝟏𝟎
𝟏

, 𝝀 ∈ 𝑹



Άλυτες Ασκήσεις για εξάσκηση

1) Να λυθεί το σύστημα 𝐴 ∙  𝑥 = 𝑏 , με 𝐴 =
0 1 2 3
0 0 1 1

και  𝑏 =
1
−1

.
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Υπόδειξη: Δημιουργούμε τον επαυξημένο   𝑨  𝒃 διάστασης 2 × 5 . Εφαρμόζοντας στοιχειώδεις γραμμοπράξεις φέρνουμε 

τον πίνακα  𝑨  𝒃 σε μορφή ανηγμένου κλιμακωτού και καταλήγουμε ότι το σύστημα έχει άπειρες λύσεις με 2 ελεύθερες 

μεταβλητές τις 𝑥1 και  𝑥4. Το σύνολο λύσεων είναι 𝑆 =

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

∈ 𝑅4:

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

=

𝑥1
3 − 𝑥4
−1 − 𝑥4

𝑥4

, 𝑥1, 𝑥4 ∈ 𝑅 .

2) Δίνεται το σύστημα  𝐴 ∙  𝑥 = 𝑏 . Αν η ανηγμένη κλιμακωτή μορφή του επαυξημένου 
πίνακα του συστήματος είναι η ακόλουθη, ποιες είναι οι λύσεις του συστήματος;

  𝐴𝑅  𝑏𝑅 =
1 2 0 2 0 3
0 0 1 2 0 1

.

Υπόδειξη: Επισημαίνουμε τα 2 ηγετικά στοιχεία, ορίζουμε βασικούς αγνώστους και ελεύθερους αγνώστους. 



Άλυτες Ασκήσεις για εξάσκηση

3) Να λυθεί το σύστημα  

𝒙𝟏 − 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟒 = 𝟏
𝒙𝟐 + 𝟑𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟒 = −3

𝟐𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝟖𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟒 = 4
.
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Υπόδειξη: Εφαρμόζοντας στοιχειώδεις γραμμοπράξεις στον επαυξημένο καταλήγουμε στον γραμμοϊσοδύναμό του

  𝐴𝑅  𝑏𝑅 =
𝟏 𝟎 𝟎 −𝟖𝟕 𝟒𝟔
𝟎 𝟏 𝟎 −𝟗𝟒 𝟒𝟖
𝟎 𝟎 𝟏 𝟑𝟑 −𝟏𝟕

από όπου συμπεραίνουμε ότι το σύστημα έχει άπειρες λύσεις (ελ.μετ. 𝒙𝟒).

4) Να λυθεί το σύστημα  

𝟐𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙𝟑 + 𝟏𝟏𝒙𝟒 = −20
𝟐𝒙𝟏 + 𝟖𝒙𝟐 + 𝟏𝟔𝒙𝟑 = 12

𝒙𝟏 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟒 = −1
.

Υπόδειξη: Εφαρμόζοντας στοιχειώδεις γραμμοπράξεις στον επαυξημένο καταλήγουμε στον γραμμοϊσοδύναμό του

  𝐴𝑅  𝑏𝑅 =
𝟏 𝟎 −𝟏𝟔 𝟎 𝟐
𝟎 𝟏 𝟔 𝟎 𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟏 −𝟐

από όπου συμπεραίνουμε ότι το σύστημα έχει άπειρες λύσεις (ελ.μετ. 𝒙𝟑).


