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Ó÷ïëÞ Çëåêôñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéóôþí

Åèíéêü Ìåôóüâéï Ðïëõôå÷íåßï
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Ðñïôáóéáêüò Ëïãéóìüò

Boole, Frege.

ÁëöÜâçôï: óýìâïëá ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí êáé ëïãéêÜ óçìÜäéá
æåýîçò: ∧ (and), ∨ (or), ¬ (not), → (implies), ↔ (equivalent), . . .

Áôïìéêïß ôýðïé: óôáèåñÝò TRUE êáé FALSE êáèþò êáé ôéò
ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ð.÷. x1; x2; : : :

Ïé ðñïôáóéáêïß ôýðïé ïñßæïíôáé åðáãùãéêÜ:
1 Ïé áôïìéêïß ôýðïé åßíáé ôýðïé.
2 Áí Ö åßíáé ôýðïò ôüôå êáé ï ¬Ö åßíáé ôýðïò.
3 Áí ïé Ö êáé Ø åßíáé ôýðïé ôüôå êáé ïé (Ö∧Ø) êáé (Ö∨Ø) åßíáé ôýðïé.
4 Ï,ôéäÞðïôå äåí ïñßæåôáé ìå âÜóç ôá (1){(3) äåí åßíáé ðñïôáóéáêüò

ôýðïò.
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ÓõìâÜóåéò - Ïñïëïãßá

ÌåñéêÝò öïñÝò ðáñáëåßðïõìå ðáñåíèÝóåéò êáé õðïèÝôïõìå áñéóôåñü
ðñïóåôáéñéóìü ð.÷. x1 ∧ x2 ∧ ¬x3
Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå íÝïõò ôýðïõò ùò óõíôïìïãñáößá Üëëùí
ãíùóôþí ð.÷.:

(Ö → Ø) :≡ (¬Ö ∨Ø)

(Ö ↔ Ø) :≡ (Ö → Ø) ∧ (Ø → Ö)

Ìéá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ Þ Üñíçóç ðñïôáóéáêÞò ìåôáâëçôÞò
ïíïìÜæåôáé ëÝêôçìá (literal).

Ìéá öñÜóç (clause) åßíáé ìéá äéÜæåõîç áðü ëåêôÞìáôá (ð.÷.
x1 ∨ ¬x2 ∨ x3 ∨ ¬x4).
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ÐáñÜäåéãìá

Ä: ãñÜöù äéáãþíéóìá ôç ÄåõôÝñá

Ð : ðáßæåé ç ïìÜäá ìïõ ôçí ÊõñéáêÞ \íôÝñìðõ"

Ã: èá ðÜù ãÞðåäï ôçí ÊõñéáêÞ

(¬Ä ∨ (Ä ∧Ð))→ Ã

Ôé ðåñéãñÜöåé ï ðáñáðÜíù ôýðïò;
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ÐáñÜäåéãìá (óõí.)

(¬Ä ∨ (Ä ∧Ð))→ Ã

Áí äåí ãñÜöù ôç ÄåõôÝñá, Þ áí ãñÜöù áëëÜ ðáßæåé ç ïìÜäá ìïõ
íôÝñìðõ, èá ðÜù ôçí ÊõñéáêÞ óôï ãÞðåäï.

ÓõíôáêôéêÞ äïìÞ:
→

∨

¬

Ä

∧

Ä Ð

Ã

ÁðëïðïéÞóåéò:

(¬Ä ∨ (Ä ∧Ð))→ Ã ≡ (¬Ä ∨Ð)→ Ã ≡ (Ä ∧ ¬Ð) ∨ Ã
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Ðßíáêáò Áëçèåßáò (Truth Table)

Ïé ðñïôáóéáêïß ôýðïé åßíáé óõíôáêôéêÝò óõìâïëïóåéñÝò ðïõ üìùò Ý÷ïõí
êÜðïéá óçìáóßá (óçìáóéïëïãßá) äçëáäÞ åßíáé áëçèåßò Þ øåõäåßò áíÜëïãá
ìå ôéò áëçèïôéìÝò ðïõ Ý÷ïõí áðïíåìçèåß óôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò.

Ïé áëçèïôéìÝò ôùí ôõðþí ¬Ö, (Ö ∧Ø) êáé (Ö ∨Ø) ïñßæïíôáé áðü ôéò
áëçèïôéìÝò ôùí Ö;Ø üðùò öáßíåôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá áëçèåßáò
(truth table):

Ö Ø ¬Ö (Ö ∧Ø) (Ö ∨Ø)

TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE
TRUE FALSE FALSE TRUE
FALSE TRUE TRUE FALSE TRUE
FALSE FALSE FALSE FALSE
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ÐáñÜäåéãìá

Ç åëëçíéêÞ öñÜóç \ôï öôçíü ôï êñÝáò ôï ôñþíå ïé óêýëïé" óçìáßíåé \áí
êÜôé åßíáé öôçíü, ôüôå äåí åßíáé êáëü". Åßíáé Üñáãå áõôü éóïäýíáìï ìå
ôç öñÜóç \ôï êáëü ôï ðñÜãìá åßíáé áðáñáßôçôá áêñéâü";

Ö Ê Ö → ¬Ê Ê → ¬Ö
TRUE TRUE FALSE FALSE
TRUE FALSE TRUE TRUE
FALSE TRUE TRUE TRUE
FALSE FALSE TRUE TRUE

Ç áðÜíôçóç óôï ðáñáðÜíù åñþôçìá åßíáé ÍÁÉ! Ïé äýï öñÜóåéò åßíáé
éóïäýíáìåò.

¢óêçóç: áðïäåßîôå ôçí éäéüôçôá ôçò áíôéèåôïáíáóôñïöÞò (Þ
áíôéèåôïáíôéóôñïöÞò, contraposition):

A→ B ≡ ¬B→ ¬A
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Ôáõôïëïãßåò - ÉêáíïðïéÞóéìïé ôýðïé

¸íáò ôýðïò ëÝãåôáé Ýãêõñïò (valid) Þ ôáõôïëïãßá áí åßíáé áëçèÞò ãéá
êÜèå áðïíïìÞ áëçèïôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò.

¸íáò ôýðïò ëÝãåôáé éêáíïðïéÞóéìïò (satis�able) áí õðÜñ÷åé áðïíïìÞ
áëçèïôéìþí ðïõ ôïí êáèéóôÜ áëçèÞ.

¢ñá Ö åßíáé éêáíïðïéÞóéìïò åÜí êáé ìüíï åÜí ï ¬Ö äåí åßíáé ôáõôïëïãßá.
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ÊáíïíéêÝò ìïñöÝò (CNF, DNF)

ÊÜèå ôýðïò ôçò ðñïôáóéáêÞò ëïãéêÞò åßíáé éóïäýíáìïò ìå êÜðïéïí ðïõ
âñßóêåôáé óå óõæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ (conjunctive normal form)
äçëáäÞ åßíáé ìéá óýæåõîç áðü äéáæåõêôéêÝò öñÜóåéò.

Åßíáé åðßóçò éóïäýíáìoò ìå ôýðï ðïõ âñßóêåôáé óå äéáæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ
ìïñöÞ (disjunctive normal form) äçëáäÞ åßíáé ìéá äéÜæåõîç áðü
óõæåõêôéêÝò öñÜóåéò.
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ÖñÜóåéò Horn

Ìéá öñÜóç ëÝãåôáé öñÜóç Horn áí Ý÷åé ôï ðïëý Ýíá èåôéêü literal
äçëáäÞ åßíáé ôçò ìïñöÞò:

(x0 ∨ ¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ::: ∨ ¬xn) Þ (x0) Þ (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ ::: ∨ ¬xn)

ðïõ ãñÜöåôáé éóïäýíáìá:

(x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn → x0); (TRUE→ x0); (x1 ∧ x2 ∧ ::: ∧ xn → FALSE);

áíôßóôïé÷á.

Áíôéóôïé÷ßåò óôç ãëþóóá PROLOG:

x0 : − x1; x2; : : : ; xn (Rule)

x0 (Fact)
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Êáôçãïñçìáôéêüò Ëïãéóìüò

H ãëþóóá ôïõ êáôçãïñçìáôéêïý ëïãéóìïý (Þ ðñùôïâÜèìéáò ëïãéêÞò)
áðïôåëåßôáé áðü:

üëá ôá óýìâïëá ðïõ ðåñéÝ÷åé ï ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò

åðéðëÝïí óýìâïëá ãéá óõíáñôÞóåéò, óôáèåñÝò, êáé ìåôáâëçôÝò ð.÷.
f; g; h; c1; c2; :::;

óýìâïëá ãéá êáôçãïñÞìáôá ð.÷. P;Q;=; :::

êáé ôïõò ðïóïäåßêôåò: êáèïëéêü ∀ êáé õðáñîéáêü ∃.
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Êáôçãïñçìáôéêüò Ëïãéóìüò: üñïé êáé ôýðïé

Ïñßæïíôáé åðáãùãéêÜ:
¼ñïé:

1 Ïé ìåôáâëçôÝò êáé ïé óôáèåñÝò åßíáé üñïé.

2 Áí f åßíáé óýìâïëï óõíÜñôçóçò n èÝóåùí êáé t1; :::; tn åßíáé üñïé
ôüôå üñïò åßíáé êáé ï f(t1; :::; tn).

3 Ôßðïôá Üëëï.

Ôýðïé:

1 Áí P åßíáé óýìâïëï êáôçãïñÞìáôïò n èÝóåùí êáé t1; :::; tn åßíáé üñïé
ôüôå P(t1; :::; tn) êáé t1 = t2 åßíáé áôïìéêïß ôýðïé.

2 Áí ïé Ö êáé Ø åßíáé ôýðïé êáé x ìåôáâëçôÞ ôüôå ôýðïé åßíáé êáé ïé:
¬Ö, (Ö ∨Ø), (Ö ∧Ø), ∀xÖ, ∃xÖ.

3 Ôßðïôá Üëëï.
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Åëåýèåñåò êáé ÄåóìåõìÝíåò Åìöáíßóåéò Ìåôáâëçôþí

H åìâÝëåéá ôïõ ∀x (Þ ∃x) óôïí ôýðï ∀xÖ (Þ áíôßóôïé÷á ∃xÖ ) åßíáé ï
õðïôýðïò Ö.

Åëåýèåñç åìöÜíéóç ôçò ìåôáâëçôÞò x óôïí ôýðï Ö ëÝãåôáé ìéá åìöÜíéóç
ôçò ìåôáâëçôÞò x ðïõ äåí åßíáé ìÝóá óôçí åìâÝëåéá åíüò ðïóïäåßêôç ∀x
Þ ∃x.
ÄåóìåõìÝíç åìöÜíéóç ôçò x åßíáé ìÝóá óôçí åìâÝëåéá åíüò ðïóïäåßêôç Þ
êáé áêñéâþò äåîéÜ ôïõ óõìâüëïõ ∀ (Þ ∃).

(2× x = 6) ∧ ∃x(x = x + 3)

¸íáò ôýðïò ëÝãåôáé êëåéóôüò áí äåí ðåñéÝ÷åé åëåýèåñåò åìöáíßóåéò
ìåôáâëçôþí.
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Óçìáóéïëïãßá

Ç óçìáóéïëïãßá ôýðùí ôïõ êáôçãïñçìáôéêïý ëïãéóìïý äßíåôáé ìå ôçí
âïÞèåéá áëãåâñéêþí äïìþí Á ðïõ ïíïìÜæïõìå ìïíôÝëá.

Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý ôï ðåäßï Á åßíáé
{True;False}, óôïí êáôçãïñçìáôéêü ëïãéóìü ìðïñåß íá åßíáé
ïðïéïäÞðïôå ìÞ êåíü, ðåðåñáóìÝíï Þ êáé Üðåéñï, óýíïëï.

¼÷é áðïíïìÞ áëçèïôéìþí áëëÜ åñìçíåßá (interpretation) ôùí ìåí
óôáèåñþí êáé ìåôáâëçôþí ìå óôïé÷åßá ôïõ ðåäßïõ Á, ôùí äå
óõíáñôçóéáêþí êáé êáôçãïñçìáôéêþí óõìâüëùí ìå ðñáãìáôéêÝò
áðåéêïíßóåéò êáé ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôùí óôïé÷åßùí ôïõ ðåäßïõ Á.
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Óçìáóéïëïãßá (óõí.)

Ïé óôáèåñÝò êáé ïé ìåôáâëçôÝò åñìçíåýïíôáé óáí óôïé÷åßá åíüò
óõíüëïõ Á.

Ôá óõíáñôçóéáêÜ óýìâïëá åñìçíåýïíôáé óáí óõíáñôÞóåéò: Án → Á.

¸ôóé êÜèå üñïò åñìçíåýåôáé óáí Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Á.

Ôá êáôçãïñÞìáôá åñìçíåýïíôáé óáí õðïóýíïëá ôïõ Án.

ÊÜèå üñïò åñìçíåýåôáé ìå óôïé÷åßï ôïõ Á êáé êÜèå êëåéóôüò ôýðïò
áëçèåýåé (Þ ü÷é) óôï ìïíôÝëï Á.
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Óçìáóéïëïãßá (óõí.)

Ç ðñüôáóç P(t1; t2; :::; tn) åßíáé áëçèÞò áíí (s1; s2; :::; sn) ∈ R üðïõ
s1; s2; :::; sn åßíáé ôá óôïé÷åßá ôïõ Á ìå ôá ïðïßá åñìçíåýïíôáé ïé üñïé
t1; t2; :::; tn êáé R ôï õðïóýíïëï ìå ôï ïðïßï åñìçíåýåôáé ôï P.

Ïé áëçèïôéìÝò ôùí ¬Ö; (Ö ∧Ø)êáé(Ö ∨Ø) ïñßæïíôáé áðü ôéò áëçèïôéìÝò
ôùí Ö êáé Ø üðùò êáé óôçí ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ.

Ç ðñüôáóç ∀xÖ åßíáé áëçèÞò áí ç ðñüôáóç Ö åßíáé áëçèÞò ãéá
ïðïéáäÞðïôå åñìçíåßá ôçò ìåôáâëçôÞò x, åíþ ç ðñüôáóç ∃xÖ åßíáé
áëçèÞò áí ç Ö áëçèåýåé ãéá êÜðïéá åñìçíåßá ôçò x.
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Óçìáóéïëïãßá: ðáñÜäåéãìá

¸óôù ôï ìïíôÝëï 〈N;<; succ; 0〉, üðïõ N ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí.

¸íáò êëåéóôüò (óõíôáêôéêüò) ôýðïò åñìçíåýåôáé óôï óõãêåêñéìÝíï
ìïíôÝëï óáí êÜôé ðïõ áëçèåýåé Þ ü÷é.
Ãéá ðáñÜäåéãìá, èåùñÞóôå ôïí ôýðï:

∃x ( L(x; S(Z)) ∧ (∀y ( L(y; S(Z))→ y = x ) ) )

Ôï óýìâïëï óôáèåñÜò Z åñìçíåýåôáé óáí ôï óôïé÷åßï 0 ∈ N, ôï
óõíáñôçóéáêü óýìâïëï S åñìçíåýåôáé óáí ç óõíÜñôçóç åðüìåíïõ
(succ), êáé ôï êáôçãïñçìáôéêü óýìâïëï L åñìçíåýåôáé óáí ç ó÷Ýóç
`<'.
Ï ðáñáðÜíù ôýðïò åñìçíåýåôáé óáí \õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò öõóéêüò
ìéêñüôåñïò ôïõ 1" êáé áëçèåýåé.
Ï ßäéïò ôýðïò åñìçíåýåôáé óáí \õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò öõóéêüò
ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ôïõ 1" óôï ìïíôÝëï 〈N;≤; succ; 0〉 êáé äåí
áëçèåýåé.
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ÖñÜóåéò Horn

Ïé öñÜóåéò Horn ãéá ôïí êáôçãïñçìáôéêü ëïãéóìü ïñßæïíôáé üðùò êáé
óôçí ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ áí áíôß ãéá ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò
÷ñçóéìïðïéïýìå áôïìéêÝò ðñïôÜóåéò.

¸íá ðñüãñáììá Prolog åßíáé âáóéêÜ ìßá óýîåõîç áðü öñÜóåéò Çïrn.
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Èåþñçìá Ðëçñüôçôáò

Óõìâïëßæïõìå Ã ` Ö ôï ãåãïíüò üôé ï ôýðïò Ö áðïäåéêíýåôáé
óõíôáêôéêÜ áðü ôïõò ôýðïõò ôïõ óõíüëïõ Ã.

Óõìâïëßæïõìå Ã |= Ö ôï ãåãïíüò üôé ï ôýðïò Ö áëçèåýåé óå üëá ôá
ìïíôÝëá üðïõ áëçèåýïõí êáé ïé ôýðïé ôïõ óõíüëïõ Ã.

Ôï ðåñßöçìï èåþñçìá ðëçñüôçôáò ôïõ G�odel ëÝåé:

Ã ` Ö áíí Ã |= Ö
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Èåþñçìá ìç Ðëçñüôçôáò

Áö' åôÝñïõ ôï èåþñçìá ìç ðëçñüôçôáò ôïõ G�odel ëÝåé:

Äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé óõíåðÞò êáé ðëÞñçò áîéùìáôéêïðïßçóç üëùí ôùí
áëçèþí ôýðùí ôçò ÁñéèìçôéêÞò.
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ÌïíôÝëá Õðïëïãéóìïý: ìç÷áíÝò Turing

Ìéá ìç÷áíÞ Turing (TM) åßíáé Ýíá áðëüò éäåáôüò õðïëïãéóôÞò, äçëáäÞ
Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï.

Ç TM Ý÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü åóùôåñéêþí êáôáóôÜóåùí (internal
states):

Q = {q0; q1; : : :}

ÄéáèÝôåé ôáéíßá ðïõ ðñïåêôåßíåôáé (äõíçôéêÜ) ìÝ÷ñé ôï Üðåéñï êáé ðñïò
ôéò äýï êáôåõèýíóåéò êáé õðïäéáéñåßôáé óå êýôôáñá ðïõ ôï êáèÝíá
ðåñéÝ÷åé 1 Þ 0, äçëáäÞ ôï áëöÜâçôï ôçò ìç÷áíÞò åßíáé ôï Σ = {0; 1}.

Óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ç êåöáëÞ ôçò TM âñßóêåôáé óå Ýíá êýôôáñï, ôï
ïðïßï èá ëÝãåôáé ôï ôñÝ÷ïí.
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Mç÷áíÝò Turing: âáóéêÝò ëåéôïõñãßåò

¢ëëáîå ôçí åóùôåñéêÞ êáôÜóôáóç

ÄéÜâáóå ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõ ôñÝ÷ïíôïò êõôôÜñïõ

ÃñÜøå 1 Þ 0 óôï ôñÝ÷ïí êýôôáñï

ÊÜíå ôñÝ÷ïí ôï áìÝóùò áñéóôåñüôåñï Þ ôï áìÝóùò äåîéüôåñï
êýôôáñï
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Ðñüãñáììá ìç÷áíÞò Turing

¸íá ðñüãñáììá ãéá ìéá TM åßíáé Ýíá óýíïëï áðü ôåôñÜäåò ôçò ìïñöÞò
< qi; e; d; qj > üðïõ:

qi; qj ∈ Q; e ∈ Σ, d ∈ A = Σ ∪ {L;R}

ìå ôïí åîÞò óõíáñôçóéáêü (íôåôåñìéíéóôéêü) ðåñéïñéóìü:

Ãéá êÜèå < qi; e > õðÜñ÷åé ôï ðïëý Ýíá < d; qj > Ýôóé þóôå ç ôåôñÜäá
< qi; e; d; qj > íá áíÞêåé óôï ðñüãñáììá, äçëáäÞ ðñüêåéôáé ãéá ìéá
óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò (transition function) � : Q× Σ→ A×Q.
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Ðñüãñáììá ìç÷áíÞò Turing (óõí.)

ÊáôÜ óýìâáóç ç ìç÷áíÞ óôáìáôÜåé óôï æåýãïò êáôÜóôáóçò-óõìâüëïõ
< qi; e > áí ç ôéìÞ �(qi; e) äåí åßíáé ïñéóìÝíç.

Ó = {0; 1} (ÅíáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç áñéèìïý):
Óå êÜèå TM ìðïñïýìå íá áíôéóôïé÷Þóïõìå ìéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç áðü
ôï N óôï N. Ç åßóïäïò n ∈ N ðáñéóôÜíåôáé ìå n + 1 óõíå÷üìåíá 1 (Ýôóé
ï áñéèìüò 0 ðáñéóôÜíåôáé ìå 1).

Óáí áñ÷éêü óôéãìéüôõðï Ý÷ïõìå ôçí êåöáëÞ (ôñÝ÷ïí êýôôáñï) íá äåß÷íåé
óôï áñéóôåñüôåñï 1 êáé íá âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q0. Óáí Ýîïäï
ëáìâÜíïõìå ôï óõíïëéêü áñéèìü áðü 1 ðïõ âñßóêåôáé óôçí ôáéíßá, üôáí
êáé åÜí ç ìç÷áíÞ óôáìáôÞóåé.
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Ðñüãñáììá ìç÷áíÞò Turing: ðáñÜäåéãìá

ÊáôáóêåõÞ TM ðïõ õðïëïãßæåé ôï 2 · x:

áñ÷éêïðïßçóç; (*äéáãñáöÞ ôïõ ðñþôïõ 1*)
while åßóïäïò 6= 0 do
begin
äéÜãñáøå Ýíá 1 áðü åßóïäï
ìåôáêßíçóå êåöáëÞ äåîéÜ ðÝñá áðü åßóïäï êáé Ýîïäï
ðñüóèåóå äýï 1 óôçí Ýîïäï
ìåôáêßíçóå êåöáëÞ áñéóôåñÜ ðÝñá áðü Ýîïäï êáé åßóïäï

end
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Ðñüãñáììá ìç÷áíÞò Turing: ðáñÜäåéãìá

< q0 1 0 q1 >
< q1 0 R q2 >
< q2 1 0 q3 > | halt ãéá < q2 0 >
< q3 0 R q4 >
< q4 1 R q4 >
< q4 0 R q5 >
< q5 1 R q5 >
< q5 0 1 q6 >
< q6 1 R q6 >
< q6 0 1 q7 >
< q7 1 L q7 >
< q7 0 L q8 >
< q8 1 L q8 >
< q8 0 R q2 >
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Ðñüãñáììá ìç÷áíÞò Turing: ðáñÜäåéãìá

����� �0 �3 �4 �5

�1 �2 ���� �6

�8 �7

1 → 0

0 → �

1 → �

0 → �
1 → �

0 → 1

0 → �

1 → 0

�

1 → �

0 → 1

1 → �

0 → �

1 → �
0 → �

q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8

0 R=q2 halt R=q4 R=q5 1=q6 1=q7 L=q8 R=q2
1 0=q1 0=q3 R=q4 R=q5 R=q6 L=q7 L=q8
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Ðñüãñáììá ìç÷áíÞò Turing: 2ï ðáñÜäåéãìá

Ìç÷áíÞ ìå áëöÜâçôï Σ = {0; 1; xy} (äõáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç áñéèìïý)
ðïõ õðïëïãßæåé ôç óõíÜñôçóç x 7→ x + 1.

ÐåñéãñáöÞ õøçëïý åðéðÝäïõ:

ÊÜíå ôñÝ÷ïí ôï êýôôáñï ìå ôï ôåëåõôáßï óýìâïëï ôçò åéóüäïõ x;
repeat
Áí ôñÝ÷ïí êýôôáñï =′ xy′, ãñÜøå 1 êáé óôáìÜôçóå;
Áí ôñÝ÷ïí êýôôáñï =′ 1′, ãñÜøå 0, êÜíå ôñÝ÷ïí ôï áìÝóùò
áñéóôåñüôåñï êýôôáñï, êáé êñáôïýìåíï := 1;

Áí ôñÝ÷ïí êýôôáñï =′ 0′, ãñÜøå 1, êÜíå ôñÝ÷ïí ôï áìÝóùò
áñéóôåñüôåñï êýôôáñï, êáé êñáôïýìåíï := 0;

until êñáôïýìåíï = 0;
ÊÜíå ôñÝ÷ïí ôï êýôôáñï ìå ôï ðñþôï óýìâïëï ôïõ x+ 1 êáé óôáìÜôçóå.
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Ðñüãñáììá ìç÷áíÞò Turing: 2ï ðáñÜäåéãìá (óõí.)

ÓõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò:

0 1 xy
q0 (q0; 0;R) (q0; 1;R) (q1; xy;L)

q1 (q2; 1;L) (q1; 0;L) (HALT; 1; S)

q2 (q2; 0;L) (q2; 1;L) (HALT; xy;R)

Óçìåßùóç: Ãéá óõíôïìßá åðéôñÝðïõìå ôáõôü÷ñïíá åããñáöÞ óõìâüëïõ êáé
êßíçóç êåöáëÞò (ôï ìïíôÝëï åßíáé éóïäýíáìï). Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç
ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç êáèïñßæåé üôé áí ç ìç÷áíÞ âñßóêåôáé óôçí
êáôÜóôáóç q1 êáé ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï åßíáé ′1′ ôüôå ç ìç÷áíÞ ðáñáìÝíåé
óôçí q1, ôï ôñÝ÷ïí óýìâïëï ãßíåôáé ′0′ êáé ç êåöáëÞ ìåôáêéíåßôáé
áñéóôåñÜ (êáôÜ Ýíá êýôôáñï).
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Ðñüãñáììá ìç÷áíÞò Turing: 2ï ðáñÜäåéãìá (óõí.)

ÅêôÝëåóç ìå åßóïäï 1011:

(q0; 1011) ` (q0; 1011) ` (q0; 1011) ` (q0; 1011) `
(q0; 1011xy) ` (q1; 1011) ` (q1; 1010) ` (q1; 1000) `
(q2; 1100) ` (q2; xy1100) ` (HALT; 1100)

ÅðåîçãÞóåéò: óå êÜèå âÞìá äßíåôáé ìéá ðåñéãñáöÞ ôçò óôéãìéáßáò
óõíïëéêÞò êáôÜóôáóçò (con�guration) ôçò TM, ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôçí
ôñÝ÷ïõóá êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò áêïëïõèïýìåíç áðü ôï ðåñéå÷üìåíï
ôçò ôáéíßáò. Ôï óýìâïëï ` ëÝãåôáé ìðÜñá (turnstile) êáé óõìâïëßæåé ôç
ìåôÜâáóç áðü ìßá óõíïëéêÞ êáôÜóôáóç óôçí åðüìåíç.

Ôï õðïãñáììéóìÝíï óýìâïëï äçëþíåé ôï ôñÝ÷ïí êýôôáñï, åíþ ôá êåíÜ
áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ ôïõ ðåñéå÷ïìÝíïõ äåí áíáãñÜöïíôáé åêôüò áí ôï
ôñÝ÷ïí êýôôáñï ðåñéÝ÷åé ôï êåíü.
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Ìç÷áíÞ ôõ÷áßáò ðñïóðÝëáóçò (Random Access Machine {

RAM)

Êþäéêáò åíôïëÞò Äéåýèõíóç

1. LOAD operand
2. STORE operand
3. ADD operand
4. SUB operand
5. MULT operand
6. DIV operand
7. READ operand
8. WRITE operand
9. JUMP operand
10. JGTZ label
11. JZERO label
12. HALT label
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Ôõðéêü Ðñüãñáììá RAM
Ðñüãñáììá RAM Áíôßóôïé÷ç øåõäïãëþóóá

READ 1 read r1
LOAD 1
JGTZ pos if r1 <= 0 then write 0
WRITE =0
JUMP endelse

pos: LOAD 1 else begin
STORE 2 r2← r1
LOAD 1
SUB =1
STORE 3 r3← r1− 1

while: LOAD 3
JGTZ continue while r3 > 0 do
JUMP endwhile

continue: LOAD 2 begin
MULT 1
STORE 2 r2← r2 ∗ r1
LOAD 3
SUB =1
STORE 3 r3← r3− 1
JUMP while

endwhile: WRITE 2 write r2
endelse: HALT
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Éóôïñéêü Õðïëïãéóéìüôçôáò êáé Ðïëõðëïêüôçôáò

Ç ÓõëëïãéóôéêÞ ôïõ ÁñéóôïôÝëç áðïôÝëåóå ôçí ðñþôç ðñïóðÜèåéá
èåìåëßùóçò ôçò ëïãéêÞò êáé ôùí ìáèçìáôéêþí. Ï Leibni(t)z ðñüôåéíå ôï
åîÞò ðñüãñáììá:

1 Íá äçìéïõñãçèåß ìéá ôõðéêÞ ãëþóóá (formal language), ìå ôçí
ïðïßá íá ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå üëåò ôéò ìáèçìáôéêÝò Ýííïéåò
êáé ðñïôÜóåéò.

2 Íá äçìéïõñãçèåß ìéá ìáèçìáôéêÞ èåùñßá (äçëáäÞ Ýíá óýíïëï áðü
áîéþìáôá êáé óõìðåñáóìáôéêïýò êáíüíåò óõíåðáãùãÞò), ìå ôçí
ïðïßá íá ìðïñïýìå íá áðïäåéêíýïõìå üëåò ôéò ïñèÝò ìáèçìáôéêÝò
ðñïôÜóåéò.

3 Íá áðïäåé÷èåß üôé áõôÞ ç èåùñßá åßíáé óõíåðÞò (consistent), (äçëáäÞ
üôé ç ðñüôáóç \Á êáé ü÷é Á" (A ∧ ¬A) äåí åßíáé äõíáôüí íá
áðïäåé÷èåß ó' áõôÞ ôç èåùñßá).
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Éóôïñéêü Õðïëïãéóéìüôçôáò êáé Ðïëõðëïêüôçôáò (óõí.)

Ç ðñáãìÜôùóç áõôïý ôïõ ðñïãñÜììáôïò Üñ÷éóå ðïëý áñãüôåñá, ðñïò ôï
ôÝëïò ôïõ 19ïõ áéþíá. Ðïëëïß åðéóôÞìïíåò áó÷ïëÞèçêáí ìå ôïí ïñéóìü
ôçò åíéáßáò ãëþóóáò ôçò ìáèçìáôéêÞò (Þ óõìâïëéêÞò) ëïãéêÞò (Boole,
Frege, ê.á). ¢ëëïé áó÷ïëÞèçêáí ìå ôïí ïñéóìü ôçò åíéáßáò èåùñßáò ôùí
óõíüëùí (Cantor, ê.á.) êáé Üëëïé ìå ôçí ðáñáãùãÞ (derivation) üëùí
ôùí áëçèþí ìáèçìáôéêþí ðñïôÜóåùí ìå ÷ñÞóç ôçò Óõíïëïèåùñßáò
(Russel, Whitehead, ê.á.).

Óôçí áñ÷Þ ôïõ ðåñáóìÝíïõ áéþíá ï Hilbert âÜëèçêå íá ðñáãìáôïðïéÞóåé
ôï 3ï ìÝñïò ôïõ ðñïãñÜììáôïò ôïõ Leibni(t)z, äçëáäÞ íá âñåé Ýíáí
áëãüñéèìï ðïõ íá áðïêñßíåôáé (decides) ãéá ôçí ïñèüôçôá êÜèå
ìáèçìáôéêÞò ðñüôáóçò.

Fo CS ÅÌÐ 34 / 56



Éóôïñéêü Õðïëïãéóéìüôçôáò êáé Ðïëõðëïêüôçôáò (óõí.)

ÔåëéêÜ, üìùò, ôï 1931 ï G�odel áðÝäåéîå üôé:

Äåí õðÜñ÷åé ôÝôïéïò áëãüñéèìïò.

Åßíáé áäýíáôïí íá áðïäåé÷èåß ç óõíÝðåéá ôçò Óõíïëïèåùñßáò.

ÅðéðëÝïí, ïðïéáäÞðïôå (äçëáäÞ ü÷é ìüíï ç Óõíïëïèåùñßá)
áîéùìáôéêÞ èåùñßá ôùí Ìáèçìáôéêþí, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé
ôïõëÜ÷éóôïí ôçí Áñéèìïèåùñßá, èá ðåñéëáìâÜíåé êáé ìç áðïêñßóéìåò
(undecidable) ðñïôÜóåéò.

Êùäéêïðïéþíôáò ðñïôÜóåéò ìå öõóéêïýò áñéèìïýò (áõôÞ ç
êùäéêïðïßçóç ëÝãåôáé óÞìåñá \Ãêåíôåëïðïßçóç": G�odelization)
ìðüñåóå íá ðáñïõóéÜóåé ìéá óõãêåêñéìÝíç ðñüôáóç ðïõ åßíáé ìç
áðïêñßóéìç.
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Éóôïñéêü Õðïëïãéóéìüôçôáò êáé Ðïëõðëïêüôçôáò (óõí.)

Ôï áðïôÝëåóìá áõôü ôïõ G�odel Þôáí ç áéôßá ìéáò óçìáíôéêÞò êñßóçò óôá
êëáóóéêÜ ìáèçìáôéêÜ, ìá óõã÷ñüíùò êáé ç áðáñ÷Þ ôùí ìïíôÝñíùí
äõíáìéêþí ìáèçìáôéêþí. Ôï êåíôñéêü åñþôçìá äåí åßíáé ðéá áðëÜ áí ìéá
ðñüôáóç åßíáé áëçèÞò ç øåõäÞò, áëëÜ áí åßíáé \áðïêñßóéìç Þ ìç
áðïêñßóéìç", äçëáäÞ áí åßíáé \õðïëïãßóéìç (computable) Þ ü÷é". Áõôü
áêñéâþò åßíáé êáé ôï áíôéêåßìåíï ôçò Èåùñßáò ôçò Õðïëïãéóéìüôçôáò
(computability).

Áí äïèåß üôé ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé õðïëïãßóéìç1, ðïéï åßíáé ôï êüóôïò Þ
ôá áãáèÜ (resources) ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôçí f; Áõôü
åßíáé ôï âáóéêü åñþôçìá ôçò Èåùñßáò ôçò Ðïëõðëïêüôçôáò (complexity).

1×ñçóéìïðïéåßôáé êáé ï üñïò õðïëïãéóôüò áíôß ãéá õðïëïãßóéìïò.
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Éóôïñéêü Õðïëïãéóéìüôçôáò êáé Ðïëõðëïêüôçôáò (óõí.)

ÄéÜöïñïé åðéóôÞìïíåò (Turing, Church, Kleene, Post, Markov, ê.á.)
âÜëèçêáí íá îåêáèáñßóïõí ôéò Ýííïéåò: õðïëïãßóéìï Þ åðéëýóéìï
(solvable) ìå áëãüñéèìï, õðïëïãßóéìç óõíÜñôçóç êáé áðïêñßóéìï
ðñüâëçìá. ÊáôÝëçîáí, ëïéðüí, óå äéáöïñåôéêÜ õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá, ôá
ïðïßá üìùò áðïäåß÷èçêáí üëá éóïäýíáìá ìåôáîý ôïõò.

Ç ðåñßöçìç ÈÝóç (thesis) ôùí Church-Turing ëÝåé ëïéðüí
áðëïõóôåõìÝíá:

\¼ëá ôá ãíùóôÜ êáé ôá `Üãíùóôá' ìïíôÝëá ôçò Ýííïéáò `õðïëïãßóéìïò'
åßíáé ìç÷áíéóôéêÜ éóïäýíáìá (e�ectively equivalent)".

ÄçëáäÞ äïèÝíôïò åíüò áëãïñßèìïõ óå Ýíá ìïíôÝëï ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç
óõíÜñôçóç f, ìðïñïýìå ìç÷áíéóôéêÜ (ìå ôç âïÞèåéá ìç÷áíÞò) íá
êáôáóêåõÜóïõìå áëãüñéèìï óå Ýíá Üëëï ìïíôÝëï ãéá ôçí ßäéá
óõíÜñôçóç f.
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Ìç Õðïëïãéóéìüôçôá

ÕðÜñ÷ïõí Üðåéñá ìåí, áëëÜ ìüíï áñéèìÞóéìá (countable)
äéáöïñåôéêÜ ðñïãñÜììáôá. Åêôüò áõôïý ìðïñïýìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò
êùäéêïðïßçóç íá ôá áðáñéèìÞóïõìå ìç÷áíéóôéêÜ (e�ectively
enumerate).

Áðüäåéîç: ÊÜèå ðñüãñáììá ìéáò ãëþóóáò ðñïãñáììáôéóìïý åßíáé
óôïé÷åßï ôïõ Σ∗, üðïõ Ó = {a1; a2; : : : ; am} ôï áëöÜâçôï ôçò
ãëþóóáò. Ôï Σ∗ üìùò áðïôåëåß ôçí Ýíùóç

⋃∞
n=0Ón, üðïõ Ón ôï

óýíïëï ôùí óõìâïëïóåéñþí ôïõ áëöÜâçôïõ Ó ðïõ Ý÷ïõí ìÞêïò n.
ÊÜèå óýíïëï Ón åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé Ýôóé áí äéáôÜîïõìå ôá
óôïé÷åßá ôïõ áëöáâçôéêÜ ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôçí áêüëïõèç
áñßèìçóç ãéá ôï Σ∗:

Ó0 : {å}
Ó1 : {a1; a2; : : : ; am}
Ó2 : {a1a1; a1a2; : : : ; a1am; : : : ; amam}
...
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Ìç Õðïëïãéóéìüôçôá (óõí.)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ üìùò, îÝñïõìå üôé õðÜñ÷ïõí ìç áñéèìÞóéìåò
Üðåéñåò (uncountable) äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò. Áõôü
áðïäåéêíýåôáé ìå äéáãùíéïðïßçóç (diagonalization), áíÜëïãç ìå
áõôÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï IR åßíáé ìç
áñéèìÞóéìï.

Áðüäåéîç: Áò èåùñÞóïõìå ôï óýíïëï ôùí ïëéêþí óõíáñôÞóåùí
ö : N→ N êáé Ýóôù ö0; ö1; ö2; : : : ìéá áñßèìçóç ôïõò (ïëéêÝò
ïíïìÜæïíôáé ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ ïñßæïíôáé ãéá êÜèå x ∈ N).
Ïñßæïõìå ìéá óõíÜñôçóç f ùò åîÞò: f(x) = öx(x) + 1;∀x ∈ N. H f
åßíáé ðñïöáíþò ïëéêÞ óõíÜñôçóç êáé åðïìÝíùò èá áíôéóôïé÷ßæåôáé
óå êÜðïéï äåßêôç y óôçí ðáñáðÜíù áñßèìçóç ìáò, äçëáäÞ f = öy.
Ôüôå üìùò èá éó÷ýåé üôé öy(y) = f(y) = öy(y) + 1 ðïõ åßíáé Üôïðï.
ÅðïìÝíùò ôï óýíïëï ôùí ïëéêþí óõíáñôÞóåùí äåí åßíáé áñéèìÞóéìï.
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Ìç Õðïëïãéóéìüôçôá (óõí.)

Èåþñçìá

Ôï halting problem (HP) åßíáé ìç áðïêñßóéìï.

Áðüäåéîç

¸óôù üôé ð0; ð1; ð2; : : : åßíáé ìéá ìç÷áíéóôéêÞ áðáñßèìçóç (e�ective
enumeration) üëùí ôùí ðñïãñáììÜôùí. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï HP åßíáé
åðéëýóéìï. Ôüôå êáôáóêåõÜæïõìå ôï åîÞò ðñüãñáììá ð:

ð : read(n); if ðn(n) terminates then loop forever else halt

ÖõóéêÜ áõôü ôï ðñüãñáììá ð êÜðïõ èá åìöáíßæåôáé óôçí ðáñáðÜíù
áñßèìçóç. Áò ðïýìå üôé ï äåßêôçò ãéá ôï ð åßíáé i, äçëáäÞ ð = ði. Ç éäÝá
ôçò äéáãùíéïðïßçóçò åßíáé íá äþóïõìå ôï äåßêôç i ãéá input óôï ði. Ôüôå
ôï ði(i) óôáìáôÜåé áí êáé ìüíï áí ôï ð(i) óôáìáôÜåé êáé áõôü óõìâáßíåé
áí êáé ìüíï áí ôï ði(i) äåí óôáìáôÜåé. Áíôßöáóç.
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Áðïêñßóéìá êáé ÊáôáãñÜøéìá Óýíïëá

¸íá óýíïëï S ëÝãåôáé áðïêñßóéìï Þ õðïëïãßóéìï Þ åðéëýóéìï
(decidable, computable, solvable) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé Ýíáò
áëãüñéèìïò ðïõ óôáìáôÜåé Þ ìéá õðïëïãéóôéêÞ ìç÷áíÞ ðïõ äßíåé
Ýîïäï \íáé" ãéá êÜèå åßóïäï a ∈ S êáé Ýîïäï \ü÷é" ãéá êÜèå åßóïäï
a =∈ S.
¸íá óýíïëï S ëÝãåôáé êáôáãñÜøéìï (ìå ìç÷áíéóôéêÞ ãåííÞôñéá)
(listable, e�ectively generatable) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ìéá
ãåííÞôñéá äéáäéêáóßá Þ ìç÷áíÞ ðïõ êáôáãñÜöåé üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ
S. Óôçí, ðéèáíþò Üðåéñç, ëßóôá åîüäïõ åðéôñÝðïíôáé ïé åðáíáëÞøåéò
êáé äåí õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüò ãéá ôçí äéÜôáîç ôùí óôïé÷åßùí.
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Áðïêñßóéìá êáé ÊáôáãñÜøéìá Óýíïëá: Éäéüôçôåò

Theorem

Áí ôï S åßíáé áðïêñßóéìï ôüôå êáé ôï S åßíáé áðïêñßóéìï.

Áí ôï S åßíáé áðïêñßóéìï ôüôå ôï S åßíáé êáé êáôáãñÜøéìï.

Áí ôï S êáé ôï S åßíáé êáôáãñÜøéìá ôüôå ôï S åßíáé áðïêñßóéìï.

Áí ôï S åßíáé êáôáãñÜøéìï ìå ãíçóßùò áýîïõóá äéÜôáîç ôüôå ôï S
åßíáé áðïêñßóéìï.
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ÕðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá

ðñïãñÜììáôá Pascal

ðñïãñÜììáôá Pascal ÷ùñßò áíáäñïìÞ (áöáßñåóç áíáäñïìÞò ìå
÷ñÞóç óôïßâáò)

ðñïãñÜììáôá Pascal ÷ùñßò áíáäñïìÞ êáé ÷ùñßò Üëëïõò ôýðïõò
äåäïìÝíùí åêôüò áðü ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò (åðéôõã÷Üíåôáé ìå
êùäéêïðïéÞóåéò)

ðñïãñÜììáôá WHILE ( ìüíç äïìÞ åëÝã÷ïõ ôï WHILE )

ðñïãñÜììáôá GOTO êáé IF

Assembler-like RAM (random access machine), URM (universal
register machine)

SRM (single register machine) Ýíáò êáôá÷ùñçôÞò

Ìç÷áíÞ Turing (ðñüóâáóç ìüíï óå Ýíá êýôôáñï "cell" ôçò ôáéíßáò
êÜèå öïñÜ)
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ÕðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá (óõí.)

Ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôùí ðáñáðÜíù ìïíôÝëùí åßíáé:

íôåôåñìéíéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá óå äéáêñéôÜ âÞìáôá

ðåðåñáóìÝíï óýíïëï åíôïëþí ðïõ åêôåëïýíôáé áðü åðåîåñãáóôÞ

áðåñéüñéóôç ìíÞìç
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ÕðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá (óõí.)

¢ëëá ìïíôÝëá åßíáé:

ðáñáëëáãÝò áðü ìç÷áíÝò Turing

Thue: êáíüíåò åðáíåããñáöÞò (re-writing rules)

Post: êáíïíéêÜ óõóôÞìáôá (normal systems)

Church: ëïãéóìüò ë (ë-calculus)

Curry: óõíäõáóôéêÞ ëïãéêÞ (combinatory logic)

Markov: M. áëãüñéèìïé

Kleene: ãåíéêÜ áíáäñïìéêÜ ó÷Þìáôá (general recursive schemes)

Shepherdson-Sturgis, Elgott: URM, SRM, RAM, RASP

Ó÷Þìáôá McCarthy (if ... then ... else ... ⇒ LISP)
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Éóïäõíáìßá Õðïëïãéóôéêþí ÌïíôÝëùí

Èåþñçìá

f åßíáé TÌ õðïëïãßóéìç áíí

f åßíáé WHILE-õðïëïãßóéìç

f åßíáé GOTO-õðïëïãßóéìç

f åßíáé PASCAL-õðïëïãßóéìç

f åßíáé ìåñéêÜ áíáäñïìéêÞ (partial recursive)
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ÐáñáëëáãÝò ìç÷áíÞò Turing

ÐáñáëëáãÝò Ìç÷áíþí Turing ðïõ Ý÷ïõí ôçí ßäéá õðïëïãéóôéêÞ
äõíáôüôçôá, ü÷é üìùò êáé áðïäïôéêüôçôá (e�ciency) åßíáé:

ðïëëÝò ôáéíßåò, ìíÞìç ðëÝãìáôïò (grid memory), ìíÞìç
ðåñéóóïôÝñùí äéáóôÜóåùí

ìåãáëýôåñï Ó

ðïëëÝò ðáñÜëëçëåò êåöáëÝò

ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò ìåôáâÜóåéò

ìßáò êáôåõèýíóåùò, áðåßñïõ ìÞêïõò ôáéíßá

åããñáöÞ êáé êßíçóç ôçò êåöáëÞò óå êÜèå âÞìá
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ÕðïëïãéóôéêÞ Ðïëõðëïêüôçôá

Ìéá Üëëç (ðéï ìïíôÝñíá) ôáîéíüìçóç ðñïâëçìÜôùí (ãëùóóþí, óõíüëùí)
óå êëÜóåéò ìðïñåß íá ãßíåé ìå êñéôÞñéï ôçí ðïóüôçôá ôùí áãáèþí
(÷ñüíïò, ÷þñïò, åðåîåñãáóôÝò, ê.ï.ê.) ðïõ ÷ñåéÜæåôáé Ýíáò âÝëôéóôïò
áëãüñéèìïò ãéá íá ôá åðéëýóåé (áíáãíùñßóåé).
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ÕðïëïãéóôéêÞ Ðïëõðëïêüôçôá (óõí.)

ÓõíÞèùò ìåôñÜìå ôï êüóôïò ôçò ÷åéñüôåñçò ðåñßðôùóçò ãéá åßóïäï
ìåãÝèïõò n. ¸ôóé ôï êüóôïò ôïõ áëãïñßèìïõ Á(n) åßíáé ôï max ôïõ
êüóôïõò ôïõ áëãïñßèìïõ Á áðü üëåò ôéò äõíáôÝò åéóüäïõò ìåãÝèïõò n.

Ôï êüóôïò C(n) åíüò ðñïâëÞìáôïò �(n) åßíáé ôï min(Á(n)) áðü üëïõò
ôïõò áëãïñßèìïõò Á ðïõ ëýíïõí ôï ðñüâëçìá �. Óõíåðþò ãéá íá
ðñïóäéïñßóïõìå ôï êüóôïò C(n) åíüò ðñïâëÞìáôïò �(n) ÷ñåéáæüìáóôå
Ýíá Üíù üñéï (upper bound) äçëáäÞ Ýíáí áëãüñéèìï Á ðïõ Ý÷åé êüóôïò
C(n) áëëÜ êáé Ýíá êÜôù üñéï (lower bound), äçëáäÞ ìéá áðüäåéîç üôé ôï
êáëýôåñï äõíáôü êüóôïò ìå ôï ôñÝ÷ïí ìïíôÝëï åßíáé C(n). ¸ôóé, ð.÷., ç
÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôáîéíüìçóçò ìå óõãêñßóåéò (üðïõ ìïíôÝëï åßíáé
ðñüãñáììá Pascal, êáé ìåôñÜìå ôïí áñéèìü óõãêñßóåùí) åßíáé È(n log n).
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ÊëÜóåéò Ðïëõðëïêüôçôáò

P ëÝãåôáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ëýíïíôáé ìå íôåôåñìéíéóôéêü
áëãüñéèìï óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü.

NP ëÝãåôáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ëýíïíôáé ìå ìç
íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï óå ÷ñüíï ðïëõùíõìéêü.

ËÝìå üôé Ýíáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò Á ëýíåé Ýíá ðñüâëçìá �
åÜí õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá áðü ôéò äõíáôÝò åêôåëÝóåéò ôïõ Á ðïõ ëýíåé
ôï �.

Ðñïöáíþò éó÷ýåé P ⊆ NP áëëÜ åäþ êáé 40 ó÷åäüí ÷ñüíéá ðáñáìÝíåé
Üëõôï ôï ðñüâëçìá \P 6= NP;". NP−ðëÞñç ëÝãïíôáé ôá äõóêïëüôåñá
ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò NP. Áí ðñÜãìáôé éó÷ýåé P 6= NP, ôüôå ãéá ôá
NP−ðëÞñç ðñïâëÞìáôá äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ.
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ÊëÜóåéò Ðïëõðëïêüôçôáò (óõí.)

PSPACE ëÝãåôáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ëýíïíôáé ìå
(íôåôåñìéíéóôéêü Þ ìç íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï) óå ðïëõùíõìéêü ÷þñï
(ìíÞìç).

NC ëÝãåôáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ëýíïíôáé ìå áëãüñéèìï ðïõ
÷ñçóéìïðïéåß ðïëõëïãáñéèìéêü ÷ñüíï (logÏ(1) n) êáé ðïëõùíõìéêü
áñéèìü åðåîåñãáóôþí.
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ÊëÜóåéò Ðïëõðëïêüôçôáò (óõí.)

ÌåñéêÜ ãíùóôÜ ðñïâëÞìáôá óå áõôÝò ôéò êëÜóåéò:

Óôçí êëÜóç NP: ôï ðñüâëçìá SAT éêáíïðïéçóéìüôçôáò ôýðùí ôçò
ðñïôáóéáêÞò ëïãéêÞò, ôï ðñüâëçìá (TSP) ôïõ ðëáíüäéïõ ðùëçôÞ,
ê.ô.ë.

Óôçí êëÜóç PSPACE: ôï ðñüâëçìá QBF áðïôßìçóçò ôýðùí ôçò
êáôçãïñçìáôéêÞò (boolean) ëïãéêÞò, ôï ðñüâëçìá óôñáôçãéêÞò óå
äéÜöïñá ðáé÷íßäéá, ê.ô.ë.

Óôçí êëÜóç NC: ôï ðñüâëçìá GAP ðñüóâáóçò (äçëáäÞ ýðáñîçò
ìïíïðáôéïý) óå Ýíá ãñÜöï G ìåôáîý äõï êüìâùí.

Ôï ðñüâëçìá éêáíïðïéçóéìüôçôáò ôýðùí ôçò êáôçãïñçìáôéêÞò
ëïãéêÞò åßíáé ìç åðéëýóéìï áëëÜ êáôáãñÜøéìï.
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ÈÝóç Óåéñéáêþí Õðïëïãéóìþí

¼ëá ôá ëïãéêÜ õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá åßíáé ðïëõùíõìéêÜ

óõó÷åôéóìÝíá ùò ðñïò ôçí áðïäïôéêüôçôÜ ôïõò
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ÈÝóç ÐáñÜëëçëùí Õðïëïãéóìþí

Ï ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåßôáé óå ðáñÜëëçëï õðïëïãéóìü åßíáé

ðïëõùíõìéêÜ óõó÷åôéóìÝíïò ìå ôïí ÷þñï ðïõ áðáéôåßôáé óå

óåéñéáêü õðïëïãéóìü
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Éåñáñ÷ßá ÊëÜóåùí Ðïëõðëïêüôçôáò

NC ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE  REC  R:E:

REC = recursive = decidable
R.E. = recursively enumerable = listable
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Éåñáñ÷ßá ÊëÜóåùí Ðïëõðëïêüôçôáò

1

Κατηγοριοποίηση προβλημάτων

Όλα τα προβλήματα

Υπολογίσιμα (επιλύσιμα)

Κλάση P 
(ευεπίλυτα)

Κλάση NC 
(παραλληλοποιήσιμα)

Halting Problem

Hamilton, TSP

Euler, Linear 
Programming

Reachability

Κλάση NP

Κλάση PSPACE QBF, στρατηγικά παίγνια

Generalized Chess
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