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Γξάθνη (επαλάιεςε)

1
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6

1

2 4

53
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 Γξάθνο (ή γξάθεκα): δεύγνο (V,E), V έλα κε θελό 

ζύλνιν, Δ δηκειήο ζρέζε πάλσ ζην V

 Με θαηεπζπλόκελνο γξάθνο: ζρέζε Δ ζπκκεηξηθή

 V: θνξπθέο (vertices), θόκβνη (nodes)

 Δ: αθκέο (edges)

 Ε1 = {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {3,4}, {3,5}, {4,6}}

 Ε2 = {(1,3), (2,1), (2,4), (3,2), (3,4), (3,5), (4,2), (4,6), (5,6), (6,3)}

(V1,E1)
(V2,E2)
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Γξάθνη (επαλάιεςε): νξνινγία

 Γεηηνληθέο (adjacent) θνξπθέο: ζπλδένληαη κε αθκή, π.ρ. 

4 θαη 6

 Άθξα (endpoints) αθκήο

 Πξνζπίπηνπζα (incident) αθκή (ζε θόκβν)

 Γεηηνληθέο αθκέο

(V1,E1)
(V2,E2)
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Γξάθνη (επαλάιεςε): νξνινγία

 Βαζκόο (degree, valence) θνξπθήο v: ν αξηζκόο ησλ 

αθκώλ πνπ πξνζπίπηνπλ ζηελ v, deg(v)

 Σε θαηεπζπλόκελν γξάθν: in-deg(v), out-deg(v)

 Σεκαληηθή ηδηόηεηα: Σ deg(v) = 2|E|

 Έλαο (κε θαηεπζπλόκελνο) γξάθνο όπνπ deg(v)=k γηα 

θάζε θνξπθή v, ιέγεηαη k-θαλνληθόο (k-regular)

2-κανονικός γράφος
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Γξάθνη (επαλάιεςε): δηαδξνκέο

 Γηαδξνκή: αθνινπζία από «δηαδνρηθέο» θνξπθέο-αθκέο 

 Μνλνθνλδπιηά: δξόκνο ρσξίο επαλαιήςεηο αθκώλ

 (Απιό) Μνλνπάηη: κνλνπάηη ρσξίο επαλαιήςεηο θνξπθώλ

 Κύθιωκα: θιεηζηή κνλνθνλδπιηά

 (Απιόο) Κύθινο: θιεηζηό κνλνπάηη

 Μήθνο δξόκνπ: ην πιήζνο ησλ αθκώλ ηνπ  
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 … κε πίλαθα γεηηλίαζεο:

 Αλ έρνπκε βάξε, 

 Λε-θαηεπζπλόκελνο: ζπκκεηξηθόο πίλαθαο

 Φώξνο: Θ(n2)

 Πξνζπέιαζε γεηηόλσλ: Θ(n)

 Άκεζνο έιεγρνο ύπαξμεο αθκήο: Ο(1)

Γξάθνη (επαλάιεςε): αλαπαξάζηαζε
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 … κε πίλαθα γεηηλίαζεο:

 Αλ έρνπκε βάξε,

 Ιαηεπζπλόκελνο: κε-ζπκκεηξηθόο πίλαθαο

 Φώξνο: Θ(n2)

 Πξνζπέιαζε γεηηόλσλ: Θ(n)

 Άκεζνο έιεγρνο ύπαξμεο αθκήο: Ο(1)

ΠΔΠ 2018

Γξάθνη (επαλάιεςε): αλαπαξάζηαζε
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 … κε ιίζηεο γεηηλίαζεο: γεηηνληθέο θνξπθέο ζε ιίζηεο

 Αλ έρνπκε βάξε, ηα απνζεθεύνπκε ζηνπο θόκβνπο

 Φώξνο: Θ(m)

 Πξνζπέιαζε γεηηόλσλ: Θ(deg(u))

 Έιεγρνο ύπαξμεο αθκήο: Ο(deg(u))

Γξάθνη (επαλάιεςε): αλαπαξάζηαζε
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 … κε ιίζηεο γεηηλίαζεο: γεηηνληθέο θνξπθέο ζε ιίζηεο

 Αλ έρνπκε βάξε, ηα απνζεθεύνπκε ζηνπο θόκβνπο

 Φώξνο: Θ(m)

 Πξνζπέιαζε γεηηόλσλ: Θ(deg(u))

 Έιεγρνο ύπαξμεο αθκήο: Ο(deg(u))

Γξάθνη (επαλάιεςε): αλαπαξάζηαζε
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 Έλαο κε θαηεπζπλόκελνο γξάθνο ιέγεηαη ζπλεθηηθόο 

(connected) αλ ππάξρεη δηαδξνκή κεηαμύ νπνησλδήπνηε 

δύν θνξπθώλ ηνπ

Σε ζπλεθηηθό γξάθν ηζρύεη: 

 Έλαο θαηεπζπλόκελνο γξάθνο ιέγεηαη

 ηζρπξά ζπλεθηηθόο (strongly connected)

αλ ππάξρεη δηαδξνκή κεηαμύ νπνησλδήπνηε 

δύν θνξπθώλ ηνπ αθνινπζώληαο ηηο 

θαηεπζύλζεηο ησλ αθκώλ

 αζζελώο ζπλεθηηθόο (weakly connected)

αλ ππάξρεη δηαδξνκή κεηαμύ νπνησλδήπνηε δύν θνξπθώλ 

ηνπ αγλνώληαο ηηο θαηεπζύλζεηο ησλ αθκώλ

Γξάθνη (επαλάιεςε): ζπλεθηηθόηεηα
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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∞

∞

∞

∞

∞

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο 

ειάρηζηε απόζηαζε από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D).
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra

∞

∞

∞

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).



Γξάθνη: Πξνβιήκαηα θαη Αιγόξηζκνη 13

0

2

4

8

10

3

8

3

2 5

8

6 4

2 54

2

2ν παξάδεηγκα Dijkstra

∞

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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Εύςοδοσ Αλγόριθμου

x

y

q

p

1

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra



s







10

5

9
6

2

7

3

4
2

x



1

Initialize(G,s)

d(v)  

prev(v)  NIL

d(s)  0

για κϊθε κόμβο vV:

0

y

q

p

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)= d(y)= d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=NIL  prev(y)=NIL prev(p)=NIL prev(q)=NIL



Q = {s,x,y,p,q}

s
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
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

1

0

y

q
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S={}

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)= d(y)= d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=NIL  prev(y)=NIL prev(p)=NIL prev(q)=NIL



 

Q = {s,x,y,p,q}

while Q   :

d(s)=0      d(x)= d(y)= d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=NIL  prev(y)=NIL prev(p)=NIL prev(q)=NIL

S={}

s
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


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1
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q
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Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra



Q = {s,x,y,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S={}
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x
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1

0

y

q

p

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)= d(y)= d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=NIL  prev(y)=NIL prev(p)=NIL prev(q)=NIL



s

x







10

5

9
6

2

7

3

4
2

0



1

S={}

Q = {x,y,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

y

q

p

Παράδειγμα

u

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)= d(y)= d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=NIL  prev(y)=NIL prev(p)=NIL prev(q)=NIL
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





10

5

9
6

2

7

3

4
2

0



1

Q = {x,y,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S  S  {u}

S
qx

y p

Παράδειγμα

u

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)= d(y)= d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=NIL  prev(y)=NIL prev(p)=NIL prev(q)=NIL
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1

S
qx

y p

Παράδειγμα

u

Q = {x,y,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

Update(u,v,c)

S  S  {u}

για κϊθε κόμβο vN(u):

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

v

Update(u,v,c)

if d(v)>d(u)+c(u,v) then
d(v)  d(u)+c(u,v)
prev(v)  u

d(s)=0      d(x)=10 d(y)= d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=s    prev(y)=NIL prev(p)=NIL prev(q)=NIL
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S
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y p

Παράδειγμα

u

Q = {x,y,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

Update(u,v,c)

S  S  {u}

για κϊθε κόμβο vN(u):

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

v

d(s)=0      d(x)=10 d(y)=5 d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=s    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=NIL
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1

Q = {x,y,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S
qx

y p

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=10 d(y)=5 d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=s    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=NIL
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0

y

10

5 

1

d(s)=0       d(y)=5

prev(s)=NIL  prev(y)=s

Q = {x,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S
qx

p

Παράδειγμα

u

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=10 d(y)=5 d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=s    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=NIL
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Q = {x,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S  S  {u}

S
qx

p

Παράδειγμα

u

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=10 d(y)=5 d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=s    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=NIL
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Παράδειγμα

u

v

Q = {x,y,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

Update(u,v,c)

S  S  {u}

για κϊθε κόμβο vN(u):

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=NIL
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Παράδειγμα

u

v

Q = {x,y,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

Update(u,v,c)

S  S  {u}

για κϊθε κόμβο vN(u):

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)= d(q)=14
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=y
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Παράδειγμα

u
v

Q = {x,y,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

Update(u,v,c)

S  S  {u}

για κϊθε κόμβο vN(u):

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=14
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y



s
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5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

y

5

8 14

7

Q = {x,p,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S
qx

p

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=14
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

y p

5

8 14

7

Q = {x,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S
qx

Παράδειγμα

u

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=14
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

y p

5

8 14

7

Q = {x,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S  S  {u}

S
qx

Παράδειγμα

u

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=14
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

y p

5

8 14

7

Q = {x,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S  S  {u}

S
qx

Παράδειγμα

u

Update(u,v,c)

για κϊθε κόμβο vN(u):

v

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=14
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

y p

5

8 14

7

Q = {x,q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S
qx

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=14
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

x

y p

5

8 14

7

Q = {q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S
q

Παράδειγμα

u

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=14
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

x

y p

8 14

Q = {q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S  S  {u}

S
q

Παράδειγμα

u

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=14
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

x

y p

5

8 14

7

9

Q = {q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S  S  {u}

S
q

Παράδειγμα

u v

Update(u,v,c)

για κϊθε κόμβο vN(u):

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

x

y p

5

8

7

9

Q = {q}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S
q

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

x

y

q

p

5

8

7

9

Q = {}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S

Παράδειγμα

u

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x



s

10
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9

1

6
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7

3

4
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0

x

y

q

p

5

8

7

9

Q = {}

while Q   :

u  extract-min(Q);  

S  S  {u}

S

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x



Q = {}

while Q   :

return d(), prev()

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x
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Έξοδοσ Αλγόριθμου

Κόστος
ελϊχιςτων
διαδρομών

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL   prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x
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p

Έξοδοσ Αλγόριθμου

prev(s)=NIL 

prev(y)=s prev(p)=y 

prev(x)=y prev(q)=x Προηγούμενοι
κόμβοι ςτισ
ελϊχιςτεσ
διαδρομϋσ

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra



Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών
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Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra



Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών

s

10
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x

y

q

p

prev(s)=NIL 

prev(y)=s 

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

s

5

1

2

3

x

y

q

p
2

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

prev(x)=y prev(q)=x

prev(p)=y 



Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών
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x

y

q

p

prev(y)=s 

prev(x)=y 

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

s

5

1

2

3

x

y

q

p
2

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

prev(s)=NIL 

prev(q)=x

prev(p)=y 



Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών

s
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1
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x

y

q

p

prev(y)=s 

prev(x)=y prev(q)=x

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

s
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1

2

3

x

y

q

p
2

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

prev(s)=NIL 

prev(p)=y 



Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών
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1
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x

y

q

p

prev(y)=s prev(p)=y 

prev(x)=y prev(q)=x

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

s
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x
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q

p
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Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

prev(s)=NIL 
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Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών

s
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x

y

q

p

prev(y)=s prev(p)=y 

prev(x)=y prev(q)=x

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

2

Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra

prev(s)=NIL 
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Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών
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Παράδειγμα

3ν παξάδεηγκα Dijkstra
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Σπληνκόηεξεο δηαδξνκέο (Dijkstra)

Πνιππι/ηα

O(|V|2):

ζε θάζε 

επαλάιεςε 

Ο(|V|) γηα 

εύξεζε 

ειαρίζηνπ, 

Ο(|V|) γηα 

ελεκέξσζε 

απνζηάζεσλ
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Παξάδεηγκα Dijkstra



Αιγόξηζκνο Dijkstra

 Γξάθεκα κε ζεηηθά θόζηε ζηηο αθκέο.

Αξρηθή θνξπθή s.

 u, δηαηεξεί D(u) εκηίμηζη 

απόζηαζης από s.

 Αξρηθά D(s) = 0, D(u) = 

γηα θάζε u  s.

 Λήθνο ζπλη. s – u κνλνπ. πνπ 

έρεη «αλαθαιύςεη» ν αιγόξηζκνο. 

 Ινξπθέο ζην S έρνπλ D(u) = d(s, u)

(εθηίκεζε απόζηαζεο είλαη νξηζηηθή).

 Ιάζε επαλάιεςε επηιέγεη δηαζέζηκε

(εθηόο S) θνξπθή u κε ειάρηζηε εθηίκεζε απόζηαζεο.

 D(u) νξηζηηθνπνηείηαη θαη πξνζηίζεηαη ζην S (κε δηαζέζηκε)

 Ελεκέξσζε εθηηκήζεσλ απόζηαζεο γηα γείηνλεο ηεο u.



Αιγόξηζκνο Dijkstra: Επανάληυη
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Οκνηόηεηεο κε αιγόξηζκν BFS;

Πην αξγόο από BFS (νπξά πξνηεξαηόηεηαο vs απιή νπξά)

Απαηηεί n=|V| ιεηηνπξγίεο insert ζηελ νπξά, θαη 
m=|E| ιεηηνπξγίεο update:

|V| insert / extract-min

|E| update 

Υινπνίεζε νπξάο κε πίλαθα  O(|V|2)

Πνιππινθόηεηα Dijkstra

Υινπνίεζε νπξάο κε δπαδηθό ζσξό  O(|E| log|V|)

Υινπνίεζε νπξάο κε ζσξό Fibonacci  O(|E|+|V|log|V|)
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Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

 Ο αιγόξηζκνο δεκηνπξγεί ζηαδηαθά έλα δέλδξν 

ζπληνκόηεξσλ κνλνπαηηώλ. Τν δέλδξν αξρηθνπνηείηαη κε ηνλ 

αξρηθό θόκβν s.

 Σε θάζε επαλάιεςε επηιέγεηαη ν θόκβνο w κε ηελ ειάρηζηε 

εθηίκεζε απόζηαζεο από ηνλ s.

 Η απόδεημε ζηεξίδεηαη ζε δύν αλαιινίσηεο ζπλζήθεο 

βξόρνπ.
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Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

 1ε αλαιινίσηε βξόρνπ: ππιν από κάθε επανάλητη ηος 

εξυηεπικού βπόσος, εκτίμηση απόστασης (κάθε) κόμβος

D(v) = κόζηορ ζςνηομόηεπηρ διαδπομήρ από ηον s ζηον v, 

μεηαξύ όλυν ηυν διαδπομών πος πεπνούν μόνο από 

κόμβοςρ ηος ζςνόλος S (δηλ. ηος μέσπι ζηιγμήρ δένδπος).

 2ε αλαιινίσηε βξόρνπ: ππιν από κάθε επανάλητη ηος 

εξυηεπικού βπόσος, για ηον κόμβο w πος ανήκει ζηο V-S 

και έσει ελάχιστη (μεηαξύ κόμβυν ηος V-S) εκηίμηζη 

απόζηαζηρ από ηον s, η απόζηαζη αςηή είναι η τελική

(ελάσιζηη) ηος w από ηον s.

 Οη δύν αλαιινίσηεο απνδεηθλύνληαη καδί, ρξεζηκνπνηώληαο 

επαγσγή.



Έζησ G = (V, E) γξάθνο κε κε-αξλεηηθά βάξε, s  V,  θαη 
(S, V – S) κηα δηακέξηζε ηνπ V η.ώ. s  S θαη γλσξίδνπκε  
ειάρηζηε απόζηαζε D[u] = d(s, u) u  S.

s

S V-S
u v

yx

Λήκκα (βήκα επαγωγήο)

Εάλ (u, v) είλαη ε αθκή πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ πνζόηεηα 

D[v] = d(s, u) + c(u, v) 

κεηαμύ όισλ ησλ αθκώλ (x, y) κε xS θαη yV-S, ηόηε 

P = (s, …, u, v) είλαη ε.δ. s v.

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra



Γηα ηελ δηαδξνκή P = (s, …, u, v) από ηνλ s ζηνλ v ηζρύεη :
c(P) = D[v] = d(s, u) + c(u, v)      (1)

s

S
u

v

y

e

Έζησ e = (u, v) θαη έζησ (s, …, u) ε ειάρηζηε δηαδξνκή 
από ηνλ s ζηνλ u.

V-S

Απόδεημε 

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra



Έζησ Q = (s, …, x, y, …, v) κηα ειάρηζηε δηαδξνκή από 
ηνλ s ζηνλ v, θαη

s

S
u

v

y

έζησ y ν πξώηνο θόκβνο ηεο δηαδξνκήο Q : y  V – S 

e

Θα δείμνπκε όηη c(P)   c(Q)

x

V-S

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

Απόδεημε 



Από (1) θαη από επηινγή ηεο αθκήο e = (u, v), έρνπκε: 

c(P) = d(s, u) + c(u, v)  d(s, x) + c(x, y)  c(Q)

s

S
u

v

y

e

x

V-S

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

Απόδεημε 



s

S
u

v

y

e

x

V-S

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

Επώηηζη: πόηε δελ ηζρύεη ην παξαπάλσ; 

Απόδεημε 

Από (1) θαη από επηινγή ηεο αθκήο e = (u, v), έρνπκε: 

c(P) = d(s,u) + c(u,v)  d(s, x) + c(x, y)  c(Q)
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Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

 Η νξζόηεηα ηζρύεη κόλν ζε γξάθνπο ρωξίο αξλεηηθά 

βάξε

 Άζκηζη: βξείηε αληηπαξάδεηγκα.
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford

dist(s) := 0 ; 

for each v<>s do dist(v) := ∞

repeat n-1 times

for each edge e = (u,v) do

if dist(u) + cost(u,v) < dist(v) then

dist(v) := dist(u) + cost(u,v)

prev(v) := u



Παραδείγματα

s

u

v

x

y

n = 5
m = 6

Ε = {(y,x),(u,x),(y,v),(s,u),(x,v),(s,v)}

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ



0







4

3

-3

1

2

-2

V = {s, u, v, x, y}

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Παράδειγμα 1
n = 5
m = 6

S1: (y,x), (u,x), (y,v), (s,u), (x,v), (s,v)

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ



0







     

4

3

-3

1

2

4

3 -2

1η Επανϊληψη

s

u

v

x

y

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Παράδειγμα 1
n = 5
m = 6

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ

4

0

3





     

4

3

-3

1

2

2 -2

5

2η Επανϊληψη

S1: (y,x), (u,x), (y,v), (s,u), (x,v), (s,v)

s

u

v

x

y

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Παράδειγμα 1
n = 5
m = 6

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ

4

0

2

5



     

4

3

-3

1

2

-2

3η Επανϊληψη

S1: (y,x), (u,x), (y,v), (s,u), (x,v), (s,v)

s

u

v

x

y

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford

Καμία Αλλαγή
Γιατί ?



Παράδειγμα 1
n = 5
m = 6

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ

4

0

2

5



     

4η Επανϊληψη

4

3

-3

1

2

-2

S1: (y,x), (u,x), (y,v), (s,u), (x,v), (s,v)

Καμία Αλλαγή

s

u

v

x

y

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Παράδειγμα 2
n = 5
m = 6

S2: (s,u), (u,x), (y,x), (s,v), (x,v), (y,v)

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ
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Παράδειγμα 2
n = 5
m = 6

S2: (s,u), (u,x), (y,x), (s,v), (x,v), (y,v)

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ
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Εάλ ππάξρεη αξλεηηθόο θύθινο, δελ έρεη λόεκα λα 
αλαδεηνύκε ζπληνκόηεξεο δηαδξνκέο !!!

Αξλεηηθνί Κύθινη

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Εντοπιςμόσ αρνητικών κύκλων

Bellman-Ford-detection(G,w,s)

1. initialize(G,s)

2. επανϊλαβε n-1 φορϋσ:

3.

για κϊθε ακμό (u,v)E:

Update(u,v,c)

για κϊθε ακμό (u,v)E:

if d(v) > d(u) + c(u,v) then

return FALSE

4. return d(.)

u

w

vs
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?
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?
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford

 Οξζόηεηα: ζην ηέινο ηεο k-νζηήο επαλάιεςεο έρνπλ 

ππνινγηζηεί ζσζηά όιεο νη ειάρηζηεο δηαδξνκέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύλ ην πνιύ k αθκέο 

(άζκηζη: απνδείμηε ην).

 Πνιππινθόηεηα: O(|V||Ε|)
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Ειάρηζην Σπλδεηηθό Δέληξν (MST)

 Σπλεθηηθό G(V, E, c) κε βάξε ζηηο αθκέο. 

 Ζεηνύκελν: ειάρηζηνπ ζπλνιηθνύ βάξνπο 

ζπλεθηηθό ππνγξάθεκα πνπ θαιύπηεη όιεο ηηο 

θνξπθέο.

 Σπλεθηηθό (εμ’ νξηζκνύ) + αθπθιηθό (ειάρηζην) 
Δέληξν.

 Minimum Spanning Tree (MST, ΕΣΔ). 

 Πνιιέο θαη ζεκαληηθέο εθαξκνγέο.1
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Τνκέο, Σύλνια Τνκήο, θαη ΕΣΔ

 Τνκή (S, V \ S): δηακέξηζε θνξπθώλ ζε 2 ζύλνια S, V \ S.

 Σύλνιν ηνκήο δ(S, V \ S): αθκέο έλα άθξν ζην S θαη 

άιιν άθξν ζην V \ S. 

 δ(S, V \ S): όιεο νη αθκέο πνπ δηαζρίδνπλ ηνκή (S, V \ S).

 Σύλνιν αθκώλ E’ δηαζρίδεη ηνκή (S, V \ S) αλ 

Ε’  δ(S, V \ S)  .

 (Ε)ΣΔ νξίδεηαη από ζύλνιν αθκώλ 

(ειάρηζηνπ) βάξνπο πνπ δηαζρίδεη

όιεο ηηο ηνκέο. 

 Άπιεζηε ζηξαηεγηθή: ελόζσ 
«αγεθύξσηε» ηνκή, δηάζρηζέ 

ηελ κε αθκή ειάρηζηνπ βάξνπο.

Ειάρηζην Σπλδεηηθό Δέληξν 80
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Ειάρηζην Σπλδεηηθό Δέλδξν (MST)

 Κξηηήξην Prim: Δηαιέγνπκε θάζε θνξά ηελ αθκή 

ειαρίζηνπ θόζηνπο έηζη ώζηε ν λένο ππνγξάθνο λα 

παξακέλεη δέλδξν (έλαξμε από νπνηνλδήπνηε θόκβν)

 Κξηηήξην Kruskal: Δηαιέγνπκε θάζε θνξά ηελ αθκή 

ειαρίζηνπ θόζηνπο έηζη ώζηε ν λένο ππνγξάθνο λα κελ έρεη 

θύθινπο
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Αιγόξηζκνο Prim: Παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Prim

 Επηιέγεηαη αξρηθόο θόκβνο, έζησ s. Αξρηθνπνίεζε:

d(s):= 0; for each v<>s do d(v) := ∞

 Ιάζε θνξά επηιέγεηαη ν θόκβνο, έζησ w, κε ειάρηζην θόζηνο 

ζύλδεζεο ζην κέρξη ζηηγκήο θαηαζθεπαζκέλν δέλδξν, θαη 

πξνζηίζεηαη ζην δέλδξν. Ελεκεξώλνληαη νη απνζηάζεηο ησλ 

ππόινηπσλ θόκβσλ από ην δέλδξν κε βάζε ην θόζηνο ησλ 

αθκώλ (w,ui):

if c(w,ui) < d(ui) then

d(ui) := c(w,ui)

 Λεγάιε νκνηόηεηα κε Dijkstra (πνύ δηαθέξνπλ;)

 Πνιππινθόηεηα: O(|V|2), O(|E|log|V|), O(|E|+|V|log|V|)
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Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα



Γξάθνη: Πξνβιήκαηα θαη Αιγόξηζκνη 86

1

4

7

65

2 3

98

4 10

1 5

10 3

5 6

5 12

5

2 4

8 6

7

Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Kruskal

 Οη αθκέο ηαμηλνκνύληαη ζε αύμνπζα ζεηξά θόζηνπο. Ιάζε 

θνξά επηιέγεηαη ε αθκή ειαρίζηνπ θόζηνπο θαη αλ δε 

δεκηνπξγεί θύθιν ζην κέρξη ζηηγκήο δάζνο πξνζηίζεηαη ζε 

απηό, αιιηώο απνξξίπηεηαη. 

 Γηα απνδνηηθή πινπνίεζε, ε ύπαξμε θύθινπ ειέγρεηαη κε 

ρξήζε πξάμεσλ ζπλόισλ (UNION-FIND: αξθεί ρξήζε Union 

by Size/Rank).

 Πνιππινθόηεηα: O(|E|log|V|) (γηαηί;)
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Ινηλή ηδέα Prim-Kruskal

Έζησ ν αξρηθόο γξάθνο G=(V, E).

Ξεθηλώληαο από ηνλ γξάθν G’=(V, Ø) πνπ πεξηέρεη 

όινπο ηνπο θόκβνπο ηνπ G αιιά θαζόινπ αθκέο,
θαη ελώλνληαο επαλαιεπηηθά δύν νπνηαδήπνηε
ζπκπιεξσκαηηθά ππνζύλνια θόκβσλ S θαη V-S πνπ 
αθόκε δελ έρνπλ αθκή κεηαμύ ηνπο κε ηελ 
ειαθξύηεξε δπλαηή αθκή από ην E, θαηαιήγνπκε 
ζε ειάρηζην ζπλδεηηθό δέλδξν.
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Γηαηί δνπιεύεη ε ηδέα; 

Θεώξεκα. 

Έλα ζύλνιν αθκώλ A πνπ είλαη ςποζσόμενο
(δει. ππνζύλνιν ελόο MST) παξακέλεη ππνζρόκελν αλ ηνπ 
πξνζζέζνπκε ηελ ειαθξύηεξε αθκή e=(u,v) πνπ ζπλδέεη κηα 
ζπλεθηηθή ζπληζηώζα (connected component) Vi ηνπ 
ηξέρνληνο ππνγξάθνπ (πνπ νξίδεηαη από ηνπο θόκβνπο ηνπ V 
θαη ηηο αθκέο ηνπ A) κε ηνλ ππόινηπν ππνγξάθν V-Vi. 

Απόδειξη. Θεσξνύκε έλα MST T πνπ είλαη ππεξζύλνιν ηνπ A. 
Έζησ όηη ε e δελ αλήθεη ζην T, ηόηε ππάξρεη κνλνπάηη p πνπ 
ζπλδέεη u,v ζην T. Έζησ e’ ζην p πνπ δηαζρίδεη ηνκή (Vi,V-
Vi). Θζρύεη  cost(e) <= cost (e’), επνκέλσο:

αληαιιαγή e,e’ => MST Τ’ πνπ πεξηέρεη ηελ e
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Bonus: αιγόξηζκνο Boruvka

 Κεηηνπξγεί ζε γύξνπο. Αξρηθά θάζε θόκβνο είλαη 
ζπληζηώζα κόλνο ηνπ. 

 Σε θάζε γύξν, κάθε ζπλεθηηθή ζπληζηώζα ζπλδέεηαη κε 
ηελ ειαθξύηεξε δπλαηή αθκή κε θάπνηα από ηηο 
ππόινηπεο ζπληζηώζεο. Φξεηάδεηαη ηξόπνο επίιπζεο 
'ηζνπαιηώλ'. 

Πνιππινθόηεηα: O(|E| log|V|) (ζε θάζε γύξν ην πιήζνο 
ζπληζησζώλ κεηώλεηαη ζην κηζό). 

Πξνζθέξεηαη γηα παξάιιειε / θαηαλεκεκέλε πινπνίεζε. 
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Αιγόξηζκνο Boruvka: Παξάδεηγκα 
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Δύν ζεκαληηθέο ηερληθέο

 Άπιεζηνη (greedy) αιγόξηζκνη: «ρηίζηκν» ιύζεο 
ζηαδηαθά, από κηθξόηεξα πξνο κεγαιύηεξα 
ππνπξνβιήκαηα. Ιάζε επηινγή βέιηηζηε γηα αληίζηνηρν 
ππνπξόβιεκα.
 Dijkstra, Prim, Kruskal, Boruvka

 Γπλακηθόο πξνγξακκαηηζκόο: «ρηίζηκν» ιύζεο 
ζπλδπάδνληαο ιύζεηο (κηθξόηεξσλ) ππνπξνβιεκάησλ  κε 
ηξόπν πνπ νδεγεί ζε βέιηηζηε ιύζε κεγαιύηεξσλ 
ππνπξνβιεκάησλ. 

 Bellman-Ford

 Σύγθξηζε κε «δηαίξεη θαη βαζίιεπε»: ζηε ΔθΙ ηα 
ππνπξνβιήκαηα είλαη αλεμάξηεηα, ζηνλ ΔΠ θαη ζηνπο 
άπιεζηνπο ηα ππνπξνβιήκαηα έρνπλ επηθάιπςε.
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Πξνβιήκαηα Γξάθσλ ζηελ Ιιάζε P

 Ιύθινο Euler

 Πξνζβαζηκόηεηα (reachability) + Δηάζρηζε

(traversal): DFS, BFS, ...

 Σπλεθηηθέο ζπληζηώζεο (connected components)

 Σπληνκόηεξα κνλνπάηηα (shortest paths)

 Ειάρηζην ζπλδεηηθό δέλδξν (minimum spanning 

tree)

 Λέγηζηε ξνή (maximum flow)  [7ν εμ.]

 Τέιεην ηαίξηαζκα (perfect matching) [7ν εμ.]
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NP-πιήξε Πξνβιήκαηα Γξάθσλ

 VERTEX COVER (VC)

 CLIQUE

 HAMILTON CIRCUIT (HC)

 TRAVELING SALESMAN (TSP)

 3-COLORABILITY

 SUBGRAPH ISOMORPHISM

 3-DIMENSIONAL MATCHING (3DM)
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NP-πιήξε Πξνβιήκαηα Γξάθσλ

Απόδεημε NP-πιεξόηεηαο: αναγυγέρ
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«Ελδηάκεζε» Πνιππινθόηεηα;

Ιζομορθιζμός γράθφν: δεν είναι NP-πλήρες 

πρόβλημα (κάηφ από γενικά παραδεκηές 

σποθέζεις)
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Σπκπεξάζκαηα

 Αξθεηά πξνβιήκαηα γξάθσλ ιύλνληαη γξήγνξα: δηάζρηζε 

(πξνζβαζηκόηεηα), ζπλεθηηθέο ζπληζηώζεο, ειάρηζηεο 

δηαδξνκέο, ειάρηζην ζπλδεηηθό δέλδξν, θύθινο Euler, ηέιεην 

ηαίξηαζκα, κέγηζηε ξνή, ...

 Πνιιά πξνβιήκαηα θαίλεηαη λα κελ ιύλνληαη γξήγνξα: 

VERTEX COVER, CLIQUE, HAMILTON CIRCUIT, TRAVELING 

SALESMAN, 3-COLORABILITY, SUBGRAPH ISOMORPHISM, 

3-DIMENSIONAL MATCHING, ...

 Ιάπνηα από απηά ιύλνληαη γξήγνξα ζε εηδηθέο πεξηπηώζεηο, ή 

πξνζεγγηζηηθά. Εληαηηθή έξεπλα, πνιιά αλνηρηά εξσηήκαηα.


