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ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ-ΡΟΠΗ 
σύστημα αδρανειακό  κάποιοσε ακίνητο σημείο έναείναι  Ο Aν

αυτό. σύστημα στο σώματος  τουορμή ηείναι  vMp όπου ,prL
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 .LprL γένει ενείναι  ,Ο

 αναφοράς σημείο όδιαφορετικ Για
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 σημείο.  κάποιο προςως

 άντοτεορίζεται π στροφορμή 

Or
F

 N


,F δύναμηασκείται  σώμα  παραπάνωστο Aν


 σημείο.  κάποιο προςως άντοτεορίζεται π

 ροπή ηέτσι και  στροφορμή, η και Όπως

Ο,  το προςως σώματος ενός θέσης διάνυσμα είναι το rκαι 


ωςορίζεται  Ο  το προςως L στροφορμή η τότε


r


Ο  το προςως δύναμης  τηςαυτής Ν ροπή η τότε


.FrN μέγεθος κόδιανυσματι είναι το



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ΡΟΠΗ - ΔΥΝΑΜΕΙΣ 
 προκύπτειροπής  και τηςστροφορμής  τηςορισμούς  τουςΑπό
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σταθερά.L έχουμε (1)  τηναπό  τότε0Ν Aν :στροφορμής  τηςιατήρηση 


χρόνο.τομε σταθερήπαραμένειστροφορμή ητότε0N Αν 


δυνάμεις Κεντρικές :ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

  επομένωςκαιr̂rfF 


   0.r̂rrfFrΝ 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

   .,0v0,  ταχύτηταμε ,0,0x στοείναι  μάζα η 0 tστιγμή Τη .ανάρτησης)

 σημείο  τοαπό ο κατακόρυφστηνβρίσκεται  Ο  κέντρο τοοποίας (τηςr  ακτίνας

  τροχιά κυκλικήοριζόντια σε ω  ταχύτητα γωνιακήμεται  και κινείΚ, ανάρτησης

 σημείο ακλόνητο από  μήκους νήματος μέσω κρέμεται m μάζας σφαίρα Mικρή

00

l

x

z

y

K

O

l

 

  .sinόπου,0,cos,sinrv

,φcos,sin,cosrΕίναι  α) :ΛΥΣΗ

K

K

φlrtrtr

ltrtr













 
0cossin

φcossincos

ˆˆˆ

 Άρα

00 tvtv

ltrtr

zyx

mvmrL KK










  .ˆsinˆcosˆφcos 00 zmrvtytxlmvLK  


φ

Ο.  το προςως L  τηςμεταβολής ρυθμός ο δ) Κ, σημείο το

 προςως στροφορμής  τηςςδιανύσματο  τουμεταβολής ρυθμός ο  γ)Ο, σημείο το
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

δύναμη. ο κεντρομόλ τελική την και γ)ενέργεια  κινητική τελική τηνβ)

  του,μήκος  τοόλοι καθ' τεντώνετανήμα  το πουστιγμή  την κατά πινέζαστην

 στιγμιαίαασκείται   πουώθηση  τηνα) Βρείτε χορδής.  τηςσημείο ενδιάμεσο το

ελεύθερο αφήνουμε συνέχεια Στην Ο.  περί τοLL ακτίνας  τροχιά κυκλικήσε

σώμα  τοθέτουμε και Ο στο χορδής  τηςσημείο ενδιάμεσο ένα  κρατάμεαρχή Στην

  τραπέζι.λείο σε  πάνωΟ σημείο σε  πινέζαμε στερεωμένο μόνιμαείναι  άκρο

άλλο  τοοποίας  τηςL μήκους χορδής άκρο στο στερεωμένοείναι  m μάζας Σώμα
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ι. τεντώνετααυτό  πουστιγμή  τηννήματος  τουτάσης

  τηςδύναμη  κεντρικήη μόνοασκείται  σώμα Στο α) :ΛΥΣΗ

βρίσκουμε και στροφορμή ηι διατηρείτα Άρα
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.vmσεvmαπόαλλάζει

ορμήηνήματοτεντώνειΌταν

0
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2

000 LLmvvmvvvmPtF  


  L.vmFςκεντρομόλο,22Ε ενέργεια Κινητική γ)-β 222

0

2

0

2

κιν  LLmvmv
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O

ΕΠΙΠΕΔΗ ΤΡΟΧΙΑ 

.rΔ αι κατάμεταβάλλετ O αναφοράς

 σημείο  προςως r θέσης διάνυσμα ότι το Έστω




r


rΔ
rΔr




SΔ


 γινόμενοεξωτερικό  τοαπόδίνεται  οποίου του

εμβαδό  το τρίγωνοέναδιαγράφει  σώμα To
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 τότε κίνησης τηςσταθεράείναι  L ανότι  βλέπουμε λοιπόν (2)  τηνAπό


 
επίπεδη.είναιτροχιάηδηλαδή

χρόνο,τονμεσταθερήπαραμένειtŜδιεύθυνσηη

χρόνους. ίσους σε εμβαδά ίσαδιαγράφει  σώμα και το

πλανητών.κίνησητηνγιαKeplerτουνόμος2o ος
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παραπάνωτααπόπροκύπτειέτσικαιστροφορμήηιδιατηρείταάρα

κεντρική,είναιπλανητώνμεταξύέλξηςπαγκόσμιαςτηςδύναμηΗ



: είναι το Β και Α  των γινόμενοεξωτερικό Το διάνυσμα
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προβολή.σχετικήτην

ταςυπολογίζονκαιςδιανύσματοάλλουτουδιεύθυνση

στηνςδιανύσματοενόςτουδιεύθυνσητηναπό

κάθετοτηνφέρνονταςαιυπολογίζετμέτροτοΆρα, C
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ΕΣΩΤΕΡΙΚΕΣ ΚΕΝΤΡΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ 

μηδέν.είναι δυνάμεωνκεντρικώνεσωτερικώνροπώνNησυνισταμέν

ηrθέσηςδιανύσματαμεσωμάτωνσύστημαγιαότιδείξουμε Θα
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Αυτόσύστημα.στοανήκουνπουσωμάτων
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8 



ΕΣΩΤΕΡΙΚΕΣ ΚΕΝΤΡΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ 

μηδέν.είναι  δυνάμεωνκεντρικώνεσωτερικών

ροπώντωνάθροισμα ότι το δείξουμε Θα

είναι δυνάμεων εσωτερικώντωνόλων λόγω ροπή ησυνισταμέν ητότε
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ΜΗΔΕΝΙΚΗ ΡΟΠΗ-KENTΡΟ ΒΑΡΟΥΣ 

μηδέν.είναι  Γης  της πεδίουβαρυτικού  τουλόγω ροπή

 συνολική η οποίο  το προςως βάρους)  κέντρολεγόμενο (το O σημείο ένα

 σουμε προσδιορίνα θέλουμε m μάζες με σωμάτων σύστημα ένα Για i

    (1)  .NείναιΟσημείοπροςωςροπήολικήτηνΓια O grmgmr
i

ii

i

ii


 

  ,R έχουμε μάζας  κέντρου τουορισμό  τονAπό cm 
i

i

i

ii mrm


(2)  .Νδίνει  (1) η οπότε Ο gRcm




0.Ν και 0R  τότεμάζας  κέντρο τομεσυμπίπτει  Ο  τοαν Επομένως, Οcm 


βάρους.κέντροκαιείναιμάζαςκέντροτοπεδίοβαρυτικόομογενέςΓια
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  (3)  . F έχουμε δύναμη συνολική  τηνΓια tot gMgm
i

i




(2).τηναπόαιπεριγράφετ

αυτήόπωςροπήμίακαιμάζαςκέντροστοgΜδύναμημίαασκείται

σύστημαστοσωμάτων,συστήματοςτουκίνησησυνολικήτηνμεκάνεινα

έχειτιό,σεπωςθεωρήσουμεναμπορούμεότιβλέπουμε(3)και(2)τιςΑπό





ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ ΩΣ ΠΡΟΣ ΤΟ KENTΡΟ ΜΑΖΑΣ 

σχέση  τηναπόδίνεται  σωμάτων συστήματος ενός L στροφορμή συνολική Η


  σημείο.τυχαίοπροςωςθέσηςδιανύσματαείναιόπου(1),  L i

i

iii rvmr


 

δίνει (1) η  τότεμάζας  κέντρου τουθέσης διάνυσμα είναι το R Aν cm



  ,LL cm PRvmRvmrvmRvmRr cm

i

iicm

i

iii

i

iicm

i

iicmi


 

μάζας,  κέντρο το προςως θέσης διανύσματα είναι τα  όπου cmii Rrr




.συστήματος  τουspin) (ή ρμήιδιοστροφο και ονομάζεται L Η cm



μάζας  κέντρο το προςως στροφορμή η Lcm



μάζας.  κέντρου του κίνησης τηςλόγω στροφορμή η και PRcm




 ,συστήματος  τουορμή συνολική η 
i

iivmP

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ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ ΩΣ ΠΡΟΣ ΤΟ KENTΡΟ ΜΑΖΑΣ 

.ΝΝΝ όπου ,N
dt

Ld
ότι δείξει  Έχουμε εξεσ






δυνάμεων  λόγω ροπή συνολική ηείναι  Ν

δυνάμεων,  λόγω ροπή συνολική ηείναι  Ν

εξ

εσ

εξωτερικών

εσωτερικών




.N
dt

Ld
 άρα και 0Νείναι  δυνάμεις  κεντρικέςΓια εξεσ







cmcmcm LPRLLείναι  μάζας  κέντρου τουαναφοράς σύστημα Στο




.N
dt

Ld
 βρίσκουμεκαι εξ

cm






μάζας.κέντρου

τουαναφοράςσύστημαστοσυστήματοςτουσυνιστωσώντωνκίνηση

τηνκαιειπεριλαμβάνκίνησηηάλλη,τηνΑπόμάζας.κέντρουτουκίνηση

τηναπόεύεταιαντιπροσωπ αυτήόπως σωμάτων,συστήματοςκίνησησυνολική

τημίατηαπόμεπεριγράψουνατομεκάνουμετοΑυτόκίνησης.ανάλυση

κάνουμενασυνήθωςχρειάζεταικίνησηςσύνθετηςπερίπτωσηστηνΓενικά,
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