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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Εισαγωγή

1.1. Ορολογία και συμβολισμοί

Με N, Z, Q και R εννοούμε τα σύνολα των φυσικών, ακεραίων, ρητών και πραγμα-
τικών αριθμών αντίστοιχα, όπου στο N συμπεριλαμβάνουμε και το 0, έτσι που

N = t0, 1, 2, . . . u.

Το δυναμοσύνολο P(X) ενός συνόλου X είναι το σύνολο όλων των υποσυνόλων
του X .

Δοσμένων δύο μη κενών συνόλων X και Y συμβολίζουμε με Y X το σύνολο όλων
των συναρτήσεων από τοX στο Y . Αν (Xi)iPI είναι μια οικογένεια μη κενών συνόλων
συμβολίζουμε με

ś

iPI Xi την οικογένεια όλων των συναρτήσεων f : I Ñ
Ť

iPI Xi με
f(i) P Xi για κάθε i P I . Στην περίπτωση όπου Xi = X για κάθε i P I τότε το σύνολο
ś

iPI Xi είναι προφανώς το XI . Θα μας απασχολήσουν ιδιαίτερα σύνολα της μορφής
XN.

Μια ένα-προς-ένα συνάρτηση θα καλείται και μονομορφισμός ενώ μια επί συνάρ-
τηση θα καλείται και επιμορφισμός. Με τον όρο ισομορφισμός ή αντιστοιχία εννο-
ούμε μια συνάρτηση που είναι ένα-προς-ένα και επί. Επίσης συμβολίζουμε

f : X ↣ Y ðñ η f είναι μονομορφισμός,
f : X ↠ Y ðñ η f είναι επιμορφισμός,
f : X↣ÑY ðñ η f είναι ισομορφισμός.

Αν f P Y X , A Ď X και B Ď Y συμβολίζουμε με f [A] την εικόνα του A κάτω από
την f και με f´1[B] την αντίστροφη εικόνα του B κάτω από την f , δηλαδή

f [A] = ty P Y | υπάρχει x P X με f(x) = yu

f´1[B] = tx P X | f(x) P Bu.

Ο περιορισμός μιας συνάρτησης f : X Ñ Y στο σύνολο A Ď X συμβολίζεται
με f |A. Στις συναρτήσεις f : X Ñ Y συμπεριλαμβάνουμε και τις περιπτώσεις όπου τα
X , Y είναι κενά με την προϋπόθεση ότι δεν έχουμε X ‰ H και Y =H. Αν έχουμε μια
συνάρτηση f : X Ñ Y και τουλάχιστον ένα από τα X , Y είναι το κενό σύνολο τότε
θα λέμε ότι η f είναι η κενή συνάρτηση. Θεωρούμε ότι η κενή συνάρτηση είναι πάντα
μονομορφισμός και πως η f :HÑH είναι ισομορφισμός.

Πολλές φορές όταν γράφουμε μαθηματικές προτάσεις θα χρησιμοποιούμε τους λο-
γικούς τελεστές της διάζευξης _, σύζευξης &, άρνησης ␣, και λογικής συνεπαγω-
γής ÝÑ, που ορίζονται ως εξής:

P (x) _ Q(y) ðñ το x έχει την ιδιότητα P ή το y την Q
P (x) & Q(y) ðñ το x έχει την ιδιότητα P και το y την Q

␣P (x) ðñ το x δεν έχει την ιδιότητα P

P (x) ÝÑ Q(y) ðñ αν το x έχει την ιδιότητα P τότε το y έχει την Q.
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Με τον όρο “ποσοδείκτης” εννοούμε είτε το D (υπαρξιακός ποσοδείκτης) είτε το @
(καθολικός ποσοδείκτης). Όταν γράφουμε λογικές προτάσεις με σύμβολα θα παραλεί-
πουμε τις παρενθέσεις όσο είναι δυνατόν. Για παράδειγμα με

Di P I @j P J (i, j) P A

εννοούμε ότι υπάρχει ένα στοιχείο i του I έτσι ώστε για κάθε στοιχείο j του J ισχύει
(i, j) P A.

Ιδιαίτερη σημασία έχουν οι ποσοδείκτες με “κενό πεδίο” δηλαδή οι εκφράσεις Di P I
και @i P I όπου I είναι το κενό σύνολο. Κάθε έκφραση της μορφής

Di P I P (i)

για I = H είναι πάντα ψευδής γιατί είναι λογικά ισοδύναμη με την Di (i P H & P (i)).
Από την άλλη κάθε έκφραση της μορφής

@i P I P (i)

για I =H είναι πάντα αληθής γιατί είναι λογικά ισοδύναμη με την @i (i R H _ P (i)).

1.2. Αριθμήσιμα και υπεραριθμήσιμα σύνολα

Δύο σύνολα A, B ονομάζονται ισοπληθικά αν υπάρχει μια ένα-προς-ένα και επί
συνάρτηση f : A↣ÑB. Σε αυτή την περίπτωση γράφουμε A =c B. Αντιλαμβανόμαστε
τη σχέση=c ως μαθηματική έκφραση της διαισθητικής έννοιας “τοA έχει το ίδιο πλήθος
στοιχείων με το B”. Η θεώρησή μας ότι η κενή συνάρτηση f : HÑ H είναι ένα-προς-
ένα και επί εκφράζει τη βασική αρχή ότι το κενό σύνολο έχει τον ίδιο αριθμό στοιχείων
με τον εαυτό του, συγκεκριμένα δεν έχει καθόλου στοιχεία.

Θα λέμε ότι το σύνολο A έχει πληθάριθμο μικρότερο ή ίσο από το B και θα γρά-
φουμε A ďc B αν υπάρχει μια ένα-προς-ένα συνάρτηση f : A ↣ B. Αντιλαμβανό-
μαστε την έκφραση ďc ως μαθηματική έκφραση της διαισθητικής έννοιας “το A έχει
μικρότερο ή ίσο πλήθος στοιχείων από το B”. Η θεώρησή μας ότι η κενή συνάρτηση
f :HÑ B είναι πάντα ένα-προς-ένα εκφράζει τη βασική αρχή ότι το κενό σύνολο έχει
πάντα λιγότερα στοιχεία από οποιοδήποτε μη κενό σύνολο.

Οι πιο πάνω ορισμοί θα είχαν μικρό νόημα αν δεν επαλήθευαν την εξής θεμελιώδη
απαίτηση:

αν
το A έχει μικρότερο ή ίσο πλήθος στοιχείων από το B και
το B έχει μικρότερο ή ίσο πλήθος στοιχείων από το A

τότε
το A και το B έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.

Αυτό ικανοποιείται για τους πιο πάνω ορισμούς από το επόμενο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.2.1 (Schröder-Bernstein). Για όλα τα σύνολα A, B αν A ďc B και
B ďc A τότε A =c B.

Ένα σύνολο A είναι πεπερασμένο αν είναι είναι ισοπληθικό με το σύνολο ti P N |
i ă nu για κάποιοn P N. Ότανn = 0 το τελευταίο σύνολο είναι το κενό έτσι που το κενό
σύνολο είναι πεπερασμένο. Το A είναι αριθμήσιμο αν είναι πεπερασμένο ή ισοπληθικό
με το N. Όπως είναι γνωστό τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

‚ το A είναι αριθμήσιμο,
‚ A ďc N,
‚ A =H ή υπάρχει επιμορφισμός π : N ↠ A (όχι απαραίτητα ένα-προς-ένα).
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Οτελευταίος χαρακτηρισμός λέει ότι τα αριθμήσιμα σύνολα είναι ακριβώς αυτά που επι-
δέχονται μια απαρίθμηση A = tπ(0), π(1), . . . , π(n), . . . u = tx0, x1, . . . , xn, . . . u, χω-
ρίς να μας απασχολεί αν κάποιες τιμές επαναλαμβάνονται, δηλαδή επιτρέπουμε π(n) =
π(m) για n ‰ m.

Μερικά βασικά αποτελέσματα στα αριθμήσιμα σύνολα είναι τα εξής:
‚ Αν (An)nPN είναι μια ακολουθία από αριθμήσιμα σύνολα τότε η ένωση

Ť

nPN An

είναι αριθμήσιμο σύνολο.
‚ Αν ταA0,…,An είναι αριθμήσιμα σύνολα τότε το καρτεσιανό γινόμενοA0ˆ¨ ¨ ¨ˆAn

είναι αριθμήσιμο σύνολο.
‚ Αν το B είναι αριθμήσιμο σύνολο και A ďc B τότε το A είναι αριθμήσιμο σύνολο.

Από τα προηγούμενα προκύπτει εύκολα ότι οι ακέραιοι αριθμοί Z = N Y (´1) ¨ N
και οι ρητοί αριθμοί Q ďc Z ˆ N είναι αριθμήσιμα σύνολα. Συνεπώς N =c Z =c Q.
Άλλες γνωστές ισοπληθικότητες είναι:

N =c το σύνολο όλων των αλγεβρικών αριθμών,

R =c P(N) =c t0, 1u
N =c NN,

R =c (a, b) =c [a, b) =c (a, b] =c [a, b] όπου a ă b,

R =c C([0, 1]) = το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων f : [0, 1]Ñ R,
R =c R z Q = το σύνολο όλων των άρρητων αριθμών.

Θα λέμε ότι ένα σύνολο A έχει τον πληθάριθμο του συνεχούς αν A =c R και ότι
το A έχει πληθάριθμο μικρότερο ή ίσο του συνεχούς αν A ďc R.

Σε όλα τα προηγούμενα παραδείγματα βλέπουμε ότι όπου έχουμε ένα άπειρο υπο-
σύνολο A του R ισχύει είτε A =c N είτε A =c R. Ο Cantor, θεμελιωτής της θεωρίας
συνόλων, έθεσε το ερώτημα κατά πόσον αυτό το συμπέρασμα ισχύει για όλα τα υποσύ-
νολα του R. Αυτή η πρόταση έγινε γνωστή ως

Υπόθεση του Συνεχούς (Continuum Hypothesis).
Για κάθε άπειρο A Ď R ισχύει είτε A =c N είτε A =c R.
Όπως αποδείχθηκε από τους Gödel (1940) και Cohen (1963) η Υπόθεση του Συνε-

χούς είναι ανεξάρτητη από τα συνήθη αξιώματα των μαθηματικών. Δηλαδή δεν μπορεί
ούτε να αποδειχθεί (Cohen) αλλά ούτε και να διαψευστεί (Gödel) με εργαλεία τα συνη-
θισμένα αξιώματα που δεχόμαστε στα μαθηματικά.

Από την άλλη έγινε γρήγορα γνωστό πως κάθε κλειστό υποσύνολο τουR ικανοποιεί
την Υπόθεση του Συνεχούς. Βλέπουμε λοιπόν ότι η προσθήκη μιας τοπολογικής συνθή-
κης απαντά θετικά στο πρόβλημα. Θα δούμε ότι η Υπόθεση του Συνεχούς επαληθεύεται
από πολύ περισσότερα “ορίσιμα” σύνολα.

Τέλος αναφέρουμε το γνωστό αποτέλεσμα τουCantor ότι για κάθε σύνολοA έχουμε
A ăc P(A), δηλαδή A ďc P(A) και A ‰c P(A). Συνεπώς υπάρχουν σύνολα με μεγα-
λύτερη πληθικότητα από το R, το P(R) για παράδειγμα. Από την άλλη τα σύνολα με τα
οποία θα ασχοληθούμε είναι συνήθως ďc R.

1.3. Στοιχεία μετρικών χώρων και τοπολογίας

Δίνουμε μια σύντομη ανασκόπηση των εννοιών που θα χρειαστούμε. Μετρική σε
ένα μη κενό σύνολο X είναι μια συνάρτηση d : X ˆX Ñ R με τις ιδιότητες

d(x, y) ě 0 και d(x, y) = 0 ðñ x = y

d(x, y) = d(y, x)

d(x, y) ď d(x, z) + d(z, x)

όπου x, y P X . Το ζεύγος (X, d) ονομάζεται μετρικός χώρος.
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Η διακριτή μετρική σε ένα σύνολο X είναι η

d(x, y) =

#

1, αν x ‰ y,

0, αν x = y,
όπου x, y P X .

Εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά θα θεωρούμε τα σύνολα N, Z, Q και R με τη
συνήθη μετρική της απόστασης σ(x, y) = |x´ y|.

Στους επόμενους ορισμούς θεωρούμε ότι μας δίνεται ένας μετρικός χώρος (X, d).
Για κάθε μη κενό Y Ď X μπορούμε να πάρουμε τον περιορισμό d|(Y ˆ Y ) ” dY της
μετρικής d στο σύνολο Y , δηλαδή dY (x, y) = d(x, y) για κάθε x, y P Y . Ο (Y, dY ) θα
λέγεται υπόχωρος του (X, d).

Αν x P X και r ą 0 η ανοικτή μπάλα κέντρου x και ακτίνας r στον (X, d) είναι
το σύνολο

BX
d (x, r) ” Bd(x, r) ” B(x, r) = ty P X | d(x, y) ă ru.

Το σημείο x είναι εσωτερικό σημείο τουA Ď X αν υπάρχει r ą 0 μεBd(x, r) Ď A.
Το A είναι ανοικτό αν κάθε x P A είναι εσωτερικό σημείο του A.

Το εσωτερικό A˝ του A είναι το σύνολο όλων των εσωτερικών σημείων του A,
ισοδύναμα

A˝ =
Ť

tV Ď X | V : ανοικτό και V Ď Au.

Μια ακολουθία (xn)nPN στον X συγκλίνει στο x P X ως προς την μετρική d αν
lim
nÑ8

d(xn, x) Ñ 0. Γράφουμε xn
d
Ñ x ή πιο απλά xn Ñ x όταν η d είναι σαφής από

το κείμενο, για να δηλώσουμε ότι η (xn)nPN συγκλίνει στο x. Λέμε ότι μια ακολουθία
(xn)nPN στοιχείων του A Ď X είναι συγκλίνουσα στο A αν υπάρχει x P A με xn Ñ x.

Ένα x P X είναι οριακό σημείο του A Ď X αν για κάθε r ą 0 υπάρχει y P A
με d(x, y) ă r. Παρατηρούμε ότι το προηγούμενο y μπορεί να είναι ίσο με το x (όταν
x P A), έτσι που κάθε στοιχείο του A είναι και οριακό σημείο του A. Στους μετρικούς
χώρους το x είναι οριακό σημείο του A αν υπάρχει μια ακολουθία (xn)nPN στο A με
xn Ñ x ως προς d.

Το x είναι σημείο συσσώρευσης του A αν για κάθε r ą 0 υπάρχει y P Aztxu με
d(x, y) ă r. Στους μετρικούς χώρους αυτό είναι ισοδύναμο με το ότι υπάρχει ακολουθία
(xn)nPN στο A με xn Ñ x και xn ‰ x για κάθε n P N.

Το σημείο x P A είναι μεμονωμένο σημείο του A Ď X αν υπάρχει r ą 0 με
B(x, r)X A = txu. Είναι σαφές ότι τα οριακά σημεία του A είναι ακριβώς τα μεμονω-
μένα σημεία μαζί με τα σημεία συσσώρευσης του A.

Το A είναι κλειστό αν περιέχει όλα τα οριακά του σημεία (ισοδύναμα περιέχει όλα
τα σημεία συσσώρευσής του) ενώ το A είναι τέλειο αν είναι κλειστό και δεν έχει μεμο-
νωμένα σημεία.

Η κλειστότητα A του A είναι το σύνολο όλων των οριακών σημείων του A, ισοδύ-
ναμα

A =
Ş

tF Ď X | F : κλειστό και F Ě Au.

Προφανώς A˝ Ď A Ď A, το A είναι ανοικτό αν και μόνο αν A = A˝ και το A είναι
κλειστό αν και μόνο αν A = A. Όπως είναι γνωστό το A είναι ανοικτό αν και μόνο αν
το συμπλήρωμα XzA είναι κλειστό.

Ένα D Ď X είναι πυκνό στον (X, d) αν για κάθε x P X και κάθε r ą 0 ισχύει
Bd(x, r) X D ‰ H. Προφανώς αν το D είναι πυκνό υποσύνολο του (X, d) τότε κάθε
στοιχείο του X είναι όριο ακολουθίας του D. Ο μετρικός χώρος (X, d) είναι διαχωρί-
σιμος αν έχει αριθμήσιμο πυκνό υποσύνολο.

ΈναK Ď X είναι συμπαγές αν για κάθε οικογένεια (Vi)iPI ανοικτών υποσυνόλων
τουX μεK Ď

Ť

iPI Vi υπάρχουν i1, . . . , in P I μεK Ď
Ťn

t=1 Vit , δηλαδή για κάθε ανοι-
κτό κάλυμμα του K υπάρχει πεπερασμένο υποκάλυμμα. Η συμπάγεια στους μετρικούς
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χώρους είναι ισοδύναμη με την ακολουθιακή συμπάγεια, δηλαδή το K είναι συμπα-
γές αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία (xn)nPN στοιχείων του υπάρχει υπακολουθία
(xmn

)nPN που συγκλίνει σε κάποιο x P K. Κάθε συμπαγές σύνολο είναι κλειστό.
Μια συνάρτηση f : (X, d) Ñ (Y, ρ) ανάμεσα σε μετρικούς χώρους είναι συνε-

χής στο σημείο x P X αν για κάθε r ą 0 υπάρχει δ ą 0 έτσι ώστε f [Bd(x, δ)] Ď
Bρ(f(x), r), ισοδύναμα για κάθε V Ď Y που είναι ρ-ανοικτό υπάρχει W Ď X που εί-
ναι d-ανοικτό έτσι ώστε f [W ] Ď Y . Σύμφωνα με την Αρχή Μεταφοράς για μετρικούς
χώρους η f είναι συνεχής στο x αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία (xn)nPN στον X με
xn

d
Ñ x ισχύει f(xn)

ρ
Ñ f(x).

Η συνάρτηση f είναι συνεχής αν είναι συνεχής σε κάθε x P X ή ισοδύναμα για
κάθε ανοικτό V Ď Y η αντίστροφη εικόνα f´1[V ] είναι ανοικτό υποσύνολο του X .
Τέλος θα λέμε ότι η f είναι τοπολογικός ισομορφισμός.

Δύο μετρικές d1 και d2 στο σύνολο X είναι ισοδύναμες, συμβολικά d1 „ d2 αν
παράγουν την ίδια τοπολογία, δηλαδή για κάθεV Ď X τοV είναι d1-ανοικτό αν και μόνο
αν το V είναι d2-ανοικτό. Ισοδύναμα d1 „ d2 αν και μόνο αν η ταυτοτική συνάρτηση

id : (X, d1)↣Ñ (X, d2)

είναι τοπολογικός ισομορφισμός, ισοδύναμα για κάθε ακολουθία (xn)nPN στο σύνολο
X και κάθε x P X ισχύει

xn
d1
Ñ x ðñ xn

d2
Ñ x.

Για κάθε μετρικό χώρο (X, d1) οι συναρτήσεις

d2 = mintd1, 1u και d3 =
d1

1 + d1

είναι μετρικές ισοδύναμες με την d1. Παρατηρούμε ότι d2, d3 ď 1, γι’ αυτό είναι σύνη-
θες να θεωρείται ότι η μετρική παίρνει τιμές μικρότερες ή ίσες από τη μονάδα.

Η οικογένεια των ανοικτών υποσυνόλων του X ικανοποιεί τις εξής βασικές ιδιό-
τητες: (α) το κενό σύνολο H και το X είναι ανοικτά συνόλα, (β) οποιαδήποτε ένωση
ανοικτών συνόλων είναι ανοικτό, και (γ) η πεπερασμένη τομή ανοικτών συνόλων είναι
ανοικτό.

Μια οικογένεια T υποσυνόλων του X ονομάζεται τοπολογία στο X αν περιέ-
χει το κενό σύνολο H και το X , για κάθε οικογένεια (Ai)iPI συνόλων της T έχουμε
Ť

iPI Ai P T , και για κάθε A1, . . . , An P T έχουμε
Şn

k=1 Ak P T . Με άλλα λόγια μια
τοπολογία ικανοποιεί τις προηγούμενες ιδιότητες (α), (β), (γ) των ανοικτών συνόλων ή
αλλιώς η οικογένεια των ανοικτών συνόλων ενός μετρικού χώρου αποτελεί τοπολογία.
Αυτή την οικογένεια, δηλαδή την οικογένεια των ανοικτών υποσυνόλων ενός μετρικού
χώρου (X, d) θα τη λέμε η τοπολογία του (X, d).

Ένα ζεύγος (X, T ) λέγεται τοπολογικός χώρος αν το T είναι τοπολογία στο X .
Τα στοιχεία της T λέγονται ανοικτά σύνολα του τοπολογικού χώρου. Τα κλειστά υπο-
σύνολα ενός τοπολογικού χώρου είναι τα συμπληρώματα ανοικτών. Ένας τοπολογικός
χώρος (X, T ) είναι μετρικοποιήσιμος ή πιο απλά η T είναι μετρικοποιήσιμη αν υπάρ-
χει μετρική d στοX ώστε η T να είναι η τοπολογία του (X, d), δηλαδή η οικογένεια των
d-ανοικτών υποσυνόλων του X .

Οι προηγούμενες έννοιες, όπως για παράδειγμα το εσωτερικό, η κλειστότητα, η συ-
μπάγεια, η σύγκλιση,η συνέχεια, και η διαχωρισιμότητα επεκτείνονται στο πλαίσιο των
τοπολογικών χώρων αντικαθιστώντας τις d-ανοικτές μπάλες Bd(x, r) με στοιχεία της
τοπολογίας V που περιέχουν το x. Εμείς θα ασχοληθούμε μόνο με μετρικοποιήσιμους
τοπολογικούς χώρους, παρολ’ αυτά είναι χρήσιμο να βλέπουμε αυτές τις έννοιες από τη
σκοπιά της τοπολογίας.

Μια οικογένεια V από υποσύνολα ενός τοπολογικού χώρου (X, T ) είναι βάση της
τοπολογίας τουX ή πιο απλά βάση τουX αν V Ď T και κάθεU P T είναι ίσο με ένωση
(πεπερασμένη ή άπειρη) στοιχείων της V , δηλαδή υπάρχει οικογένεια (Bi)iPI στοιχείων
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της V με U =
Ť

iPI Bi. Στους μετρικούς χώρους αυτό σημαίνει ότι κάθε στοιχείο της
V είναι ανοικτό σύνολο και κάθε ανοικτό σύνολο γράφεται ως ένωση στοιχείων της V .

Αν το D είναι πυκνό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου (X, d) τότε το σύνολο

V = tBd(x, q) | q P Q, q ą 0u

αποτελεί βάση για την τοπολογία του (X, d). Ειδικότερα αν ο X είναι διαχωρίσιμος
τότε η τοπολογία του έχει αριθμήσιμη βάση (χρησιμοποιούμε ότι το σύνολοNˆQ είναι
αριθμήσιμο). Ισχύει και το αντίστροφο: κάθε μετρικός χώρος που έχει αριθμήσιμη βάση
είναι διαχωρίσιμος.

Μια ακολουθία (xn)nPN στον (X, d) είναι Cauchy ή βασική αν για κάθε r ą 0
υπάρχει n0 P N έτσι ώστε για κάθε n,m ě n0 ισχύει d(xn, xm) ă r. Ο μετρικός χώρος
(X, d) είναι πλήρης αν κάθε ακολουθία Cauchy είναι συγκλίνουσα στον (X, d).

Οι προηγούμενες κατασκευές ισοδύναμων μετρικών d ÞÑ mint1, du και d ÞÑ
d

1 + d
διατηρούν την πληρότητα. Δηλαδή αν ο (X, d) είναι πλήρης μετρικός χώρος τότε οι

μετρικοί χώροι (X, d) και
(
X,

d

1 + d

)
είναι επίσης πλήρεις (Άσκηση 2.1.10).

Από την άλλη η πληρότητα δεν διατηρείται γενικά κάτω από ισοδύναμες μετρικές,
και επομένως ούτε κάτω από τοπολογικούς ισομορφισμούς. Ως παράδειγμα θεωρούμε
το σύνολο X = t2´n | n P Nu με τις μετρικές

ρ(x, y) = |x´ y|

d(x, y) =

#

1, αν x ‰ y,

0, αν x = y,
(διακριτή μετρική).

Τότε κάθε A Ď X είναι ρ-ανοικτό όπως επίσης και d-ανοικτό. Ειδικότερα οι δύο
μετρικές είναι ισοδύναμες και η ταυτοτική συνάρτηση id : (X, ρ)Ñ (X, d) είναι τοπο-
λογικός ισομορφισμός. Επιπλέον ο (X, d) είναι πλήρης μετρικός χώρος. Από την άλλη η
ακολουθία (xn)nPN με xn = 2´n, n P N, είναι ρ-Cauchy η οποία όμως δεν συγκλίνει ως
προς την ρ σε κάποιο x P X .

Προκύπτει από τα πιο πάνω ότι η πληρότητα δεν επεκτείνεται στους τοπολογικούς
χώρους. Συγκεκριμένα δεν υπάρχει ιδιότητα τοπολογικών χώρων P έτσι ώστε για κάθε
μετρική d αν η T είναι μετρικοποιήσιμη από την d τότε

ο (X, T ) έχει την P ðñ ο (X, d) είναι πλήρης μετρικός χώρος.

Για να το δούμε αυτό παίρνουμε τους μετρικούς χώρους (X, ρ) και (X, d) του προη-
γούμενου παραδείγματος και βλέπουμε ότι εφόσον οι μετρικές είναι ισοδύναμες τότε
παράγουν την ίδια τοπολογία T . Από την άλλη ο ένας μετρικός χώρος είναι πλήρης ενώ
ο άλλος όχι.

Όπως είναι γνωστό οι ιδιότητες της διαχωρισιμότητας και της συμπάγειας διατη-
ρούνται κάτω από τοπολογικούς ισομορφισμούς, ή αλλιώς λέμε ότι είναι τοπολογικές
ιδιότητες.

Τέλος αναφερόμαστε σε κάποιες συγκεκριμένες κατασκευές μετρικών χώρων από
ήδη δοσμένους. Το ευθύ άθροισμα δύο μετρικών χώρων (X, dX) και (Y, dY ) είναι ο
μετρικός χώρος (Z, d) με

Z = (t0u ˆX)
Ť

(t1u ˆ Y )

d((i, x), (j, y)) =

$

’

’

&

’

’

%

dX(x, y), αν i = j = 0

dY (x, y), αν i = j = 1

1, αν i ‰ j.
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Με άλλα λόγια θεωρούμε δύο ξένα αντίτυπα των X , Y και τα τοποθετούμε σε μια
θετική απόσταση (π.χ. 1) το ένα από το άλλο. Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι
τα t0uˆX και t1uˆ Y είναι ανοικτά και κλειστά υποσύνολα του Z. Θα συμβολίζουμε
το ευθύ άθροισμα των (X, dX) και (Y, dY ) με X ‘ Y και θα το εννοούμε πάντα με την
πιο πάνω μετρική d.

Το καρτεσιανό γινόμενο των χώρων (X, dX) και (Y, dY ) είναι το σύνολο X ˆ Y
με τη μετρική

d((x1, y1), (x2, y2)) = dX(x1, y1) + dY (x2, y2).

Εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά θα θεωρούμε τον X ˆ Y με την πιο πάνω μετρική d.
Με όμοιο τρόπο ορίζουμε το πεπερασμένο καρτεσιανό γινόμενοX1ˆ¨ ¨ ¨ˆXn μετρικών
χώρων. Ειδικότερα στον Rn θα θεωρούμε τη μετρική

d(x⃗, y⃗) =
n
ÿ

k=1

|xk ´ yk|, όπου x⃗ = (x1, . . . , xn), y⃗ = (y1, . . . , yn) P Rn.

Όπου θεωρούμε την ισοδύναμη Ευκλείδια μετρική θα το αναφέρουμε.
Αν έχουμε μια ακολουθία μετρικών χώρων ((Xn, dn))nPN τότε θεωρούμε τον χώρο

γινόμενο
ś

nPN Xn με τη μετρική

d(x, y) =
8
ÿ

n=0

2´n ¨mintdn(x(n), y(n)), 1u,

όπου x = (x(n))nPN, y = (y(n))nPN P
ś

nPN Xn.

Αν Vn είναι βάση για την τοπολογία (ενδεχομένως και η ίδια η τοπολογία) του Xn,
n P N, τότε μια βάση για την τοπολογία του

ś

nPN Xn είναι η οικογένεια V όλων των
συνόλων της μορφής

V0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vn ˆXn+1 ˆXn+2 ˆ . . . ,

όπου Vi P Vi για κάθε i = 0, . . . , n και n P N.
Αν (xi)iPN είναι ακολουθία στοιχείων του

ś

nPN Xn με xi = (xi(n))nPN, i P N, και
x = (x(n))n P

ś

nPN Xn τότε

xi Ñ x στον
ś

nPN Xn ðñ για κάθε n ισχύει xi(n)
iÑ8
ÝÑ x(n) στον Xn.

Οι προηγούμενες κατασκευές μετρικών χώρων σέβονται την πληρότητα και τη δια-
χωρισιμότητα. Δηλαδή το ευθύ άθροισμα, πεπερασμένο και άπειρο-αριθμήσιμο γινόμενο
πλήρων και διαχωρίσιμων μετρικών χώρων είναι πλήρης και διαχωρίσιμος μετρικός χώ-
ρος.

Επίσης οι προηγούμενες κατασκευές επεκτείνονται και στους τοπολογικούς χώρους
με τρόπο που σέβεται τη μετρικοποιησιμότητα.

Εξηγούμε το προηγούμενο αναλυτικά. Για το ευθύ άθροισμα δύο τοπολογικών χώ-
ρων (X, TX) και (Y, TY ) παίρνουμε όπως πιο πάνω X ‘ Y = (t0u ˆX)

Ť

(t1u ˆ Y )
και ορίζουμε

V P TX‘Y ðñ tx P X | (0, x) P V u P TX και ty P Y | (1, y) P V u P TV .

Τότε η οικογένεια TX‘Y . Μάλιστα αν οι X , Y είναι μετρικοποιήσιμοι τότε ο (X ‘

Y, TX‘Y ) είναι μετρικοποιήσιμος με τη μετρική που αναφέραμε πιο πάνω.
Για το καρτεσιανό γινόμενο X ˆ Y ορίζουμε

V P VXˆY ðñ V = VX ˆ VY

όπου VX P TX και VY P TY . Θεωρούμε την οικογένεια TXˆY που προκύπτει από όλες
τις ενώσεις στοιχείων της VXˆY . Τότε η TXˆY είναι τοπολογία στο X ˆ Y με βάση τη
VXˆY . Αν οιX,Y είναι μετρικοποιήσιμοι τότε ο (XˆY, TXˆY ) είναι μετρικοποιήσιμος
με τη μετρική που αναφέραμε πιο πάνω.
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Το άπειρο γινόμενο ορίζεται όμοια με πριν. Αν έχουμε τοπολογικούς χώρους (Xn, Tn),
n P N, τότε ορίζουμε τη V8 ως την οικογένεια όλων των συνόλων της μορφής

V0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vn ˆXn+1 ˆXn+2 ˆ . . . ,(1.1)
όπου Vi P Ti για κάθε i = 0, . . . , n και n P N. Θεωρούμε την οικογένεια T8 όλων των
ενώσεων από στοιχεία τηςV8. Τότε η T8 είναι τοπολογία στο σύνολο

ś

nPN Xn, γνωστή
και ως τοπολογία γινόμενο, η οποία έχει βάση την οικογένεια V8. Αν οι Xn, n P N,
είναι μετρικοποιήσιμοι τότε ο (

ś

nPN Xn, T8) είναι μετρικοποιήσιμος με τη μετρική που
αναφέραμε πιο πάνω.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Πολωνικοί Χώροι

2.1. Ορισμός και αρχικά αποτελέσματα

Ορισμός 2.1.1. Ένας τοπολογικός χώρος (X, T ) είναιΠολωνικός χώρος αν υπάρ-
χει μετρική d που παράγει την T και ο (X, d) είναι πλήρης και διαχωρίσιμος μετρικός
χώρος.

Μια μετρική d όπως πιο πάνω θα λέγεται συμβατή ή κατάλληλη μετρική για τον
X . Συνήθως θα συμβολίζουμε τους Πολωνικούς χώρους με X , Y , και Z χωρίς να συμ-
βολίζουμε την τοπολογία εκτός αν αυτό κρίνεται χρήσιμο.

Μερικά απλά παραδείγματα Πολωνικών χώρων είναι το R το C και τα κλειστά υπο-
σύνολά τους, όλα με τη συνήθη τοπολογία. Ένα τετριμμένο αλλά χρήσιμο παράδειγμα
Πολωνικού χώρου είναι το σύνολο των φυσικών αριθμών N με τη συνήθη μετρική, η
οποία είναι ισοδύναμη με τη διακριτή και κάθε υποσύνολο του N είναι ανοικτό.

Το ανοικτό διάστημα (0, 1) με τη συνήθη μετρική είναι διαχωρίσιμος αλλά όχι πλή-
ρης μετρικός χώρος. Όπως θα δούμε πιο κάτω υπάρχει μια ισοδύναμη μετρική ως προς
την οποία είναι πλήρες και συνεπώς το (0, 1) είναι Πολωνικός χώρος.

Πρόταση 2.1.2. Δίνεται ένας Πολωνικός χώρος X και ένας τοπολογικός χώρος Y .
Αν οι X , Y είναι τοπολογικά ισομορφικοί τότε και ο Y είναι Πολωνικός χώρος.

Απόδειξη. Θεωρούμε μια συμβατή μετρική d για τον X , και έναν τοπολογικό ισο-
μορφισμό f : (Y, TY )↣Ñ (X , d), όπου TY είναι η τοπολογία του Y . Ορίζουμε τη συνάρ-
τηση ρ : Y ˆ Y Ñ R με

ρ(y1, y2) = d(f(y1), f(y2)).

Εύκολα μπορεί να δει κανείς ότι η ρ είναι μετρική στο Y . Εξ ορισμού η
f : (Y, ρ)↣Ñ (X , d)

είναι ισομετρία και επί.
Ειδικότερα οι συναρτήσεις f : (Y, ρ)↣Ñ (X , d) και f´1 : (X , d)↣Ñ (Y, ρ) είναι

συνεχείς. Προκύπτει επίσης ότι ο (Y, ρ) είναι πλήρης και διαχωρίσιμος μετρικός χώρος
(Άσκηση 2.1.11).

Τέλος δείχνουμε ότι η ρ παράγει την τοπολογία του Y . Για κάθε A Ď Y που ανήκει
στην TY το σύνολο

(
f´1

)´1
[A] = f [A] είναι d-ανοικτό γιατί η f´1 : (X , d)↣Ñ (Y, TY )

είναι συνεχής. Επομένως το σύνολο f´1[f [A]] = A είναι ρ-ανοικτό γιατί η συνάρτηση
f : (Y, ρ)↣Ñ (X , d) είναι συνεχής. Αντίστροφα θεωρούμε ότι τοB Ď Y είναι ρ-ανοικτό.
Επειδή η f´1 : (X , d)↣Ñ (Y, ρ) είναι συνεχής το σύνολο

(
f´1

)´1
[B] = f [B] είναι d-

ανοικτό και εφόσον η f : (Y, TY )↣Ñ (X , d) είναι συνεχής το f´1[f [B]] = B ανήκει
στην TY . ˝

Πόρισμα 2.1.3. Κάθε ανοικτό διάστημα (a, b) με a ă b του R με την τοπολογία που
παράγει η συνήθης μετρική της απόστασης είναι Πολωνικός χώρος.

Απόδειξη. Η συνάρτηση της εφαπτομένης tan : (´π/2, π/2)↣ÑR είναι τοπολογι-
κός ισομορφισμός και από την Πρόταση 2.1.2 το διάστημα (´π/2, π/2) είναι Πολωνικός
χώρος. (Μάλιστα από την απόδειξη της πρότασης μπορούμε να δούμε ότι μια κατάλληλη
μετρική είναι η ρ(x, y) = | tanx´ tan y|.)
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Το ζητούμενο προκύπτει από το γεγονός ότι όλα τα μη τετριμμένα ανοικτά διαστή-
ματα τουR είναι τοπολογικά ισομορφικά μεταξύ τους. Συγκεκριμένα αν έχουμε ανοικτά
διαστήματα πραγματικών αριθμών I = (a, b) και J = (c, d) με a ă b και c ă d τότε
η συνάρτηση f : I Ñ R : f(x) = (d ´ c) ¨ (b ´ a)´1 ¨ (x ´ a) + c είναι τοπολογικός
ισομορφισμός μεταξύ του I και του J . ˝

Ορισμός 2.1.4. Έστω X τοπολογικός χώρος και A Ď X . Το A είναι Fσ σύνολο
τουX αν υπάρχει ακολουθία (Fn)nPN από κλειστά υποσύνολα τουX μεA =

Ť

nPN Fn.
Επίσης το A είναι Gδ σύνολο του X αν υπάρχει ακολουθία (Un)nPN από ανοικτά

υποσύνολα του X με A =
Ş

nPN Un.

Είναι σαφές ότι ένα σύνολοA Ď X είναιFσ ακριβώς όταν το συμπλήρωμά τουXzA
είναιGδ . Επιπλέον είναι ξεκάθαρο ότι κάθε κλειστό σύνολο F είναι Fσ καθώς μπορούμε
να πάρουμε Fn = F , n P N. Ισοδύναμα κάθε ανοικτό σύνολο είναι Gδ .

Τέλος παρατηρούμε ότι η αριθμήσιμη ένωση Fσ συνόλων είναι επίσης Fσ σύνολο,
γιατί αν An =

Ť

iPN F i
n, όπου n P N κάθε F i

n είναι κλειστό, τότε η A = tF i
n | i, n P Nu

είναι αριθμήσιμη οικογένεια κλειστών συνόλων και
Ť

nPN An =
Ť

A.
Προκύπτει ότι και η αριθμήσιμη τομήGδ συνόλων είναιGδ . Αργότερα θα δούμε ότι

ισχύουν οι αντίστοιχες ιδιότητες για τις πεπερασμένες τομές (Fσ συνόλων) ή ενώσεις
(Gδ συνόλων).

Ορισμός 2.1.5. Δοσμένου ενός μετρικού χώρου (X, d) και ενός μη κενού A Ď X
ορίζεται η συνάρτηση της απόστασης από το σύνολο A,

f : X Ñ [0,+8) : f(x) = d(x,A) = inftd(x, z) | z P Au.(2.1)
Όπως είναι γνωστό η f είναι συνεχής συνάρτηση, για την ακρίβεια ισχύει

|d(x,A)´ d(y,A)| ď d(x, y), x, y P A.

Πρόταση 2.1.6. Αν ο X είναι μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος τότε κάθε κλει-
στό σύνολό του, εκτός από Fσ , είναι και Gδ .

Ισοδύναμα κάθε ανοικτό υποσύνολο του X είναι Gδ και Fσ .

Απόδειξη. Θεωρούμε ένα κλειστό F Ď X , μια μετρική d που παράγει την τοπολο-
γία τουX , και τη συνάρτηση της απόστασης από το F , f = (x ÞÑ d(x, F )) από το (2.1)
πιο πάνω. (Υποθέτουμε ότι F ‰ H αλλιώς το συμπέρασμα είναι προφανές.) Για κάθε
n P N ορίζουμε

Un = tx P X | d(x, F ) ă 2´nu.

Τότε Un = f´1[(´1, 2´n)] και αφού η f είναι συνεχής το σύνολο Un είναι ανοικτό
υποσύνολο του X για κάθε n P N.

Επειδή d(x, F ) = 0 για κάθε x P F είναι σαφές ότι F Ď
Ş

nPN Un. Υποθέτουμε ότι
x P Un για κάθε n P N. Τότε υπάρχει ακολουθία (xn)nPN μέσα από το F με d(x, xn) ă
2´n για κάθε n. Επομένως xn Ñ x και αφού το F είναι κλειστό έχουμε x P F .

Καταλήγουμε ότι F =
Ş

nPN Un και άρα το F είναι Gδ σύνολο. ˝

Ορισμός 2.1.7. Αν έχουμε έναν τοπολογικό χώρο (X, T ) και G ένα μη κενό υπο-
σύνολο τουX τότε μπορούμε να δούμε τοG ως τοπολογικό χώρο με τη σχετική τοπο-
λογία του X , δηλαδή την τοπολογία TG που ορίζεται ως εξής

TG = tV XG | V P T u.
Το ζεύγος (G, TG) ονομάζεταιυπόχωρος του (X, T ). Στην περίπτωση όπου ο (X, T )

μετρικοποιείται από την d τότε ο (G, TG) μετρικοποιείται από τον περιορισμό d|(GˆG)
της d στο G.

Θεώρημα 2.1.8. Έστω X Πολωνικός χώρος και H ‰ G Ď X . Τότε το G με τη
σχετική τοπολογία του X είναι Πολωνικός χώρος αν και μόνο αν το G είναι Gδ υποσύνολο
του X .
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Απόδειξη. Υποθέτουμε αρχικά ότι το G είναι Πολωνικός χώρος με τη σχετική το-
πολογία του X . Σταθεροποιούμε μια κατάλληλη μετρική d για τον X και dG για τον G.
(Δεν έχουμε απαραίτητα ότι η dG είναι ο περιορισμός της d στο G.) Για κάθε n P N
ορίζουμε το σύνολο

Vn = tx P X | D ανοικτό U με x P U και @y, z P U XG ισχύει dG(y, z) ă 2´nu.

Ισχυριζόμαστε αρχικά ότι κάθε Vn είναι ανοικτό υποσύνολο του X . Έστω x P Vn, τότε
υπάρχει ένα ανοικτό U με x P U και για κάθε y, z P U ισχύει dG(y, z) ă 2´n. Υπάρ-
χει r ą 0 με Bd(x, r) Ď U . Για κάθε x1 P Bd(x, r) το σύνολο U 1 = Bd(x, r) είναι
ανοικτό που περιέχει το x1. Επειδή U 1 Ď U έχουμε επίσης ότι για κάθε y, z P U 1 ισχύει
dG(y, z) ă 2´n. Άρα x1 P Vn για κάθε x1 P Bd(x, r) και το x P Vn είναι εσωτερικό
σημείο του Vn.

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι

G =
Ş

nPN Vn XG.(2.2)

Από την πιο πάνω ισότητα και την Πρόταση 2.1.6 (τα κλειστά σύνολα είναι Gδ) προκύ-
πτει ότι το G είναι η τομή δύο Gδ συνόλων και συνεπώς είναι Gδ .

Ξεκινάμε με τον εγκλεισμό G Ď
Ş

nPN Vn XG. Έστω x P G και n P N. Προφανώς
x P G, δείχνουμε ότι x P Vn. Η μπάλα BdG

(x, 2´(n+1)) τουG είναι ανοικτό υποσύνολο
του G επομένως υπάρχει U ανοικτό υποσύνολο του X με

BdG
(x, 2´(n+1)) = U XG.

Τότε για κάθε για κάθε y, z P U XG έχουμε y, z P BdG
(x, 2´(n+1)) και συνεπώς

dG(y, z) ď dG(y, x) + dG(x, z) ă 2´(n+1) + 2´(n+1) = 2´n.

Άρα x P Vn.
Αντίστροφα, έστω x P G με x P Vn για κάθε n P N. Τότε υπάρχει ακολουθία

ανοικτών συνόλων (Un)nPN με x P Un και έτσι ώστε y, z P UXG ισχύει dG(y, z) ă 2´n.
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι η ακολουθία (Un)nPN είναι φθίνουσα, αλλιώς αντι-

καθιστούμε κάθε Un με την τομή
Şn

k=0 Uk.
Αφού x P GXUn για κάθε n P N, υπάρχει ακολουθία (yn)nPN από τοG με yn P Un

για κάθε n P N και d(yn, x) Ñ 0. Για κάθε n ě m έχουμε yn P Un Ď Um και αφού
ym P Um ισχύει dG(yn, ym) ă 2´m. Αυτό δείχνει ότι η (yn)nPN είναι dG-Cauchy και
αφού ο (G, dG) είναι πλήρης υπάρχει y P G με dG(yn, y)Ñ 0.

Από την άλλη η τοπολογία του (G, dG) είναι η ίδια με τη σχετική τοπολογία του G
που παίρνει από τον X . Προκύπτει ότι d(yn, y)Ñ 0 και αφού d(yn, x)Ñ 0 έχουμε x =
y P G. Έτσι έχουμε και τον άλλο εγκλεισμό της (2.2) και αποδείξαμε τη μία κατεύθυνση
του θεωρήματος.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση υποθέτουμε ότι τοG είναι η τομή μιας ακολουθίας
ανοικτών συνόλων (Un)nPN και θέτουμεFn = X zUn για κάθε n P N. Τότε κάθεFn είναι
κλειστό σύνολο.

Θεωρούμε d μια κατάλληλη μετρική στον X και για κάθε n P N τη συνάρτηση
(x ÞÑ d(x, Fn)) της απόστασης του x από το Fn όπως στο (2.1). Ορίζουμε

dG(x, y) = d(x, y) +
8
ÿ

n=0

min
␣

2´n,
ˇ

ˇd(x, Fn)
´1 ´ d(y, Fn)

´1
ˇ

ˇ

(

όπου x, y P G. Παρατηρούμε ότι αν x P G τότε x P Un και άρα x R Fn για κάθε n.
Επομένως d(x, Fn) ą 0 και άρα ορίζεται ο αντίστροφος αριθμός d(x, Fn)

´1 ą 0.
Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η dG είναι μετρική στοG. Δείχνουμε ότι η dG παράγει

τη σχετική τοπολογία στο G. Ισοδύναμα δείχνουμε ότι η μετρική dG και ο περιορισμός
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d|(GˆG) της d στοGˆG είναι ισοδύναμες μετρικές. Θεωρούμε μια ακολουθία (yi)iPN
στο G και y P G. Δείχνουμε ότι

yi
dG
Ñ y ðñ yi

d
Ñ y.(2.3)

Η ευθεία κατεύθυνση είναι σαφής επειδή d ď dG στο G ˆ G. Αντίστροφα υπο-
θέτουμε ότι d(yi, y) Ñ 0 και έστω r ą 0. Τότε υπάρχει i0 έτσι ώστε για κάθε i ě i0
ισχύει

d(yi, y) ă r/3.(2.4)

Η ιδέα είναι να χωρίσουμε το άπειρο άθροισμα στον ορισμό της dG σε δύο μέρη, όπου
το κάθε ένα είναι μικρότερο του r/3. Για κάθε n0 P N ισχύει

8
ÿ

n=n0+1

min
␣

2´n,
ˇ

ˇd(z, Fn)
´1 ´ d(w,Fn)

´1
ˇ

ˇ

(

ď

8
ÿ

n=n0+1

2´n = 2n0

όπου z, w P G. Οπότε λαμβάνοντας αρκετά μεγάλο n0 P N έχουμε για κάθε z, w P G,
8
ÿ

n=n0+1

min
␣

2´n,
ˇ

ˇd(z, Fn)
´1 ´ d(w,Fn)

´1
ˇ

ˇ

(

ă r/3.(2.5)

Για κάθε k ď n0 ισχύει d(yi, Fk) Ñ d(y, Fk) επειδή η συνάρτηση της απόστασης
σημείου από σύνολο είναι συνεχής. Αφού τα yi, y ανήκουν στο G όπως αναφέραμε πιο
πάνω έχουμε d(yi, Fk), d(y, Fk) ą 0. Άρα d(yi, Fk)

´1 Ñ d(y, Fk)
´1.

Επομένως υπάρχει i1 έτσι ώστε για κάθε i ě i1 και κάθε k = 0, . . . , n0 ισχύει
ˇ

ˇd(yi, Fk)
´1 ´ d(yi, Fk)

´1
ˇ

ˇ ă mint2´n, r/3 ¨ (n0 + 1)´1u.

Άρα
n0
ÿ

n=0

min
␣

2´n,
ˇ

ˇd(yi, Fk)
´1 ´ d(y, Fk)

´1
ˇ

ˇ

(

=
n0
ÿ

n=0

ˇ

ˇd(yi, Fk)
´1 ´ d(y, Fk)

´1
ˇ

ˇ

ă

n0
ÿ

n=0

r/3 ¨ (n0 + 1)´1 = r/3.(2.6)

Από τις (2.4), (2.5), (2.6) και τον ορισμό της dG έχουμε για κάθε i ě maxti0, i1u ότι
dG(yi, y) ă r. Συνεπώς yi

dG
Ñ y και οι μετρικές είναι ισοδύναμες.

Αφού η τοπολογία του (G, dG) είναι η σχετική τοπολογία στο G και ο X είναι δια-
χωρίσιμος είναι σαφές ότι ο μετρικός χώρος (G, dG) είναι διαχωρίσιμος (υπόχωρος δια-
χωρίσιμου μετρικού χώρου είναι διαχωρίσιμος).

Τέλος δείχνουμε ότι ο (G, dG) είναι πλήρης. Έστω (yi)iPN dG-Cauchy ακολουθία
στον G. Εφόσον d ď dG στο G ˆ G η (yi)iPN είναι και d-Cauchy. Αφού ο (X , d) είναι
πλήρης υπάρχει y P G με yi

d
Ñ y. Δείχνουμε ότι y P G =

Ş

nPN Un και ότι yi
dG
Ñ y.

Έστω n P N, τότε d(yi, Fn)
i
Ñ d(y, Fn). Αν είχαμε y P Fn θα ίσχυε d(y, Fn) = 0

και άρα
d(yi, Fn)

i
ÝÑ 0.

Επομένως d(yi, Fn)
´1 i
ÝÑ +8. Ειδικότερα για κάθε i P N θα υπήρχαν j, s ě i με

|d(yj , Fn)
´1 ´ d(ys, Fn)

´1| ą 2´n

και
dG(yj , ys) ě min

␣

2´n,
ˇ

ˇd(yj , Fn)
´1 ´ d(ys, Fn)

´1
ˇ

ˇ

(

= 2´n.
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Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί η (yi)iPN είναι dG-Cauchy. Επομένως y R Fn = X zUn

δηλαδή y P Un. Επειδή το n είναι τυχαίο καταλήγουμε y P
Ş

nPN Un = G.
Αφούyi

d
Ñ y και yi, y P G, i P N, προκύπτει από την (2.3) ότι yi

dG
Ñ y και ο (G, dG)

είναι πλήρης. ˝

Το προηγούμενο θεώρημα δίνει μια δεύτερη απόδειξη του ότι κάθε ανοικτό διά-
στημα του R είναι Πολωνικός χώρος καθώς ως ανοικτό σύνολο είναι Gδ .

Πόρισμα 2.1.9. Οι άρρητοι αριθμοί R z Q είναι Πολωνικός χώρος ενώ οι ρητοί
αριθμοί Q δεν είναι Πολωνικός χώρος με την σχετική τοπολογία του R.

Απόδειξη. Το σύνολοR zQ είναιGδ υποσύνολο τουR, ενώ τοQ δεν είναιGδ (γνω-
στή εφαρμογή του Θεωρήματος του Baire). Το ζητούμενο προκύπτει από το Θεώρημα
2.1.8. ˝

Ασκήσεις

Άσκηση 2.1.10. Για κάθε μετρικό χώρο (X, d) οι συναρτήσεις

ρ = mintd, 1u και σ =
d

1 + d

είναι μετρικές, οι οποίες είναι ισοδύναμες με την d και αν ο (X, d) είναι πλήρης και
διαχωρίσιμος τότε οι χώροι (X, ρ) και (X,σ) είναι επίσης πλήρεις και διαχωρίσιμοι.

Συμπεράνετε ότι κάθε Πολωνικός χώρος επιδέχεται συμβατή μετρική d ď 1.

Άσκηση 2.1.11. Δίνονται δύο μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ) και

f : (Y, ρ) ↠ (X, d)

επιμορφισμός. Αν η f είναι ισομετρία, δηλαδή αν ικανοποιεί

ρ(y1, y2) = d(f(y1), f(y2)), y1, y2 P Y,

τότε η f είναι τοπολογικός ισομορφισμός. Μάλιστα αν ο (X, d) είναι πλήρης τότε και ο
(Y, ρ) είναι πλήρης.

Άσκηση 2.1.12. Για κάθε a ă b το σύνολο C([a, b]) όλων των συνεχών συναρτή-
σεων από το [a, b] στο R με την τοπολογία της νόρμας άπειρο,

}f}8 = maxt|f(x)| | x P [a, b]u

όπου f P C([a, b]), είναι Πολωνικός χώρος.

Άσκηση 2.1.13. Οι ακολουθιακοί χώροι ℓp με 1 ď p ă 8 με την τοπολογία της
p-νόρμας } ¨ }p είναι Πολωνικοί χώροι.

Άσκηση 2.1.14. Αν οι (X, d) και (Y, ρ) είναι πλήρεις και διαχωρίσιμοι μετρικοί
χώροι τότε οι X ‘ Y και X ˆ Y με τις μετρικές που αναφέραμε στην Εισαγωγή είναι
επίσης πλήρεις και διαχωρίσιμοι μετρικοί χώροι.

Συμπεράνετε ότι το ευθύ άθροισμα και το πεπερασμένο γινόμενο Πολωνικών χώρων
είναι Πολωνικός χώρος.

Άσκηση 2.1.15. Αν (Xn, dn)nPN είναι ακολουθία πλήρων και διαχωρίσιμων μετρι-
κών χώρων τότε ο

ś

nPN Xn με τη μετρική που αναφέραμε στην Εισαγωγή είναι επίσης
πλήρης και διαχωρίσιμος.

Συμπεράνετε ότι το άπειρο αριθμήσιμο γινόμενο Πολωνικών χώρων είναι επίσης
Πολωνικός χώρος.

Άσκηση 2.1.16. Οι χώροι Rn, n ě 2 με την τοπολογία της συνήθους Ευκλείδιας
μετρικής και ο RN με την τοπολογία γινόμενο είναι Πολωνικοί χώροι.
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Άσκηση 2.1.17. Για κάθε μετρικό χώρο (X, d) και κάθε μη κενό σύνολο A Ď X
ισχύει η (2.1),

|d(x,A)´ d(y,A)| ď d(x, y)

για κάθε x, y P A.

Άσκηση 2.1.18. Το σύνολο όλων των σημείων συνέχειας μιας συνάρτησης
f : (X, d)Ñ (Y, ρ)

είναι Gδ σύνολο.

Άσκηση 2.1.19. Τα σύνολα (0, 1] και [0, 1) Y t3u με τη σχετική τοπολογία του R
είναι Πολωνικοί χώροι.

Το Qˆ (R z Q) Ď R2 δεν είναι Πολωνικός υπόχωρος του R2.

2.2. Πεπερασμένες ακολουθίες

Θεωρούμε ένα μη κενό σύνολοX . Με τον όρο πεπερασμένη ακολουθία στοX εν-
νοούμε μια συνάρτηση u : ti P N | i ă nu Ñ X , όπου n P N. Συμβολίζουμε μια τέτοια
u με (u(0), . . . , u(n ´ 1)). Συμπεριλαμβάνουμε στις πεπερασμένες ακολουθίες και την
κενή ακολουθία, την οποία συμβολίζουμε με Λ. Αυτή προκύπτει από τον προηγούμενο
ορισμό για n = 0 όπου το πεδίο ορισμού ti P N | i ă 0u της u είναι το κενό σύνολο.

Συμβολίζουμε μεXăN το σύνολο όλων των πεπερασμένων ακολουθιών στοX . Είναι
σαφές ότι το προηγούμενο n στον ορισμό της πεπερασμένης ακολουθίας είναι μοναδικό.
Το μήκος μιας πεπερασμένης ακολουθίας u : ti P N | i ă nu Ñ X είναι ακριβώς αυτό
το μοναδικό n και συμβολίζεται με |u|. Έτσι έχουμε

|u| = 0 ðñ u = Λ και

u = (u(0), . . . , u(|u| ´ 1)), για κάθε u P XăN.

Για παράδειγμα έχουμε τις πεπερασμένες ακολουθίες u = (a, b, c) και v = (d, e)
στο σύνολο ta, b, c, d, eu μήκους 3 και 2 αντίστοιχα.

Αν έχουμε x P X και n P N, με (x)n εννοούμε την πεπερασμένη ακολουθία u
μήκους n που είναι σταθερή στο x, δηλαδή την u : ti P N | i ă nu Ñ X : u(i) = x.
Όπως πριν με n = 0 έχουμε την κενή ακολουθία.

Η παράθεση (concatenation) της u P XăN με την v P XăN είναι η ακολουθία
u ˚ v = (u(0), . . . , u(|u| ´ 1), v(0), . . . , v(|v| ´ 1)).

Για παράδειγμα αν u = (a, b, c) και v = (d, e) τότε
u ˚ v = (a, b, c, d, e) και v ˚ u = (d, e, a, b, c).

Είναι σαφές ότι u ˚ Λ = Λ ˚ u = u για κάθε u P XăN.
Στο σύνολο XăN ορίζουμε τη διμελή σχέση Ď ως εξής,

u Ď v ðñ |u| ď |v| και @i ă |u| (u(i) = v(i)).

Για παράδειγμα (a, b) Ď (a, b, c) και (a, b) Ę (a, c, c) για b ‰ c. Επίσης Λ Ď u για κάθε
u P XăN (καθολικός ποσοδείκτης με κενό πεδίο).

Είναι σαφές ότι η σχέση Ď ικανοποιεί τις τρεις ιδιότητες της διάταξης,
u Ď u

(u Ď v & v Ď u) ÝÑ u = v

(u Ď v & v Ď w) ÝÑ u Ď v

για κάθε u, v, w P XăN. Το αυστηρό μέρος της Ď είναι η σχέση Ĺ με
u Ĺ v ðñ u Ď v & u ‰ v.

Για παράδειγμα (a, b) Ĺ (a, b, c). Είναι σαφές ότι u Ĺ v αν και μόνο αν u Ď v και
|u| ă |v|. Θα λέμε ότι η u P XăN είναι αρχικό τμήμα της v P XăN ή ότι η v είναι
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επέκταση της u αν u Ď v. Θα λέμε επίσης ότι η u είναι γνήσιο αρχικό τμήμα της v ή
ότι η v είναι γνήσια επέκταση της u αν u Ĺ v. Το v είναι άμεση επέκταση της u αν
v = u ˚ (x) για κάποιο x P X .

Δύο πεπερασμένες ακολουθίες u, v λέγονται συμβατές, συμβολικά u||v αν u Ď v ή
v Ď u. Για παράδειγμα (a, e, b)||(a, e) και ␣((d, a)||(d, b, c)) για a ‰ b. Οι μη συμβατές
πεπερασμένες ακολουθίες λέγονται επίσης ασύμβατες. Θα συμβολίζουμε u K v όταν
οι u, v είναι ασύμβατες, έτσι που u K v ðñ ␣(u||v).

Θα επικεντρωθούμε στην περίπτωση όπουX = N. Το σύνολοNăN είναι αριθμήσιμο
σύνολο. Για να το δούμε αυτό θεωρούμε για κάθε n P N το σύνολο An όλων των πεπε-
ρασμένων ακολουθιών από φυσικούς αριθμούς με μήκος n. Για παράδειγμα A0 = tΛu,
A1 = t(i) | i P Nu κ.ο.κ. Τότε

NăN =
Ť

nPN An.

Είναι σαφές ότι υπάρχει αντιστοιχία ανάμεσα στο An και στο πεπερασμένο γινόμενο
Nn για κάθε n ě 1. Τότε κάθε An είναι αριθμήσιμο και επομένως και το NăN είναι
αριθμήσιμο σύνολο.

Είναι χρήσιμο να απομονώσουμε μια συγκεκριμένη απαρίθμηση του NăN. Αρχικά
θεωρούμε την αύξουσα απαρίθμηση των πρώτων αριθμών

p0 ă p1 ă p2 ă ¨ ¨ ¨ ă pn ă . . . ,

δηλαδή p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5, p3 = 7, p4 = 11, κ.ο.κ. Ορίζουμε τη συνάρτηση
κωδικοποίησης

x ¨ y : NăN Ñ N : u = (u(0), . . . , u(n´ 1)) ÞÑ xu(0), . . . , u(n´ 1)y(2.7)

με τον εξής τρόπο:

xu(0), . . . , u(n´ 1)y =

$

&

%

pu(0)+1
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ pu(n´1)+1

n´1 , αν n ě 1

1, αν n = 0.

Για παράδειγμα

x4, 0, 1y = 24+1 ¨ 30+1 ¨ 51+1 = 25 ¨ 3 ¨ 52 = 32 ¨ 3 ¨ 25 = 2400.

Αντίστροφα αν πάρουμε τον αριθμό 120 τότε μπορούμε να τον φέρουμε στη μορφή
23 ¨ 31 ¨ 51 και επομένως βλέπουμε ότι 120 = x2, 0, 0y.

Είναι σημαντικό να προσθέτουμε τη μονάδα στους εκθέτες των δυνάμεων γιατί έτσι
μπορούμε να ανακτήσουμε την αρχική ακολουθία. Αλλιώς δεν θα είχαμε τρόπο να γνω-
ρίζουμε αν ο αριθμός 23 ¨ 31 ¨ 51 = 23 ¨ 31 ¨ 51 ¨ 70 = 23 ¨ 31 ¨ 51 ¨ 70 ¨ 110 αντιστοιχεί στο
(3, 1, 1) ή στο (3, 1, 1, 0) ή στο (3, 1, 1, 0, 0) κ.τ.λ.

Για την ακρίβεια από τοΘεμελιώδες Θεώρημα της Αριθμητικής (μοναδικότητα γρα-
φής ως γινόμενο πρώτων) η συνάρτηση x ¨ y είναι ένα-προς-ένα (Άσκηση 2.2.1). Από την
άλλη η x ¨ y δεν είναι επιμορφισμός. Για παράδειγμα δεν παίρνει την τιμή 0. Μάλιστα
επειδή pk+1

0 = 2k+1 = 2 ¨2k βλέπουμε ότι πέραν της μονάδας η x ¨ y παίρνει μόνο άρτιες
τιμές, δηλαδή ο αριθμός xu(0), . . . , u(n ´ 1)y είναι άρτιος ακριβώς όταν η ακολουθία
u = (u(0), . . . , u(n´ 1)) δεν είναι η κενή ακολουθία.

Συμβολίζουμε με Seq το σύνολο όλων των τιμών της x ¨ y,

Seq = ts P N | Du P NăN s = xu(0), . . . , u(n´ 1)yu.

Αν s = xu(0), . . . , u(n´ 1)y θα λέμε ότι το s είναι κωδικός της u.
Ορίζουμε τη φυσική απαρίθμηση (us)sPN τουNăN ως προς την κωδικοποίηση x ¨ y

ως εξής:

us =

#

(k0, . . . , kn´1), αν s = xk0, . . . , kn´1y P Seq,

Λ, αλλιώς.
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Για παράδειγμα (3, 0, 1) = ux3,0,1y = u24¨3¨52 . Επίσης Λ = u1 γιατί το 1 είναι
κωδικός της Λ και Λ = u5 γιατί όπως εξηγήσαμε πιο πάνω 5 R Seq.

Για κάθε s = xk0, . . . , kn´1y και κάθε i ă n ορίζουμε

(s)i = ki.

Με άλλα λόγια το (s)i είναι ο μοναδικός φυσικός αριθμός k για τον οποίο υπάρχουν
k0, . . . , ki´1 και ki+1, . . . , kn´1 για κάποιο n ě 1 έτσι ώστε

s = xk0, . . . , ki´1, k, ki+1, . . . , kn´1y,

εφόσον φυσικά υπάρχει τέτοιος k. Επεκτείνουμε τον ορισμό (s)i και στις περιπτώσεις
όπου s = xk0, . . . , kn´1y P Seq και i ě n ή s R Seq θέτοντας τότε (s)i = 0.

Έχουμε λοιπόν

(s)i =

$

’

’

&

’

’

%

k, αν υπάρχουν k0, . . . , ki´1, ki, . . . , kn´1 για κάποιο n ą i

με s = xk0, . . . , ki´1, k, ki+1, . . . , kn´1y,

0, αλλιώς.

Για παράδειγμα (23 ¨ 31 ¨ 54 ¨ 72)2 = (x2, 0, 3, 1y)2 = 3. Ακόμα (x2, 0, 3, 1y)42 = 0 γιατί
42 ą |2, 0, 3, 1| = 4 και (5)42 = 0 γιατί 5 R Seq.

Με τη βοήθεια των πιο πάνω συναρτήσεων μπορούμε να εκφράσουμε προτάσεις που
αναφέρονται σε πεπερασμένες ακολουθίες φυσικών αριθμών οσοδήποτε μεγάλου μήκους
σε προτάσεις με ποσοδείκτες που αναφέρονται σε φυσικούς αριθμούς. Για παράδειγμα
αν (Pn)nPN είναι μια ακολουθία υποσυνόλων του N τότε η πρόταση

“για κάθε n P N το σύνολο Pn περιέχει τουλάχιστον n διαφορετικά στοιχεία”

είναι ισοδύναμη με την

@n P N Ds P N @i, j ă n ( (s)i P Pn & (i ‰ j ÝÑ (s)i ‰ (s)j) ),

η οποία εκφράζεται προφανώς μόνο με ποσοδείκτες πάνω στους φυσικούς αριθμούς.
Τέλος αναφέρουμε ότι θα θεωρούμε το σύνολοNăN με την τοπολογίαπουπαρά-

γεται από τη διακριτή μετρική όπου κάθε υποσύνολο τουNăN είναι ανοικτό. Εφόσον
το NăN είναι αριθμήσιμο σύνολο προκύπτει ότι είναι Πολωνικός χώρος.

Ασκήσεις

Άσκηση 2.2.1. Η συνάρτηση

x ¨ y : NăN Ñ N : u = (u(0), . . . , u(n´ 1)) ÞÑ xu(0), . . . , u(n´ 1)y

είναι μονομορφισμός.

Άσκηση 2.2.2. Βρείτε έναν άρτιο αριθμό που δεν λαμβάνεται ως τιμή της συνάρ-
τησης x ¨ y.

Άσκηση 2.2.3. Θεωρούμε ένα Q Ď N ˆ N. Εκφράστε με τη βοήθεια ποσοδεικτών
στο N την πρόταση

“για κάθε n υπάρχουν k1, . . . , k2n P N διαφορετικά ανά δύο
με (n, xn, kiy) P Q, για κάθε i = 0, . . . , 2n.”
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2.3. Οι χώροι του Baire και Cantor

Ορισμός 2.3.1 (Ο χώρος του Baire). Θεωρούμε το σύνολο NN όλων των συναρτή-
σεων από το N στο N (άπειρες ακολουθίες). Συμβολίζουμε τα στοιχεία του NN με τα
μικρά ελληνικά γράμματα α, β, γ, . . . και το σύνολο NN μεN . Επίσης θα γράφουμε ένα
α P N ως “άπειρο διάνυσμα” α = (α(0), α(1), . . . , α(n), . . . ).

Για α, β P N με α ‰ β θέτουμε

n(α, β) = ο ελάχιστος n P N με α(n) ‰ β(n).

Ορίζουμε τη συνάρτηση dN : N ˆN Ñ R,

dN (α, β) =

#

2´n(α,β), αν α ‰ β

0, αν α = β.

Τότε η συνάρτηση dN είναι μετρική στο N (Άσκηση 2.3.14). Ο μετρικός χώρος
(N , dN ) ονομάζεται ο χώρος του Baire.

Θα καλούμε επίσης χώρο του Baire τον τοπολογικό χώρο που προκύπτει από τη με-
τρική dN .

Για παράδειγμα αν α = (5, 6, 7, 1, 1, 1, . . . , 1, . . . , ), β = (5, 6, 1, 1, 1, . . . , 1, . . . )
και γ = (3, 6, 7, 1, 1, 1, . . . , 1, . . . ) τότε n(α, β) = 2 και n(α, γ) = n(β, γ) = 0, οπότε
dN (α, β) = 2´2 και dN (α, γ) = dN (β, γ) = 20 = 1.

Ορισμός 2.3.2 (Περαιτέρω Συμβολισμοί).
Επεκτείνουμε τους ορισμούς των ˚ και Ď ανάμεσα σε πεπερασμένες και άπειρες

ακολουθίες με τον προφανή τρόπο,

u ˚ α = (u(0), . . . , u(|u| ´ 1), α(0), . . . , α(n), . . . )

u Ď α ðñ @i ă |u| u(i) = α(i),

όπου u P NăN και α P N .
Για κάθε u P NăN ορίζουμε τη βασική περιοχή του χώρου του Baire,

Nu = tα P N | u Ď αu(2.8)
= tu(0)u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ tu(|u| ´ 1)u ˆ Nˆ Nˆ . . . .

Θα δούμε ότι κάθε Nu είναι ανοικτό και κλειστό υποσύνολο του N (Λήμμα 2.3.3
και Άσκηση 2.3.16).

Δοσμένων α P N και n P N ορίζουμε

α˚ = (α(1), . . . , α(n), . . . ) P N(2.9)

α|n = (α(0), . . . , α(n´ 1)) P NăN(2.10)

α(n) = xα(0), . . . , α(n´ 1)y P N(2.11)
(α)n = (α(xn, 0y), α(xn, 1y), . . . , α(xn, ty), . . . ) P N .(2.12)

Μάλιστα οι πιο πάνω πράξεις ορίζουν συνεχείς συναρτήσεις (Άσκηση 2.3.18).
Για παράδειγμα αν u = (3, 4, 5) και α = (7, 8, 9, 10, . . . ) = (n ÞÑ n+ 7), τότε

u ˚ α = (3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, . . . )

(7, 8) Ď α

Nu = tβ P N | β(0) = 3 &β(1) = 4 & β(2) = 5u

α˚ = (8, 9, 10, . . . )

α|4 = (α(0), α(1), α(2), α(3)) = (7, 8, 9, 10)

α(3) = x7, 8, 9y

(α)3 = (α(x3, 0y), α(x3, 1y), . . . , α(x3, ty), . . . )
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= (α(24 ¨ 3), α(24 ¨ 32), . . . , α(24 ¨ 3t+1), . . . )

= (24 ¨ 3 + 7, 24 ¨ 32 + 7, . . . , 24 ¨ 3t+1 + 7, . . . ).

Είναι σαφές ότι Λ Ď α, α|0 = Λ και

u Ď α ðñ α|n = u, όπου n = |u|

για κάθε u P NăN και α P N .

Το επόμενο λήμμα συνδέει τις ανοικτές μπάλες του (N , dN ) με τα σύνολα Nu,
u P NăN.

Λήμμα 2.3.3. Θεωρούμε r ą 0 και n τον ελάχιστο φυσικό αριθμό με 2´n ă r. Τότε
για κάθε α, β P N ισχύει

dN (α, β) ă r ðñ @i ă n α(i) = β(i).

Συνεπώς κάθε ανοικτή μπάλαBdN (α, r) ισούται με το σύνολοNα|n για κάποιοn P N,
και κάθε σύνολοNu όπουu P NăN, ισούται με την ανοικτή μπάλαBdN (u˚(0, 0, . . . , ), 2´(|u|´1)).

Απόδειξη. Θεωρούμε r και n όπως στην εκφώνηση και α, β P N . Μπορούμε να
υποθέσουμε ότι α ‰ β αλλιώς η ζητούμενη ισοδυναμία είναι προφανής.

Αν dN (α, β) ă r τότε 2´n(α,β) ă r. Αν είχαμε n(α, β) ă n τότε 2´n ă 2´n(α,β) ă

r και τότε ο n δεν θα ήταν ο ελάχιστος φυσικός με την ιδιότητα 2´n ă r. Άρα n ď
n(α, β) και για κάθε i ă n ισχύει i ă n(α, β), επομένως α(i) = β(i).

Αντίστροφα αν για κάθε i ă n ισχύει α(i) = β(i) τότε n ď n(α, β) και dN (α, β) =
2´n(α,β) ď 2´n ă r. Αυτό δείχνει τη ζητούμενη ισοδυναμία.

Ο ισχυρισμός για τις ανοικτές μπάλες είναι άμεσος από τα προηγούμενα:
Αν r ą 0 και n είναι ο ελάχιστος φυσικός με 2´n ă r τότε από πιο πάνω έχουμε

β P BdN (α, r) ðñ β|n = α|n

ðñ α|n Ď β

ðñ β P Nα|n

για κάθε β P N . Άρα BdN (α, r) = Nα|n.
Επιπλέον για κάθε u P NăN παίρνουμε ru = 2´(|u|´1) και άρα ο ελάχιστος φυσικός

n με 2´n ă ru είναι ο m = |u|. Από τα προηγούμενα έχουμε

BdN (u ˚ (0, 0, . . . ), 2´(|u|´1)) = Nu˚(0,0,... )|m = Nu.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝

Τώρα μπορούμε να χαρακτηρίσουμε τη σύγκλιση ακολουθιών στον χώρο του Baire.

Πρόταση 2.3.4. Για κάθε ακολουθία (αi)iPN στον N και κάθε α P N έχουμε

αi
dN
ÝÑ α ðñ @n lim

iÑ8
αi(n) = α(n)(2.13)

ðñ @n Din @i ě in αi(n) = α(n).

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι η τελευταία ισοδυναμία ισχύει γιατί τα αi(n), α(n)
είναι φυσικοί αριθμοί. Δείχνουμε επομένως την πρώτη ισοδυναμία.

Για την ευθεία κατεύθυνση Θεωρούμε αi
dN
ÝÑ α και παίρνουμε ένα n P N. Από το

Λήμμα 2.3.3 για r = 2´n η μπάλαBdN (α, 2´n) ισούται με το σύνολοNα|(n+1). Εφόσον
η ακολουθία (αi)iPN συγκλίνει στο α έχουμε αi P BdN (α, 2´n) = Nα|(n+1) για όλα τα
μεγάλα i. Ειδικότερα αi(n) = α(n) για όλα τα μεγάλα i.

Αντίστροφα υποθέτουμε ότι για κάθε n P N ισχύει limiÑ8 αi(n) = α(n). Θε-
ωρούμε r ą 0 και N τον ελάχιστο φυσικό με 2´N ă r. Από το Λήμμα 2.3.3 ισχύει
BdN (α, r) = Nα|N . Για κάθε n ď N έχουμε limiÑ8 αi(n) = α(n) και όπως έχουμε
εξηγήσει υπάρχει in P N έτσι ώστε για κάθε i ě in ισχύει αi(n) = α(n). Θέτουμε
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i0 = maxtin | n ď Nu, τότε για κάθε i ě i0 και κάθε n ă N ισχύει αi(n) = α(n).
Συνεπώς για κάθε i ě i0 έχουμε αi|N = α|N , δηλαδή αi P Nα|N = BdN (α, r). ˝

Πρόταση 2.3.5. Η τοπολογία του (N , dN ) είναι η τοπολογία γινόμενο στο NN.

Απόδειξη. Αφού οι ανοικτές μπάλες σε έναν μετρικό χώρο αποτελούν βάση για την
τοπολογία ενός μετρικού χώρου προκύπτει από το Λήμμα 2.3.3 ότι τα σύνολα Nu, u P
NăN, είναι dN -ανοικτά και επιπλέον αποτελούν βάση για την τοπολογία του (N , dN ).

Επιπλέον, αφού τα μονοσύνολα στο N αποτελούν βάση για την τοπολογία του N,
έχουμε από την (1.1) στην Εισαγωγή ότι τα Nu αποτελούν βάση για την τοπολογία γι-
νόμενο στο NN.

Συνεπώς η τοπολογία του (N , dN ) και η τοπολογία γινόμενο τουNN έχουν μια κοινή
βάση και άρα είναι ίσες.

Ως δεύτερη απόδειξη αναφέρουμε ότι από την Πρόταση 2.3.4 ότι η τοπολογία του
(N , dN ) είναι αυτή της κατά σημείο σύγκλισης που όπως είναι γνωστό αυτή είναι η
τοπολογία γινόμενο στον NN. ˝

Πρόταση 2.3.6. Ο (N , dN ) είναι πλήρης και διαχωρίσιμος μετρικός χώρος. Συνε-
πώς ο χώρος του Baire είναι Πολωνικός.

Απόδειξη. Οι τελικά μηδενικές ακολουθίες

αu = u ˚ (0, 0, . . . ) = (u(0), . . . , u(|u| ´ 1), 0, 0, . . . ) (u P NăN)

αποτελούν ένα αριθμήσιμο και πυκνό σύνολο του (N , dN ) καθώς έχουμε αu P Nu για
κάθε u P NăN. Επομένως ο χώρος είναι διαχωρίσιμος.

Για την πληρότητα θεωρούμε μια dN -Cauchy ακολουθία (αi)iPN. Σταθεροποιούμε
ένα n P N. Τότε υπάρχει ένα in P N έτσι ώστε για κάθε i, j ě in έχουμε dN (αi, αj) ă
2´n. Συνεπάγεται ότι

αi(k) = αj(k) για κάθε k = 0, . . . , n και κάθε i, j ě in.(2.14)

Ειδικότερα η ακολουθία φυσικών αριθμών (αi(n))iPN είναι τελικά σταθερή και ίση
με τον αριθμό αin(n).

Επομένως ορίζουμε

α : NÑ N : α(n) = lim
iÑ8

αi(n) = αin(n)

όπου in είναι όπως πιο πάνω.
Είναι σαφές από την (2.14) ότι αi(k) = αin(k) = α(k) για κάθε i ě in και κάθε

k = 0, . . . , n. Από την (2.13) προκύπτει αi
dN
ÝÑ α. ˝

Θα δούμε αργότερα (Θεώρημα 2.7.1) ότι ο χώρος του Baire είναι τοπολογικά ισο-
μορφικός με τον Πολωνικό χώρο των άρρητων αριθμών.

Θεώρημα 2.3.7. Για κάθε Πολωνικό χώρο X υπάρχει ένας συνεχής επιμορφισμός
π : N ↠ X .

Απόδειξη. Θεωρούμε μια κατάλληλη μετρική d στο X και ένα σύνολο

D = trn | n P Nu
που είναι αριθμήσιμο και πυκνό υποσύνολο του X . Κάθε x P X είναι το όριο μιας ακο-
λουθίας (rkn

)nPN της (rn)nPN. Η ιδέα είναι να πάρουμε α = (kn)nPN P NN και τότε θα
έχουμε x = limnÑ8 rα(n). Το τελευταίο όριο θα είναι η τιμή της π στο α.

Ένα πρόβλημα που ανακύπτει είναι πως η ακολουθία (rα(n))nPN μπορεί να μην συ-
γκλίνει για κάθεα P N . Για να το διορθώσουμε αυτό θα αντικαταστήσουμε την ακολου-
θία (rα(n))nPN με μια άλλη, ας τη συμβολίσουμε με (xα

n)nPN, η οποία συγκλίνει για κάθε
α και η συνάρτηση α ÞÑ limnÑ8 xα

n είναι συνεχής. Επιπλέον για μια επαρκώς μεγάλη
συλλογή α P N η (xα

n)nPN δεν διαφέρει ουσιαστικά από την (rα(n))nPN και επομένως
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κάθε x P X θα λαμβάνεται ως όριο μιας ακολουθίας της μορφής (xα
n)nPN -θα έχουμε

δηλαδή έναν επιμορφισμό.
Έχοντας αυτά υπόψη προχωράμε στην κατασκευή της π. Αρχικά ορίζουμε μια οι-

κογένεια (xu)uPNăNztΛu στοιχείων του X με επαγωγή στο μήκος |u| του u P NăN z tΛu.
Για |u| = 1 με u = (k0), ορίζουμε xu = x(k0) = rk0

. Υποθέτουμε ότι για κάποιο
n ą 1 έχουν οριστεί xw για κάθε w P NăN με 1 ď |w| ă n.

Θεωρούμε u P NăN με |u| = n. Θέτουμε προσωρινά w = (u(0), . . . , u(n ´ 2)) και
k = u(|u| ´ 1) έτσι που

u = w ˚ (k).

Προφανώς |w| = n ´ 1 και από την Επαγωγική Υπόθεση έχει οριστεί το xw. Ορί-
ζουμε

xu =

#

rk, αν d(xw, rk) ă 2´n,

xw, αλλιώς.
Έτσι έχει οριστεί η οικογένεια (xu)uPNăNztΛu .
Είναι σαφές από τον πιο πάνω ορισμό ότι d(xw, xu) ă 2´|u| όπου u = w˚u(|u|´1).

Προκύπτει ότι για κάθε w Ĺ u με u = w ˚ (k0, . . . , km),

d(xw, xu) ď d(xw, xw˚(k0)) + ¨ ¨ ¨+ d(xw˚(k0,...,km´1), xu)

ă 2´(|w|+1) + ¨ ¨ ¨+ 2´|u|

ă

8
ÿ

k=1

2´(|w|+k) = 2´|w|.

Επομένως για κάθε α P N και κάθε 1 ď n ď m ισχύει

d(xα|n, xα|m) ă 2´n.(2.15)

Άρα για κάθε α P N η ακολουθία (xα|n)nPN είναι d-Cauchy. Αφού ο (X , d) είναι πλήρης
ορίζεται η συνάρτηση

π : N Ñ X : π(α) = lim
nÑ8

xα|n.

Παίρνοντας όριο mÑ8 στην (2.15) έχουμε d(xα|n, π(α)) ď 2´n για κάθε α P N
και κάθε n P N. Επομένως αν β P Nα|n, δηλαδή αν β|n = α|n ισχύει

d(π(α), π(β)) ď d(π(α), xα|n) + d(xα|n, π(β)) ď 2´n+1

για κάθε α, β P N και κάθε n P N. Είναι τότε άμεσο ότι η π είναι συνεχής (και μάλιστα
ομοιόμορφα συνεχής).

Τέλος δείχνουμε ότι η π είναι επιμορφισμός. Αν x P X ορίζουμε το α : N Ñ N ως
εξής:

α(n) = ο ελάχιστος k P N με d(rk, x) ă 2´(n+3).(2.16)

(Για κάθε n P N υπάρχει τέτοιος k γιατί το σύνολο D = trk | k P Nu είναι πυκνό.)
Τότε d(rα(n), x) ă 2´(n+3) και

d(rα(n), rα(n+1)) ď d(rα(n), x) + d(x, rα(n+1)) ă 2´(n+3) + 2´(n+4) ă 2´(n+2)

για κάθε n P N.
Προκύπτει με επαγωγή ότι

xα|(n+1) = rα(n) για κάθε n P N.

(Δηλαδή γι’ αυτό το α συμβαίνει πάντα η πρώτη περίπτωση του ορισμού της xα|n.)
Συνεπώς

π(α) = lim
nÑ8

xα|n = lim
nÑ8

xα|(n+1) = lim
nÑ8

rα(n) = x

και η π είναι επιμορφισμός. ˝
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Παρατήρηση 2.3.8. Η συνάρτηση π : N ↠ X της προηγούμενης απόδειξης επι-
δέχεται αντίστροφη συνάρτηση. Δηλαδή υπάρχει μονομορφισμός τ : X ↣ N με

π(τ(x)) = x για κάθε x P X και τ(π(α)) = α για κάθε α P τ [X ].

Η συνάρτηση τ δίνεται στην προηγούμενη απόδειξη από το (2.16),

τ(x)(n) = ο ελάχιστος k P N με d(rk, x) ă 2´(n+3), x P X , n P N.

Αν θέσουμε α = τ(x) τότε όπως δείξαμε π(α) = x, δηλαδή π(τ(x)) = x για κάθε
x P X . Από αυτό προκύπτει ότι η τ είναι μονομορφισμός,

τ(x1) = τ(x2) ùñ π(τ(x1)) = π(τ(x2)) ùñ x1 = x2.

Επιπλέον για κάθε α = τ(x) έχουμε

τ(π(α)) = τ(π(τ(x))) = τ(x) = α.

Πόρισμα 2.3.9. Κάθε Πολωνικός χώρος έχει πληθάριθμο μικρότερο ή ίσο του συνε-
χούς.

Απόδειξη. Από την Παρατήρηση 2.3.8 για κάθε Πολωνικό χώρο X υπάρχει μονο-
μορφισμός f : X ↣ NN. Άρα X ďc NN =c R. ˝

Υπάρχουν φυσικά Πολωνικοί χώροι που δεν είναι ισοπληθικοί με τον R όπως για
παράδειγμα οN. Θα δούμε ότι τα δύο τελευταία σύνολα αποτελούν τις μοναδικές “πλη-
θικότητες” Πολωνικών χώρων έτσι που η τελευταία κλάση συνόλων ικανοποιεί την Υπό-
θεση του Συνεχούς.

Ορισμός 2.3.10. Το σύνολο όλων των δυαδικών (άπειρων) ακολουθιών είναι το
t0, 1uN το οποίο συμβολίζεται και με 2N. Προφανώς αυτό είναι υποσύνολο του N και
θεωρούμε σε αυτό τη μετρική

d2N = dN |(2
N ˆ 2N).

Ο χώρος του Cantor είναι ο μετρικός χώρος (2N, d2N). Χρησιμοποιούμε τον ίδιο όρο
και για τον τοπολογικό χώρο που προκύπτει.

Μια βάση για την τοπολογία του Cantor αποτελείται από όλα τα σύνολα της μορφής
Nu X 2N όπου u P NăN, ακριβώς επειδή τα Nu, u P NăN αποτελούν βάση για την
τοπολογία του N . Προφανώς Nu X 2N =H όταν υπάρχει i ă |u| με u(i) ą 1, συνεπώς
μπορούμε να περιοριστούμε στα u P t0, 1uăN. Καταλήγουμε λοιπόν ότι μια βάση για
την τοπολογία του χώρου του Cantor αποτελείται από όλα τα σύνολα της μορφής

N 2N

u = tα P 2N | u Ď αu, u P t0, 1uăN.

Είναι σαφές ότι τα πιο πάνω σύνολα N 2N

u είναι ανοικτά στον 2N και σύμφωνα με
την Άσκηση 2.3.16 είναι και κλειστά σύνολα.

Επίσης η τοπολογία του χώρου του Cantor είναι η σχετική τοπολογία του χώρου
του Baire, η οποία είναι η τοπολογία γινόμενο στο NN. Προκύπτει ότι και η τοπολογία
του χώρου του Cantor είναι η τοπολογία γινόμενο στο σύνολο t0, 1uN.

Τέλος η σύγκλιση ακολουθιών στον 2N χαρακτηρίζεται όπως και στην περίπτωση
του N . Δηλαδή για κάθε ακολουθία (αn)nPN στον 2N και κάθε α P 2N έχουμε

αi
dN
2

ÝÑ α ðñ @n lim
iÑ8

αi(n) = α(n)

ðñ @n Din @i ě in αi(n) = α(n).

Πρόταση 2.3.11. Ο (2N, d2N) είναι συμπαγής μετρικός χώρος και συνεπώς ο αντί-
στοιχος τοπολογικός χώρος είναι Πολωνικός.
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Απόδειξη. Αν δείξουμε ότι ο (2N, d2N) είναι συμπαγής μετρικός χώρος, ισοδύναμα
ότι το 2N είναι συμπαγές υποσύνολο του N , θα έχουμε επίσης ότι το 2N είναι κλειστό
στον N . Συνεπώς θα έχουμε ότι ο 2N είναι Πολωνικός χώρος.

Ένας τρόπος για να δείξουμε τη συμπάγεια είναι να παρατηρήσουμε ότι 2N =
ś

nPNt0, 1u. Γνωρίζουμε ότι το καρτεσιανό γινόμενο συμπαγών συνόλων είναι συμπα-
γές σύνολο (για τυχαίο γινόμενο τοπολογικών χώρων χρειάζεται το Θεώρημα Tychonoff
εδώ έχουμε όμως μόνο αριθμήσιμο γινόμενο). Αφού το t0, 1u είναι συμπαγές υποσύνολο
του N έχουμε ότι το

ś

nPNt0, 1u είναι συμπαγές υποσύνολο του NN με την τοπολογία
γινόμενο. Αυτή όμως είναι η τοπολογία του χώρου του Baire άρα το 2N είναι συμπαγές
υποσύνολο του N .

Δίνουμε μία ακόμα απόδειξη, η οποία στην ουσία εξηγεί γιατί το αριθμήσιμο γινό-
μενο συμπαγών μετρικών χώρων είναι συμπαγές σύνολο. Δείχνουμε ότι κάθε ακολου-
θία (αi)iPN στον 2N έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Θεωρούμε αρχικά την ακολουθία
(αi(0))iPN. Αφού το t0, 1u είναι πεπερασμένο υπάρχει υπακολουθία (αk0

i
(0))iPN που εί-

ναι σταθερή στο t0, 1u.
Έπειτα θεωρούμε την ακολουθία (αk0

i
(1))iPN. Τότε υπάρχει μια περαιτέρω υπακο-

λουθία (αk1
i
(1))iPN η οποία είναι τελικά σταθερή. Συνεχίζοντας αναδρομικά βρίσκουμε

μια φθίνουσα ακολουθία

L0 Ě L1 Ě ¨ ¨ ¨ Ě Ln Ě . . .

Ln = tkni | i P Nu = tkn0 ă ¨ ¨ ¨ ă kni ă . . . u, n P N,

από άπειρα υποσύνολα του N, έτσι ώστε για κάθε n η ακολουθία (αkn
i
(n))iPN είναι στα-

θερή.
Για κάθε n ă m οι φυσικοί αριθμοί km0 ă ¨ ¨ ¨ ă kmm ανήκουν στο σύνολο Ln =

tkn0 ă ¨ ¨ ¨ ă kni ă . . . u. Προκύπτει ότι kmm = kni για κάποιο i ě m. Επομένως

kmm = kni ě knm ą knn.

Άρα η (si)iPN = (kii)iPN είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών
Ορίζουμε

α(n) = αkn
n
(n)

για κάθε n P N. Τότε α P 2N.
Δείχνουμε ότι αsi Ñ α. Έστω n P N, τότε για κάθε i ě n έχουμε

αsi(n) = αki
i
(n) = αkn

j
(n) για κάποιο j,

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε ότι Li Ď Ln. Επειδή για κάθε n η ακο-
λουθία (αkn

i
(n))iPN είναι σταθερή έχουμε

αkn
j
(n) = αkn

n
(n) = α(n).

Άρα για κάθε n P N έχουμε limiÑ8 αsi(n) = α(n) και από την (2.13) έχουμε
αsi

dN
ÝÑ α. Αφού τα αi, i P N και το α είναι στοιχεία του 2N και η μετρική d2N είναι ο

περιορισμός της dN στο 2N ˆ 2N προκύπτει ότι αsi

d
2N
ÝÑ α. ˝

Θεώρημα 2.3.12. Για κάθε τέλειο Πολωνικό χώρο X υπάρχει ένας συνεχής μονο-
μορφισμός τ : 2N ↣ X .

Απόδειξη. Θέτουμε I = t0, 1uăN και σταθεροποιούμε μια συμβατή μετρική d στον
X .
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Κατασκευάζουμε αναδρομικά μια οικογένεια (Vu)uPI από d-ανοικτές μπάλες του
X με τις εξής ιδιότητες:

ακτίνα(Vu) ď 2´|u|

Vu˚(i) Ď Vu, i = 0, 1

Vu˚(0) X Vu˚(1) =H

για κάθε u P I .
Στο αρχικό βήμα επιλέγουμε ένα x0 P X και παίρνουμε VΛ = Bd(x0, 1). Υποθέ-

τουμε ότι για κάποιο n ě 1 έχουμε ορίσει Vu όπως πιο πάνω για όλα τα w P I με
1 ď |w| ă n.

Ορίζουμε τα Vw˚(i), i = 0, 1, για όλα τα w P I με |w| = n ´ 1. Θεωρούμε ένα
τέτοιο w. Η μπάλα Vw δεν μπορεί να περιέχει μόνο το κέντρο της, αλλιώς αυτό θα ήταν
μεμονωμένο σημείο του X . Επομένως υπάρχουν στοιχεία xw

0 , xw
1 της Vw με xw

0 ‰ xw
1 .

Αφού το Vw είναι ανοικτό σύνολο, υπάρχουν ανοικτές μπάλεςBw
0 καιBw

1 με κέντρα τα
xw
0 , xw

1 αντίστοιχα, με ακτίνες μικρότερες ή ίσες του 2´n, που ικανοποιούν επίσης

Bw
0 XBw

1 =H και Bw
i Ď Vw Ď Vw i = 0, 1.

Οπότε ορίζουμε Vw˚(i) = Bw
i , i = 0, 1. Είναι σαφές ότι ικανοποιούνται πιο πάνω

ιδιότητες. Αυτό ολοκληρώνει την κατασκευή.
Για κάθε α P 2N η (Vα|n)nPN είναι μια φθίνουσα ακολουθία μη κενών κλειστών

συνόλων των οποίων η διάμετρος συγκλίνει στο 0. Αφού ο (X , d) είναι πλήρης, από ένα
γνωστό θεώρημα του Cantor (Αρχή Κιβωτισμού), η τομή

Ş

nPN Vα|n

είναι μονοσύνολο. Ορίζουμε

τ : 2N Ñ X : tτ(α)u =
Ş

nPN Vα|n.

Αν τα α ‰ β είναι στοιχεία του 2N και n είναι ο ελάχιστος k με α(k) ‰ β(k) τότε

α|n = β|n και α(n) ‰ β(n).

Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε α(n) = 0 και β(n) = 1. Επίσης θέτουμε
w = α|n = β|n. Τότε τ(α) P Vα|(n+1), τ(β) P Vβ|(n+1), και

Vα|(n+1) X Vβ|(n+1) = Vw˚(0) X Vw˚(1) =H.

Επομένως τ(α) ‰ τ(β). Τέλος δείχνουμε ότι η τ είναι συνεχής. Θέτουμε

xu = το κέντρο της ανοικτής μπάλας Vu.

Έστω α P 2N. Τότε για κάθε n έχουμε τ(α) P Vα|n και επομένως

d(τ(α), xα|n) ď ακτίνα(Vα|n) ď 2´n.

Συνεπώς αν β P Nα|n, δηλαδή αν β|n = α|n τότε

d(τ(α), τ(β)) ď d(τ(α), xα|n) + d(xα|n, τ(β)) ď 2 ¨ 2´n = 2´n+1.

Προκύπτει από το πιο πάνω ότι η τ είναι συνεχής. ˝

Όπως είναι γνωστό η προηγούμενη συνάρτηση τ έχει συνεχή αντίστροφη. Αυτό
ισχύει λόγω της συμπάγειας του 2N. Αναφερόμαστε εκτενέστερα σε αυτό στο Πόρισμα
2.4.4 πιο κάτω.

Όσον αφορά την αντίστοιχη πληθαριθμική συνέπεια έχουμε το εξής.

Πόρισμα 2.3.13. Κάθε μη κενό τέλειο υποσύνολο ενός Πολωνικού χώρου έχει τον
πληθάριθμο του συνεχούς.
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Απόδειξη. ΑνX είναι Πολωνικός χώρος και P είναι μη κενό τέλειο υποσύνολό του
τότε ο P με τη σχετική τοπολογία είναι τέλειος Πολωνικός χώρος.

Από το Θεώρημα 2.3.12 υπάρχει συνεχής μονομορφισμός τ : 2N ↣ P και ειδικό-
τερα 2N ďc P . Άρα

R =c t0, 1u
N = 2N ďc P ďc R

όπου στην τελευταία σχέση ďc χρησιμοποιήσαμε το Πόρισμα 2.3.9. Από το Θεώρημα
Schröder-Bernstein P =c R. ˝

Ασκήσεις

Άσκηση 2.3.14. Η συνάρτηση dN είναι μετρική στοN = NN. Μάλιστα η dN είναι
υπερμετρική (ultrametric), είναι δηλαδή μετρική που ικανοποιεί

dN (α, β) ď maxtdN (α, γ), dN (γ, β)u, για κάθε α, β, γ P N .

Άσκηση 2.3.15. Εξετάστε τις επόμενες ακολουθίες του χώρου του Baire ως προς
τη σύγκλιση,

αi = (i, 0, 0, . . . ),

βi = (1)i ˚ (0, 0, . . . ),

γi = (0, 1, 2, . . . , i, 0, 0, . . . ),

δi = (0, 2, 4, 6, . . . , 42) ˚ ((´1)i) ˚ (0, 0, . . . )

εi = (0, 2, 4, 6, . . . , 2i) ˚ ((´1)i) ˚ (0, 0, . . . ),

όπου i P N.

Άσκηση 2.3.16. Τα ακόλουθα υποσύνολα του N είναι κλειστά,

A = t(n) ˚ (0, 0, 0, . . . ) | n P Nu,
B = t(0)n ˚ (n, 1, 1, 1, . . . ) | n P Nu Y t(0, 0, 0, . . . )u
C = t(1)n ˚ (2, 3, 4, 5, . . . ) | n P Nu Y t(1, 1, . . . , 1, . . . )u.

Δείξτε επίσης ότι η βασική περιοχή Nu, όπου u P NăN εκτός από ανοικτό είναι και
κλειστό υποσύνολο τουN . Συμπεράνετε ότι κάθε βασική περιοχήNuX2N, u P t0, 1uăN

είναι επίσης ανοικτό και κλειστό υποσύνολο του 2N.

Άσκηση 2.3.17. Κάθε Nu με τη σχετική τοπολογία είναι τοπολογικά ισομορφικό
με τον N . Βρείτε έναν κατάλληλο τοπολογικό ισομορφισμό fu : N ↣ÑNu.

Άσκηση 2.3.18. Οι συναρτήσεις

s : N Ñ N : s(α) = α˚

f : N ˆ NÑ NăN : f(α, n) = α|n

g : N ˆ NÑ N : g(α, n) = α(n)

h : N ˆ NÑ N : h(α, n) = (α)n

όπως δίνονται στις (2.9) - (2.12) είναι συνεχείς. Υπενθυμίζουμε ότι θεωρούμε το NăN

με τη διακριτή μετρική.

Άσκηση 2.3.19. Η συνάρτηση

f : N ↣ 2N : f(α) = (0)α(0) ˚ (1) ˚ (0)α(1) ˚ (1) ˚ . . . . . . ˚ (0)α(n) ˚ (1) ˚ . . .

είναι συνεχής μονομορφισμός και έχει συνεχή αντίστροφη.
Συμπεράνετε ότι ο χώρος του Baire είναι τοπολογικά ισομορφικός με ένα Gδ υπο-

σύνολο του χώρου του Cantor.
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Άσκηση 2.3.20. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε A Ď X το A περιέχει ένα μη
κενό τέλειο υποσύνολο αν και μόνο αν υπάρχει συνεχής μονομορφισμός f : 2N ↣ X με
f [2N] Ď A.

2.4. Το Θεώρημα Cantor-Bendixson

Το επόμενο αποτέλεσμα δίνει τη σχέση ανάμεσα στα κλειστά και τέλεια υποσύνολα
ενός Πολωνικού χώρου.

Θεώρημα 2.4.1 (Cantor-Bendixson). Για κάθε κλειστό υποσύνολο C ενός Πολωνι-
κού χώρου X υπάρχουν δύο σύνολα P, S Ď C, με το P τέλειο (ενδεχομένως κενό), το S
αριθμήσιμο, P X S =H και C = P Y S.

Μάλιστα η πιο πάνω διάσπαση είναι μοναδική, δηλαδή αν P 1, S1 είναι δύο ξένα υπο-
σύνολα του C με το P 1 τέλειο, το S1 αριθμήσιμο και P 1 Y S1 = C τότε P 1 = P και
S1 = S.

Απόδειξη. Θεωρούμε το κλειστό C Ď X και μια αριθμήσιμη βάση (Vn)nPN για την
τοπολογία του X . Ορίζουμε

P = tx P C | @n με x P Vn το σύνολο Vn X C είναι υπεραριθμήσιμοu
S = C z P.

Είναι σαφές ότιPXC =H και ότιC = PYS. Δείχνουμε ότι το S είναι αριθμήσιμο
σύνολο. Για κάθε x P S έχουμε x R P και άρα υπάρχει n P N έτσι ώστε x P Vn και
το σύνολο Vn X C είναι αριθμήσιμο. Ορίζουμε n(x) να είναι ο ελάχιστος τέτοιος n και
I = tn(x) P N | x P Su. Τότε το I είναι αριθμήσιμο ως υποσύνολο του N. Επίσης

S Ď
ď

nPI

(Vn X C)

ακριβώς γιατί x P Vn(x) για κάθε x P S Ď C. Αφού το Vn X C είναι αριθμήσιμο για
κάθε n P I έχουμε ότι το σύνολο S περιέχεται σε μια αριθμήσιμη ένωση αριθμησίμων
συνόλων. Συνεπώς το S είναι αριθμήσιμο.

Έπειτα δείχνουμε ότι το P είναι κλειστό σύνολο. Έστω (xi)iPN μια ακολουθία μέσα
από το P που συγκλίνει στο x P X . Επειδή P Ď C και το C είναι κλειστό έχουμε ότι
x P C. Επιπλέον για κάθε n P N με x P Vn υπάρχει i P N με xi P Vn. Αφού xi P P
έχουμε ότι το σύνολο Vn XC είναι υπεραριθμήσιμο. Άρα x P P και το P είναι κλειστό.

Επίσης το P δεν έχει μεμονωμένα σημεία. Θεωρούμε x P P και n P N με x P Vn.
Το σύνολο

Vn X C = (Vn X P )Y (Vn X S)

είναι υπεραριθμήσιμο ενώ το VnXS είναι αριθμήσιμο ως υποσύνολο του S. Συνεπώς το
VnXP είναι υπεραριθμήσιμο και ειδικότερα υπάρχει y P VnXP που είναι διάφορο του
x. Άρα το x δεν είναι μεμονωμένο σημείο του P .

Τέλος δείχνουμε τη μοναδικότητα. Θεωρούμε ένα τέλειο P 1 και ένα αριθμήσιμο S1

με P 1 X S1 =H και
P 1 Y S1 = P Y S.

Θεωρούμε x P P 1, αφού P 1 Ď PYS = C έχουμε ότι x P C. Αν έχουμε x P Vn τότε,
χρησιμοποιώντας μια κατάλληλα μικρή ανοικτή μπάλα του X , μπορούμε να βρούμε m
έτσι ώστε x P Vm Ď Vm Ď Vn. Τότε το Vm X P 1 είναι μη κενό κλειστό υποσύνολο του
Vm X P 1 Ď Vn X C. Από την άλλη το Vm X P 1 δεν έχει μεμονωμένα σημεία (Άσκηση
2.4.8), άρα είναι μη κενό τέλειο σύνολο. Ειδικότερα είναι υπεραριθμήσιμο (Πόρισμα
2.3.13) και συνεπώς το υπερσύνολο Vn X C είναι υπεραριθμήσιμο. Επομένως x P P
και άρα P 1 Ď P .

Αν x P S1 τότε x R P 1 και αφού το τελευταίο σύνολο είναι κλειστό υπάρχει n με
x P Vn και Vn X P 1 = H. Άρα Vn X C = Vn X S1 Ď S1 και το σύνολο Vn X C είναι
αριθμήσιμο. Προκύπτει ότι x P S και συνεπώς S1 Ď S. Ισοδύναμα P Ď P 1.
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Καταλήγουμε ότι P = P 1 και S = S1. ˝

Ορισμός 2.4.2. Έστω X Πολωνικός χώρος και C Ď X κλειστό. Θεωρούμε τα σύ-
νολα P , S όπως στο Θεώρημα Cantor-Bendixson. Δηλαδή το P είναι τέλειο, το S είναι
αριθμήσιμο, P X S =H και P Y S = C.

Το μοναδικό P όπως πιο πάνω είναι ο τέλειος πυρήνας (perfect kernel) του C και
το μοναδικό S όπως πιο πάνω είναι το διάσπαρτο μέρος (scattered part) του C.

Μια άμεση εφαρμογή του Θεωρήματος Cantor-Bendixson είναι η επέκταση του Θε-
ωρήματος 2.3.12 στους υπεραριθμήσιμους Πολωνικούς χώρους.

Πόρισμα 2.4.3. Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώρο X υπάρχει ένας συνεχής
μονομορφισμός τ : 2N ↣ X .

Απόδειξη. Από το Θεώρημα Cantor-Bendixson το κλειστό σύνολο X διασπάται
στον τέλειό του πυρήνα P και στο διάσπαρτό του μέρος S. Αν είχαμε P = H τότε
το X = S θα ήταν αριθμήσιμο σύνολο, άτοπο.

Άρα P ‰ H. Αφού το P είναι κλειστό προκύπτει ότι είναι Πολωνικός χώρος και
μάλιστα τέλειος. Από το Θεώρημα 2.3.12 υπάρχει ένας συνεχής μονομορφισμός

τ : 2N ↣ P Ď X .

Η τ είναι η ζητούμενη συνάρτηση. ˝

Πόρισμα 2.4.4. Κάθε υπεραριθμήσιμος Πολωνικός χώρος έχει έναν υπόχωρο που
είναι τοπολογικά ισομορφικός με τον χώρο του Cantor.

Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι αν έχουμε δύο μετρικούς χώρους K, Y με τον K συ-
μπαγή και έναν συνεχή μονομορφισμό f : K↣ÑY τότε το f [K] είναι συμπαγές (ως
συνεχής εικόνα συμπαγούς συνόλου) και η f´1 : f [K]Ñ K είναι συνεχής.

Για να δούμε γιατί το f [K] είναι συμπαγές θεωρούμε μια ακολουθία (yn)nPN στον
f [K] και γράφουμε yn = f(xn) όπου xn P K για κάθε n P N. Από τη συμπάγεια τουK
υπάρχει x P K και υπακολουθία (xmn

)nPN με xmn
Ñ x, οπότε από τη συνέχεια της f

έχουμε ymn
= f(xmn

)Ñ f(x).
Για τη συνέχεια της f´1 θεωρούμε f(xn) Ñ f(x), όπου x P K και xn P K για

κάθε n P N. Αν είχαμε xn Ñ x τότε θα υπήρχε μια μπάλα B(x, r) με xn R B(x, r) για
άπειρα n P N, και πάλι από τη συμπάγεια του K (εφαρμοσμένη στην υπακολουθία που
προκύπτει από αυτά τα άπειρα n) θα βρίσκαμε μια υπακολουθία (xkn

)nPN και z P K
με xkn

Ñ z και xkn
R B(x, r), ειδικότερα z ‰ x. Από τη συνέχεια της f θα είχαμε

ykn
= f(xkn

) Ñ f(z). Επομένως f(z) = f(x) και αφού η f είναι μονομορφισμός θα
προέκυπτε ότι z = x, άτοπο.

Προκύπτει ότι η τ τουΠορίσματος 2.4.3 επιδέχεται συνεχή αντίστροφη συνάρτηση.
˝

Μια άλλη εφαρμογή του Θεωρήματος Cantor-Bendixson είναι η εξής.

Πόρισμα 2.4.5. Τα κλειστά υποσύνολα Πολωνικών χώρων ικανοποιούν την Υπόθεση
του Συνεχούς.

Απόδειξη. Έστω X Πολωνικός χώρος και C Ď X κλειστό. Θεωρούμε τον τέλειο
πυρήνα P και το διάσπαρτο μέρος S του C.

Αν P = H τότε C = P Y S = S και άρα το C είναι αριθμήσιμο. Αν P ‰ H από
τα Πορίσματα 2.3.13 και 2.3.9 έχουμε

R ďc P ďc C ďc X ďc R,

όπου στη δεύτερη και τρίτη σχέσηďc πιο πάνω χρησιμοποιήσαμε την ταυτοτική συνάρ-
τηση. Από το Θεώρημα Schröder-Bernstein προκύπτει ότι C =c R. ˝
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Αξίζει να απομονώσουμε τον εξής χαρακτηρισμό των κλειστών υποσυνόλων Πολω-
νικών χώρων που είναι αριθμήσιμα, ο οποίος προκύπτει από τα επιχειρήματα της προη-
γούμενης απόδειξης:

Αν το C είναι κλειστό υποσύνολο ενός Πολωνικού χώρου X , τότε το C είναι αριθμή-
σιμο αν και μόνο αν ο τέλειος πυρήνας του είναι το κενό σύνολο.

Ασκήσεις

Άσκηση 2.4.6. Βρείτε τον τέλειο πυρήνα και το διάσπαρτο μέρος των κλειστών
συνόλων

A = [0, 1]Y t1 + 2´n | n P Nu
B = AY t1 + 2´n + 3´m | n,m P Nu
C = t1u Y t1 + 2´n | n P Nu.

Άσκηση 2.4.7. Τα μεμονωμένα σημεία ενός κλειστού υποσυνόλου ενός Πολωνικού
χώρου περιέχονται στο διάσπαρτο μέρος του. Ισχύει το αντίστροφο;

Άσκηση 2.4.8. Αν (X, d) είναι μετρικός χώρος και το P Ď X είναι τέλειο, τότε για
κάθε ανοικτό V το σύνολο V X P είναι τέλειο (ενδεχομένως κενό).

Άσκηση 2.4.9. Ο τέλειος πυρήνας ενός κλειστού υποσυνόλου Πολωνικού χώρου
είναι το μεγαλύτερο τέλειο υποσύνολό του. Δηλαδή αν ο X είναι Πολωνικός χώρος, το
C Ď X είναι κλειστό και το P0 Ď C είναι τέλειο τότε το P0 περιέχεται στον τέλειο
πυρήνα του C.

Άσκηση 2.4.10. Τα Gδ υποσύνολα Πολωνικών χώρων ικανοποιούν την Υπόθεση
του Συνεχούς.

Άσκηση 2.4.11. Δίνεται μια συνάρτηση f : R Ñ R. Τότε είτε η f είναι συνεχής
μόνο σε αριθμήσιμο πλήθος σημείων είτε υπάρχει μη κενό τέλειο P Ď R έτσι ώστε η f
να είναι συνεχής σε κάθε x P P .

2.5. Δένδρα

Ορισμός 2.5.1. Έστω X μη κενό σύνολο. Ένα T Ď XăN είναι δένδρο στο X αν
είναι μη κενό και κλειστό προς τα κάτω ως προς τη διάταξη Ď, δηλαδή αν w Ď u και
u P T τότε w P T .

Για παράδειγμα το σύνολα XăN και tΛu είναι δένδρα στο X . Άλλα παραδείγματα
είναι το

T = tΛ, (a), (a, b), (a, c), (d)u και το S = t(a, b)u Y t(a)n | n P Nu

για κάποια a, b, c, d P X .
Παρατηρούμε ότι η κενή ακολουθία Λ ανήκει σε κάθε δένδρο, γιατί Λ Ď u για κάθε

u P T ‰ H.
Στους επόμενους ορισμούς θεωρούμε ότι έχουμε ένα δένδρο T . Η ρίζα του T είναι

η κενή ακολουθία Λ. Τα στοιχεία του T ονομάζονται κόμβοι ή κλαδιά του T . Ένας
κόμβος u του T ονομάζεται τερματικός αν δεν έχει γνήσια επέκταση w μέσα στο T ,
δηλαδή για κάθε w P T με u Ď w έχουμε u = w.

Το T είναι κλαδεμένο ή περικομμένο (pruned) αν δεν έχει τερματικούς κόμβους.
Με τον όρο άπειρο κλαδί του T εννοούμε μια συνάρτηση f : N Ñ X με την

ιδιότητα
(f(0), . . . , f(n)) P T

για κάθε n P N.
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Το σώμα [T ] του T είναι το σύνολο όλων των άπειρων κλαδιών του T . Είναι σαφές
ότι το σώμα ενός δένδρου στο X είναι υποσύνολο του XN. Δίνουμε μερικά παραδείγ-
ματα: α) το σώμα του δένδρου XăN είναι όλος ο χώρος XN, ειδικότερα το σώμα του
NăN είναι ο χώρος του Baire N , β) το σώμα ενός πεπερασμένου δένδρου είναι το κενό
σύνολοH, γ) το σώμα του προηγούμενου δένδρου S = t(a, b)u Y t(a)n | n P Nu είναι
το μονοσύνολο t(a, a, . . . , a, . . . )u του XN.

Ένα δένδρο T ονομάζεται θεμελιωμένο (well-founded) αν [T ] = H και μη θεμε-
λιωμένο (ill-founded) αν [T ] ‰ H. Επειδή υποθέσαμε ότι κάθε δένδρο είναι μη κενό
σύνολο, προκύπτει ότι κάθε κλαδεμένο δένδρο είναι μη θεμελιωμένο.

Ένα δένδρο S στο X θα λέγεται υποδένδρο του T αν S Ď T . Για κάθε u P XăN

ορίζουμε το υποδένδρο Tu των ακολουθιών που είναι συμβατές με το u,

Tu = tw P T | u||wu.(2.17)

Με άλλα λόγια w P Tu αν και μόνο αν w P T και είτε w Ď u είτε u Ď w. Αυτός ο
ορισμός έχει μεγαλύτερο ενδιαφέρον όταν u P T , αλλιώς το Tu αποτελείται μόνο από
τα γνήσια αρχικά τμήματα της u που ανήκουν στο T , μπορεί να έχουμε Tu = tΛu.

Είναι εύκολο να δει κανείς (Άσκηση 2.5.18) ότι το Tu είναι δένδρο και πως για κάθε
u P T που δεν είναι τερματικός κόμβος του T ισχύει

Tu =
Ť

tTu˚(x) | u ˚ (x) P T u(2.18)
[Tu] =

Ť

t[Tu˚(x)] | u ˚ (x) P T u.(2.19)

Δένδρα και τοπολογία. Είναι σαφές ότι το σώμα ενός δένδρου T στο X είναι
υποσύνολο του XN. Αν θεωρήσουμε στο X τη διακριτή τοπολογία τότε ο XN είναι
μετρικός χώρος. Όπως και με τον χώρο του Baire μια βάση για την τοπολογία του XN

είναι η οικογένεια όλων των συνόλων της μορφής

tx0u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ txn´1u ˆX ˆX ˆ . . .

όπου x0, . . . , xn´1 P X .
Μια ακολουθία (fi)iPN στον XN συγκλίνει στην f P XN αν και μόνο αν για κάθε

n P N η ακολουθία (fi(n))iPN συγκλίνει στο f(n) μέσα στον X , ισοδύναμα για κάθε
n P N έχουμε fi(n) = f(n) για όλα τα μεγάλα i.

Τα σώματα δένδρων σε ένα σύνολο X χαρακτηρίζουν τα κλειστά σύνολα του XN.

Πρόταση 2.5.2. Έστω X μη κενό σύνολο με τη διακριτή μετρική και F Ď XN. Τότε
τοF είναι κλειστό ως προς την τοπολογία γινόμενο τουXN αν και μόνο αν υπάρχει δένδρο
T στο X με F = [T ].

Απόδειξη. Για την ευθεία κατεύθυνση θεωρούμε ότι τοF είναι κλειστό υποσύνολο
του XN. Αν το F είναι το κενό σύνολο τότε επιλέγουμε για T ένα οποιοδήποτε δένδρο
πεπερασμένης διακλάδωσης με κενό σώμα, π.χ. το tΛu.

Επομένως υποθέτουμε ότι F ‰ H. Αν u P XăN και f P XN γράφουμε u Ď f όταν
f(k) = u(k) για κάθε k ă |u|. Ορίζουμε T Ď XăN ως εξής:

u P T ðñ Df P F u Ď f.

Επειδή F ‰ H έχουμε Λ P T και άρα T ‰ H. Είναι άμεσο από τον ορισμό ότι το
T είναι δένδρο.

Δείχνουμε ότι F = [T ]. Έστω g P F και n P N. Είναι προφανές ότι υπάρχει
f P F με (g(0), . . . , g(n)) Ď f , συγκεκριμένα μπορούμε να πάρουμε f = g. Άρα
(g(0), . . . , g(n)) P T για κάθε n P N και g P [T ]. Αντίστροφα αν g P [T ] τότε για κάθε
n P N έχουμε (g(0), . . . , g(n)) P T και άρα υπάρχει fn P F με (g(0), . . . , g(n)) Ď fn.

Η ακολουθία (fn)nPN συγκλίνει στο στοιχείο g. Πράγματι για κάθε k P N, παίρ-
νουμε n0 = k και για κάθε n ě n0 έχουμε fn(k) = g(k) γιατί (g(0), . . . , g(n)) Ď fn.
Άρα fn(k)

X
ÝÑ g(k) για κάθε k P N και επομένως fn

XN
ÝÑ g. Αφού fn P F για κάθε
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n και το F είναι κλειστό προκύπτει ότι g P F . Άρα F = [T ] και έχουμε αποδείξει την
ευθεία κατεύθυνση.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση θεωρούμε μια ακολουθία (fi)iPN στοιχείων του [T ]
η οποία συγκλίνει στο f P XN. Δείχνουμε ότι f P T . Για κάθε n, υπάρχει i0 έτσι ώστε
για κάθε i ě i0 και κάθε k ď n έχουμε fi(k) = f(k). Ειδικότερα (f(0), . . . , f(n)) Ď fi0 .
Εξ ορισμού (f(0), . . . , f(n)) P T . Προκύπτει ότι f P [T ].

˝

Πόρισμα 2.5.3. Ένα σύνολο F Ď N είναι κλειστό αν και μόνο αν υπάρχει δένδρο T
στο N με F = [T ].

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε την Πρόταση 2.5.2 για X = N και θυμίζουμε ότι η τοπο-
λογία του χώρου του Baire είναι η τοπολογία γινόμενο στο NN (Πρόταση 2.3.5). ˝

Τα συμπαγή σύνολα του XN μπορούν επίσης να χαρακτηριστούν από τα σώματα
μιας ειδικής κατηγορίας δένδρων.

Ορισμός 2.5.4. Έστω X μη κενό σύνολο και T ένα δένδρο στο X . Το T είναι πε-
περασμένης διακλάδωσης αν για κάθε u P T υπάρχουν το πολύ πεπερασμένα w P T
που είναι άμεσες επεκτάσεις του u, δηλαδή για κάθε u P T υπάρχουν x0, . . . , xn´1 P X
έτσι ώστε

@x (u ˚ (x) P T ðñ x P tx0, . . . , xn´1u).

Το προηγούμενο n μπορεί να παίρνει οσοδήποτε μεγάλες τιμές. Μπορούμε ακόμα
να έχουμε n = 0, οπότε σε αυτή την περίπτωση η πιο πάνω ισοδυναμία σημαίνει ότι ο
κόμβος u P T είναι τερματικός.

Ένα κλασσικό παράδειγμα δένδρου πεπερασμένης διακλάδωσης είναι το σύνολο
t0, 1uăN όλων των πεπερασμένων δυαδικών ακολουθιών. Προφανώς το σώμα το
t0, 1uăN είναι ο χώρος του Cantor 2N.

Λήμμα 2.5.5 (Το Λήμμα του Κönig). Κάθε άπειρο δένδρο πεπερασμένης διακλάδω-
σης έχει άπειρο κλαδί.

Απόδειξη. Θεωρούμε X ‰ H και ένα άπειρο δένδρο T στο X που είναι πεπερα-
σμένης διακλάδωσης. Ορίζουμε

P = tu P T | το υποδένδρο Tu είναι άπειροu.

Αφού TΛ = T έχουμε Λ P P . Ισχυριζόμαστε ότι για κάθε u P NăN,

u P P ùñ Dx u ˚ (x) P P.(2.20)

Θεωρούμε u P P . Αφού το δένδρο T είναι πεπερασμένης διακλάδωσης υπάρχουν
x0, . . . , xn´1 P T έτσι ώστε u ˚ (x) P T αν και μόνο αν x P tx0, . . . , xn´1u. Επιπλέον το
u δεν είναι τερματικός κόμβος του T γιατί το Tu είναι άπειρο σύνολο. Από την (2.18)
έχουμε ότι

Tu =
Ť

u˚(x)PT Tu˚(x) =
Ťn´1

k=0 Tu˚(xk).

Ένα από τα πιο πάνω σύνολα της πεπερασμένης ένωσης είναι άπειρο, γιατί αλλιώς
το Tu θα ήταν πεπερασμένο. Άρα υπάρχει k ă n με u ˚ (xk) P P .

Έχοντας αποδείξει την πιο πάνω συνεπαγωγή μπορούμε να βρούμε μια ακολουθία
(xn)nPN στο X , ως εξής. Αρχικά εφαρμόζουμε την (2.20) για u = Λ P P και βρίσκουμε
x0 P X με (x0) P P . Έπειτα πάλι με εφαρμογή της (2.20) βρίσκουμε ένα στοιχείο x1 P X
με (x0, x1) P P . Συνεχίζουμε ομοίως και βρίσκουμε μια ακολουθία (xn)nPN στο X με
την ιδιότητα (x0, . . . , xn´1) P P για κάθε n P N.

Ειδικότερα έχουμε (x0, . . . , xn´1) P T για κάθε n και επομένως η (xn)nPN είναι
άπειρο κλαδί του X .
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Σημείωση: Εδώ γίνεται χρήστη του Αξιώματος Εξαρτημένων Επιλογών (DC), μια
ασθενέστερη μορφή του Αξιώματος Επιλογής, η οποία είναι ευρέως αποδεκτή στα κλασ-
σικά Μαθηματικά. Παραπέμπουμε στην Άσκηση 2.5.28 για περισσότερες λεπτομέρειες.

˝

Πρόταση 2.5.6 (Συμπαγή σύνολα και δένδρα πεπερασμένης διακλάδωσης). Έστω
X μη κενό σύνολο με τη διακριτή τοπολογία και K Ď XN. Τότε το K είναι συμπαγές ως
προς την τοπολογία γινόμενο του XN αν και μόνο αν υπάρχει δένδρο T στο X πεπερα-
σμένης διακλάδωσης με K = [T ].

Απόδειξη. Υποθέτουμε αρχικά ότι το K είναι συμπαγές. Ειδικότερα το K είναι
κλειστό και από την Πρόταση 2.5.2 υπάρχει ένα δένδρο R στο X με K = [R]. Το R
μπορεί να είναι άπειρης διακλάδωσης αλλά θα περάσουμε σε ένα υποδένδρο πεπερασμέ-
νης διακλάδωσης με το ίδιο σώμα.

Ορίζουμε S Ď XăN ως εξής,

u P S ðñ [Ru] ‰ H.

Αν w Ď u είναι εύκολο να δει κανείς ότι κάθε ακολουθία που είναι συμβατή με
το u είναι συμβατή και με το w, επομένως Ru Ď Rw. Άρα αν u P S και w Ď u τότε
H ‰ [Ru] Ď [Rw] και επομένως w P S. Προκύπτει ότι αν το S είναι μη κενό τότε είναι
και δένδρο.

Η περίπτωση S =H δεν μπορεί να αποκλειστεί: αν K =H τότε [R] =H και S =
H. Σε αυτή την περίπτωση επιλέγουμε για T ένα οποιοδήποτε δένδρο πεπερασμένης
διακλάδωσης που έχει κενό σώμα, π.χ. T = tΛu, οπότε K = [T ].

Στο εξής θεωρούμε ότι K ‰ H και επειδή K = [R] = [RΛ] έχουμε Λ P S και το S
είναι δένδρο. Είναι εύκολο να επαληθεύσει κανείς ότι

[Sw] = [Rw](2.21)

για κάθε w P S. (Τι συμπεραίνετε σε σχέση με την Άσκηση 2.5.19;)
Ισχυριζόμαστε ότι το S είναι πεπερασμένης διακλάδωσης και ότι [S] = [R], συνε-

πώς μπορούμε να πάρουμε T = S.
Η ισότητα [S] = [R] είναι άμεση από την (2.21) γιαw = Λ P S. Επομένως δείχνουμε

ότι το S είναι πεπερασμένης διακλάδωσης.
Έστω u P S. Για κάθε x P X με u ˚ (x) P S ορίζουμε

V (x) = tu(0)u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ tu(|u| ´ 1)u ˆ txu ˆX ˆX ˆ . . . .

Τότε η οικογένεια tV (x) | u˚(x) P Su είναι εύκολα ανοικτό κάλυμμα του συνόλου
[Su]. Από την Πρόταση 2.5.2 το [Su] είναι κλειστό υποσύνολο του K και συνεπώς είναι
συμπαγές. Άρα υπάρχουν x0, . . . , xm P X έτσι ώστε

[Su] Ď
Ťm

i=0 V (xi).

Δείχνουμε ότι για κάθε x P X με u ˚ (x) P S υπάρχει i ď m με x = xi. Έστω
w = u ˚ (x) P S, τότε [Tw] ‰ H. Από την (2.21) έχουμε [Sw] = [Rw], άρα υπάρχει
f P [Sw]. Τότε f(|w| ´ 1) = w(|w| ´ 1) = x.

Από την άλλη f P [Sw] Ď [Su] και άρα υπάρχει i ď m με f P V (xi). Εξ ορισμού
f(|w| ´ 1) = f(|u|) = xi. Συνεπώς x = xi.

Επομένως το S είναι πεπερασμένης διακλάδωσης. Αυτό αποδεικνύει την ευθεία κα-
τεύθυνση.

Αντίστροφα έστω ότιK = [T ], όπου το T είναι δένδρο πεπερασμένης διακλάδωσης.
Δείχνουμε ότι το K είναι συμπαγές. Έστω (Vi)iPI ένα ανοικτό κάλυμμα του K. Αν
υπάρχει i0 P I μεK Ď Vi0 τότε το tVi0u αποτελεί προφανώς πεπερασμένο υποκάλυμμα.
Επομένως θεωρούμε ότι K Ę Vi για κάθε i P I .

Ορίζουμε S Ď XăN ως εξής:

u P S ðñ u P T & @i P I [Tu] Ę Vi.
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Από την υπόθεσή μας έχουμε K = [T ] = [TΛ] Ę Vi για κάθε i, επομένως Λ P S.
Επιπλέον αν w Ď u P S τότε u,w P T και [Tu] Ď [Tw], άρα για κάθε i έχουμε [Tw] Ę Vi,
δηλαδή w P S. Επομένως το S είναι υποδένδρο του T .

Υποθέτουμε προς άτοπο ότι το S είναι άπειρο. Αφού το S (ως υποδένδρο του T )
είναι πεπερασμένης διακλάδωσης, από το Λήμμα του König (Λήμμα 2.5.5) υπάρχει ένα
άπειρο κλαδί f P [S] Ď [T ] = K. Αφού το (Vi)iPI είναι κάλυμμα του K υπάρχει i0 P I
με f P Vi0 και αφού το Vi0 είναι ανοικτό υπάρχει n P N με

tf(0)u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ tf(n)u ˆX ˆX ¨ ¨ ¨ Ď Vi0 .

Θέτουμε u = (f(0), . . . , f(n)) P S και έχουμε

[Tu] Ď tf(0)u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ tf(n)u ˆX ˆX ¨ ¨ ¨ Ď Vi0 ,

που είναι άτοπο γιατί u P S.
Άρα το S είναι πεπερασμένο σύνολο. Παίρνουμε n = maxt|u| | u P Su και F =

tu P T | |u| = n+1u. Τότε το F είναι πεπερασμένο σύνολο (Άσκηση 2.5.23). Το μήκος
κάθε u P F είναι μεγαλύτερο από τα μήκη των στοιχείων του S. Άρα για κάθε u P F
έχουμε u R S, και αφού u P T ισχύει

Di P I [Tu] Ď Vi.(2.22)

Θεωρούμε το σύνολο J όλων των i όπως πιο πάνω, δηλαδή

J = ti P I | Du P F [Tu] Ď Viu,

και δείχνουμε ότι η πεπερασμένη υποοικογένεια tVi | i P Ju αποτελεί κάλυμμα του K.
Πράγματι αν f P K = [T ] τότε u = (f(0), . . . , f(n)) P F και προφανώς f P [Tu]. Από
την (2.22) υπάρχει i P I με [Tu] Ď Vi. Άρα i P J και f P Vi.

Σημείωση. Η απόδειξη της αντίστροφης κατεύθυνσης μπορεί να γίνει και με πιο
στοιχειώδη τρόπο χωρίς την επίκληση του Λήμματος του König. Τότε όμως θα πρέπει να
επαναλάβουμε στην ουσία την απόδειξη αυτού του λήμματος. Αυτό δεν είναι σύμπτωση.
Όπως είναι γνωστό, το Λήμμα του König και η αντίστροφη κατεύθυνση της πρότασης
που μόλις αποδείξαμε αποτελούν ισοδύναμες εκφάνσεις της ίδιας μαθηματικής αρχής
(Άσκηση 2.5.29).

˝

Πόρισμα 2.5.7. Ένα σύνολο K Ď N είναι συμπαγές αν και μόνο αν υπάρχει δένδρο
T στο N πεπερασμένης διακλάδωσης με K = [T ].

Απόδειξη. Το συμπέρασμα είναι άμεσο από την Πρόταση 2.5.6 για X = N και
επειδή η τοπολογία του χώρου του Baire είναι η τοπολογία γινόμενο στο NN (Πρόταση
2.3.5). ˝

Πόρισμα 2.5.8. Ο χώρος του N δεν είναι σ-συμπαγής, δηλαδή για κάθε ακολουθία
(Kn)nPN από συμπαγή υποσύνολα του N η ένωση

Ť

nPN Kn είναι γνήσιο υποσύνολο του
N .

Απόδειξη. Θεωρούμε μια ακολουθία (Kn)nPN από συμπαγή υποσύνολα τουN και
με εφαρμογή του Πορίσματος 2.5.7 μια ακολουθία (Tn)nPN δένδρων πεπερασμένης δια-
κλάδωσης με Kn = [Tn] για κάθε n. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι Kn ‰ H για κάθε
n.

Αν το T είναι δένδρο πεπερασμένης διακλάδωσης τότε για κάθε m P N υπάρχουν
το πολύ πεπερασμένα u P T με |u| = m (Άσκηση 2.5.23). Συνεπώς για κάθε n το σύνολο
tu P Tn | |u| = n+1u είναι πεπερασμένο υποσύνολο του Tn και άρα και το υποσύνολο
των φυσικών αριθμών An = tu(n) P N | u P Tn & |u| = n + 1u είναι πεπερασμένο.
Μάλιστα το An είναι μη κενό γιατί Kn = [Tn] ‰ H.

Ορίζουμε α : NÑ N με
α(n) = maxAn + 1
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και δείχνουμε ότι α R
Ť

nPN Kn.
Για να το δούμε αυτό θεωρούμε n P N και β P Kn = [Tn]. Τότε το u = β|(n + 1)

είναι κόμβος του Tn μήκους n + 1 και συνεπώς ο φυσικός αριθμός u(n) = β(n) είναι
στοιχείο του An. Προκύπτει ότι

α(n) = maxAn + 1 ą maxAn ě β(n).

Ειδικότερα έχουμε α(n) ą β(n) και άρα α ‰ β για κάθε β P Kn. ˝

Δένδρα και συνεχείς συναρτήσεις. Οι συνεχείς συναρτήσεις μεταξύ σωμάτων
δένδρων μπορούν να προσεγγιστούν μέσω συναρτήσεων μεταξύ των αντίστοιχων

Ορισμός 2.5.9. Δίνονται δύο δένδρα S και T πάνω σε ένα μη κενό σύνολο X και
μια συνάρτηση φ : S Ñ T . Η φ ονομάζεται μονότονη αν για κάθε u, v P S με u Ď v
έχουμε φ(u) Ď φ(v). Θα λέμε ότι η φ είναι κατάλληλη (proper) αν για κάθε f P [S] τα
μήκη των φ(f |n) αποκτούν οσοδήποτε μεγάλο μήκος, δηλαδή για κάθε M P N υπάρχει
n P N με |φ(f |n)| ěM .

Είναι σαφές ότι αν έχουμε μια κατάλληλη μονότονη συνάρτηση φ : S Ñ T τότε
για κάθε f P [S] ισχύει

φ((f(0))) Ď φ((f(0), f(1))) Ď ¨ ¨ ¨ Ď φ((f(0), f(1) . . . , f(n))) Ď . . .

και πως η ένωση όλων αυτών των κλαδιών παράγει ένα άπειρο κλαδί του T . Επομένως
ορίζεται η συνάρτηση

φ˚ : [S]Ñ [T ] : φ˚(f) =
Ť

nPN φ(f |n).

Με άλλα λόγια η φ˚ ικανοποιεί

φ˚(f)(m) = x ðñ Dn ( |φ(f |n)| ą m & φ(f |n)(m) = x )

για κάθε f P [T ], m P N, και x P X .

Πρόταση 2.5.10. Θεωρούμε ένα μη κενό σύνολο X με τη διακριτή τοπολογία και
δύο δένδρα S και T στο X , με το S κλαδεμένο. Τότε μια συνάρτηση Φ : [S] Ñ [T ] είναι
συνεχής αν και μόνο αν υπάρχει κατάλληλη μονότονη φ : S Ñ T με Φ = φ˚.

Απόδειξη. Στην απόδειξη συμβολίζουμε Vu = tg P XN | u Ď gu, όπου u P XăN.
Τα Vu, u P XăN, αποτελούν βάση για τον XN.

Δείχνουμε αρχικά την αντίστροφη κατεύθυνση: θεωρούμε μια κατάλληλη μονότονη
φ : S Ñ T και δείχνουμε ότι η φ˚ : [S] Ñ [T ] είναι συνεχής. Για κάθε u P XăN και
κάθε f P [S] έχουμε

φ˚(f) P Vu ðñ u Ď φ˚(f)

ðñ Dn u Ď φ(f |n).

Επομένως (φ˚)´1[Vu] = (
Ť

nPN An)X [S], όπου An = tf P XN | u Ď φ(f |n)u για
κάθε n P N. Αν f P An και h P XN με h|n = f |n τότε h P An, συνεπώς το An είναι
ανοικτό υποσύνολο του XN για κάθε n P N. Άρα το (φ˚)´1[Vu] είναι ανοικτό σύνολο
στο [S] και η φ˚ είναι συνεχής συνάρτηση. (Παρατηρήστε ότι δεν χρησιμοποιήσαμε την
υπόθεση ότι το S είναι κλαδεμένο.)

Αντίστροφα θεωρούμε μια συνεχή συνάρτησηΦ : [S]Ñ [T ]. Η ιδέα να να ορίσουμε
την φ ώστε να έχουμε φ[VuX [S]] Ď Vφ(u) για κάθε u P S. Αρχικά παρατηρούμε ότι για
κάθε u P S και w1, w2 P T αν Φ[Vu X [S]] Ď Vw1 X Vw2 τότε w1||w2. Αυτό συμβαίνει
γιατί το S είναι κλαδεμένο και συνεπώς για κάθε u P S έχουμε Vu X [S] ‰ H, άρα
Vw1

XVw2
‰ H, το οποίο συμβαίνει μόνο ότανw1||w2. Επιπλέον για κάθε u P T υπάρχει

w P S με Φ[Vu X [S]] Ď Vw, συγκεκριμένα w = Λ.
Συνεπώς για κάθε u P S και κάθε N P N υπάρχει η “μεγαλύτερη” ακολουθία w P

S με μήκος ď N και Φ[Vu X [S]] Ď Vw, δηλαδή η w ικανοποιεί τις τελευταίες δύο
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ιδιότητες και για κάθε w1 P S που ικανοποιεί τις τελευταίες δύο ιδιότητες ισχύει w1 Ď

w. Ορίζουμε

φ : S Ñ T : φ(u) = η μεγαλύτερη ακολουθία w P S με |w| ď |u| καιΦ[VuX[S]] Ď Vw.

Αν u1 Ď u2 P S τότε |w1| ď |u1| ď |u2|, επιπλέον Φ[Vu2
X [S]] Ď ϕ[Vu1

X

[S]] Ď Vφ(u1). Επομένως το φ(u1) P T είναι ένα w1 που ικανοποιεί |w1| ď |u2| και
Φ[Vu2 X [S]] Ď Vw1 . Από τον ορισμό του φ(u2) έχουμε ότι φ(u1) Ď φ(u2).

Για να δείξουμε τις υπόλοιπες ιδιότητες για τη φ θεωρούμε ένα f P [S] και m P N.
Επειδή ηΦ είναι συνεχής στο f υπάρχει n P N μεΦ[Vf |nX[S]] Ď VΦ(f)|m. Μπορούμε να
υποθέσουμε ότι n ěM και άρα |Φ(f)|m| = m ď n = |f |n|. Επομένως από τον ορισμό
του φ(f |n) ισχύει Φ(f)|m Ď φ(f |n). Ειδικότερα η φ(f |n) έχει μήκος τουλάχιστον
|Φ(f)|m| = m.

Το πιο πάνω δείχνει ότι η φ είναι κατάλληλη και επιπλέον ότι φ˚ = Φ. Για να δούμε
το τελευταίο, παρατηρούμε ότι για κάθεm υπάρχει n όπως πιο πάνω, δηλαδή n ě m και
Φ(f)|m Ď φ(f |n). Επειδή φ(f |n) Ď φ˚(f) προκύπτει ότι Φ(f)|m Ď φ˚(f) για κάθεm
και συνεπώς Φ(f) = φ˚(f).

˝

Δένδρα στο N. Στο εξής, και εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά, θα ασχολούμαστε
με δένδρα στους φυσικούς αριθμούς. Πολλά από τα επόμενα αποτελέσματα και έννοιες
πάνω σε δένδρα μπορούν να διατυπωθούν σε γενικότερο πλαίσιο. Παρ’ όλα αυτά η πε-
ρίπτωση X = N είναι επαρκής για τους σκοπούς μας.

Ορισμός 2.5.11 (Ο χώρος των δένδρων Tr). Θεωρούμε το σύνολο Tr όλων των δέν-
δρων στο N,

Tr = tT Ď NăN | το T είναι δένδρο στο Nu.
Θεωρούμε επίσης μια απαρίθμηση τουNăN, για παράδειγμα τη φυσική (us)sPN, που

έχουμε σταθεροποιήσει στο 2.2.
Τότε σε κάθε δένδρο T στο N αντιστοιχεί το αT P 2

N με

αT (s) = 1 ðñ us P T.

Είναι σαφές ότι η συνάρτηση

F : TrÑ 2N : F (T ) = αT

είναι μονομορφισμός.
Θεωρούμε το Tr με την τοπολογία που λαμβάνει από την F , δηλαδή ένα V Ď Tr

είναι ανοικτό αν και μόνο αν υπάρχει ανοικτό W Ď 2N με V = F´1[W ]. Αυτή είναι η
ελάχιστη τοπολογία στο Tr ως προς την οποία η F είναι συνεχής.

Μια συμβατή μετρική στον Tr είναι η

d(T, S) = dN (F (T ), F (S)) = dN (αT , αS).

Η απόδειξη του τελευταίου γίνεται με τα ίδια τα επιχειρήματα που χρησιμοποιού-
νται στην απόδειξη της Πρότασης 2.1.2.

Ο χαρακτηρισμός της σύγκλισης στον Tr δίνεται στην Άσκηση 2.5.25 .
Το σύνολο Tr με την προηγούμενη τοπολογία είναι ο χώρος των δένδρων στο N.

Πρόταση 2.5.12. Ο χώρος των δένδρων Tr είναι συμπαγής Πολωνικός χώρος.

Απόδειξη. Θεωρούμε την απεικόνιση F = (T P Tr ÞÑ αT P 2
N) και δείχνουμε ότι

το σύνολοF [Tr] είναι κλειστό υποσύνολο του 2N. Επειδή ο 2N είναι συμπαγής προκύπτει
ότι το F [Tr] είναι συμπαγές σύνολο, ισοδύναμα το F [Tr] με τη σχετική τοπολογία είναι
συμπαγής τοπολογικός χώρος. Ο χώρος Tr είναι τοπολογικά ισομορφοφικός με τον Tr
μέσω της F , επομένως και ο Tr είναι συμπαγής.

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι το συμπλήρωμα τουF [Tr] είναι ανοικτό υποσύνολο του
2N. Έστω α P 2N με α R tαT | T P Tru και s0 P N με us0 = Λ. Αν α(s0) = 0 τότε για
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κάθε β P T με β(s0) = α(s0) έχουμε β R tαT | T P Tru. (Αλλιώς β = αT και η κενή
ακολουθία δεν θα ανήκε στο T .)

Επομένως θεωρούμε ότι α(s0) = 1. Αν για κάθε s με α(s) = 1 και κάθε t με ut Ď us
ισχύει α(t) = 1, τότε α = αT όπου το T είναι το δένδρο που ορίζεται ως εξής:

T = tu P NăN | Ds (u = us & α(s) = 1)u.

Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί υποθέσαμε πως α R tαT | T P Tru. Επομένως υπάρ-
χουν s, t με α(s) = 1, ut Ď us και α(t) = 0. Τότε για κάθε β P 2N με β(i) = α(i) για
κάθε i ď maxtt, su έχουμε β R tαT | T P Tru.

Σε κάθε περίπτωση το συμπλήρωμα 2N z tαT | T P Tru είναι ανοικτό υποσύνολο
του 2N. ˝

Ορισμός 2.5.13. Ορίζουμε τα σύνολα

WF = tT P Tr | [T ] =Hu(2.23)
IF = tT P Tr | [T ] ‰ Hu(2.24)

των θεμελιωμένων και μη θεμελιωμένων αντίστοιχα δένδρων στο N.

Το επόμενο αποτέλεσμα μπορεί να θεωρηθεί ως η παραμετρική εκδοχή του Πορίσμα-
τος 2.5.3 και αποτελεί μία εξαιρετικά χρήσιμη εφαρμογή στη θεωρία των αναλυτικών και
συναναλυτικών συνόλων που θα μελετήσουμε στη συνέχεια.

Λήμμα 2.5.14 (Το Βασικό Λήμμα Αναπαράστασης Κλειστών Συνόλων).
Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώροX έναP Ď XˆN και το σύνολοNăN με τη διακριτή

μετρική. Τότε το P είναι κλειστό ακριβώς όταν υπάρχει ένα κλειστό σύνολο T Ď XˆNăN

με τις ιδιότητες το T (x) = tu P NăN | (x, u) P T u να είναι δένδρο στο N για κάθε x P X
και

P = t(x, α) P X ˆN | α P [T (x)]u.

Απόδειξη. Για τη μία κατεύθυνση υποθέτουμε ότι το P είναι κλειστό υποσύνολο
του X ˆN και θεωρούμε μια αριθμήσιμη βάση (Vn)nPN του X . Συμβολίζουμε με cP το
συμπλήρωμα του P στον X ˆN . Τότε

cP =
Ť

nPI,vPJ Vn ˆNv(2.25)

όπου I Ď N και J Ď NăN.
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι Λ R J . Σε αντίθετη περίπτωση αντικαθιστούμε κάθε

Vn ˆNΛ Ď cP , n P I , με την ένωση
Ť

iPN Vn ˆN(i). Επειδή

Vn ˆNΛ = Vn ˆN = Vn ˆ
Ť

iPN N(i) =
Ť

iPN(Vn ˆN(i)),

η (2.25) παραμένει αληθής αν αντικαταστήσουμε το J με το

J 1 = (J ztΛu)Y t(i) | i P Nu.
Μπορούμε επίσης να υποθέσουμε ότι V0 = H. Αλλιώς αντικαθιστούμε την ακο-

λουθία (V0, V1, . . . , Vn, . . . ) με την (H, V0, V1, . . . , Vn, . . . ). Η (2.25) εξακολουθεί να
παραμένει αληθής.

Ορίζουμε

(x, u) P T ðñ @v P J @n P I με n ď |u| (x R Vn & v Ę u).(2.26)

Επειδή κάθε Vn είναι ανοικτό σύνολο και το NăN είναι εφοδιασμένο με τη διακριτή
μετρική είναι εύκολο να δει κανείς ότι το T είναι κλειστό υποσύνολο τουXˆNăN (δείτε
την Άσκηση 2.5.26).

Θεωρούμε x P X και δείχνουμε αρχικά ότι το T (x) είναι δένδρο. Παρατηρούμε ότι
αν n ď |Λ| τότε n = 0 και άρα x R V0 = H. Επιπλέον v Ę Λ για κάθε v P J επειδή
Λ R J . Από την (2.26) έχουμε ότι Λ P T (x) και επομένως T (x) ‰ H. Αν u1 Ď u και
u P T (x) τότε για κάθε v P J και κάθε n P I με n ď |u| ισχύει x R Vn και v Ę u, απ’
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όπου προκύπτει ότι για κάθε v P J και κάθε n P I με n ď |u1| ď |u| ισχύει x R Vn και
v Ę u1. Συνεπώς u1 P T (x) και το T (x) είναι δένδρο.

Τώρα δείχνουμε τη ζητούμενη ισότητα για το P . Αν (x, α) R P τότε υπάρχει n P I
με x P Vn. Προκύπτει από την (2.26) ότι κάθε u P T (x) πρέπει να έχει μήκος μικρότερο
του n και συνεπώς [T (x)] =H. Ειδικότερα α R [T (x)].

Αν (x, α) P P τότε για κάθε n P I και κάθε v P J έχουμε x R Vn και α R Nv ,
δηλαδή v Ę α. Άρα

@t P N @v P J (v Ę α|t).

Αφού x R
Ť

nPI Vn ισχύει
@t @v P J @n P I (x R Vn & v Ę α|t).

Ειδικότερα το ζεύγος (x, α|t) ικανοποιεί το δεξιό σκέλος της (2.26) και άρα α|t P T (x)
για κάθε t P N, δηλαδή α P [T (x)].

Για την αντίστροφη κατεύθυνση θεωρούμε ένα κλειστό σύνολο T Ď X ˆ NăN με
P = t(x, α) P X ˆN | α P [T (x)]u. Τότε

(x, α) P P ðñ @t α|t P T (x)

ðñ @t (x, α|t) P T.

Αφού το T είναι κλειστό και η συνάρτηση ft = (α ÞÑ α|t) είναι συνεχής (Άσκηση
2.3.18), το σύνολο P είναι κλειστό. ˝

Ασκήσεις

Άσκηση 2.5.15. Δώστε τα παραδείγματα δένδρων T 0, T 1, T 2 και T 3 στο N με τις
εξής ιδιότητες.

(i) Το T 0 είναι πεπερασμένο σύνολο και έχει τουλάχιστον μία ακολουθία μή-
κους 3.

(ii) Το T 1 είναι άπειρο σύνολο και κάθε u P T 1 έχει μήκος το πολύ 1.
(iii) Κάθε u P T 2 έχει ακριβώς τρεις άμεσες προεκτάσεις μέσα στο T 2.
(iv) Το T 3 είναι πεπερασμένης διακλάδωσης και για κάθε n P N υπάρχει u P T 3

που έχει ακριβώς n άμεσες προεκτάσεις μέσα στο T 3.
Επίσης επιλέξτε u P T 3 και w R T 3 με |u| = |w| = 4 και βρείτε τα υποδένδρα T 3

u ,
T 3
w.

Άσκηση 2.5.16. Για κάθε T που είναι ένα από τα δένδρα T 0, T 1, T 2 και T 3 που
δώσατε στην Άσκηση 2.5.15 βρείτε το σώμα [T ].

Άσκηση 2.5.17. Για κάθε μη κενά σύνολα X και J Ď XăN το

T (J) = tu P XăN | Dw P J u Ď wu

είναι το ελάχιστο δένδρο στο X που περιέχει το J . Δηλαδή το T (J) είναι δένδρο στο
X , J Ď T (J) και για κάθε δένδρο S στο X με J Ď S έχουμε T (J) Ď S.

Το T (J) λέγεται το δένδρο που παράγεται από το J .

Άσκηση 2.5.18. Για κάθε δένδρο T σε ένα σύνολο X ‰ H και για κάθε u P XăN

το σύνολο που ορίστηκε στην (2.17)
Tu = tw P T | u||wu

είναι δένδρο στο X . Επιπλέον ισχύουν οι ισότητες (2.18) και (2.19):

Tu =
ď

u˚(x)PT

Tu˚(x) αν το u δεν είναι τερματικός κόμβος του T ,

[Tu] =
ď

u˚(x)PT

[Tu˚(x)].
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Άσκηση 2.5.19. Για κάθε δένδρο T σε ένα μη κενό σύνολο X , το οποίο έχει μη
κενό σώμα, υπάρχει ένα κλαδεμένο δένδρο S Ď T (δηλαδή το S δεν έχει τερματικούς
κόμβους) με [Su] = [Tu] για κάθε u P T . Ειδικότερα έχουμε [S] = [T ].

Άσκηση 2.5.20. Για κάθε ένα από τα ακόλουθα κλειστά σύνολα τηςΆσκησης 2.3.16
βρείτε δένδρο T στο N του οποίου το σώμα είναι το αντίστοιχο κλειστό σύνολο,

A = t(n) ˚ (0, 0, 0, . . . ) | n P Nu,
B = t(0)n ˚ (n, 1, 1, 1, . . . ) | n P Nu Y t(0, 0, 0, . . . )u
C = t(1)n ˚ (2, 3, 4, 5, . . . ) | n P Nu Y t(1, 1, . . . , 1, . . . )u
Nu, u P N.

Είναι χρήσιμο να εξηγήσουμε γιατί η παραμετρικοποιημένη εκδοχή ενός αποτελέ-
σματος είναι πιο ισχυρή από την απλή εκδοχή. Αυτός είναι ο στόχος της επόμενης άσκη-
σης.

Άσκηση 2.5.21. Συμπεράνετε από το Λήμμα 2.5.14 τον χαρακτηρισμό των κλει-
στών υποσυνόλων του N ως τα σύνολα [T ] όπου το T είναι δένδρο στο N (Πόρισμα
2.5.3).

Άσκηση 2.5.22. Συμπεράνετε από το Πόρισμα 2.5.7 ότι το σύνολο 2N είναι συμπα-
γές υποσύνολο του N (Πρόταση 2.3.11).

Άσκηση 2.5.23. Για κάθε δένδρο T πεπερασμένης διακλάδωσης και κάθε n P N το
σύνολο Fn = tu P T | |u| = nu είναι πεπερασμένο.

Άσκηση 2.5.24 (Δείτε [Kec95] - 2.8). Για κάθε μη κενά κλειστά σύνολα F Ď H Ď

N υπάρχει μια συνεχής συνάρτηση Φ : H Ñ F με Φ(α) = α για κάθε α P F .

Άσκηση 2.5.25. Για κάθε πεπερασμένα σύνολα I, J Ď NăN ορίζουμε
B(I, J) = tT P Tr | @u P I @ w P J (u P T & w R T )u.

Τότε η οικογένεια όλων των συνόλωνB(I, J) αποτελεί βάση για την τοπολογία του
Tr.

Συμπεράνετε ότι για κάθε ακολουθία δένδρων (Tl)lPN στον Tr και κάθε T P Tr
έχουμε

Tl
lÑ8
ÝÑ T ðñ @u P NăN Dl0 @l ě l0 [ u P Tl ÐÑ u P T ].

Άσκηση 2.5.26. Έστω X Πολωνικός χώρος, (Vn)nPN μια ακολουθία από ανοικτά
υποσύνολα του X και T Ď X ˆ NăN που ικανοποιεί την ισοδυναμία (2.26),

(x, u) P T ðñ @v P J @n P I με n ď |u| (x R Vn & v Ę u).

Τότε το T είναι κλειστό υποσύνολο του X ˆ NăN και η συνάρτηση f : X Ñ Tr

f(x) = T (x) = tu P NăN | (x, u) P T u

αντιστρέφει ανοικτά σύνολα σε Fσ σύνολα.
Επιπλέον αν τα Vn είναι κλειστά-ανοικτά υποσύνολα του X τότε η συνάρτηση f

είναι συνεχής.

Άσκηση 2.5.27. Το Βασικό Λήμμα Αναπαράστασης κλειστών συνόλων (Λήμμα
2.5.14) ισχύει και για υποσύνολα του X ˆ Y N.

Για κάθε Πολωνικό χώρο X , κάθε μη κενό σύνολο Y και κάθε P Ď X ˆ Y N, το P
είναι κλειστό ακριβώς όταν υπάρχει ένα κλειστό σύνολο T Ď X ˆY ăN με τις ιδιότητες
το T (x) = tu P Y ăN | (x, u) P T u να είναι δένδρο στο Y για κάθε x P X και

P = t(x, f) P X ˆ Y N | f P [T (x)]u.

Το Y θεωρείται με τη διακριτή μετρική.
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Το Αξίωμα Εξαρτημένης Επιλογής (DC) είναι η πρόταση: για κάθε μη κενό σύ-
νολο X και κάθε Q Ď X ˆ X με την ιδιότητα @x P X Dy P X (x, y) P Q υπάρχει
συνάρτηση f : NÑ X με (f(n), f(n+ 1)) P Q για κάθε n P N.

Το Αξίωμα Απαριθμητής Επιλογής (ACN) είναι η πρόταση: για κάθε μη κενό
σύνολο X και κάθε P Ď N ˆ X με την ιδιότητα @n P N Dx P X (n, x) P P υπάρχει
συνάρτηση f : NÑ X με (n, f(n)) P P για κάθε n P N.

Όπως είναι γνωστό ισχύει η συνεπαγωγή DC ñ ACN. Το ACN αποτελεί μια από
τις πιο θεμελιώδεις μορφές επιλογής στα κλασσικά Μαθηματικά καθώς μας επιτρέπει
να λαμβάνουμε ακολουθίες με συγκεκριμένες ιδιότητες.

Άσκηση 2.5.28. Εξηγήστε λεπτομερώς την εφαρμογή του Αξιώματος Εξαρτημένης
Επιλογής DC στην κατασκευή του άπειρου κλαδιού στην απόδειξη του Λήμματος του
König (Λήμμα 2.5.5).

Άσκηση 2.5.29. Δεδομένου του Αξιώματος Απαριθμητής Επιλογής ACN δείξτε ότι
το Λήμμα του Κönig (Λήμμα 2.5.5) είναι ισοδύναμο με την εξής πρόταση: για κάθε δέν-
δρο T σε ένα μη κενό σύνολο X με τη διακριτή μετρική, αν το T είναι πεπερασμένης
διακλάδωσης τότε το [T ] είναι συμπαγές υποσύνολο του XN. (Αυτή είναι η μία κατεύ-
θυνση της Πρότασης 2.5.6.)

2.6. Μερικές Καθολικές Ιδιότητες

Είδαμε ότι κάθε Πολωνικός χώρος X είναι συνεχής εικόνα του N και κάθε υπερα-
ριθμήσιμος Πολωνικός χώρος X περιέχει έναν χώρο που είναι τοπολογικά ισομορφικός
με το 2N. Αναφερόμαστε σε αυτές τις ιδιότητες ως καθολικές για τον χώρο N και 2N
αντίστοιχα ακριβώς γιατί αναφέρονται είτε σε όλους τους Πολωνικούς χώρους είτε σε
μια μεγάλη υποκλάση αυτών (στην προκειμένη περίπτωση στην κλάση των υπεραριθ-
μήσιμων Πολωνικών χώρων.) Εδώ θα δείξουμε μερικές ακόμα καθολικές ιδιότητες για
τους χώρους του Baire, του Cantor και για τους χώρους [0, 1]N, RN.

Ορισμός 2.6.1. Συμβολίζουμε το κλειστό διάστημα [0, 1] με I. Ο κύβος τουHilbert
είναι το σύνολοH = IN με την τοπολογία γινόμενο. Σύμφωνα με όσα έχουμε πει οH εί-
ναι μετρικοποιήσιμος, διαχωρίσιμος και συμπαγής - επομένως και πλήρης ως προς οποια-
δήποτε μετρική η οποία παράγει την τοπολογία του. Προκύπτει ότι ο H είναι συμπαγής
Πολωνικός χώρος.

Μια βάση για την τοπολογία του αποτελείται από όλα τα σύνολα της μορφής
((a0, b0)X I)ˆ ((a0, b0)X I)ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ((an, bn)X I)ˆ Iˆ Iˆ . . .

όπου a0, b0, . . . , an, bn P R.
Η σύγκλιση στονH είναι η κατά σημείο σύγκλιση: για κάθε ακολουθία (xi)iPN στον

H και κάθε x P H έχουμε xi
iÑ8
ÝÑ x αν και μόνο αν για κάθε n P N ισχύει xi(n)

iÑ8
ÝÑ x(n)

στο I = [0, 1].

Θεώρημα 2.6.2 (Καθολική Ιδιότητα του κύβου του Hilbert). Κάθε Πολωνικός χώ-
ρος είναι τοπολογικά ισομορφικός με ένα Gδ υποσύνολο του κύβου του Hilbert H.

Απόδειξη. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X και μια κατάλληλη μετρική d στον
X . Από την Άσκηση 2.1.10 μπορούμε να υποθέσουμε ότι d ď 1. Παίρνουμε επίσης ένα
D = txn | n P Nu που είναι πυκνό στον X και ορίζουμε τη συνάρτηση

f : X Ñ H : f(x) = (d(x, xn))nPN.

Δείχνουμε ότι η f είναι συνεχής μονορφισμός και πως η αντίστροφη f´1 : f [X ]Ñ
X είναι συνεχής.

Θεωρούμε x ‰ y στον X και θέτουμε r = 2´1 ¨ d(x, y) ą 0. Από την πυκνότητα
του D υπάρχει n P N με d(x, xn) ă r. Προκύπτει τότε ότι d(y, xn) ą r, ειδικότερα
d(x, xn) ‰ d(y, xn) και άρα f(x) ‰ f(y). Άρα η f είναι ένα-προς-ένα.
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Για τη συνέχεια της f , θεωρούμε μια ακολουθία (zi)iPN με zi Ñ z P X και δεί-
χνουμε ότι f(zi) Ñ f(z), ισοδύναμα ότι d(zi, xn)

iÑ8
ÝÑ d(z, xn) για κάθε n P N. Παίρ-

νουμε n P N και έχουμε
|d(zi, xn)´ d(z, xn)| ď d(zi, z)Ñ 0.

Άρα η f είναι συνεχής.
Για την αντίστροφη συνάρτηση θεωρούμε ότι f(zi) Ñ f(z) για κάποια zi, z P X ,

i P N. Πρέπει να δείξουμε ότι zi Ñ z. Παίρνουμε r ą 0 και από την πυκνότητα του
D παίρνουμε ένα n με xn P B(z, r/2). Εφόσον f(zi) Ñ f(z) έχουμε ειδικότερα ότι
d(zi, xn)

iÑ8
ÝÑ d(z, xn). Επειδή d(z, xn) ă r/2 υπάρχει i0 έτσι ώστε για κάθε i ě i0

ισχύει d(zi, xn) ă r/2. Έχουμε λοιπόν για κάθε i ě i0 ότι
d(zi, z) ď d(zi, xn) + d(xn, z) ă r/2 + r/2 = r

Επομένως zi Ñ z.
Καταλήγουμε ότι η f είναι τοπολογικός ισομορφισμός ανάμεσα στον X και στον

υπόχωρο f [X ] του H. Από την Πρόταση 2.1.2 o f [X ] είναι Πολωνικός χώρος και άρα
από Θεώρημα 2.1.8 το σύνολο f [X ] είναι Gδ . ˝

Ορισμός 2.6.3. Δίνονται δύο τοπολογικοί χώροι X και Y με τον Y συμπαγή. Ο Y
ονομάζεται συμπαγοποίηση του X αν υπάρχει συνεχής μονομορφισμός f : X ↣ Y

με f´1 : f [X] Ñ Y επίσης συνεχής και f [X] = Y . Δηλαδή ο X είναι τοπολογικά
ισομορφικός με έναν πυκνό υπόχωρο του Y .

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι για να συμπαγοποιήσει κανείς έναν τοπολογικό χώρο,
μας ενδιαφέρει όμως η συμπαγοποίηση να σέβεται κάποιες καλές δομικές ιδιότητες,
όπως για παράδειγμα την ιδιότητα του να είναι ο δοσμένος τοπολογικός χώρος Πολω-
νικός. Μια τέτοια συμπαγοποίηση δίνεται με τη βοήθεια του Θεωρήματος 2.6.2.

Πόρισμα 2.6.4. Κάθε Πολωνικός χώρος έχει μια συμπαγοποίηση που είναι επίσης
Πολωνικός χώρος.

Απόδειξη. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X και έναν τοπολογικό ισομορφισμό
f : X ↣ÑG όπου το G είναι Gδ υποσύνολο του H (Θεώρημα 2.6.2). Παίρνουμε Y = G.
Το Y είναι κλειστό υποσύνολο του συμπαγούς χώρουH, άρα ο Y είναι συμπαγής χώρος.
Επιπλέον είναι Πολωνικός ως κλειστό υποσύνολο Πολωνικού χώρου. ˝

Ένας Πολωνικός χώρος δεν είναι απαραίτητα τοπολογικά ισομορφικός με ένα κλει-
στό υποσύνολο του κύβου του Hilbert γιατί αλλιώς κάθε Πολωνικός χώρος θα ήταν
συμπαγής. Θα δούμε όμως ότι αυτό είναι σωστό αν αντικαταστήσουμε τον H = IN με
τον RN. Ως συνήθως θεωρούμε το τελευταίο σύνολο με την τοπολογία γινόμενο.

Θεώρημα 2.6.5 (Καθολική Ιδιότητα του RN). Κάθε Πολωνικός χώρος είναι τοπο-
λογικά ισομορφικός με ένα κλειστό υποσύνολο του RN.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 2.6.2 αρκεί να αποδείξουμε τον ισχυρισμό για τα Gδ

υποσύνολα του H.
Θεωρούμε λοιπόν G Ď H που είναι Gδ και γράφουμε G =

Ş

nPN Un όπου κάθε
Un Ď H είναι ανοικτό. Μπορούμε να υποθέσουμε πως Un ‰ H για κάθε n P N. [Για να
το δούμε αυτό παίρνουμε αρχικά την περίπτωση όπου Un = H για κάθε n. Τότε G = H
και το συμπέρασμα είναι προφανές. Στην περίπτωση όπου υπάρχει ένα n P N μεUn ‰ H
γράφουμε tUn | Un ‰ Hu = tU 1

n | n P Nu (ενδεχομένως U 1
n = U 1

m για n ‰ m). Τότε
G =

Ş

nPN U 1
n και U 1

n ‰ H για κάθε n P N και έπειτα παίρνουμε τα U 1
n στη θέση των

Un.]
Παίρνουμε μια κατάλληλη μετρική d στον H και για κάθε n P N ορίζουμε

f2n : GÑ R : f2n(x) = xn, όπου x = (xk)kPN,

f2n+1 : GÑ R : f2n+1(x) = (d(x, Fn))
´1 όπου Fn = H z Un ‰ H.
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(Παρατηρούμε ότι για κάθε x P G και κάθε n έχουμε x P Un, επομένως d(x, Fn) ą 0.)
Έπειτα ορίζουμε τη συνάρτηση

f : GÑ RN : x ÞÑ (fm(x))mPN.

Δείχνουμε αρχικά ότι η f είναι μονορφισμός. Πράγματι αν έχουμεx = (xn)nPN, y =
(yn)nPN P H και xn ‰ yn για κάποιο n, τότε f2n(x) = xn ‰ yn = f2n(y). Επομένως
f(x) ‰ f(y).

Για τη συνέχεια της f θεωρούμε x i Ñ x, όπου x i = (xi
n)nPN, x = (xn)nPN P H,

i P N. Δείχνουμε ότι f(x i)Ñ f(x), ισοδύναμα ότι για κάθε m P N ισχύει fm(x i)
iÑ8
ÝÑ

fm(x).
Παίρνουμε m = 2n, τότε

fm(x i) = xi
n

iÑ8
ÝÑ xn επειδή x i Ñ x.

Γιαm = 2n+1, χρησιμοποιούμε ότι η συνάρτηση της απόστασης από ένα (μη κενό)
σύνολο είναι συνεχής. Επομένως d(x i, Fn) Ñ d(x, Fn), και εφόσον x i, x P G Ď Un =

H z Fn έχουμε ότι οι προηγούμενοι αριθμοί είναι μη μηδενικοί. Άρα d(x i, Fn)
´1 iÑ8
ÝÑ

d(x, Fn)
´1, δηλαδή f2n+1(x

i)
iÑ8
ÝÑ f2n+1(x).

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι το f [G] είναι κλειστό στονRN. Θεωρούμε λοιπόν f(x i)
iÑ8
ÝÑ

y P RN, όπου x i P G για κάθε i P N. Ειδικότερα η ακολουθία (f2n(x
i))iPN συγκλί-

νει στην 2n-συντεταγμένη του y για κάθε n. Γράφουμε x i = (xi
n)nPN για κάθε i και

y = (yn)nPN και έχουμε από το προηγούμενο ότι xi
n

iÑ8
ÝÑ y2n για κάθε n.

Οπότε ορίζουμεx = (y2n)nPN P H έτσι πουx i Ñ x. Δείχνουμε ότιx P G καθώς και
ότι y = f(x). Αν είχαμε x R G τότε για κάποιο n θα ίσχυε x R Un. Οπότε d(x, Fn) = 0

και αφού d(x i, Fn)
iÑ8
ÝÑ d(x, Fn) θα είχαμε d(x i, Fn)

´1 Ñ 8, το οποίο είναι άτοπο
γιατί d(x i, Fn)

´1 = f2n+1(x
i)Ñ y2n+1 P R. Άρα x P G.

Επιπλέον ισχύει d(x i, Fn)
´1 iÑ8
ÝÑ d(x, Fn)

´1 και άρα y2n+1 = d(x, Fn)
´1 για κάθε

n P N. Έχουμε λοιπόν ότι
f2n(x) = xn = y2n και f2n+1(x) = d(x, Fn)

´1 = y2n+1, n P N.
Δηλαδή ισχύει y = f(x). Αυτό δείχνει ότι το f [G] είναι κλειστό σύνολο.

Τέλος για τη συνέχεια της αντίστροφης συνάρτησης υποθέτουμε ότι f(x i)Ñ f(x)
όπου x i, x P G, i P N. Πρέπει να δείξουμε ότι x i Ñ x. Αυτό όμως είναι σαφές γιατί
x i = (f2n(x

i))nPN για κάθε i, x = (f2n(x))nPN, και f2n(x i)
iÑ8
ÝÑ f2n(x) για κάθε n. ˝

Στη συνέχεια δίνουμε μια ακόμα καθολική ιδιότητα για τον χώρο του Cantor.

Θεώρημα 2.6.6 (Καθολική Ιδιότητα του 2N για τους συμπαγείς Πολωνικούς χώ-
ρους). Κάθε συμπαγής Πολωνικός χώρος είναι συνεχής εικόνα του χώρου του Cantor
2N.

Απόδειξη. Θεωρούμε έναν συμπαγή Πολωνικό χώρο X . Από την Άσκηση 2.6.12
μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο X είναι κλειστό υποσύνολο του κύβου του Hilbert. Θα
δείξουμε τα εξής:

α) Το κλειστό διάστημα [0, 1] = I είναι συνεχής εικόνα του 2N.
β) Ο κύβος του Hilbert H = IN είναι συνεχής εικόνα του 2N.
Υποθέτουμε προς στιγμή ότι έχουμε δείξει τα α) και β) και θεωρούμε έναν συνεχή

επιμορφισμό π : 2N ↠ H. Η αντίστροφη εικόνα F = π´1[X ] είναι κλειστό υποσύνολο
του 2N. Εφαρμόζουμε την Άσκηση 2.5.24 στα κλειστά υποσύνολα F και 2N του N και
βρίσκουμε συνεχή συνάρτηση f : 2N Ñ F με f(α) = α για κάθε α P F . Τότε η σύνθεση

h : 2N Ñ H : h(α) = (π ˝ f)(α)

είναι συνεχής συνάρτηση και παίρνει τιμές στον X . Πράγματι αν α P 2N τότε f(α) P
f [2N] Ď F = π´1[X ] και h(α) = π(f(α)) P X . Έχουμε δηλαδή h[2N] Ď X . Μάλιστα
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ισχύει h[2N] = X . Για να το δούμε αυτό θεωρούμε x P X Ď H. Επειδή η π είναι
επιμορφισμός υπάρχεια P 2N με π(α) = x, άραα P π´1[X ] = F και h(α) = π(f(α)) =
π(α) = x. Επομένως η h είναι συνεχής επιμορφισμός από τον 2N στον X . Οπότε μένει
να δείξουμε τα α) και β) πιο πάνω.

Η ιδέα για το α) είναι να πάρουμε τα κλειστά διαστήματα IΛ = [0, 1], I(0) = [0, 1/2],
I(1) = [1/2, 1], I(0,0) = [0, 1/4], I(0,1) = [1/4, 2/4],…και με τη βοήθεια αυτών να ορί-
σουμε έναν συνεχή επιμορφισμό από τον 2N στο [0, 1] όπως στην απόδειξη του Θεωρή-
ματος 2.3.12.

Συγκεκριμένα ορίζουμε κλειστά υποδιαστήματα Iu, u P t0, 1uăN του [0, 1] με ανα-
δρομή στο μήκος |u| του u ως εξής: IΛ = [0, 1] και υποθέτοντας ότι για κάποιο n P N
έχουμε ορίσει ένα κλειστό διάστημα Iu = [l(u), r(u)] για κάθε u με |u| = n ορίζουμε

Iu˚(0) = [l(u), 2´1 ¨ (l(u) + r(u))], Iu˚(1) = [2´1 ¨ (l(u) + r(u)), r(u)].

Τότε είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι κάθε Iu είναι ένα κλειστό διάστημα μήκους
2´|u|, Iu = Iu˚(0) Y Iu˚(1) και Iw Ď Iu όταν u Ď w. Επομένως για κάθε α P 2N η τομή
Ş

nPN Iα|n είναι μονοσύνολο. Ορίζουμε

τ : 2N Ñ [0, 1] : tτ(α)u =
Ş

nPN Iα|n.

Η τ είναι συνεχής όπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.12. (Σε αντίθεση με
την τελευταία απόδειξη τα Iu˚(0), Iu˚(1) δεν είναι ξένα και επομένως δεν μπορούμε να
συμπεράνουμε ότι η τ είναι μονομορφισμός. Για την ακρίβεια δεν είναι μονομορφισμός,
για παράδειγμα τ(0, 1, 1, . . . , 1, . . . ) = τ(1, 0, 0, . . . , 0, . . . ) = 1/2.)

Θα χρησιμοποιήσουμε την ιδιότητα Iu = Iu˚(0)YIu˚(1) για να δείξουμε ότι η τ είναι
επιμορφισμός. Παίρνουμε x P [0, 1], εφόσον [0, 1] = IΛ = I(0)Y I(1) υπάρχει i0 P t0, 1u
με x P I(i0), επιλέγουμε το ελάχιστο τέτοιο i0. Έπειτα x P I(i0) = I(i0,0) Y I(i0,1)
άρα υπάρχει i1 P t0, 1u με x P I(i0,i1), επιλέγουμε το ελάχιστο τέτοιο i1. Συνεχίζουμε
επαγωγικά και βρίσκουμε α = (i0, i1, . . . , in, . . . ) με x P Iα|n για κάθε n. Προκύπτει ότι
txu =

Ş

nPN Iα|n = tτ(α)u, δηλαδή τ(α) = x. Άρα η τ είναι επιμορφισμός.
Για να δείξουμε το β) θεωρούμε την προηγούμενη τ : 2N ↠ [0, 1] και ορίζουμε

τ̃ : (2N)N Ñ [0, 1]N : τ̃((αn)nPN) = (τ(αn))nPN.

Τότε η τ̃ είναι συνεχής επιμομορφισμός από τον (2N)N στον [0, 1]N = H. Το συ-
μπέρασμα του β) προκύπτει από το ότι ο (2N)N είναι τοπολογικά ισομορφικός με τον 2N
(Άσκηση 2.6.13). ˝

Στη συνέχεια περνάμε σε μια ειδική κατηγορία Πολωνικών χώρων.

Ορισμός 2.6.7. Ένα υποσύνολο V ενός τοπολογικού χώρου X λέγεται κλειστό-
ανοικτό (clopen) αν είναι κλειστό και ανοικτό στον X . Ένας τοπολογικός χώρος X
είναι μηδενοδιάστατος αν έχει μια βάση για την τοπολογία του που αποτελείται από
κλειστά-ανοικτά σύνολα.

Οι μηδενοδιάστατοι Πολωνικοί χώροι έχουν μια αριθμήσιμη βάση από κλειστά-ανοικτά
σύνολα (Πρόταση 2.6.9).

Οι N και 2N είναι μηδενοδιάστατοι Πολωνικοί χώροι γιατί οι γνωστές τους βάσεις
tNu | u P NăNu και tNu X 2N | u P t0, 1uăNu αποτελούνται από κλειστά-ανοικτά
σύνολα. Μάλιστα κάθε κλειστό υποσύνολο F τουN είναι μηδενοδιάστατος Πολωνικός
χώρος. Για να το δούμε αυτό θεωρούμε τα σύνολα Nu X F , u P NăN (ενδεχομένως
κάποια να είναι κενά). Η οικογένεια όλων των τελευταίων συνόλων είναι βάση για το
F με τη σχετική τοπολογία. Από την άλλη το σύνολο Nu X F είναι κλειστό στον N
ως τομή δύο κλειστών συνόλων. Είναι τότε άμεσο ότι το Nu X F είναι κλειστό στον
F . Καταλήγουμε λοιπόν ότι ο F έχει μια βάση που αποτελείται από κλειστά-ανοικτά
σύνολα.

Παρατήρηση 2.6.8.
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(i) Οι μηδενοδιάστατοι Πολωνικοί χώροι μας επιτρέπουν να ορίσουμε σχετικά εύκολα
συνεχείς συναρτήσεις πάνω σε αυτούς. Δίνουμε δύο χαρακτηριστικά παραδείγματα.

α) Ας θεωρήσουμε ένα κλειστό-ανοικτό σύνολο A Ď X και συνεχείς συναρτήσεις
f1, f2 : X Ñ Y . Τότε η συνάρτηση f : X Ñ Y που ορίζεται με διακλάδωση

f(x) =

#

f1(x), x P A

f2(x), x R A

είναι επίσης συνεχής, κάτι που κατά κανόνα δεν συμβαίνει με συναρτήσεις πραγματι-
κής μεταβλητής. Η f είναι συνεχής γιατί f´1[U ] = (f´1

1 [U ]XA)Y(f´1
2 [U ]X(X zA))

για κάθε U Ď Y . Αφού τα σύνολα A και X z A είναι ανοικτά και οι συναρτήσεις f1
και f2 είναι συνεχείς το f´1[U ] είναι ανοικτό υποσύνολο του X .

β) Στην περίπτωση ενός μηδενοδιάστατου Πολωνικού χώρου X μπορούμε εύκολα
να βρούμε μια ακολουθία (Vn)nPN από κλειστά-ανοικτά σύνολα με X =

Ť

nPN Vn.
Θεωρούμε τις διαφορές

W0 = V0, Wn+1 = Vn+1 z
Ť

iďn Vi,

έτσι που η (Wn)nPN είναι μια ακολουθία από κλειστά-ανοικτά ξένα ανά δύο σύνολα,
και

Ť

nPN Wn =
Ť

nPN Vn = X . Με τη χρήση της (Wn)nPN μπορούμε να ορίσουμε για
παράδειγμα τη συνάρτηση f : X Ñ R :

f(x) = sin(n ¨ π ¨ x), όπου n είναι ο μοναδικός φυσικός με x PWn.

Η f είναι συνεχής συνάρτηση γιατί για κάθε (a, b) Ď R έχουμε

x P f´1[(a, b)] ðñ Dn (x PWn & sin(n ¨ π ¨ x) P (a, b)) ,

δηλαδή f´1[(a, b)] =
Ť

nPN(Wn X f´1
n [(a, b)]) όπου fn(x) = sin(n ¨ π ¨ x).

Σε αυτό το παράδειγμα χρησιμοποιούμε με ουσιαστικό τρόπο ότι ταWn είναι ξένα
ανά δύο γιατί θέλουμε το n στον ορισμό του f(x) να είναι μοναδικό. Για να μπορεί γίνει
αυτό και να είναι τα Wn και ανοικτά χρειάζεται να ξεκινήσουμε από κλειστά-ανοικτά
σύνολα.

(ii) Πολλές κατασκευές στην περιγραφική θεωρία συνόλων στηρίζονται σε μια σύνθετη
επεξεργασία των προηγούμενων ιδεών. Για παράδειγμα αναφέρουμε την κατασκευή
του συνεχούς μονομορφισμού τ : 2N ↣ X στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.12.
Εκεί χρησιμοποιούμε έμμεσα ότι για κάθε n μπορούμε να βρούμε σύνολαW1, . . . ,W2n ,
(συγκεκριμένα ταNuX2N για u P t0, 1uăN με |u| = n) τα οποία έχουν μικρή διάμετρο,
είναι ανοικτά και ξένα ανά δύο -είναι ειδικότερα κλειστά-ανοικτά συνόλα. Κάθεα P 2N
ανήκει σε ακριβώς ένα από ταWi, συγκεκριμένα στοNun

X2N, όπου un = α|n. Δηλαδή
σε κάθε βήμα n P N διαμερίζουμε τον 2N χρησιμοποιώντας κλειστά-ανοικτά σύνολα.
Η τιμή τ(α) καθορίζεται από το σύνολο όλων των προηγούμενων un, n P N.

(iii) Στον αντίποδα οι μηδενοδιάστατοι Πολωνικοί χώροι περιορίζουν σημαντικά τις συ-
νεχείς συναρτήσεις που λαμβάνουν τιμές σε αυτούς. Από αυτό προκύπτει ότι οι κατα-
σκευές της τ : 2N ↣ X του Θεωρήματος 2.3.12 και της π : N ↠ X του Θεωρήματος
2.3.7 δεν θα ήταν εφικτές αν στη θέση των 2N και N είχαμε έναν μη μηδενοδιάστατο
Πολωνικό χώρο. Δείτε την Άσκηση 2.6.16.

Πρόταση 2.6.9. Κάθε μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος έχει μια αριθμήσιμη βάση
που αποτελείται από κλειστά-ανοικτά σύνολα.

Απόδειξη. Θεωρούμε έναν μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο X και μια κατάλληλη
μετρική d στον X . Παίρνουμε ένα αριθμήσιμο σύνολο D = txn | n P Nu που είναι πυ-
κνό στον X . Όπως είναι γνωστό η οικογένεια όλων των d-ανοικτών μπαλών της μορφής
B(xn, q), όπου n P N και q P Q+, αποτελεί βάση για την τοπολογία τουX , δεν σημαίνει
όμως ότι αποτελείται από κλειστά-ανοικτά σύνολα.
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Θεωρούμε και μια οικογένεια V από κλειστά-ανοικτά υποσύνολα του X , η οποία
είναι βάση για τον X . Ορίζουμε

I = t(m,n, p, q) P Nˆ NˆQ+ ˆQ+ | DV P V & B(xm, p) Ď V Ď B(xn, q)u.

Το I είναι προφανώς αριθμήσιμο σύνολο. (Προκύπτει από τα πιο κάτω επιχειρήματα
ότι το I είναι μη κενό.) Για κάθε (m,n, p, q) P I επιλέγουμε ένα V (m,n, p, q) P V με

B(xm, p) Ď V (n,m, p, q) Ď B(xn, q).

Ισχυριζόμαστε ότι η οικογένεια V 1 = tV (m,n, p, q) | (m,n, p, q) P Iu είναι βάση για
την τοπολογία του X . Εφόσον η V 1 είναι αριθμήσιμη και V 1 Ď V αν το δείξουμε αυτό
θα έχουμε το ζητούμενο.

Αρκεί να δείξουμε ότι κάθε B(xn, q), με n P N και q P Q+ γράφεται ως ένωση
στοιχείων της V 1. Θεωρούμε n P N και q P Q+, και δείχνουμε ότι για κάθε x P B(xn, q)
υπάρχει (m,n1, p, q1) P I με x P V (m,n1, p, q1) Ď B(xn, q), για την ακρίβεια θα έχουμε
n1 = n και q1 = q.

Έστω x P B(xn, q), αφού το τελευταίο είναι ανοικτό σύνολο και η V είναι βάση για
την τοπολογία του x υπάρχει U P V με x P U Ď B(xn, q). Επιπλέον αφού το U είναι
ανοικτό σύνολο υπάρχει r ą 0 με B(x, r) Ď U Ď B(xn, q). Από την πυκνότητα του D
και του Q υπάρχουν m P N και p P Q+ με d(x, xm) ă p ă r/2.

Τότε x P B(xm, p) και για κάθε y P B(xm, p) ισχύει

d(y, x) ď d(y, xm) + d(xm, x) ă p+ p = 2q = r.

Άρα x P B(xm, p) Ď B(x, r) Ď U Ď B(xn, q). Επομένως (m,n, p, q) P I και από
την επιλογή του V (n,m, p, q) ισχύει

x P B(xm, p) Ď V (n,m, p, q) Ď B(xn, q).

Ειδικότερα x P V (n,m, p, q) Ď B(xn, q) και έχουμε το ζητούμενο. ˝

Προηγουμένως είδαμε ότι τα κλειστά υποσύνολα τουN είναι μηδενοδιάστατοι Πο-
λωνικοί χώροι. Το επόμενο αποτέλεσμα μας λέει ότι στην ουσία δεν υπάρχουν άλλα πα-
ραδείγματα μηδενοδιάστατων Πολωνικών χώρων.

Θεώρημα 2.6.10 (Καθολική Ιδιότητα του N για τους μηδενοδιάστατους Πολωνι-
κούς χώρους). Κάθε μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος είναι τοπολογικά ισομορφικός
με ένα κλειστό υποσύνολο του χώρου του Baire N .

Απόδειξη. Θεωρούμε μια συμβατή μετρική d ď 1 στονX και μια αριθμήσιμη οικο-
γένεια V από κλειστά-ανοικτά υποσύνολα του X η οποία είναι βάση για την τοπολογία
του X (Πρόταση 2.6.9).

Ισχυρισμός. Για κάθε ανοικτό σύνολο W Ď X και κάθε r ą 0 υπάρχει ακολουθία
(Ai)iPN από στοιχεία της V με W =

Ť

iPN Ai και d-διάμετρος(Ai) ď r για κάθε i.
(Επιτρέπουμε το U να είναι το κενό σύνολο, σε αυτή την περίπτωση έχουμεAi =H για
κάθε i P N, με d-διάμετρο του κενού συνόλου εννοούμε το 0.)

Απόδειξη ισχυρισμού. Απαριθμούμε V = tVn | n P Nu και θεωρούμε ένα ανοικτό
W Ď X και r ą 0. Τότε κάθε x P W υπάρχει r1 ą 0 με B(x, r1) Ď U και r1 ď r/2.
Αφού η V είναι βάση υπάρχει n P N με x P Vn Ď B(x, r1) Ď W . Επιλέγουμε τον
ελάχιστο τέτοιο φυσικό αριθμό n και τον συμβολίζουμε με n(x). Είναι τότε σαφές ότι
W =

Ť

xPU Vn(x) =
Ť

iPI Vi όπου I = tn(x) | x P Uu. Επιπλέον η d-διάμετρος κάθε
Vn(x) είναι ď 2r1 ď r. Η (Ai)iPN προκύπτει από την (Vi)iPI με καινούργια απαρίθμηση
των όρων της τελευταίας επιτρέποντας επαναλήψεις. Αυτό αποδεικνύει τον ισχυρισμό.
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Στη συνέχεια ορίζουμε μια οικογένεια (Cu)uPNăN από υποσύνολα τουX με τις εξής
ιδιότητες:

(i) X = CΛ

(ii) το Cu είναι κλειστό-ανοικτό (ενδεχομένως κενό)
(iii) Cu =

Ť

iPN Cu˚(i)

(iv) Cu˚(i) X Cu˚(j) =H

(v) d-διάμετρος(Cu) ď 2´|u|

για κάθε u P NăN και κάθε i, j P N. Ο ορισμός γίνεται με αναδρομή στο μήκος |u| του
u P NăN.

Για |u| = 0 έχουμε μόνο την περίπτωση u = Λ, ορίζουμε CΛ = X . Προφανώς το
CΛ είναι κλειστό-ανοικτό και η διάμετρός του είναιď 1 = 2´|Λ| από την επιλογή της d.

Υποθέτουμε ότι για κάποιο n P N έχουμε ορίσει τα Cu για κάθε |u| ď n έτσι ώστε
να ικανοποιούνται οι ιδιότητες (ii)-(v) πιο πάνω. Για τις (iii) και (iv) αυτό σημαίνει ότι
ισχύουν για κάθε |u| ă n ώστε |u ˚ (i)| = n για κάθε i. Πρέπει να ορίσουμε τα Cw για
κάθε |w| = n+ 1.

Για κάθε u P NăN με |u| = n εφαρμόζουμε τον ισχυρισμό για W = Cu και r =
2´(n+1). Υπάρχει τότε ακολουθία (Au

i )iPN στοιχείων της V με Cu =
Ť

iPN Au
i και d-

διάμετρος(Au
i ) ď 2´(n+1). Στη συνέχεια παίρνουμε τις διαφορές

Bu
0 = Au

0 , Bu
i+1 = Au

i+1 z
Ť

jďi A
u
j .

Τα Bu
i , i P N, είναι ξένα ανά δύο και

Ť

iPN Au
i =

Ť

iPN Bu
i = Cu. Εφόσον τα

Au
i είναι κλειστά-ανοικτά τα σύνολα Bu

i είναι επίσης κλειστά-ανοικτά. Επιπλέον η d-
διάμετρος κάθε Bu

i είναι μικρότερη ή ίση της d-διαμέτρου του Au
i που είναι μικρότερη

ή ίση του 2´(n+1). Οπότε ορίζουμε

Cu˚(i) = Bu
i .

Έτσι έχουμε ορίσει τα Cw για κάθε |w| = n + 1 και είναι σαφές ότι ισχύουν οι
(ii)-(v) για το n+ 1. το επαγωγικό βήμα έχει ολοκληρωθεί.

Οι ιδιότητες (i)-(v) είναι σαφείς από τον ορισμό.
Στη συνέχεια ορίζουμε τη ζητούμενη συνάρτηση f : X Ñ N . Για κάθε x P X

έχουμε x P CΛ =
Ť

iPN C(i). Επομένως υπάρχει i0 P N με x P C(i0). Αυτό το i0 είναι
μοναδικό γιατί τα C(i), i P N, είναι ξένα ανά δύο. Εφόσον C(i0) =

Ť

iPN C(i0,i) υπάρχει
i1 με C(i0,i1) και όπως με πριν αυτό το i1 είναι μοναδικό. Συνεχίζοντας επαγωγικά βρί-
σκουμε (i0, i1, . . . , in, . . . ) με x P C(i0,i1,...,in,... ). Η τιμής της f στο x είναι ακριβώς το
(i0, i1, . . . , in, . . . ) P N .

Δηλαδή έχουμε την f : X Ñ N :

f(x)(n) = ο μοναδικός i P N για τον οποίο υπάρχει u = (i0, . . . , in´1) με x P Cu˚(i).

Αποδεικνύουμε ότι το f [X ] είναι κλειστό υποσύνολο του N και πως η f είναι το-
πολογικός ισομορφισμός μεταξύ του X και του f [X ]. Για να δούμε ότι το f [X ] είναι
κλειστό ισχυριζόμαστε αρχικά ότι

α P f [X ] ðñ @n Cα|n ‰ H(2.27)

για κάθε α P N .
Για την ευθεία κατεύθυνση αν έχουμε α = f(x), τότε από τον ορισμό της f έχουμε

για κάθε n ότι x P C(f(x)(0),...,f(x)(n´1)) = Cα|n. Για την αντίστροφη κατεύθυνση
υποθέτουμε ότι για κάθε n ισχύει Cα|n ‰ H. Οπότε η (Cα|n)nPN είναι μια φθίνουσα
ακολουθία μη κενών κλειστών υποσυνόλων του X των οποίων η d-διάμετρος συγκλί-
νει στο 0. Συνεπώς η τομή όλων αυτών των συνόλων είναι μονοσύνολο. Θεωρούμε το
μοναδικό x με x P Cα|n για κάθε n. Τότε μπορούμε να δούμε εύκολα με επαγωγή ότι
α(n) = f(x)(n) για κάθε n. Άρα x = f(α).
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Από την (2.27) έχουμε ότι

f [X ] =
Ş

nPN Fn, Fn = tα P N | Cα|n ‰ Hu, n P N.

Κάθε Fn είναι κλειστό υποσύνολο του Fn γιατί αν έχουμε αi P Fn για κάθε i P N
και αi Ñ α τότε για όλα τα μεγάλα i ισχύει αi|n = α|n και άρα Cα|n = Cαi|n ‰

H. (Μάλιστα το Fn είναι κλειστό-ανοικτό.) Επομένως το f [X ] είναι κλειστό ως τομή
κλειστών συνόλων.

Για να δούμε ότι η f είναι μονομορφισμός παρατηρούμε ότι αν έχουμε x, y P X με
x ‰ y τότε υπάρχει n αρκετά μεγάλο ώστε 2´n ă d(x, y). Συνεπώς για κάθε u με |u| ě
n τα x, y δεν μπορούν να ανήκουν και τα δύο στο Cu. Αφού x P C(f(x)(0),...,f(x)(n´1))

και y P C(f(y)(0),...,f(y)(n´1)) συνεπάγεται ότι f(x) ‰ f(y).
Για τη συνέχεια της f θεωρούμε x P X καιn P N. Εφόσον x P C(f(x)(0),...,f(x)(n´1))

και το τελευταίο σύνολο είναι ανοικτό υπάρχει k P N μεB(x, 2´k) Ď C(f(x)(0),...,f(x)(n´1)).
Προκύπτει τότε ότι για κάθε y P B(x, 2´k) ισχύει y P C(f(x)(0),...,f(x)(n´1)) και άρα
(f(x)(0), . . . , f(x)(n´ 1)) Ď f(y), οπότε

dN (f(x), f(y)) ď 2´n.

Αυτό δείχνει τη συνέχεια της f .
Τέλος για τη συνέχεια της f´1[X ] Ñ X παρατηρούμε ότι για κάθε n και κάθε

α = f(x) και β = f(y) P N με α|n = β|n έχουμε x, y P Cα|n και άρα

d(f´1(α), f´1(β)) = d(x, y) ď 2 ¨ d-διάμετρος(Cα|n) ď 2´n+1.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝

Μια τυχαία συμβατή μετρική σε έναν μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο δεν δίνει
απαραίτητα ανοικτές μπάλες που είναι κλειστά-ανοικτά σύνολα, δείτε τηνΆσκηση 2.6.17.
Από την άλλη προκύπτει από το επόμενο πόρισμα ότι υπάρχει μια συμβατή μετρική με
αυτή την ιδιότητα. Για την ακρίβεια αυτή είναι μια υπερμετρική, δηλαδή μια μετρική
d που ικανοποιεί

d(x, y) ď maxtd(x, z), d(z, y)u
για κάθε x, y, z που ανήκουν στον δοσμένοΠολωνικό χώρο. Αποδεικνύεται ότι οι μπάλες
κάθε υπερμετρικής σε έναν Πολωνικό χώρο X είναι κλειστά-ανοικτά σύνολα, δείτε την
Άσκηση 2.6.19. [Δείτε επίσης την Άσκηση 2.3.14 στην οποία δείχνουμε ότι η dN είναι
υπερμετρική στον N . Θυμίζουμε ότι οι dN -ανοικτές μπάλες είναι της μορφής Nu όπου
u P NăN, τα οποία είναι κλειστά-ανοικτά σύνολα.]

Πόρισμα 2.6.11. Ένας Πολωνικός χώρος είναι μηδενοδιάστατος αν και μόνο αν έχει
μια συμβατή υπερμετρική.

Ειδικότερα κάθε Πολωνικός χώρος έχει μια συμβατή μετρική όπου οι ανοικτές μπάλες
είναι κλειστά-ανοικτά σύνολα.

Απόδειξη. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X . Αν ο X έχει μια συμβατή υπερμε-
τρική τότε από την Άσκηση 2.6.19 οι ανοικτές μπάλες είναι κλειστά-ανοικτά σύνολα
και άρα ο X είναι μηδενοδιάστατος. Αντίστροφα αν ο X είναι μηδενοδιάστατος τότε
από το Θεώρημα 2.6.10 υπάρχει κλειστό σύνολο C Ď N και τοπολογικός ισομορφισμός
f : X ↣ÑC. Ορίζουμε d : X ˆ X Ñ R με

d(x, y) = dN (f(x), f(y)).

Με άλλα λόγια ορίζουμε την d στον X ώστε η f να γίνεται ισομετρία. Επειδή το C
είναι κλειστό και ο (N , dN ) είναι πλήρης, έχουμε ότι και τοC με τον περιορισμό της dN
είναι επίσης πλήρης μετρικός χώρος. Προκύπτει ότι ο (X , d) είναι πλήρης. Η απόδειξη
ότι η τοπολογία της d είναι η ίδια με την τοπολογία του X είναι όπως στην απόδειξη της
Πρότασης 2.1.2. ˝
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Ασκήσεις

Άσκηση 2.6.12. Κάθε συμπαγής Πολωνικός χώρος είναι τοπολογικά ισομορφικός
με ένα κλειστό υποσύνολο του κύβου του Hilbert.

Άσκηση 2.6.13. Ο χώρος (2N)N είναι τοπολογικά ισομορφικός με τον 2N και ο NN

με τον N .

Άσκηση 2.6.14. Ο χώροςR zQ των άρρητων αριθμών με τη σχετική τοπολογία του
R είναι μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος.

Άσκηση 2.6.15. Τα μόνα υποσύνολα του R που είναι κλειστά-ανοικτά στη συνήθη
τοπολογία είναι το H και ο R. Συνεπώς ο R με τη συνήθη τοπολογία του δεν είναι
μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος.

Άσκηση 2.6.16. Αν ο X είναι μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος τότε κάθε συνε-
χής συνάρτηση f : RÑ X είναι σταθερή.

Συμπεράνετε ότι στα Θεωρήματα 2.3.7 και 2.3.12 δεν μπορούμε να αντικαταστή-
σουμε τους χώρους N και 2N με τον R.

Άσκηση 2.6.17. Θεωρούμε τον μετρικό χώρο (N, |¨|) και τη μετρική d στονNN = N
που προκύπτει από την τοπολογία γινόμενο σύμφωνα με την Εισαγωγή:

d(α, β) =
8
ÿ

n=0

2´n ¨mint|α(n)´ β(n)|, 1u , α, β P N .

Εφόσον η τοπολογία του N είναι η τοπολογία γινόμενο οι μετρικές d και dN είναι
ισοδύναμες. Δείξτε ότι η d-ανοικτή μπάλα κέντρου (0, 0, . . . , 0, . . . ) και ακτίνας 2 δεν
είναι κλειστό σύνολο.

Συμπεράνετε ότι μια τυχαία συμβατή μετρική σε έναν μηδενοδιάστατο Πολωνικό
χώρο δεν δίνει απαραίτητα ανοικτές μπάλες που είναι κλειστά-ανοικτά σύνολα.

Άσκηση 2.6.18. Το ευθύ άθροισμα δύο μηδενοδιάστατων Πολωνικών χώρων και το
(πεπερασμένο ή άπειρο αριθμήσιμο) γινόμενο μηδενοδιάστατων Πολωνικών χώρων είναι
μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος.

Άσκηση 2.6.19 (Bourbaki). Για κάθε υπερμετρική d σε ένα μη κενό σύνολο X και
κάθε x, y, z P X , r, r1 ą 0 ισχύουν τα εξής.

(αʹ) Το Bd(x, r) είναι κλειστό-ανοικτό σύνολο.
(βʹ) Αν d(x, z) ‰ d(y, z) τότε d(x, y) = maxtd(x, z), d(y, z)u. Ειδικότερα δύο
από τους αριθμούς d(x, y), d(x, z), d(y, z) είναι ίσοι.

(γʹ) Αν y P Bd(x, r) τότε Bd(y, r) = Bd(x, r).
(δʹ) ΑνBd(x, r)XBd(y, r

1) ‰ H τότε είτεBd(x, r) Ď Bd(y, r
1) είτεBd(y, r

1) Ď
Bd(x, r).

Συμπεράνετε ότι ο τοπολογικός χώρος που προκύπτει από τον (X, d) είναι μηδενο-
διάστατος.

2.7. Τοπολογικοί Χαρακτηρισμοί των χώρων του Baire και του Cantor

Σκοπός μας εδώ είναι να χαρακτηρίσουμε τους χώρους του Baire και Cantor από
τοπολογικής άποψης. Δηλαδή να βρούμε τοπολογικές ιδιότητες PN και P2N που να τις
ικανοποιούν οι N και 2N αντίστοιχα και “στην ουσία” να είναι οι μοναδικοί χώροι που
τις ικανοποιούν.

Ορολογία. Όταν λέμε ότι ο X είναι μέχρι τοπολογικού ισομορφισμού ο μοναδικός
Πολωνικός χώρος που ικανοποιεί την ιδιότητα P εννοούμε ότι ο X ικανοποιεί την P και
για κάθε Πολωνικό χώρο Y που ικανοποιεί την P , ο Y είναι τοπολογικά ισομορφικός με
τον X .
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Θεώρημα 2.7.1 (Alexandrov - Uryshon, δείτε [Kec95]-7.7). Ο χώρος του Baire N
είναι μέχρι τοπολογικού ισομορφισμού ο μοναδικός Πολωνικός χώρος που είναι μηδενο-
διάστατος και κάθε συμπαγές υποσύνολό του έχει κενό εσωτερικό.

Απόδειξη. Αρχικά δείχνουμε ότι ο N έχει τις ζητούμενες ιδιότητες Όπως έχουμε
δει ο N είναι μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος. Επίσης για κάθε u P NăN το σύνολο
Nu δεν είναι συμπαγές: η ακολουθίααi = u˚(i, 0, 0, . . . , i P N αποτελείται από στοιχεία
του Nu και δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Επομένως για κάθε συμπαγές K Ď N
ισχύει Nu Ę K για κάθε u P NăN, δηλαδή K˝ =H. [Μπορούμε επίσης να το δείξουμε
αυτό με τη βοήθεια του Πορίσματος 2.5.7: το K ως συμπαγές είναι το σώμα [T ] ενός
δένδρου πεπερασμένης διακλάδωσης. Τότε όμως είναι σαφές ότι Nu Ę [T ] για κάθε
u P t0, 1uăN.]

Στη συνέχεια θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X που είναι μηδενοδιάστατος και
κάθε συμπαγές υποσύνολό του έχει κενό εσωτερικό. Θεωρούμε μια συμβατή μετρική
d ď 1 και μια αριθμήσιμη βάση V από κλειστά-ανοικτά υποσύνολα του X (Πρόταση
2.6.9).

Κατασκευάζουμε με αναδρομή στο μήκος |u| τουu P NăN μια οικογένεια (Cu)uPNăN

υποσυνόλων του X με τις εξής ιδιότητες:

(i) CΛ = X
(ii) το Cu είναι μη κενό κλειστό-ανοικτό υποσύνολο του X
(iii) Cu =

Ť

iPN Cu˚(i)

(iv) Cu˚(i) X Cu˚(j) = H

(v) d-διάμετρος(Cu) ď 2´|u|

για κάθε u P NăN και imj P N.
Αν κάνουμε την πιο πάνω κατασκευή έχουμε στην ουσία τελειώσει. Ο ζητούμενος

τοπολογικός ισομορφισμός f : X Ñ N ορίζεται όπως και στην απόδειξη του Θεωρή-
ματος 2.6.10: οι ιδιότητες (i)-(v) που έχουμε εδώ συνεπάγονται και τις ιδιότητες (i)-(v)
στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.6.10 (η μόνη διαφορά είναι ότι εδώ θέλουμε επιπλέον
Cu ‰ H). Επομένως μπορούμε να πάρουμε πάλι την f : X Ñ N με

f(x)(n) = ο μοναδικός i P N για τον οποίο υπάρχει u = (i0, . . . , in´1) με x P Cu˚(i).

Όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.6.10 η f είναι συνεχής μονομορφισμός με
συνεχή αντίστροφη f´1 : f [X ] Ñ X . Επιπλέον η f είναι επιμορφισμός: σύμφωνα με
την (2.27) ισχύει για κάθε α P N ,

α P f [X ] ðñ @n Cα|n ‰ H.

Αφού όμωςCu ‰ H για κάθε u P NăN το δεξιό σκέλος της τελευταίας ισοδυναμίας
ισχύει για κάθε α P N . Επομένως f [X ] = N .

Απομένει λοιπόν να κατασκευάσουμε τα Cu, u P NăN, που να ικανοποιούν τις πιο
πάνω ιδιότητες. Για |u| = 0 έχουμε u = Λ οπότε ορίζουμε CΛ = X . Προφανώς το CΛ

είναι μη κενό κλειστό-ανοικτό και d-διάμετρος(CΛ) ď 1 = 2´0.
Υποθέτουμε ότι για κάποιο n έχουμε ορίσει τα Cu για κάθε u με |u| ď n έτσι ώστε

να ικανοποιούνται οι ιδιότητες (ii)-(v). Για τις (iii) και (iv) αυτό σημαίνει ότι ισχύουν
για κάθε |u| ă n ώστε |u ˚ (i)| = n για κάθε i.

Θεωρούμε ένα u P NăN με |u| = n, θα ορίσουμε τα Cu˚(i) για κάθε i P N.
Η ιδέα είναι όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.6.10 να γράψουμε το Cu ως

ένωση της μορφής
Ť

iPN Vi όπου τα Vi είναι στοιχεία της V κατάλληλα μικρής διαμέ-
τρου, και έπειτα να πάρουμε για Cu˚(i) τις διαφορές Vi z

Ť

kăi Vk. Αυτά τα σύνολα θα
έχουν όλες τις ιδιότητες με μοναδική εξαίρεση ότι κάποιο Cu˚(i) μπορεί να είναι κενό.
Για να εξασφαλίσουμε ότι Cu˚(i) ‰ H θα χρησιμοποιήσουμε την υπόθεση μας ότι κάθε
συμπαγές υποσύνολο του X έχει κενό εσωτερικό.
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Αφού το Cu είναι ανοικτό και μη κενό έχουμε ειδικότερα ότι C˝
u ‰ H και άρα το

Cu δεν είναι συμπαγές.
Υπενθυμίζουμε ότι ένα υποσύνολοC ενός μετρικού χώρου (Y, ρ) είναι ολικάφραγ-

μένο αν για κάθε r ą 0 υπάρχουν ανοικτά σύνολα U1, . . . , Um με ρ-διάμετρο ď r και
C Ď

Ťm
k=1 Uk. Όπως είναι γνωστό το C είναι συμπαγές αν και μόνο αν είναι κλειστό

και ολικά φραγμένο.
Επιστρέφοντας πίσω στο Cu αφού το τελευταίο σύνολο είναι κλειστό και όχι συ-

μπαγές, έχουμε από πιο πάνω ότι τοCu δεν είναι ολικά φραγμένο στον (X , d). Επομένως
υπάρχει ru ą 0 ώστε το Cu δεν καλύπτεται από οποιαδήποτε πεπερασμένη ακολουθία
από ανοικτά σύνολα d-διαμέτρου μικρότερη ή ίσης του ru.

Όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.6.10 υπάρχει ακολουθία (Vi)iPN στοιχείων
της V με Cu =

Ť

iPN Vi και d-διάμετρος(Vi) ď mint2´(n+1), ruu. Έπειτα παίρνουμε τις
διαφορές

U0 = V0, Ui+1 = Vi+1 z
Ť

kďi Vk, i ě 1,

έτσι που κάθε Ui είναι κλειστό-ανοικτό με d-διάμετροď 2´(n+1), τα Ui είναι ξένα ανά
δύο, και

Ť

iPN Ui =
Ť

iPN Vi = Cu.
Ισχυριζόμαστε ότι για άπειρα το πλήθος i P N έχουμε Ui ‰ H. Αλλιώς θα υπήρχε

i0 έτσι ώστε για κάθε i ě i0 θα ίσχυε Vi+1 Ď
Ť

kďi Vk. Προκύπτει εύκολα με επαγωγή
στο i ě i0 ότι θα είχαμε Vi+1 Ď

Ť

kďi0
Vk και επομένως θα ίσχυε

Cu =
Ť

iPN Vi =
Ť

kďi0
Vk.

Άρα θα υπήρχε μια πεπερασμένη ακολουθία ανοικτών συνόλων d-διαμέτρου μικρότερης
ή ίσης του ru η οποία θα κάλυπτε το Cu που είναι άτοπο.

Αφού έχουμε Ui ‰ H για άπειρα το πλήθος i P N, μπορούμε να απαλείψουμε τα
i P N για τα οποία Ui = H, και να έχουμε πάλι άπειρους όρους Ui. Επομένως χωρίς
βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι Ui ‰ H για κάθε i P N. Τότε τα
Ui είναι μη κενά κλειστά-ανοικτά σύνολα, με d-διάμετροď 2´(n+1), είναι ξένα ανά δύο,
και η ένωσή τους είναι το Cu. Ορίζουμε λοιπόν

Cu˚(i) = Ui, i P N.
Αυτό ολοκληρώνει την κατασκευή. ˝

Όπως αναφέραμε στην Άσκηση 2.6.14 οι άρρητοι αριθμοί R z Q με τη σχετική το-
πολογία αποτελούν μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο. Με βάση το Θεώρημα 2.6.10 προ-
κύπτει φυσιολογικά το ερώτημα με ποιο κλειστό υποσύνολο του N είναι τοπολογικά
ισομορφικό το σύνολο R z Q. Η απάντηση είναι ο ίδιος ο χώρος του Baire.

Πόρισμα 2.7.2. Ο Πολωνικός χώρος των άρρητων αριθμών R zQ είναι τοπολογικά
ισομορφικός με τον χώρο του Baire N .

Απόδειξη. Από την Άσκηση 2.6.14 τοR zQ είναι μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώ-
ρος. Δείχνουμε ότι κάθε συμπαγές υποσύνολο τουR zQ έχει κενό εσωτερικό. Θεωρούμε
ένα σύνολοK Ď R zQ μεK˝ ‰ H. Τότε υπάρχει ένα ανοικτό διάστημα (a, b) τουR με
(a, b)X(R zQ) Ď K. Από την πυκνότητα των ρητών υπάρχει q P Q με a ă q ă b και από
την πυκνότητα των αρρήτων υπάρχει ακολουθία (xn)nPN από άρρητους αριθμούς στο
(a, b) με xn Ñ q. Τότε η (xn)nPN είναι μια ακολουθία του K χωρίς συγκλίνουσα υπα-
κολουθία, άρα το K δεν είναι συμπαγές. Επομένως έχουμε K˝ ‰ H για κάθε συμπαγές
K Ď R z Q.

Από το Θεώρημα 2.7.1 ο R zQ είναι τοπολογικά ισομορφικός με τον N . ˝

Στη συνέχεια ασχολούμαστε με τον χώρο του Cantor.

Θεώρημα 2.7.3 (Brouwer, δείτε [Kec95]-7.4 ). Ο χώρος του Cantor είναι ο μονα-
δικός μέχρι τοπολογικού ισομορφισμού συμπαγής τέλειος μηδενοδιάστατος Πολωνικός
χώρος.
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Απόδειξη. Θεωρούμε έναν συμπαγή, τέλειο και μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο
X και μια συμβατή μετρική d ď 1. Για ευκολία συμβολίζουμε με δ(C) την d-διάμετρο
του C, όπουH ‰ C Ď X .

Θα κατασκευάσουμε μια οικογένεια (Cu)uPt0,1uăN υποσυνόλων του X με τις εξής
ιδιότητες:

(i) CΛ = X
(ii) το Cu είναι μη κενό κλειστό υποσύνολο του X
(iii) Cu = Cu˚(0) Y Cu˚(1)

(iv) Cu˚(0) X Cu˚(1) =H

(v) lim
mÑ8

δ(Cα|m) = 0

για κάθε α P 2N και κάθε u P t0, 1uăN.
Τότε μπορούμε να ορίσουμε τη συνάρτηση

f : 2N Ñ X : tf(α)u =
Ş

nPN Cα|n.

Η f είναι ένα-προς-ένα και συνεχής, αυτό μπορούμε να το δούμε όπως και στην
απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.12. Για να δούμε γιατί η f είναι επιμορφισμός θεωρούμε
ένα x P X . Τότε x P CΛ = C(0) YC(1) άρα υπάρχει μοναδικό i0 P t0, 1u με x P C(i0) =
C(i0,0) Y C(i0,1). Συνεχίζουμε αναδρομικά και βρίσκουμε α = (i0, i1, . . . , in, . . . ) με
C P Cα|n για κάθε n. Επομένως f(α) = x και η f είναι επιμορφισμός. Εφόσον ο 2N

είναι συμπαγής και η f είναι συνεχής έχουμε ότι και η αντίστροφη συνάρτηση f´1 :
X Ñ 2N είναι συνεχής (δείτε την απόδειξη του Πορίσματος 2.4.4 για περισσότερες
λεπτομέρειες).

Οπότε αρκεί να κατασκευάσουμε την (Cu)uPt0,1uăN όπως πιο πάνω. Οι ιδιότητες
(i)-(iv) είναι σχετικά εύκολες να επιτευχθούν: ουσιαστικά διαμερίζουμε το X σε δύο
μη κενά κλειστά-κλειστά υποσύνολα και επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία για το κάθε
ένα από αυτά. Η δυσκολία είναι να δειχθεί η ιδιότητα (v). Η ιδέα για να ξεπεράσουμε
αυτό το εμπόδιο είναι να συνεχίσουμε τη διαμέριση σε δύο υποσύνολα μέχρις ότου η
διάμετρος να γίνει μικρή. Παρακάτω δίνουμε την κατασκευή με λεπτομέρεια.

Όπως στον ισχυρισμό της απόδειξης τουΘεωρήματος 2.6.10 για κάθε μη κενό κλειστό-
ανοικτό υποσύνολοC τουX και κάθε r ą 0 μπορούμε να βρούμε μια ακολουθία (Vn)nPN
από κλειστά-ανοικτά υποσύνολα X με d-διάμετροď r έτσι ώστε C =

Ť

nPN Vn. Αφού
όμως τοC είναι κλειστό υποσύνολο του συμπαγούς χώρουX είναι και το ίδιο συμπαγές.
Άρα υπάρχει πεπερασμένο υποκάλυμμα V0, . . . , Vn. Έπειτα παίρνοντας τις διαφορές
Vi z

Ť

kăi Vk μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι τα V0, . . . , Vn

είναι ξένα ανά δύο. ΕπειδήH ‰ C =
Ť

iďn Vi υπάρχει τουλάχιστον ένα i για το οποίο
Vi ‰ H. Απαλείφοντας τα Vi για τα οποία Vi = H και απαριθμώντας ξανά μπορούμε
επίσης να υποθέσουμε ότι όλα τα Vi είναι μη κενά. Σύμφωνα με το προηγούμενο θα
παραμείνει τουλάχιστον ένα Vi, μάλιστα μπορούμε να υποθέσουμε ότι θα παραμείνουν
τουλάχιστον δύο Vi, δηλαδή ότι n ě 1. Για να το δούμε αυτό χρησιμοποιούμε ότι ο X
είναι τέλειος: αφού το C είναι ανοικτό μπορούμε να βρούμε x, y P C με x ‰ y. Τότε
επαναλαμβάνουμε όλα τα προηγούμενα με το mintr, 2´1 ¨d(x, y)u στη θέση του r. Τότε
δ(V0) ď d(x, y) επομένως το V0 δεν μπορεί να καλύψει όλο το C. Καταλήγουμε λοιπόν
στο εξής.

Παρατήρηση. Για κάθε μη κενό κλειστό-ανοικτό υποσύνολοC τουX και κάθε r ą 0
υπάρχουν μη κενά, ξένα ανά δύο, κλειστά-ανοικτά σύνολα V0, . . . , Vn με n ě 1 έτσι
ώστε C = V0 Y ¨ ¨ ¨ Y Vn και δ(Vi) ď r για κάθε i ď n.
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Στη συνέχεια ορίζουμε την οικογένεια (Fu)uPt0,1uăN με τις εξής ιδιότητες:

(α) FΛ = tX u
(β) Fu = tV0, . . . , Vnu, όπου τα V0, . . . Vn είναι μη κενά, ξένα ανά δύο, κλειστά-ανοικτά Ď X
(γ)

Ť

Fu =
Ť

(
Fu˚(0) Y Fu˚(1)

)
(δ)

(
Ť

Fu˚(0)

)
X
(
Ť

Fu˚(1)

)
=H

(ε) αν Fu = tCu τότε Fu˚(0) = tV0u και δ(V ) ď 2´1 ¨ δ(C) για κάθε V P Fu˚(0) Y Fu˚(1)

(στ) αν Fu = tV0, . . . , Vnu, n ě 1, τότε Fu˚(0) = tV0u και Fu˚(1) = tV1, . . . , Vnu

για κάθε u P t0, 1uăN. Δείτε το Σχήμα??.
Η κατασκευή γίνεται με αναδρομή στο μήκος |u| του u. Αν |u| = 0 τότε u = Λ,

θέτουμε FΛ = tX u. Υποθέτουμε ότι για κάποιο m P N έχουμε ορίσει τα Fu για κάθε
u P t0, 1uăN με |u| ď m και ότι ικανοποιούνται οι ιδιότητες (α)-(στ) πιο πάνω. Ως
συνήθως όπου έχουμε u ˚ (0), u ˚ (1) σε μια ιδιότητα εννοούμε ότι αυτή ισχύει για
|u| ă m.

Παίρνουμε u P t0, 1uăN με |u| = m και ορίζουμε τα Fu˚(0), Fu˚(1). Αν το Fu είναι
το μονοσύνολο tCu τότε εφαρμόζουμε την παρατήρηση από πιο πάνω για r = 2´1 ¨δ(C)
και παίρνουμε μη κενά, ξένα ανά δύο, κλειστά-ανοικτά σύνολα V0, . . . , Vn μεn ě 1ώστε
C = V0 Y ¨ ¨ ¨ Y Vn και δ(Vi) ď r για κάθε i ď n. Θέτουμε τότε Fu˚(0) = tV0u και
Fu˚(1) = tV1, . . . , Vnu. Αν το Fu έχει τουλάχιστον δύο στοιχεία, Fu = tV0, . . . , Vnu,
n ě 1, ορίζουμε Fu˚(0) = tV0u και Fu˚(1) = tV1, . . . , Vnu. Αυτό ολοκληρώνει την
κατασκευή.

Τέλος ορίζουμε
Cu =

Ť

Fu για κάθε u P t0, 1uăN.

Οι ιδιότητες (i)-(iv) είναι σαφείς από τις (α)-(δ). Για την (v) θεωρούμε α P 2N. Είναι
σαφές από την ιδιότητα (γ) ότι Cα|(m+1) Ď Cα|m για κάθε m, επομένως η ακολουθία
των d-διαμέτρων (δ(Cα|m))mPN είναι φθίνουσα.

Ισχυρισμός. Για κάθε m υπάρχει m1 ą m με δ(Cα|m1) ď 2´1 ¨ δ(Cα|m).
Απόδειξη ισχυρισμού. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή στο πλήθος των στοιχείων

τουFα|m. Για τη βάση της επαγωγής (που είναι και το μεγαλύτερο μέρος της απόδειξης)
θεωρούμεm P N και υποθέτουμε ότιFα|m = tCu. Θέτουμε u = α|m. Από τις ιδιότητες
(β) και (ε) έχουμε Fu˚(0) = tV0u, Fu˚(1) = tV1, . . . , Vnu όπου n ě 1 και για κάθε i ď n

έχουμε δ(Vi) ď 2´1 ¨ δ(C). Προφανώς C =
Ť

Fu = Cu = Cα|m, άρα για κάθε i ď n
έχουμε

δ(Vi) ď 2´1 ¨ δ(Cα|m).

Επομένως αρκεί να βρούμεm1 ą m με Fα|m1 = tViu γιατί τότε θα έχουμε Cα|m1 =
Ť

Fα|m1 = Vi και άρα δ(Cα|m1) = δ(Vi) ď 2´1 ¨ δ(Cα|m).
Αφού Fu˚(1) = tV1, . . . , Vnu έχουμε εύκολα από την (στ) ότι

Fu˚(1,1) = tV2, . . . , Vnu, . . . , Fu˚(1)n = tVnu.(2.28)

(Προφανώς για n = 1 η προηγούμενη γραμμή είναι περιττή.)
Επομένως αν έχουμε α(m+ k) = 1 για κάθε k ă n, τότε

u˚(1)n = (α(0), . . . , α(m´1)˚(1)n = (α(0), . . . , α(m´1), α(m), . . . , α(m+n´1)) = α|(m+n),

οπότε παίρνουμε m1 = m+ n ą m και έχουμε Fα|m1 = Fu˚(1)n = tVnu.
Από την άλλη αν υπάρχει k ă n με α(m + k) = 0 παίρνουμε τον ελάχιστο τέτοιο

k, έτσι που
(α(0), . . . , α(m+ k)) = (α|m) ˚ (1)k ˚ (0).

Παίρνουμε λοιπόν m1 = m+ k + 1 και έχουμε

Fα|m1 = F(α(0),...,α(m+k)) = F(α|m)˚(1)k˚(0).
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Αν k = 0 η (1)k είναι η κενή ακολουθία οπότε
F(α|m)˚(1)k˚(0) = F(α|m)˚(0) = Fu˚(0) = tV0u.

Αν k ą 0 με χρήση της ισότητας Fu˚(1) = tV1, . . . , Vnu και της (2.28) παίρνουμε
F(α|m)˚(1)k = tVk, . . . , Vnu. Επομένως από την ιδιότητα (στ) ισχύει F(α|m)˚(1)k˚(0) =
tVku.

Σε κάθε περίπτωση έχουμε Fα|m1 = tVku. Αυτό ολοκληρώνει τη βάση της επαγω-
γής. Το επαγωγικό βήμα είναι άμεσο. Υποθέτουμε ότι για κάποιο n ě 1 ισχύει το εξής:
για κάθε m P N αν το Fα|m έχει το πολύ n το πλήθος στοιχεία τότε υπάρχει m1 ą m

με δ(Cα|m1) ď 2´1 ¨ δ(Cα|m). Δείχνουμε το ίδιο για το n+ 1.
Θεωρούμε λοιπόν ότι έχουμε m P N και πως το Fα|m έχει το πολύ n + 1 το πλή-

θος στοιχεία. Προφανώς αν έχει λιγότερα από n + 1 στοιχεία καλυπτόμαστε από την
Επαγωγική Υπόθεση, οπότε υποθέτουμε ότι έχει ακριβώς n + 1 το πλήθος στοιχεία.
Γράφουμε Fα|m = tV0, . . . , Vnu. Όπως πριν θέτουμε u = α|m. Από την ιδιότητα (στ)
έχουμε Fu˚(0) = tV0u και Fu˚(1) = tV1, . . . , Vnu. Σε κάθε περίπτωση το Fα|(m+1) έχει
το πολύ n το πλήθος στοιχεία. Άρα από την Επαγωγική Υπόθεση με το m+ 1 στη θέση
του m υπάρχει m1 ą m + 1 με δ(Cα|m1) ď 2´1 ¨ δ(Cα|(m+1)) ď 2´1 ¨ δ(Cα|m). Αυτό
αποδεικνύει τον ισχυρισμό.

Με τη βοήθεια του πιο πάνω ισχυρισμού βρίσκουμε μια γνησίως αύξουσα ακολου-
θία (mn)nPN φυσικών αριθμών με δ(Cα|mn+1

) ď 2´1 ¨ δ(Cα|mn
), απ’ όπου προκύπτει

εύκολα ότι δ(Cα|mn+1
) ď 2´(n+1) ¨ δ(Cα|m0

) για κάθε n P N. Έχουμε επομένως ότι
lim
nÑ8

δ(Cα|mn
) = 0 και αφού η ακολουθία (δ(Cα|m))mPN είναι φθίνουσα έχουμε το ζη-

τούμενο lim
mÑ8

δ(Cα|m) = 0. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝

Ασκήσεις

Άσκηση 2.7.4. Βρείτε έναν τέλειο μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο που δεν είναι
τοπολογικά ισομορφικός ούτε με τον N ούτε με τον 2N.

Βρείτε επίσης ένα συμπαγή μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο που δεν είναι τοπολο-
γικά ισομορφικός με τον 2N.

Άσκηση 2.7.5. Ορίστε έναν τοπολογικό ισομορφισμό μεταξύ του 2N = t0, 1uN και
του t0, 1, 2uN.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Βασικές κλάσεις συνόλων και ιεράρχηση

3.1. Θεμελιώδεις τελεστές και η έννοια της κλάσης

Ορισμός 3.1.1. Με τον όρο τελεστής συνόλων εννοούμε οποιαδήποτε πράξη ανά-
μεσα σε σύνολα, για παράδειγμα έχουμε τον τελεστή της ένωσης όπου παίρνει δύο σύ-
νολα A,B και δίνει την ένωση AYB. Περιορίζουμε το πεδίο εφαρμογής των τελεστών
μας στα υποσύνολα Πολωνικών χώρων. Έχουμε τους εξής τελεστές.

(I) Ο τελεστής της διάζευξης _. Αν έχουμε P,Q Ď X ορίζουμε το σύνολο της διά-
ζευξης P _Q Ď X με

x P P _Q ðñ x P P ή x P Q.

Παρατηρούμε ότι το P _ Q είναι η συνολοθεωρητική ένωση P Y Q, γι’ αυτό θα
αποκαλούμε τη διάζευξη P _Q και ως ένωση των P,Q. Η διαφορά ανάμεσα σε αυτούς
τους δύο τελεστές είναι ότι η ένωση μπορεί να εφαρμοστεί σε σύνολα που δεν είναι
απαραίτητα υποσύνολα του ίδιου χώρου. Για παράδειγμα μπορούμε να πάρουμε την
ένωση ενός συνόλου πραγματικών αριθμών με ένα σύνολο συναρτήσεων. Από την άλλη
ο τελεστής της διάζευξης ορίζεται σε υποσύνολα του ίδιου χώρου.

Εδώ κάνουμε μια μικρή κατάχρηση του συμβολισμού. Όπως έχουμε αναφέρει στην
εισαγωγή θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο _ για να δηλώσουμε τον τελεστή της διά-
ζευξης μέσα σε λογικές προτάσεις. Σε αυτό το σημείο χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο
για να ορίσουμε μια πράξη ανάμεσα σε σύνολα. Ισχύει η προφανής σχέση

x P P _Q ðñ x P P _ x P Q.

Θα είναι σαφές από το κείμενο σε ποια χρήση του συμβόλου _ αναφερόμαστε
κάθε φορά και δεν θα δίνουμε περαιτέρω εξηγήσεις.

(II) Ο τελεστής της σύζευξης&. Αν έχουμε P,Q Ď X ορίζουμε το σύνολο της σύζευ-
ξης P & Q Ď X με

x P P & Q ðñ x P P και x P Q.

Παρατηρούμε ότι το P & Q είναι η συνολοθεωρητική τομή P X Q υποσυνόλων
του ίδιου χώρου, γι’ αυτό θα αποκαλούμε τη σύζευξη P & Q και ως τομή των P,Q.
Ισχύουν οι ανάλογες παρατηρήσεις σχετικά με τον συμβολισμό.

(III) Ο τελεστής του συμπληρώματος c. Αν P Ď X ορίζουμε το συμπλήρωμα cXP
του P ως προς X ως το σύνολο X z P . Προφανώς

x P cXP ðñ ␣(x P P ).

Όταν ο X είναι σαφής από το κείμενο γράφουμε απλά c αντί του cX .
(IV) Ο τελεστής της άπειρης αριθμήσιμης διάζευξης ή ένωσης

Ž

N . Αν έχουμε μια
ακολουθία συνόλων Pn Ď X , n P N, ορίζουμε την άπειρη διάζευξη

Ž

N (Pn)nPN ως
εξής,

x P
Ž

N (Pn)nPN ðñ Dn P N x P Pn.

Με άλλα λόγια η άπειρη διάζευξη
Ž

N (Pn)nPN είναι η ένωση
Ť

nPN Pn υποσυνό-
λων του ίδιου Πολωνικού χώρου. Όπως και προηγουμένως θα αποκαλούμε την άπειρη
διάζευξη και ως ένωση.
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(V) Ο τελεστής της άπειρης αριθμήσιμης σύζευξης ή τομής
Ź

N . Αν έχουμε μια
ακολουθία συνόλων Pn Ď X , n P N, ορίζουμε την άπειρη σύζευξη

Ź

N (Pn)nPN ως
εξής,

x P
Ź

N (Pn)nPN ðñ @n P N x P Pn.

Η άπειρη σύζευξη
Ź

N (Pn)nPN είναι η τομή
Ş

nPN Pn υποσυνόλων του ίδιου Πο-
λωνικού χώρου, και θα την αποκαλούμε και ως τομή.

(VI) Ο τελεστής του υπαρξιακού ποσοδείκτη DY υπεράνω του Y . Αν έχουμε ένα P Ď
X ˆ Y ορίζουμε το σύνολο

DYP = tx P X | Dy (x, y) P P u.

Το DYP είναι ακριβώς η προβολή του P υπεράνω του Y , με άλλα λόγια

DYP = pr[P ] όπου pr : X ˆ Y Ñ X : pr(x, y) = x.

Ιδιαίτερη σημασία έχουν οι περιπτώσεις όπου Y = N και Y = N . Σε αυτές τις
περιπτώσεις έχουμε

x P DNP ðñ Dn (x, n) P P όπου P Ď X ˆ N,

x P DNP ðñ Dα(x, α) P P όπου P Ď X ˆN .

Ο τελεστής DN “προσομοιάζει” την αριθμήσιμη ένωση με μια ουσιαστική διαφορά
όμως που θα εξηγήσουμε παρακάτω.

(VII) Ο τελεστής του καθολικού ποσοδείκτη @Y υπεράνω του Y . Αν έχουμε ένα P Ď
X ˆ Y ορίζουμε το σύνολο

@YP = tx P X | @y (x, y) P P u.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι @YP = cX (DY(c(XˆY)P )). Όπως με πριν ιδιαίτερη
σημασία έχουν οι περιπτώσεις όπου Y = N και Y = N .

(VIII) Ο τελεστής του φραγμένου υπαρξιακού ποσοδείκτη Dď. Αν έχουμε ένα σύ-
νολο P Ď X ˆ N ορίζουμε το σύνολο DďP Ď X ˆ N με

(x, n) P DďP ðñ Dm ď n (x,m) P P.

Παρατηρούμε ότι το σύνολο DďP παραμένει υποσύνολο του X ˆ N. Επίσης βλέ-
πουμε ότι το DďP “προσομοιάζει” την πεπερασμένη ένωση συνόλων. Το καινούργιο
στοιχείο είναι ότι το “μήκος” της ένωσης (ο φυσικός αριθμός n + 1) αποτελεί μετα-
βλητή.

(IX) Ο τελεστής του φραγμένου καθολικού ποσοδείκτη @ď. Αν έχουμε P Ď X ˆ N
ορίζουμε το σύνολο @ďP Ď X ˆ N με

(x, n) P @ďP ðñ @m ď n (x,m) P P.

Όπως πιο πάνω το σύνολο @ďP παραμένει υποσύνολο του X ˆN. Επίσης το @ďP
“προσομοιάζει” την πεπερασμένη τομή συνόλων όπου το “μήκος” της τομής αποτελεί
μεταβλητή.

(X) Ο τελεστής της πεπερασμένης ένωσης
Ž

ď . Αν έχουμε πεπερασμένα το πλήθος
P0, . . . , Pn Ď X τότε ορίζουμε το σύνολο

Ž

ď (P0, . . . , Pn) = P0 Y ¨ ¨ ¨ Y Pn.

Με άλλα λόγια το
Ž

ď (P0, . . . , Pn) είναι η πεπερασμένη ένωση των συνόλων
P0, . . . , Pn. Διευκρινίζουμε ότι το n είναι τυχαίος φυσικός αριθμός. Δηλαδή το πεδίο
εφαρμογής του τελεστή

Ž

ď είναι όλες οι μη κενές πεπερασμένες ακολουθίες υποσυ-
νόλων του ίδιου χώρου.
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(XI) Ο τελεστής της πεπερασμένης τομής
Ź

ď . Αν έχουμε πεπερασμένα το πλήθος
P0, . . . , Pn Ď X τότε ορίζουμε το σύνολο

Ź

ď (P0, . . . , Pn) = P0 X ¨ ¨ ¨ X Pn.

Μεάλλα λόγια το
Ź

ď (P0, . . . , Pn) είναι η πεπερασμένη ένωση των συνόλωνP0, . . . , Pn

και το πεδίο εφαρμογής του τελεστή
Ź

ď είναι όλες οι μη κενές πεπερασμένες ακο-
λουθίες υποσυνόλων του ίδιου χώρου.

Σημείωση: Κάποιες φορές θα αναφερόμαστε στους πιο πάνω τελεστές για υποσύ-
νολα μετρικών χώρων X , που δεν προκύπτουν απαραίτητα από Πολωνικούς. Ο ορισμός
δίνεται με τον προφανή τρόπο.

Στον ακόλουθο πίνακα παραθέτουμε συνοπτικά όλους του προηγούμενους τελε-
στές μαζί με το πεδίο εφαρμογής τους και το είδος του συνόλου που παράγουν.

Τελεστής Εφαρμόζεται σε Παράγει

_,& P,Q Ď X υποσύνολο του X
c P Ď X υποσύνολο του X

DY ,@Y P Ď X ˆ Y υποσύνολο του X
DN,@N P Ď X ˆ N υποσύνολο του X

Ž

N ,
Ź

N (Pn)nPN P P(X )N υποσύνολο του X
Dď,@ď P Ď X ˆ N υποσύνολο του X ˆ N

Ž

ď ,
Ź

ď (P0, . . . , Pn) P P(X )ăN υποσύνολο του X

Επίσης συνοψίζουμε στον ακόλουθο πίνακα την αναλογία που σχολιάσαμε προη-
γουμένως μεταξύ των τελεστών που περιέχουν τον όρο (x, n) P P και αυτών που περιέ-
χουν τον όρο x P Pn.

Όρος (x, n) P P Όρος x P Pn

DN
Ž

N

@N
Ź

N

Dď
Ž

ď

@ď
Ź

ď

Αργότερα εξηγούμε εκτενέστερα τη σχέση μεταξύ των τελεστών της αριστερής
στήλης και αυτών της δεξιάς. (Δείτε τα 3.2.6 - 3.2.10 καθώς και τη συζήτηση που προη-
γείται.)

Ορισμός 3.1.2. Για κάθε P Ď X ˆ Y και κάθε y P Y ορίζουμε το σύνολο

Py = tx P X | (x, y)u.

Το Py είναι η y-τομή (section) του συνόλου P .
Μπορεί κανείς να θεωρήσει την y-τομή ως τελεστή σε σύνολα, αλλά δεν μας είναι

ιδιαίτερα χρήσιμη αυτή η θεώρηση.
Ειδική περίπτωση αυτού του ορισμού είναι όταν Y = N οπότε για κάθε P Ď X ˆN

λαμβάνουμε την ακολουθία (Pn)nPN των τομών τουP . Στην περίπτωσηY = N το n στο
δείκτη μπορεί να έχει δύο έννοιες: α) την n-τομή και β) το n-στο σύνολο μιας δοσμένης
ακολουθίας, θα είναι σαφές από το κείμενο σε ποια από τις δύο έννοιες αναφερόμαστε.
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Γενικότερα, εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά, θα φροντίζουμε όταν έχουμε P Ď XˆN
και μια ακολουθία (Pn)nPN τότε η Pn να είναι n-τομή του συνόλου P έτσι που οι δύο
έννοιες να συμβαδίζουν.

Ορισμός 3.1.3. Με τον όρο κλάση συνόλων εννοούμε τη συλλογή όλων των συ-
νόλων σε μετρικούς χώρους που χαρακτηρίζονται από μια συγκεκριμένη ιδιότητα. Για
παράδειγμα θα αναφερόμαστε στην κλάση των ανοικτών συνόλων. Οι κλάσεις θα συμ-
βολίζονται συνήθως με Γ. Εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά οι κλάσεις συνόλων θα
αναφέρονται σε υποσύνολα Πολωνικών χώρων.

Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε κλάση συνόλων Γ θέτουμε
Γ(X ) = tA Ď X | το A ανήκει στην κλάση Γu.

Θα λέμε ότι ένα A Ď X είναι Γ υποσύνολο του X αν A P Γ(X ).
Θα αναφερόμαστε επίσης σε κλάση συναρτήσεων. Με αυτό τον όρο θα εννοούμε

μια συλλογή συναρτήσεων ανάμεσα σε μετρικούς χώρους (συνήθως Πολωνικούς) που
χαρακτηρίζονται από μια συγκεκριμένη ιδιότητα. Για παράδειγμα έχουμε την κλάση των
συνεχών συναρτήσεων. Όταν θα λέμε κλάση χωρίς να διευκρινίζουμε αν πρόκειται για
σύνολα ή συναρτήσεις θα εννοούμε πάντα κλάση συνόλων.

Επεκτείνουμε τη σχέση του εγκλεισμού και τις στοιχειώδεις συνολοθεωρητικές
πράξεις στις κλάσεις για υποσύνολα του ίδιου χώρου: αν έχουμε κλάσεις Γ0 και Γ1 ορί-
ζουμε

Γ0 Ď Γ1 ðñ κάθε στοιχείο της Γ0 είναι στοιχείο της Γ
Γ0 Y Γ1 = η κλάση όλων των A που ανήκουν στην Γ0 ή στην Γ1

Γ0 X Γ1 = η κλάση όλων των A που ανήκουν στην Γ0 και στην Γ1

Γ0 z Γ1 = η κλάση όλων των A που ανήκουν στη Γ0 και δεν ανήκουν στη Γ1.

Επίσης ορίζουμε την ένωση
Ť

kďn Γk και τομή
Ş

kďn Γk των κλάσεων Γ0, . . . ,Γn

με τον προφανή τρόπο. Όμοια ορίζουμε την άπειρη ένωση και άπειρη τομή κλάσεων.
Αν Φ είναι ένας από τους προηγούμενους τελεστές, π.χ. Φ = DN , συμβολίζουμε

με ΦΓ την κλάση που προκύπτει από όλα τα σύνολα της μορφής ΦP όπου το P
ανήκει στη Γ και εμπίπτει στο πεδίο εφαρμογής τουΦ. Ο ανάλογος συμβολισμός δίνεται
για τους τελεστές που αναφέρονται σε δύο σύνολα ή σε μια ακολουθία συνόλων. Για
παράδειγμα έχουμε

cΓ = η συλλογή όλων των cXP = X z P όπου P P Γ(X ),

για κάποιον Πολωνικό χώρο X
_Γ = η συλλογή όλων των A_B = AYB όπου A,B P Γ(X ),

για κάποιον Πολωνικό χώρο X
DYΓ = η συλλογή όλων των DNP όπου P P Γ(X ˆ Y),

για κάποιον Πολωνικό χώρο X
Ž

N Γ = η συλλογή όλων των
Ž

N (Pi)iPN =
Ť

iPN Pi

όπου Pi P Γ(X ), i P N, για κάποιον Πολωνικό χώρο X .

Ορισμός 3.1.4. Θα λέμε ότι η κλάση Γ είναι κλειστή ως προς τον τελεστή Φ
αν το αποτέλεσμα της εφαρμογής του Φ στα σύνολα της Γ που εμπίπτουν στο πεδίο
εφαρμογής του είναι σύνολο που ανήκει στη Γ, ισοδύναμα ΦΓ Ď Γ.

Για παράδειγμα η Γ είναι κλειστή ως προς τον τελεστή _ αν για κάθε P,Q P Γ(X )
η ένωση P _Q ανήκει στη Γ(X ), ενώ είναι κλειστή ως προς τον τελεστή DN αν για κάθε
P P Γ(X ˆN ) το σύνολο DNP ανήκει στην Γ(X ).

Μια κλάση Γ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση αν για κάθε συνεχή
συνάρτηση

f : X Ñ Y
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και κάθε Q P Γ(Y) έχουμε f´1[Q] P X (Γ), ισοδύναμα το σύνολο P Ď X που ορίζεται
ως εξής

x P P ðñ f(x) P Q

ανήκει στη Γ.
Για παράδειγμα η κλάση των ανοικτών συνόλων είναι κλειστή ως προς συνεχή αντι-

κατάσταση γιατί η αντίστροφη εικόνα ενός ανοικτού συνόλου μέσω μιας συνεχούς συ-
νάρτησης είναι ανοικτό σύνολο.

Στις εφαρμογές οι χώροι X , Y είναι συνήθως πεπερασμένα γινόμενα X1ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn

και Y1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ym αντίστοιχα.
Γενικότερα αν έχουμε μια κλάση από συναρτήσεις Γ1 θα λέμε ότι η Γ είναι κλει-

στή ως προς Γ1-αντικατάσταση αν για κάθε f : X Ñ Y που ανήκει στην Γ1 και για
κάθε Q P Γ(Y) έχουμε f´1[Q] P X (Γ). Επομένως η κλειστότητα ως προς συνεχή αντι-
κατάσταση είναι κλειστότητα ως προς Γ1-αντικατάσταση όπου Γ1 = κλάση όλων των
συνεχών συναρτήσεων.

Παρατήρηση 3.1.5. Η κλειστότητα μια κλάσης Γ ως προς συνεχή αντικατάσταση
μας επιτρέπει να (i) αναδιατάξουμε n-αδες μεταβλητών καθώς και (ii) να παραλείψουμε
μερικές μεταβλητές χωρίς να εξέλθουμε της κλάσης.

Συγκεκριμένα για (i) πιο πάνω: αν έχουμε μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς
συνεχή αντικατάσταση και Πολωνικούς χώρους X1, . . . ,Xn τότε για κάθε συνάρτηση

τ : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu

και κάθε σύνολοQ Ď Xτ(1)ˆ¨ ¨ ¨ˆXτ(n) που ανήκει στη Γ, το σύνολοP Ď X1ˆ¨ ¨ ¨ˆXn

που ορίζεται ως εξής

(x1, . . . , xn) P P ðñ (xτ(1), . . . , xτ(n)) P Q

ανήκει επίσης στη Γ.
Ο ισχυρισμός είναι άμεσος από το ότι η συνάρτηση

f : X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn Ñ Xτ(1) ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xτ(n)

f(x1, . . . , xn) = (xτ(1), . . . , xτ(n).

είναι συνεχής.
Για το (ii) πιο πάνω: αν έχουμε μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς συνεχή αντι-

κατάσταση και Πολωνικούς χώρους X1, . . . ,Xn τότε για κάθε συνάρτηση προβολής

pr : X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn Ñ Xk1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xkm

pr(x1, . . . , xn) = (xk1
, . . . , xkm

)

και κάθε Q Ď Xk1
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xkm

που ανήκει στη Γ το σύνολο P Ď X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn με

(x1, . . . , xn) P P ðñ (xk1
, . . . , xkm

) P Q

ανήκει επίσης στη Γ. Αυτό συμβαίνει γιατί η συνάρτηση της προβολής pr είναι συνεχής
και προφανώς P = pr´1[Q].

Ως παράδειγμα εφαρμογής των προηγουμένων ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια κλάση
Γ, τρεις Πολωνικούς χώρους X , Y , Z , και δύο σύνολα Q0 Ď X ˆY , Q1 Ď X ˆZ ˆY ,
που ανήκουν στη Γ. Τότε τα σύνολα P0 Ď X ˆ Y και P1 Ď X ˆ Y ˆ Z που ορίζονται
ως εξής,

(x, y, z) P P0 ðñ (x, y) P Q0

(x, y, z) P P1 ðñ (x, z, y) P Q1
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ανήκουν επίσης στη Γ. Για να το δούμε αυτό παίρνουμε X1 = X , X2 = Z και X3 = Y
και εφαρμόζουμε την παρατήρηση παίρνοντας

pr : X1 ˆ X2 ˆ X3 Ñ X1 ˆ X2 : pr(x, y, z) = (x, y)

τ : t1, 2, 3u Ñ t1, 2, 3u : τ1(1) = 1, τ1(2) = 3, τ1(3) = 2.

Στη συνέχεια θα εφαρμόζουμε την παρατήρηση χωρίς αναφορά στις λεπτομέρειες.
Ως κανόνα έχουμε ότι μπορούμε να αναδιατάξουμε και να παραλείψουμε μεταβλητές
παραμένοντας στην κλάση.

Παρατήρηση 3.1.6. Υπό κάποιες προϋποθέσεις για την κλάση Γ μπορούμε να πα-
ραμείνουμε σε αυτήν αν αντικαταστήσουμε τον όρο n ď m με τον πιο γενικό n ď

f(x, y) όπου η f : X ˆ Y Ñ N είναι συνεχής συνάρτηση.
Συγκεκριμένα θεωρούμε μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατά-

σταση και τον τελεστή Dď, έναν Πολωνικό χώρο X και ένα σύνολο P P Γ(X ˆ N).
Τότε για κάθε Πολωνικό χώρο Y και κάθε συνεχή συνάρτηση f : X ˆ Y Ñ N το

σύνολο Q Ď X ˆ Y με

(x, y) P Q ðñ Dn ď f(x, y) (x, n) P P

ανήκει στη Γ.
Για να το δούμε αυτό θεωρούμε το σύνολο S με

(x,m) P S ðñ Dn ď m (x, n) P P

και παρατηρούμε ότι

(x, y) P Q ðñ Dn ď f(x, y) (x, n) P P ðñ (x, f(x, y)) P S.

Το σύνολο S ανήκει στην κλάση DďΓ Ď Γ. Η συνάρτηση h(x, y) = (x, f(x, y))
είναι συνεχής και από το πιο πάνω ισχύει Q = h´1[S]. Λόγω της κλειστότητας της Γ
ως προς συνεχή αντικατάσταση έχουμε ότι το Q ανήκει επίσης στην Γ.

3.2. Εκτιμήσεις με βάση τους τελεστές

Όταν θέλουμε να περιγράψουμε ένα σύνολο δίνουμε συνήθως έναν προτασιακό
τύπο με βάση τους γνωστούς λογικούς ποσοδείκτες (καθολικό και υπαρξιακό) και τους
λογικούς τελεστές (σύζευξη, διάζευξη, άρνηση, συνεπαγωγή). Ο τύπος καταλήγει σε μια
πιο απλή έκφραση.

Για παράδειγμα το σύνολο BdA όλων των φραγμένων ακολουθιών μέσα από ένα
δοσμένο σύνολο A Ď R περιγράφεται ως εξής:

(xn)nPN P BdA ðñ Dk @n (xn P A & |xn| ď k).

Αυτή η πιο “απλή έκφραση” που αναφέρουμε πιο πάνω ορίζει στην ουσία ένα σύ-
νολο του οποίου οι μεταβλητές είναι κάποιες (ίσως όλες) από τις αρχικές μεταβλητές
μαζί με όσες μεταβλητές εμφανίστηκαν μπροστά από τους λογικούς ποσοδείκτες. Στο
προηγούμενο παράδειγμα αυτό το σύνολο είναι το

CA = t((xi)iPN, n, k) P RN ˆ Nˆ N | xn P A & |xn| ď ku

έτσι που BdA = DN@NCA.
Αν το σύνολο A ανήκει σε μια κλάση Γ είναι φυσικό να αναρωτηθούμε σε ποια

κλάση ανήκει το BdA. Ας υποθέσουμε προς στιγμή ότι το προηγούμενο CA ανήκει επί-
σης στη Γ και ότι η Γ είναι κλειστή ως προς @N. Τότε είναι σαφές ότι τοBdA = DN@NCA

ανήκει στην DN@NΓ Ď DNΓ.
Στη συνέχεια δίνουμε μια μέθοδο εκτίμησης της κλάσης στην οποία ανήκει το σύνολο

που ασχολούμαστε με βάση την περιγραφή του και τις ιδιότητες κλειστότητας της Γ.
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Παράδειγμα 3.2.1. Παίρνουμε μια κλάση Γ που είναι συνεχή ως προς συνεχή αντι-
κατάσταση και τον τελεστή της διάζευξης. Όπως είδαμε πιο πάνω μπορούμε να αναδια-
τάξουμε ή να παραλείψουμε μεταβλητές χωρίς να εξέλθουμε της Γ. Συνδυάζοντας αυτό
με την κλειστότητα ως προς _ μπορούμε να κάνουμε πιο σύνθετους υπολογισμούς.

Παίρνουμε δύο σύνολα Q Ď X ˆ Z ˆ Y , R Ď Y ˆ Z που ανήκουν στη Γ και
ορίζουμε P Ď X ˆ Y ˆ Z με

(x, y, z) P P ðñ (x, z, y) P Q ή (y, z) P R.

Δείχνουμε ότι το P ανήκει στη Γ. Για να το δούμε αυτό παίρνουμε τα σύνολα Q˚,
R˚ με

(x, y, z) P Q˚ ðñ (x, z, y) P Q

(x, y, z) P R˚ ðñ (y, z) P R

έτσι που
(x, y, z) P P ðñ (x, y, z) P Q˚ _ (x, y, z) P R˚.

Από την κλειστότητα της Γ ως προς συνεχή αντικατάσταση και τον τελεστή _
έχουμε ότι τα σύνολα Q˚, R˚ και P = Q˚ _R˚ ανήκουν στη Γ.

Παράδειγμα 3.2.2. Η κλειστότητα ως προς συνεχή αντικατάσταση εφαρμόζεται
χωρίς πολλές λεπτομέρειες και σε συναρτήσεις που είναι πιο σύνθετες από αυτές της
Παρατήρησης 3.1.5 (αναδιάταξη και παράλειψη μεταβλητών). Για παράδειγμα θυμί-
ζουμε την (α)0 : NÑ N : t ÞÑ α(x0, ty), δείτε τη (2.12).

Από την Άσκηση 2.3.18 η συνάρτηση h : N Ñ N : h(α, n) = (α)n είναι συνεχής
και συνεπώς η f : N Ñ N : f(α) = (α)0 = h(α, 0) είναι επίσης συνεχής.

Θεωρούμε μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση και παίρ-
νουμε ένα Q Ď X ˆN που ανήκει στη Γ. Ορίζουμε το σύνολο P Ď X ˆN με

(x, α) P P ðñ (x, (α)0) P Q.

Τότε το P ανήκει επίσης στη Γ. (Με λεπτομέρεια αυτό συμβαίνει γιατί P = g´1[Q]
όπου g : X ˆN Ñ X ˆN : g(x, α) = (x, (α)0), προφανώς η g είναι συνεχής.)

Φυσικά μπορούμε να συνδυάσουμε το προηγούμενο με αναδιάταξη και παράλειψη
μεταβλητών. Για παράδειγμα αν πάρουμε το Q από πιο πάνω, τότε το σύνολο P 1 Ď

N ˆN ˆ X με
(α, β, x) P P 1 ðñ (x, (α)0) P Q

ανήκει επίσης στη Γ. (Με λεπτομέρεια αυτό συμβαίνει γιατί P 1 = r´1[Q] όπου r :
N ˆN ˆ X Ñ X ˆN : r(α, β, x) = (x, (α)0), προφανώς η r είναι συνεχής.)

Παράδειγμα 3.2.3. Θεωρούμε όπως πριν μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς
συνεχή αντικατάσταση όπως επίσης τη συνεχή συνάρτηση h : N Ñ N : h(α, n) =
(α)n. Τότε για κάθε σύνολο Q Ď X ˆN που ανήκει στη Γ το σύνολο P Ď X ˆN ˆN
με

(x, α, n) P P ðñ (x, (α)n) P Q

ανήκει επίσης στη Γ. Όπως πιο πάνω αυτό είναι σαφές από την κλειστότητα ως προς
συνεχή αντικατάσταση. Στη συνέχεια μπορούμε να πάρουμε το σύνολο R Ď X ˆN με

(x, α) P R ðñ @n (x, α, n) P P ðñ @n (x, (α)n) P Q.

Είναι τότε σαφές ότι το R ανήκει στην κλάση @NΓ.

Παράδειγμα 3.2.4. Επανερχόμαστε στο αρχικό παράδειγμα του συνόλου BdA Ď
RN όλων των φραγμένων ακολουθιών μέσα από ένα δοσμένο σύνολο A Ď R:

(xn)nPN P BdA ðñ Dk @n (xn P A & |xn| ď k).

Παίρνουμε για Γ την κλάση όλων των κλειστών συνόλων. Αυτή είναι κλειστή ως
προς συνεχή αντικατάσταση, γιατί η αντίστροφη εικόνα ενός κλειστού συνόλου μέσω
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μιας συνεχούς συνάρτησης είναι κλειστό σύνολο. Επίσης είναι κλειστή ως προς τον τε-
λεστή & (τομή δύο κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο), και όπως θα δούμε αργό-
τερα είναι επίσης κλειστή ως προς @N. Για τους σκοπούς του παραδείγματος θεωρούμε
δεδομένο ότι η κλάση η DNΓ είναι ακριβώς η κλάση των Fσ συνόλων.

Δείχνουμε ότι αν το A είναι κλειστό σύνολο τότε το BdA είναι Fσ σύνολο, δηλαδή
ότι ανήκει στην DNΓ. Αυτό είναι σαφές σε σχέση με τα προηγούμενα, τα πιο κάτω σύνολα
ανήκουν στη Γ λόγω της κλειστότητας ως προς συνεχή αντικατάσταση και @N:

((xi)iPN, k, n) P F1 ðñ xn P A

(παίρνουμε τη συνεχή συνάρτηση g((xi)iPN, k, n) = xn έτσι που F1 = g´1[A])

((xi)iPN, k, n) P F2 ðñ |xn| ď k

(παίρνουμε τη συνεχή συνάρτηση h((xi)iPN, k, n) = k ´ |xn| έτσι που F2 = h´1[[0,8)])

((xi)iPN, k, n) P F3 ðñ ((xi)iPN, n, k) P F1 & ((xi)iPN, k, n) P F2

((xi)iPN, k, n) P F4 ðñ @n ((xi)iPN, n, k) P F3.

Είναι σαφές ότι BdA = DNF4 και επομένως το BdA ανήκει στην κλάση DNΓ.

Διαγραμματικός Συλλογισμός. Αντί να γράφουμε κάθε φορά ένα ξεχωριστό σύ-
νολο μπορούμε να συνοψίσουμε την προηγούμενη ανάλυση χρησιμοποιώντας διαγράμ-
ματα ως εξής:

(xn)nPN P BdA ðñ Dk @n (xn P A
loomoon

Γ

& |xn| ď k
looomooon

Γ

)

loooooooooooomoooooooooooon

&ΓĎΓ
looooooooooooooomooooooooooooooon

@NΓĎΓ
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

DNΓ

.

[Πιο αναλυτικά στον προτασιακό τύπο της παρένθεσης “xn P A & |xn| ď k” θεωρούμε
για μεταβλητές τα (xi)iPN, k και n. Όταν γράφουμε για παράδειγμα xn P A

loomoon

Γ

εννοούμε

ότι το σύνολο όλων των τριάδων ((xi)iPN, k, n) για τις οποίες ισχύει xn P A ανήκει
στη Γ. Στον προτασιακό τύπο “@n (xn P A & |xn| ď k)” θεωρούμε για μεταβλητές
τα (xi)iPN και k. Όταν γράφουμε @n (xn P A & |xn| ď k)

loooooooooooooomoooooooooooooon

@NΓ Ď Γ

εννοούμε ότι το σύνολο όλων

των ζευγών ((xi)iPN, k) για τα οποία ισχύει @n (xn P A & |xn| ď k) ανήκει στη @NΓ η
οποία περιέχεται στη Γ λόγω της κλειστότητας της τελευταίας ως προς συνεχή αντικα-
τάσταση. Όμως θα αποφεύγουμε την αναφορά σε τόσες λεπτομέρειες.]

Αυτή είναι μια αρκετά ισχυρή και κομψή μέθοδος καθώς μας επιτρέπει να εκτιμή-
σουμε την κλάση στην οποία ανήκει το δοσμένο σύνολο κατευθείαν από την περι-
γραφή του και με σχετικά άμεσο τρόπο.

Για να αναδείξουμε το τελευταίο ας επιχειρήσουμε να δείξουμε ότι το σύνολοBdA
του Παραδείγματος 3.2.4 είναι Fσ σύνολο με κλασσικές μεθόδους παίρνοντας δεδομένο
ότι το A είναι κλειστό. Αρχικά ορίζουμε τα σύνολα Fn,k,Mn,k,Mn,k, όπου k, n P N ως
εξής:

(xi)iPN P Fn,k ðñ xn P A

(xi)iPN PMn,k ðñ |xn| ď k

Ln,k = Fn,k XMn,k.

Αυτά είναι εύκολα κλειστά σύνολα. Επιπλέον

BdA =
Ť

kPN
Ş

nPN Ln,k.
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Το σύνολο Nk =
Ş

nPN Ln,k είναι κλειστό ως τομή κλειστών, συνεπώς το BdA =
Ť

kPN Nk είναι αριθμήσιμη ένωση κλειστών δηλαδή Fσ .
Η κομψότητα του διαγραμματικού συλλογισμού γίνεται πιο εμφανής σε πιο σύν-

θετα παραδείγματα.

Παράδειγμα 3.2.5. Θεωρούμε μια κλάσηΓ που περιέχει τα κλειστά σύνολα και που
είναι κλειστή ως προς τους τελεστές _, @N, DN και συνεχή αντικατάσταση. Ορίζουμε
το σύνολο P Ď X με

x P P ðñ @n Dα @m (x = fn(α) _ gm(x, α) = 0)

όπου οι fn, gm,m,n P N είναι συνεχείς συναρτήσεις. Δείχνουμε ότι το P ανήκει στη Γ.
Αυτό είναι άμεσο με χρήση του διαγραμματικού συλλογισμού που περιγράψαμε προη-
γουμένως και των ιδιοτήτων κλειστότητας της Γ:

x P P ðñ @n Dα @m (x = fn(α)
loooomoooon

Γ

_ gm(x, α) = 0
loooooomoooooon

Γ

)

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

_ΓĎΓ
looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

@NΓĎΓ
looooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooon

DNΓĎΓ
loooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon

@NΓĎΓ

.

Αφήνουμε για άσκηση την αντίστοιχη κλασσική απόδειξη με βάση τις συνολοθεω-
ρητικές ισότητες ότι το προηγούμενο P ανήκει στη Γ (Άσκηση 3.2.13, για να γίνουν πιο
εμφανείς οι διαφορές κάνουμε μια μικρή αναδιατύπωση του προβλήματος.)

Ο υπαρξιακός ποσοδείκτης υπεράνω του N και η αριθμήσιμη ένωση. Όπως
γίνεται σαφές από τα προηγούμενα υπάρχει μια αλληλεπίδραση ανάμεσα στους τελε-
στές DN και

Ž

N . Για παράδειγμα αναφέραμε ότι αν Γ είναι η κλάση όλων των κλειστών
συνόλων τότε η DNΓ συμπίπτει με την κλάση όλων των Fσ συνόλων, δηλαδή με την
Ž

N Γ.
Φαίνεται ότι οι τελεστές DN και

Ž

N περιγράφουν την ίδια μαθηματική έννοια, κα-
θώς και οι δύο αναφέρονται στην ύπαρξη κάποιου φυσικού αριθμού n ώστε το δοσμένο
x να ανήκει σε ένα σύνολο Pn. Συγκεκριμένα:

Αν έχουμε μια ακολουθία (Pn)nPN υποσυνόλων κάποιου Πολωνικού χώρου και ορί-
σουμε

P = t(x, n) P X ˆ N | x P Pnu(3.1)

τότε είναι άμεσο πως DNP =
Ť

nPN Pn. Αντίστροφα αν έχουμε P Ď X ˆN και ορίσουμε
Pn = tx P X | (x, n) P P u, n P N,(3.2)

τότε πάλι έχουμε DNP =
Ť

nPN Pn.
Με άλλα λόγια βλέπουμε ότι ο ένας τελεστής ανάγεται στον άλλο. Δεν σημαίνει

όμως ότι η κλειστότητα μιας κλάσης Γ ως προς τον έναν τελεστή είναι το ίδιο με την
κλειστότητα της Γ ως προς τον άλλον.

Για να εξηγήσουμε το τελευταίο καλύτερα ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια κλάση Γ
που είναι κλειστή ως προς τον τελεστή DN και ας εξετάσουμε αν η Γ είναι κλειστή ως
προς τον τελεστή

Ž

N . Θεωρούμε μια ακολουθία (Pn)nPN υποσυνόλων κάποιου Πολω-
νικού χώρου X που ανήκουν στην Γ. Σύμφωνα με όσα περιγράψαμε πιο πάνω υπάρχει
ένας “φυσιολογικός” τρόπος να προχωρήσουμε.

Θεωρούμε το σύνολοP όπως ορίζεται στην (3.1) έτσι που DNP =
Ť

nPN Pn. Αν γνω-
ρίζαμε ότι τοP ανήκει στηΓ τότε λόγω της κλειστότητας τηςΓως προς τις αριθμήσιμες
ενώσεις υποσυνόλων του X θα είχαμε

Ť

nPN Pn = DNP P Γ(X ).
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Εδώ ακριβώς εντοπίζεται η διαφορά ανάμεσα στους δύο τελεστές. Δεν είμαστε σε
θέση να συμπεράνουμε ότι το προηγούμενο σύνολο P ανήκει στη Γ χωρίς να γνωρίζουμε
κάτι περισσότερο για τη δομή της Γ. Συνεπώς ο “φυσιολογικός” τρόπος για να δείξουμε
ότι η κλειστότητα ως προς DN συνεπάγεται και την κλειστότητα ως προς

Ž

N αποτυγ-
χάνει.

Μάλιστα υπάρχουν παραδείγματα κλάσεων Γ που είναι κλειστές ως προς DN αλλά
όχι ως προς

Ž

N . Ένα τέτοιο παράδειγμα κλάσης Γ μπορεί να κατασκευαστεί εύκολα
(Άσκηση 3.2.11). Το παράδειγμα είναι κάπως τεχνητό αλλά υπάρχουν και άλλα πα-
ραδείγματα τέτοιων κλάσεων Γ που προκύπτουν με πιο φυσιολογικό τρόπο. Αυτές οι
κλάσεις είναι αντικείμενο μελέτης της κατασκευαστικής περιγραφικής θεωρίας συνόλων
(effective descriptive set theory) που δεν μας απασχολεί στο παρόν σύγγραμμα.

Ο αντίστοιχος συλλογισμός μπορεί να γίνει αν αλλάξουν θέσεις οι δύο τελεστές.
Υποθέτουμε ότι έχουμε μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς αριθμήσιμες ενώσεις και
ας επιχειρήσουμε να δείξουμε ότι η Γ είναι κλειστή ως προς τον τελεστή DN. Θεωρούμε
P Ď X ˆN που ανήκει στη Γ και για κάθε n P N ορίζουμε Pn όπως στην (3.2) ώστε να
έχουμε DNP =

Ť

nPN Pn.
Αν γνωρίζαμε ότι κάθε Pn ανήκει στη Γ, λόγω της κλειστότητας της τελευταίας ως

προς
Ž

N θα είχαμε ότι DNP =
Ť

nPN Pn που είναι στη Γ. Όμως, όμοια με πριν, δεν είμα-
στε σε θέση να συμπεράνουμε ότι τα σύνολαPn, n P N, ανήκουν στηΓ. Για την ακρίβεια
μπορεί κανείς να δώσει παραδείγματα κλάσεων Γ που είναι είναι κλειστές ως προς

Ž

N
αλλά όχι ως προς DN (Άσκηση 3.2.12). Σε αυτή την περίπτωση όμως, τα παραδείγματα
που γνωρίζουμε είναι τεχνητά. Στις κλάσεις Γ που προκύπτουν με φυσιολογικό τρόπο,
η κλειστότητα ως προς

Ž

N συνεπάγεται και κλειστότητα ως προς DN. Αυτό γίνεται
εμφανές από το επόμενο αποτέλεσμα και την παρατήρηση που το ακολουθεί.

Πρόταση 3.2.6. Για κάθε κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατά-
σταση έχουμε τα εξής.

(i) Αν το σύνολο P Ď X ˆ Y ανήκει στη Γ τότε για κάθε y P Y η y-τομή

Py = tx P X | (x, y) P P u

ανήκει επίσης στη Γ.

(ii) Προκύπτει ότι ισχύει η εξής συνεπαγωγή,

Γ: κλειστή ως προς
Ž

N ùñ Γ: κλειστή ως προς DN.

Απόδειξη. Για το (i) θεωρούμε y P Y και παρατηρούμε ότι

x P Py ðñ (x, y) P P ðñ aX ,y(x) P P ðñ x P a´1
X ,y[P ]

όπου
aX ,y : X Ñ X ˆ Y : aX ,y(x) = (x, y).

Είναι σαφές ότι οι aX ,y είναι συνεχείς συναρτήσεις. Επομένως από την κλειστότητα
τηςΓως προς συνεχή αντικατάσταση προκύπτει ότι το σύνολοPy ανήκει στηΓ για κάθε
y P Y .

Για το (ii) εφαρμόζουμε τις παρατηρήσεις της προηγούμενης συζήτησης για Y = N
και το (i). ΘεωρούμεP Ď XˆN που ανήκει στηΓ και δείχνουμε ότι το σύνολο DNP Ď X
ανήκει επίσης στη Γ. Παρατηρούμε ότι

x P DNP ðñ Dn (x, n) P P

ðñ Dn x P Pn

όπου Pn είναι η n-τομή tx P X | (x, n) P P u. Από το (i) κάθε Pn ανήκει στη Γ και από
την κλειστότητα της Γ ως προς

Ž

N έχουμε ότι το σύνολο DNP =
Ť

nPN a´1
X ,n[P ] ανήκει

επίσης στη Γ. ˝
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Παρατήρηση 3.2.7. Είναι άμεσο ότι τα συμπεράσματα στα (i) και (ii) της προη-
γούμενης πρότασης ισχύουν ακόμα και αν η Γ είναι κλειστή ως προς την αντικατάσταση
από μια μικρή συλλογή συνεχών συναρτήσεων. Συγκεκριμένα στην προηγούμενη πρό-
ταση αρκεί να υποθέσει κανείς ότι η Γ είναι κλειστή ως προς Γ1-αντικατάσταση, όπου
Γ1 είναι η κλάση όλων των συναρτήσεων aX ,y της τελευταίας απόδειξης.

Η κλειστότητα ως προς Γ1-αντικατάσταση είναι το ελάχιστο που θα θέλαμε να ικανο-
ποιεί μια ενδιαφέρουσα κλάση Γ, συνεπώς για τις ενδιαφέρουσες κλάσεις η κλειστότητα
ως προς

Ž

N συνεπάγεται την κλειστότητα ως προς DN.

Το ακόλουθο αποτέλεσμα μας βοηθά να συμπεράνουμε την αντίστροφη συνεπα-
γωγή της Πρότασης 3.2.6.

Πρόταση 3.2.8. Θεωρούμε μια κλάση Γ που ικανοποιεί την ιδιότητα:
$

’

’

’

&

’

’

’

%

για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε ακολουθία (Pn)nPN από
σύνολα της Γ(X ) το σύνολο P Ď X ˆ N που ορίζεται ως εξής

(x, n) P P ðñ x P Pn

ανήκει στη Γ.

(3.3)

Αν η Γ είναι επιπλέον κλειστή ως προς DN, τότε είναι επίσης κλειστή ως προς
Ž

N .

Απόδειξη. Θεωρούμε μια ακολουθία (Pn)nPN από υποσύνολα του ίδιου χώρου X
που ανήκουν στη Γ και το σύνολο P Ď X ˆ N που ορίζεται όπως στην (3.3). Από την
υπόθεση το P ανήκει στη Γ. Επιπλέον για κάθε x P X ,

x P
Ť

nPN Pn ðñ Dn x P Pn

ðñ Dn (x, n) P P.

Επομένως αν η Γ είναι κλειστή ως προς DN τότε από τις προηγούμενες ισοδυναμίες
το σύνολο

Ť

nPN Pn ανήκει στη Γ και άρα η τελευταία είναι κλειστή ως προς
Ž

N . ˝

Η προηγούμενη πρόταση είναι προφανής υπό το φως της προηγούμενης συζήτησης,
αποτελεί όμως ένα χρήσιμο εργαλείο. Θα δούμε ότι όλες οι κλάσεις που μας απασχολούν
στο παρόν σύγγραμμα ικανοποιούν την ιδιότητα (3.3) και επίσης είναι κλειστές ως προς
συνεχή αντικατάσταση. Με βάση τις τελευταίες δύο προτάσεις συμπεραίνουμε ότι οι
κλειστότητες ως προς

Ž

N και DN για τις κλάσεις μας είναι ισοδύναμες ιδιότητες. Αξίζει
να απομονώσουμε αυτό τον συλλογισμό σε ένα ξεχωριστό αποτέλεσμα.

Πόρισμα 3.2.9. Θεωρούμε μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικα-
τάσταση και που ικανοποιεί την πιο πάνω ιδιότητα (3.3). Τότε η Γ είναι κλειστή ως προς
Ž

N αν και μόνο αν είναι κλειστή ως προς DN.

Απόδειξη. Άμεση από τις Προτάσεις 3.2.6 και 3.2.8. ˝

Τέλος παρατηρούμε ότι τα προηγούμενα ισχύουν και για άλλα ζεύγη τελεστών στη
θέση των (

Ž

N , DN).

Πρόταση 3.2.10. Οι Προτάσεις 3.2.6 και 3.2.8 και συνεπώς το Πόρισμα 3.2.9 ισχύουν
αν αντικαταστήσουμε το ζεύγος τελεστών (

Ž

N , DN) με οποιαδήποτε από τα (Dď,
Ž

ď ),
(@N,

Ź

N ) και (@ď,
Ź

ď ).
Η απόδειξη είναι ουσιαστικά η ίδια ´ αποφεύγουμε να εισέλθουμε σε περαιτέρω

λεπτομέρειες.

Ασκήσεις

Άσκηση 3.2.11. Θεωρούμε την κλάση Γ των μονοσυνόλων σε Πολωνικούς χώρους,
δηλαδή

Γ(X ) = ttxu | x P X u
για κάθε Πολωνικό χώρο X . Εξετάστε την κλειστότητα της Γ ως προς DN και

Ž

N .
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Άσκηση 3.2.12. Θεωρούμε την κλάση Γ των υποσυνόλων Πολωνικών χώρων με
τουλάχιστον δύο στοιχεία, δηλαδή

Γ(X ) = tA P P(X ) | Da, b P A a ‰ bu

για κάθε Πολωνικό χώρο X . Εξετάστε την κλειστότητα της Γ ως προς DN και
Ž

N .

Άσκηση 3.2.13. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X και συνεχείς συναρτήσεις

fn : X Ñ N , gm : X ˆN Ñ R, m,n P N.

Ορίζουμε το σύνολο P Ď X ως εξής,

x P P ðñ @n Dα @m (x = fn(α) _ gm(x, α) = 0).

Τότε το P γράφεται ως αριθμήσιμη τομή συνόλων που είναι προβολές κλειστών
συνόλων.

Άσκηση 3.2.14. ΈστωX Πολωνικός χώρος και T κλειστό υποσύνολο τουX ˆNăN

(όπου στο NăN θεωρούμε τη διακριτή μετρική), έτσι ώστε για κάθε x P X το σύνολο
T (x) = tu P NăN | (x, u) P T u να είναι δένδρο. Τότε για κάθε u P N το σύνολο

Au = tx P X | το υποδένδρο Tu(x) έχει κόμβους οσοδήποτε μεγάλου μήκουςu

ανήκει στην @NDNΓ, όπου Γ είναι η κλάση των κλειστών συνόλων σε Πολωνικούς χώ-
ρους.

Άσκηση 3.2.15. Επαναλαμβάνουμε την Άσκηση 2.5.26 όπου τώρα ζητείται οι υπο-
λογισμοί να γίνουν με χρήση των τελεστών. Συγκρίνετε τις λύσεις των δύο ασκήσεων.

Έστω X Πολωνικός χώρος, (Vn)nPN μια ακολουθία από ανοικτά υποσύνολα του X ,
ένα σύνολο T Ď X ˆ NăN που ικανοποιεί την ισοδυναμία (2.26),

(x, u) P T ðñ @v P J @n P I με n ď |u| (x R Vn & v Ę u)

και η συνάρτηση f : X Ñ Tr

f(x) = T (x) = tu P NăN | (x, u) P T u.

Παίρνουμε δεδομένο ότι η κλάση των κλειστών συνόλων είναι κλειστή ως προς τον
τελεστή @N. Τότε το T είναι κλειστό σύνολο και για κάθε u,w P NăN το σύνολο Pu,w Ď

X με
x P Pu,w ðñ u P f(x) & w R f(x)

είναι Fσ .
Μάλιστα αν τα Vn είναι κλειστά-ανοικτά υποσύνολα του X τα Pu,w είναι ανοικτά

σύνολα.

3.3. Οι κλάσεις Borel συνόλων πεπερασμένης τάξης

Ορισμός 3.3.1. Ορίζουμε με αναδρομή στο n ě 1 τις εξής κλάσεις συνόλων σε
Πολωνικούς χώρους:

Σ
r

0
1 = η κλάση όλων των ανοικτών συνόλων

Π
r

0
1 = cΣ

r

0
1 = η κλάση όλων των κλειστών συνόλων

και

Σ
r

0
n+1 =

Ž

N Π
r

0
n

= οι αριθμήσιμες ενώσεις συνόλων της Π
r

0
n

Π
r

0
n+1 = cΣ

r

0
n+1

= τα συμπληρώματα των συνόλων της Σ
r

0
n+1.
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∆
r

0
1(X )

Ď

Ď

Σ
r

0
1(X )

Π
r

0
1(X )

Ď

Ď

∆
r

0
2(X )

Ď

Ď

Σ
r

0
2(X )

Π
r

0
2(X )

Ď

Ď

. . .

Ď

Ď

∆
r

0
n(X )

Ď

Ď

Σ
r

0
n(X )

Π
r

0
n(X )

Ď

Ď

. . .

Διάγραμμα 1. Η ιεραρχία των Borel υποσυνόλων του X πεπερασμένης τάξης.

Τέλος θέτουμε
∆
r

0
n = Σ

r

0
n XΠ

r

0
n.

Είναι άμεσο ότι ένα P Ď X ανήκει στη ∆
r

0
n αν και μόνο αν τα σύνολα P και X z P

ανήκουν στη Σ
r

0
n. Επιπλέον είναι εύκολο να δει κανείς (Άσκηση 3.3.11) ότι

Π
r

0
n+1 =

Ź

N Σ
r

0
n.

Οι κλάσεις Σ
r

0
n είναι οι κλάσεις Borel συνόλων πεπερασμένης τάξης ενώ οι Π

r

0
n

και Π
r

0
n είναι οι δυϊκές (dual) και αμφίσημες (ambiguous) αντίστοιχα κλάσεις Borel

συνόλων πεπερασμένης τάξης.
Η συλλογή όλων των προηγούμενων κλάσεων ονομάζεται ιεραρχία των Borel συ-

νόλων πεπερασμένης τάξης. Θα αναφερόμαστε επίσης στην ιεραρχία των Borel
υποσυνόλων ενός δοσμένου Πολωνικού χώρου X πεπερασμένης τάξης εννοώντας
τη συλλογή όλων των οικογενειών υποσυνόλων του X που προκύπτουν από τις προη-
γούμενες κλάσεις.

Παρατήρηση 3.3.2. Η κλάση Σ
r

0
2 αποτελείται ακριβώς από τα Fσ σύνολα και συ-

νεπώς η Π
r

0
2 αποτελείται ακριβώς από τα Gδ σύνολα.

Πρόταση 3.3.3. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε n ě 1 έχουμε

∆
r

0
n(X ) Ď Σ

r

0
n(X ) Ď∆

r

0
n+1(X )

και επομένως ισχύει επίσης

∆
r

0
n(X ) Ď Π

r

0
n(X ) Ď∆

r

0
n+1(X ).

Δείτε το Διάγραμμα 1.

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει∆
r

0
n(X ) Ď Σ

r

0
n(X ) και∆

r

0
n(X ) Ď Π

r

0
n(X ). Δείχνουμε

με επαγωγή στο n ě 1 ότι

Σ
r

0
n(X ) Ď Σ

r

0
n+1(X ) και Σ

r

0
n(X ) Ď Π

r

0
n+1(X ).(3.4)

Από το πιο πάνω προκύπτουν φυσικά ότι Σ
r

0
n(X ) Ď∆

r

0
n+1(X ).

Για n = 1, από την Πρόταση 2.1.6 κάθε ανοικτό υποσύνολο του X είναι Fσ καιGδ ,
οπότε από την Παρατήρηση 3.3.2 ισχύει Σ

r

0
1(X ) Ď Σ

r

0
2(X ) και Π

r

0
1(X ) Ď Π

r

0
2(X ).

Θεωρούμε ότι για κάποιο n ě 1 ισχύει η (3.4) και δείχνουμε το αντίστοιχο για το
n + 1. Έστω A P Σ

r

0
n+1(X ). Τότε από τον ορισμό υπάρχει μια ακολουθία (Bi)iPN από

Π
r

0
n υποσύνολα του X με A =

Ť

iPN Bi.
Έχουμε

X z Bi P Σ
r

0
n(X ) Ď Σ

r

0
n+1(X )

όπου στον τελευταίο εγκλεισμό χρησιμοποιήσαμε την Επαγωγική Υπόθεση. Άρα Bi P

Π
r

0
n+1(X ) για κάθε i P N και

A =
Ť

iPN Bi P
Ž

N Π
r

0
n+1(X ) = Σ

r

0
n+2(X ).
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Επιπλέον αν πάρουμε Ai = A για κάθε i P N έχουμε ότι A =
Ş

iPN Ai και Ai P

Σ
r

0
n+1(X ) για κάθε i P N. Επομένως

X z A =
Ť

iPN(X zAi) P
Ž

N Π
r

0
n+1(X ) = Σ

r

0
n+2(X )

και άρα A P Π
r

0
n+2(X ). Έτσι έχουμε δείξει την (3.4) για το n+ 1.

Τέλος είναι σαφές ότι οι εγκλεισμοί Π
r

0
n(X ) Ď∆

r

0
n+1(X ) είναι άμεσοι από αυτούς

της (3.4) παίρνοντας τα συμπληρώματα. ˝

Στο επόμενο βήμα εξασφαλίζουμε κάποιες στοιχειώδεις ιδιότητες κλειστότητας
των πιο πάνω κλάσεων. Οι πλήρης λίστα με τις ιδιότητες κλειστότητας δίνεται σε μετα-
γενέστερο στάδιο στο Θεώρημα 3.3.8.

Λήμμα 3.3.4. Οι κλάσεις Σ
r

0
n, Π

r

0
n και ∆

r

0
n, n ě 1 είναι κλειστές ως προς _, &, και

συνεχή αντικατάσταση.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι οι ιδιότητες κλειστότητας των κλάσεων ∆
r

0
n

είναι άμεσες από τις αντίστοιχες των κλάσεων Σ
r

0
n και Π

r

0
n. Για παράδειγμα για να δεί-

ξουμε ότι η Σ
r

0
17 και η Π

r

0
17 είναι κλειστές ως προς _ τότε για κάθε A,B P ∆

r

0
17(X )

έχουμε A,B P Σ
r

0
17(X ) και A,B P Π

r

0
17(X ) και άρα

A_B P Σ
r

0
17(X )XΠ

r

0
17(X ) = ∆

r

0
17(X ).

Παρατηρούμε επίσης ότι η κλειστότητα ως προς συνεχή αντικατάσταση της Σ
r

0
n

είναι ισοδύναμη με την κλειστότητα ως προς συνεχή αντικατάσταση της Π
r

0
n, γιατί για

κάθε συνάρτηση f : X Ñ Y και κάθε A Ď Y έχουμε

f´1[Y z A] = X z A.

Με άλλα λόγια αν η f αντιστρέφει στοιχεία τηςΣ
r

0
n σε στοιχεία τηςΣ

r

0
n τότε αντιστρέ-

φει και στοιχεία της Π
r

0
n σε στοιχεία της Π

r

0
n και αντίστροφα.

Τέλος παρατηρούμε ότι η κλειστότητα τηςΣ
r

0
n ως προς_ και & είναι ισοδύναμη με

την κλειστότητα τηςΠ
r

0
n ως προς τους ίδιους τελεστές και αντίστροφα. Αυτό συμβαίνει

λόγω των νόμων του de Morgan,

X z (AYB) = (X z A) X (X z B)

X z (AXB) = (X z A) Y (X z B).

Για παράδειγμα αν έχουμε ότι ηΣ
r

0
n είναι κλειστή ως προς_ και πάρουμεA,B P Π

r

0
n(X )

τότε τα σύνολα cXA = X z A και cXB = X z B ανήκουν στην Σ
r

0
n και συνεπώς

το σύνολο cX (A X B) = cXA Y cXB ανήκει επίσης στη Σ
r

0
n. Επομένως το σύνολο

A&B = AXB ανήκει στη Π
r

0
n και άρα η τελευταία κλάση είναι κλειστή ως προς &.

Έπειτα δείχνουμε με επαγωγή στο n ότι οιΣ
r

0
n,Π

r

0
n έχουν τις ζητούμενες ιδιότητες

κλειστότητας.
Για n = 1 αφού η πεπερασμένη ένωση και η πεπερασμένη τομή ανοικτών (αντί-

στοιχα κλειστών) συνόλων είναι ανοικτό (αντίστοιχα κλειστό) υποσύνολο του ίδιου χώ-
ρου έχουμε ότι οι κλάσειςΣ

r

0
1 καιΠ

r

0
1 είναι κλειστές ως προς_ και &. Επίσης ηΣ

r

0
1 είναι

κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση γιατί η αντίστροφη εικόνα ανοικτού συνόλου
μέσω συνεχούς συνάρτησης είναι ανοικτό σύνολο.

Υποθέτουμε ότι ισχύει το ζητούμενο για κάποιο n P N και δείχνουμε το ζητούμενο
για το n + 1. Έστω A,B Ď X που ανήκουν στην Σ

r

0
n+1 και f : Y Ñ X συνεχής.

Σύμφωνα με τα προηγούμενα αρκεί να δείξουμε ότι τα σύνολαAYB,AXB και f´1[A]
ανήκουν στη Σ

r

0
n+1.

Υπάρχουν ακολουθίες (Ai)iPN και (Bi)iPN με Ai, Bi P Π
r

0
n(X ) για κάθε i P N ώστε

A =
Ť

iPN Ai και B =
Ť

iPN Bi.
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Τότε

AYB =
Ť

iPN(Ai YBi)

AXB =
Ť

i,jPN(Ai XBj)

f´1[A] =
Ť

iPN f´1[Ai].

Από την επαγωγική υπόθεση η κλάση Π
r

0
n είναι κλειστή ως προς _, &, και συνεχή

αντικατάσταση. Άρα τα σύνολα Ai Y Bi, Ai X Bj και f´1[Ai] στις πιο πάνω ισότητες
ανήκουν στην Π

r

0
n. Αφού οι πιο πάνω ενώσεις είναι αριθμήσιμες έχουμε ότι τα σύνολα

AYB, AXB και f´1[A] ανήκουν στην Σ
r

0
n+1 και έχουμε το ζητούμενο. ˝

Πριν προχωρήσουμε στις υπόλοιπες ιδιότητες κλειστότητας είναι χρήσιμο να χα-
ρακτηρίσουμε τις κλάσεις Σ

r

0
n με βάση τον υπαρξιακό ποσοδείκτη DN. Δίνουμε πρώτα

κάποια βοηθητικά αποτελέσματα.

Παρατήρηση 3.3.5. Για κάθε φυσικό αριθμό n ě 1, κάθε Πολωνικό χώρο X και
κάθε A P Σ

r

0
n(X ˆ X ) τα σύνολα Ai Ď X , i P N, που ορίζονται ως εξής

x P Ai ðñ (x, i) P A

ανήκουν επίσης στην κλάση Σ
r

0
n.

Αυτό είναι άμεσο από το (i) της Πρότασης 3.2.6 γιατί κάθε Ai είναι η i-τομή του A
και η Σ

r

0
n είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση (Λήμμα 3.3.4). Φυσικά μπορεί

κανείς να το αποδείξει κατευθείαν όπως στην Πρόταση 3.2.6 παρατηρώντας ότι

Ai = f´1
i [A] όπου fi : X Ñ X ˆ N : fi(x) = (x, i), i P N.

Προφανώς ισχύουν τα ίδια αν αντί της κλάσης Σ
r

0
n έχουμε την Π

r

0
n.

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι οι κλάσεις Borel συνόλων πεπερασμένης τάξης ικανο-
ποιούν την ιδιότητα (3.3) της Πρότασης 3.2.8.

Λήμμα 3.3.6 ([Mos09], 1F.7). Θεωρούμε έναν φυσικό αριθμό n ě 1, έναν Πολωνικό
χώρο X , και μια ακολουθία συνόλων (Bi)iPN που ανήκουν στην οικογένεια Σ

r

0
n(X ). Τότε

το σύνολο B Ď X ˆ N που ορίζεται ως εξής

(x, i) P B ðñ x P Bi

ανήκει στην κλάση Σ
r

0
n.

Τα πιο πάνω ισχύει επίσης αν αντικαταστήσουμε την κλάση Σ
r

0
n με την Π

r

0
n.

Απόδειξη. Ο ισχυρισμός για τηνΠ
r

0
n προκύπτει από αυτόν για τηνΣ

r

0
n παίρνοντας

τα συμπληρώματα. Γι’ αυτό δείχνουμε μόνο τον ισχυρισμό για την Σ
r

0
n.

Ορίζουμε τα σύνολα Ci Ď X ˆ N, i P N, ως εξής:

(x, s) P Ci ðñ x P Bi & s = i.

Για κάθε i το σύνολο Vi = t(x, s) | s = iu είναι προφανώς ανοικτό υποσύνολο
του X ˆN και από το Λήμμα 3.3.4 ανήκει στην Σ

r

0
n. Πάλι με εφαρμογή του τελευταίου

λήμματος το σύνολο Ci = Bi X Vi ανήκει επίσης στη Σ
r

0
n.

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι

(x, s) P
Ť

iPN Ci ðñ Di (x, s) P Ci

ðñ Di (x P Bi & s = i)

ðñ x P Bs

ðñ (x, s) P B,

δηλαδή B =
Ť

iPN Ci.
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Αν n = 1 τότε κάθε Ci είναι ανοικτό σύνολο και άρα το B είναι επίσης ανοικτό
ως ένωση ανοικτών συνόλων, δηλαδή B P Σ

r

0
1(X ). Αν n ą 1 τότε για κάθε i υπάρχει

ακολουθία συνόλων (Ci
j)jPN από Π

r

0
n´1 υποσύνολα του X με

Ci =
Ť

jPN Ci
j .

Επομένως
B =

Ť

i,jPN Ci
j

και άρα το B είναι αριθμήσιμη ένωση Π
r

0
n´1 υποσυνόλων του X , δηλαδή B P Σ

r

0
n(X ).

˝

Πρόταση 3.3.7 (Ισοδύναμος ορισμός των κλάσεων Σ
r

0
n, [Kle43], [Mos47]). Για

κάθε n ě 1 έχουμε

Σ
r

0
n+1 = DNΠ

r

0
n

και συνεπώς

Π
r

0
n+1 = @NΣ

r

0
n.

Απόδειξη. Ορίζουμε προσωρινά τις κλάσεις

Σ
r

˚
1 = η κλάση όλων των ανοικτών συνόλων = Σ

r

0
1

Π
r

˚
1 = η κλάση όλων των κλειστών συνόλων = Π

r

0
1

Σ
r

˚
n+1 = DNΠ

r

˚
n

Π
r

˚
n+1 = cΣ

r

˚
n+1.

Δείχνουμε με επαγωγή στο n ě 1 ότι

Σ
r

0
n(X ) = Σ

r

˚
n(X ) και Π

r

0
n(X ) = Π

r

˚
n(X ).

(Προφανώς η τελευταία ισότητα προκύπτει από την προτελευταία παίρνοντας τα συ-
μπληρώματα.)

Για n = 1 το ζητούμενο είναι άμεσο από τον ορισμό. Θεωρούμε ότι για κάποιο
n ě 1 έχουμε το ζητούμενο και δείχνουμε το ίδιο για το n+ 1.

Έστω P Ď X που ανήκει στη Σ
r

˚
n+1. Τότε υπάρχει A P Π

r

˚
n(X ˆ N) με P = DNA.

Από την Επαγωγική Υπόθεση A P Π
r

0
n(X ˆ N). Εφαρμόζουμε την Παρατήρηση 3.3.5

για την κλάση Π
r

0
n και έχουμε ότι για κάθε i P N το σύνολο

Ai = tx | (x, i) P Au

ανήκει στην Π
r

0
n. Επιπλέον

x P P ðñ Di (x, i) P A ðñ Di x P Ai,

άρα P =
Ť

iPN Ai. Προκύπτει ότι το P ανήκει στη Σ
r

0
n+1(X ).

Αντίστροφα θεωρούμε ένα P Ď X που ανήκει στηΣ
r

0
n+1 και (Bi)iPN μια ακολουθία

στοιχείων της Π
r

0
n(X ) έτσι ώστε P =

Ť

iPN Bi. Από το Λήμμα 3.3.6 το σύνολο

B = t(x, i) | x P Biu

ανήκει επίσης στην Π
r

0
n. Από την Επαγωγική Υπόθεση B P Π

r

˚
n(X ˆ N). Επιπλέον

x P P ðñ Di x P Bi ðñ Di (x, i) P B

και άρα P = DNB P Σ
r

˚
n+1(X ). ˝

Θεώρημα 3.3.8 (Οι Θεμελιώδεις Ιδιότητες Κλειστότητας των Borel κλάσεων πε-
περασμένης τάξης, [Kur66], [Mos09]). Οι κλάσεις Σ

r

0
n, Π

r

0
n και ∆

r

0
n, όπου n ě 1, είναι

κλειστές ως προς συνεχή αντικατάσταση καθώς και ως προς τους τελεστές_, &, Dď, @ď,
Ž

ď και
Ź

ď .
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Οι κλάσεις Σ
r

0
n είναι επιπλέον κλειστές ως προς τους τελεστές

Ž

N , DN και γενικότερα DY όπου Y είναι αριθμήσιμος Πολωνικός χώρος.

Οι κλάσεις Π
r

0
n είναι επιπλέον κλειστές ως προς τους τελεστές

Ź

N ,@N και γενικότερα @Y όπου Y είναι αριθμήσιμος Πολωνικός χώρος.

Οι κλάσεις ∆
r

0
n είναι επιπλέον κλειστές ως προς τον τελεστή του συμπληρώματος c.

Απόδειξη. Η κλειστότητα των κλάσεων ως προς συνεχή αντικατάσταση και ως
προς τους τελεστές _, & αποδείχθηκε στο Λήμμα 3.3.4. Η κλειστότητα ως προς τους
τελεστές της πεπερασμένης ένωσης

Ž

ď και τομής
Ź

ď προκύπτει από την κλειστότητα
ως προς _ και & αντίστοιχα με επαγωγή στο πλήθος της πεπερασμένης ακολουθίας
συνόλων που θεωρούμε.

Από την Πρόταση 3.2.10 η κλειστότητα τηςΣ
r

0
n ως προς Dď και @ď είναι ισοδύναμη

με την κλειστότητα ως προς
Ž

ď και
Ź

ď αντίστοιχα, (εδώ χρησιμοποιούμε φυσικά την
κλειστότητα της Σ

r

0
n ως προς συνεχή αντικατάσταση).

Στη συνέχεια ασχολούμαστε με τις επιπλέον ιδιότητες κλειστότητας της Σ
r

0
n. Θε-

ωρούμε αρχικά μια ακολουθία (Pi)iPN υποσυνόλων του X που ανήκει στη Σ
r

0
n και δεί-

χνουμε ότι η ένωση P =
Ť

iPN Pi είναι ανοικτό σύνολο.
Αν n = 1 τότε ταPi είναι ανοικτά σύνολα και συνεπώς τοP είναι ανοικτό ως ένωση

ανοικτών συνόλων. Αν n ą 1 τότε κάθε Pi είναι η ένωση μια ακολουθίας (Qi
j)jPN από

Π
r

0
n´1 υποσύνολα του X . Επομένως

P =
Ť

i,j Q
i
j

και άρα το P είναι αριθμήσιμη ένωση ακολουθίας Π
r

0
n´1 υποσυνόλων του X , δηλαδή

P P Σ
r

0
n(X ).

Το πιο πάνω δείχνει την κλειστότητα της Σ
r

0
n ως προς

Ž

N . Από το Πόρισμα 3.2.9
η κλειστότητα της Σ

r

0
n είναι ισοδύναμη με την κλειστότητα ως προς DN .

Για την κλειστότητα τηςΣ
r

0
n ως προς DY όπου Y είναι ένας αριθμήσιμος Πολωνικός

χώρος, θεωρούμε μια απαρίθμηση f : N ↠ Y . Αφού το N θεωρείται με τη διακριτή
τοπολογία η f είναι συνεχής. Για κάθε Q P Σ

r

0
n(X ˆ Y ) έχουμε

x P DY Q ðñ Dy (x, y) P Q

ðñ Dn (x, f(n)) P Q

και το σύνολο DY Q ανήκει στην κλάση Σ
r

0
n λόγω της κλειστότητας της τελευταίας ως

προς DN και συνεχή αντικατάσταση.
Οι ιδιότητες κλειστότητας της Π

r

0
n ως προς Dď, @ď,

Ź

N , @N, @Y , όπου Y είναι
αριθμήσιμος Πολωνικός χώρος προκύπτουν από τις αντίστοιχες τηςΠ

r

0
n παίρνοντας τον

τελεστή του συμπληρώματος. Προκύπτει ότι η∆
r

0
n είναι επίσης κλειστή ως προς Dď και

@ď. Τέλος είναι σαφές ότι η∆
r

0
n είναι κλειστή ως προς τον τελεστή του συμπληρώματος

c. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝

Η κλειστότητα ως προς DY ή @Y , όπου Y είναι ένας αριθμήσιμος Πολωνικός χώρος
μας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε τον Πολωνικό χώρο NăN χωρίς να χρειαστεί να
καταφύγουμε σε κάποια απαρίθμησή του όπως έχουμε κάνει στην επίλυση της Άσκησης
3.2.14. Δείτε για παράδειγμα τις λύσεις των Ασκήσεων 3.3.13 και 3.3.15.

Οι ιδιότητες κλειστότητας των κλάσεων Borel συνόλων πεπερασμένης τάξης μας
επιτρέπουν να εκτιμήσουμε σε ποια κλάση ανήκει το δοσμένο σύνολο. Δίνουμε μερικά
παραδείγματα.

Παράδειγμα 3.3.9. Θεωρούμε τον Πολωνικό χώρο X = RN ˆ R και το σύνολο

P = t
(
(xn)nPN, x

)
P X | xn Ñ xu.
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Δείχνουμε ότι το P είναι Π
r

0
3 υποσύνολο του X . Έχουμε(

(xn)nPN, x
)
P P ðñ @k Dn0 @n ě n0 |xn ´ x| ď 2´k

ðñ @k Dn0 @n (n ă n0 _ |xn ´ x| ď 2´k).

Με χρήση του διαγραμματικού συλλογισμού υπολογίζουμε:

@k Dn0 @n (n ă n0
loomoon

Π
r

0
1

_ |xn ´ x| ď 2´k
loooooooomoooooooon

Π
r

0
1

).

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

Π
r

0
1 κλειστότητα ως προς _

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

@NΠ
r

0
1=Π

r

0
1

looooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooon

DNΠ
r

0
1=Σ

r

0
2

loooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon

@NΣ
r

0
2=Π

r

0
3

Πιο πάνω έχουμε χρησιμοποιήσει την Πρόταση 3.3.7 (ισοδύναμος ορισμός των Σ
r

0
n

με βάση τον τελεστή DN) καθώς και την κλειστότητα της κλάσης Π
r

0
1 ως προς _ και

συνεχή αντικατάσταση (Θεώρημα 3.3.8).
Δίνουμε κάποιες εξηγήσεις. Αυστηρά θεωρούμε τα σύνολα A, B με(

(xi)iPN, x, k, n0, n
)
P A ðñ n ă n0

ðñ f
(
(xi)iPN, x, k, n0, n

)
ą 0

ðñ
(
(xi)iPN, x, k, n0, n

)
P f´1[(0,8)X N](

(xi)iPN, x, k, n0, n
)
P B ðñ |xn ´ x| ď 2´k

ðñ g
(
(xi)iPN, x, k, n0, n

)
ě 0

ðñ
(
(xi)iPN, x, k, n0, n

)
P g´1[[0,8)],

όπου

f
(
(xi)iPN, x, k, n0, n

)
= n´ n0

g
(
(xi)iPN, x, k, n0, n

)
= 2´k ´ |xn ´ x|.

Είναι σαφές ότι οι πιο πάνω συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς. Επειδή τα σύνολα
(0,8)XN και [0,8) είναι κλειστά υποσύνολα των N και R αντίστοιχα, έχουμε από την
κλειστότητα τηςΠ

r

0
1 ως προς συνεχή αντικατάσταση ότι τα σύνολαA,B είναι κλειστά.

Επιπλέον από τα προηγούμενα έχουμε ότι

P = @N DN @N A_B

Επομένως το P είναι Π
r

0
3 σύνολο.

Όπως έχουμε εξηγήσει στην Ενότητα 3.1 (δείτε τα Παραδείγματα 3.2.1 και 3.2.5)
δεν θα κάνουμε συνήθως αναφορά στις πιο πάνω συναρτήσεις f , g ούτε στα ενδιάμεσα
σύνολα A, B, αλλά θα εφαρμόζουμε κατευθείαν τον πιο πάνω διαγραμματικό συλλογι-
σμό.

Ορισμός 3.3.10 (ΘεμελιώδηΣ
r

0
n σύνολα). Ορίζουμε κάποια σύνολαPn, όπου n ě 2

τα οποία είναι θεμελιώδη για τις κλάσειςΣ
r

0
n. Ο ορισμός γίνεται με επαγωγή στο n αλλά

είναι χρήσιμο να απομονώσουμε τα πρώτα βήματα:

α P P2 ðñ Di0 @j ě i0 α(j) = 0, όπου α P 2N,

β P P3 ðñ Di1 @i0 Dj ě i0 β(i1, j) = 1, όπου β P t0, 1uNˆN,

γ P P4 ðñ Di2 @i1 Di0 @j ě j0 γ(i2, i1, j) = 0, όπου γ P t0, 1uNˆNˆN,

...
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Παρατηρούμε ότι P2 Ď t0, 1u
N, P3 Ď t0, 1u

NˆN και P4 Ď t0, 1u
NˆNˆN. Επιπλέον

για κάθε β P t0, 1uNˆN έχουμε
β P P3 ðñ Di1 βi1 R P2

όπου βi1 : NÑ t0, 1u : βi1(t) = β(i1, t). Όμοια για κάθε γ P t0, 1uNˆNˆN έχουμε
γ P P4 ðñ Di2 γi2 R P3

όπου γi2 : Nˆ NÑ t0, 1u : γi2(t) = γ(i2, t).
Αυστηρά τα σύνολα Pn, n ě 2, είναι υποσύνολα του t0, 1uN

n´1

και ορίζονται με
αναδρομή. Το P2 είναι όπως πιο πάνω και για κάθε x P t0, 1uN

n

ορίζουμε
x P Pn+1 ðñ Di x[i] R Pn

όπου x[i] : Nn´1 Ñ t0, 1u : x[i](t) = x(i, t).
Είναι εύκολο να αποδείξει κανείς με επαγωγή στο n ότι κάθε Pn είναι Σ

r

0
n σύνολο.

(Θεωρούμε κάθε Nk με τη διακριτή τοπολογία.) Θα δούμε αργότερα ότι το Pn δεν είναι
Π
r

0
n υποσύνολο του t0, 1uN

n´1

και μάλιστα ότι ικανοποιεί μια θεμελιώδη ιδιότητα που
αφορά την κλάση Σ

r

0
n (Πρόταση 3.7.11).

Ασκήσεις

Άσκηση 3.3.11. Για κάθε n ě 1 ισχύει
Π
r

0
n+1 =

Ź

N Σ
r

0
n και Σ

r

0
n = cΠ

r

0
n.

Άσκηση 3.3.12. Για κάθε n ě 1 ισχύει
Σ
r

0
n+1 =

Ž

N
(
Ť

kďn Π
r

0
k

)
.

Δηλαδή ένα σύνολο A Ď X είναι Σ
r

0
n+1 αν και μόνο αν υπάρχει ακολουθία (Bi)iPN

υποσυνόλων του X έτσι ώστε για κάθε i υπάρχει ni ď n με Bi P Π
r

0
ni
(X ).

Άσκηση 3.3.13. Κάθε Σ
r

0
n+1 σύνολο μπορεί να γραφεί ως αριθμήσιμη ένωση μιας

αύξουσας ακολουθίας Π
r

0
n συνόλων.

Άσκηση 3.3.14. Χρησιμοποιήστε την κλειστότητα της κλάσης Σ
r

0
2 ως προς DN

ăN

για να δείξετε ότι τα σύνολα Au της Άσκησης 3.2.14 είναι Π
r

0
3.

Άσκηση 3.3.15. Το σύνολο όλων των δένδρων πεπερασμένης διακλάδωσης είναι
Π
r

0
3 υποσύνολο του Tr.
Άσκηση 3.3.16 ([Mos09]-1C.3). Δίνεται μια συνεχής συνάρτηση f : RÑ R. Τότε

τα ακόλουθα σύνολα είναι Π
r

0
3 υποσύνολα του R2 και R αντίστοιχα,

A = t(x, y) P R2 | η f είναι παραγωγίσιμη στο x και f 1(x) = yu

B = tx P R | η f είναι παραγωγίσιμη στο xu.

Άσκηση 3.3.17. Δείξτε την κλειστότητα των κλάσεων Σ
r

0
n (n ě 1) ως προς DN

κατευθείαν από την κλειστότητα των τελευταίων ως προς
Ž

N χωρίς την επίκληση του
Πορίσματος 3.2.9.

Άσκηση 3.3.18. Δείξτε την κλειστότητα των κλάσεων Σ
r

0
n (n ě 1) ως προς Dď και

@ď κατευθείαν από την κλειστότητα των τελευταίων ως προς
Ž

ď και
Ź

ď αντίστοιχα,
χωρίς την επίκληση της Πρόταση 3.2.10.

Άσκηση 3.3.19. Το Λήμμα 3.3.6 αποτυγχάνει για την κλάση Σ
r

0
1 αν αντικαταστή-

σουμε το σύνολο N με τον Πολωνικό χώρο Y = [0, 1].
Μάλιστα για κάθε Πολωνικό χώρο X υπάρχει οικογένεια (Vy)yP[0,1] ανοικτών υπο-

συνόλων του X έτσι ώστε το σύνολο V Ď X ˆ Y με
(x, y) P V ðñ x P Vy

δεν είναι ανοικτό υποσύνολο του X ˆ Y .
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Άσκηση 3.3.20. Θεωρούμε Πολωνικούς χώρους Xi, i P N και έναν φυσικό αριθμό
n ě 1. Τότε για κάθε ακολουθία συνόλων (Ai)iPN με Ai P Σ

r

0
n(Xi), όπου i P N, το

σύνολο
ś

iPN Ai είναι Π
r

0
n+1 υποσύνολο του χώρου γινόμενο X =

ś

iPN Xi.
Επίσης για κάθε m P N το σύνολο A0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Am είναι Σ

r

0
n υποσύνολο του X0 ˆ

¨ ¨ ¨ ˆ Xm.
Διατυπώστε τα ανάλογα συμπεράσματα για ακολουθία συνόλων (Ai)iPN με Ai P

Π
r

0
n(Xi).

Άσκηση 3.3.21. Για κάθε Πολωνικό χώρο X , κάθε μη κενό G Ď X που είναι Πο-
λωνικός υπόχωρος με τη σχετική τοπολογία και κάθε A Ď G έχουμε ότι

A P Σ
r

0
n(G) ðñ υπάρχει B P Σ

r

0
n(X ) με A = GXB

και

A P Π
r

0
n(G) ðñ υπάρχει B P Π

r

0
n(X ) με A = GXB

όπου n ě 1.
Ποιο είναι το αντίστοιχο συμπέρασμα για την κλάση ∆

r

0
n;

3.4. Οι προβολικές κλάσεις συνόλων

Ορισμός 3.4.1 (Ορισμός των προβολικών κλάσεων, [Lus25c], [Lus25b], [Lus25a],
[Sie25], [Mos09]). Ορίζουμε με αναδρομή στο n ě 1 τις εξής κλάσεις συνόλων σε Πο-
λωνικούς χώρους:

Σ
r

1
1 = DNΠ

r

0
1

= οι προβολές κλειστών F Ď X ˆN υπεράνω του X ,
όπου X Πολωνικός χώρος

Π
r

1
1 = cΣ

r

1
1 = τα συμπληρώματα των Σ

r

1
1 συνόλων

και

Σ
r

1
n+1 = DNΠ

r

1
n

= οι προβολές Π
r

1
n συνόλων F Ď X ˆN υπεράνω του X ,

όπου X Πολωνικός χώρος

Π
r

1
n+1 = cΣ

r

1
n+1

= τα συμπληρώματα των Σ
r

1
n+1 συνόλων.

Με άλλα λόγια ένα P Ď X είναι Σ
r

1
1 (ή Σ

r

1
n+1) σύνολο αν και μόνο αν υπάρχει ένα

Π
r

0
1 (ή Π

r

1
n αντίστοιχα) σύνολο Q Ď X ˆN έτσι ώστε για κάθε x P X ,

x P P ðñ Dα (x, α) P Q.

Παίρνοντας τα συμπληρώματα έχουμε ότι ένα P˚ Ď X είναι Π
r

1
1 (ή Π

r

1
n+1) σύνολο

αν και μόνο αν υπάρχει ένα Σ
r

0
1 (ή Σ

r

1
n αντίστοιχα) σύνολο Q˚ Ď X ˆN έτσι ώστε για

κάθε x P X ,
x P P˚ ðñ @α (x, α) P Q˚.

Είναι αρκετά βολικό να θέσουμε

Π
r

1
0 = Π

r

0
1 και Σ

r

1
0 = Σ

r

0
1

έτσι που
Σ
r

1
n = DNΠ

r

1
n´1 και Π

r

1
n = @NΣ

r

1
n´1

για κάθε n ě 1.
Τέλος θέτουμε

∆
r

1
n = Σ

r

1
n XΠ

r

1
n.
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Είναι άμεσο ότι ένα P Ď X ανήκει στη ∆
r

1
n αν και μόνο αν τα σύνολα P και X z P

ανήκουν στη Σ
r

1
n.

Οι κλάσεις Σ
r

1
n λέγονται προβολικές ή αλλιώς κλάσεις του Lusin ενώ οι Π

r

0
n και

Π
r

0
n είναι οι δυϊκές (dual) και αμφίσημες (ambiguous) αντίστοιχα προβολικές κλάσεις.
Η συλλογή των προηγούμενων κλάσεων ονομάζεται ιεραρχία των προβολικών

συνόλων. Με τον όρο ιεραρχία των προβολικών υποσυνόλων του X , όπου X είναι
δοσμένος Πολωνικός χώρος, εννοούμε τη συλλογή όλων των οικογενειών υποσυνόλων
του X που προκύπτουν από τις προηγούμενες κλάσεις.

Τα σύνολα της κλάσηςΣ
r

1
1 ονομάζονται αναλυτικά (analytic) και αυτά της κλάσης

Π
r

1
1 συναλυτικά (coanalytic). Τα σύνολα της κλάσης∆

r

1
1 ονομάζονταιαμφι-αναλυτικά

(bi-analytic).

Λήμμα 3.4.2. Οι κλάσεις Σ
r

1
n, Π

r

1
n και ∆

r

1
n είναι κλειστές ως προς συνεχή αντικατά-

σταση.

Απόδειξη. Όπως και στην απόδειξη του Λήμματος 3.3.4 παρατηρούμε ότι η κλει-
στότητα ως προς συνεχή αντικατάσταση της Σ

r

1
n είναι ισοδύναμη με την κλειστότητα

της Π
r

1
n ως προς συνεχή αντικατάσταση. (Γενικότερα μια κλάση Γ είναι κλειστή ως

προς συνεχή αντικατάσταση αν και μόνο αν η cΓ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικα-
τάσταση.)

Επιπλέον η κλειστότητα της ∆
r

1
n ως προς συνεχή αντικατάσταση είναι άμεση από

την ίδια ιδιότητα των κλάσεων Σ
r

1
n και Π

r

1
n.

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι αν μια κλάση Γ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικα-
τάσταση τότε και η DNΓ έχει την ίδια ιδιότητα. Θεωρούμε Πολωνικούς χώρους X , Y ,
μια συνεχή συνάρτηση f : X Ñ Y και ένα P Ď Y που ανήκει στη DNΓ, όπου η Γ εί-
ναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση. Πρέπει να δείξουμε ότι το σύνολο f´1[P ]
ανήκει στη DNΓ.

Υπάρχει Q Ď X ˆN που ανήκει στη Γ έτσι ώστε P = DNQ. Τότε για κάθε x P X ,

x P f´1[P ] ðñ f(x) P P

ðñ Dα (f(x), α) P Q

ðñ Dα h(x, α) P Q

ðñ Dα(x, α) P h´1[Q],

όπου h(x, α) = (f(x), α). Η h είναι συνεχής συνάρτηση και από την υπόθεσή μας για τη
Γ το σύνολο h´1[Q] ανήκει στη Γ. Από τις πιο πάνω ισοδυναμίες προκύπτει f´1[P ] =
DNh´1[Q] και συνεπώς το f´1[P ] ανήκει στη Γ.

Τέλος δείχνουμε με επαγωγή στο n ě 1 ότι η κλάση Σ
r

1
n είναι κλειστή ως προς συ-

νεχή αντικατάσταση. Για n = 1 έχουμε ότι ηΣ
r

1
1 = DNΠ

r

0
1 είναι κλειστή ως προς συνεχή

αντικατάσταση από τα πιο πάνω και από το ότι η κλάση Π
r

0
1 έχει αυτή την ιδιότητα.

Υποθέτουμε ότι για κάποιο n ě 1 η κλάση Σ
r

0
n είναι κλειστή ως προς συνεχή αντι-

κατάσταση. Επομένως και ηΠ
r

1
n έχει την ίδια ιδιότητα και από τα πιο πάνω το ίδιο ισχύει

και για την Σ
r

1
n+1 = DNΠ

r

1
n. ˝

Το επόμενο βήμα είναι να δείξουμε ότι οι προβολικές κλάσεις ικανοποιούν τις ανά-
λογες συμπεριλήψεις με τις κλάσεις των Borel συνόλων πεπερασμένης τάξης. Ξεκινάμε
με ένα βοηθητικό αποτέλεσμα.

Λήμμα 3.4.3. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε κλειστό F Ď X έχουμε F P

∆
r

1
1(X ).

(Το προηγούμενο επεκτείνεται πέραν των κλειστών συνόλων, δείτε το Πόρισμα
3.4.7.)
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∆
r

1
1(X )

Ď

Ď

Σ
r

1
1(X )

Π
r

1
1(X )

Ď

Ď

∆
r

1
2(X )

Ď

Ď

Σ
r

1
2(X )

Π
r

1
2(X )

Ď

Ď

. . .

Ď

Ď

∆
r

1
n(X )

Ď

Ď

Σ
r

1
n(X )

Π
r

1
n(X )

Ď

Ď

. . .

Διάγραμμα 2. Η ιεραρχία των προβολικών υποσυνόλων του X .

Απόδειξη. Έστω X Πολωνικός χώρος και F Ď X κλειστό. Θεωρούμε το Q =
F ˆN και τότε για κάθε x P X ,

x P F ðñ Dα (x, α) P Q.

Το Q είναι προφανώς κλειστό σύνολο, επομένως το F είναι DNΠ
r

0
1 = Σ

r

1
1 σύνολο.

Το F , ως κλειστό, είναι επίσης Gδ σύνολο επομένως υπάρχει ακολουθία (Vn)nPN
από ανοικτά υποσύνολα του X με F =

Ş

nPN Vn. Θεωρούμε το σύνολο
V = t(x, α) P X ˆN | x P Vα(0)u.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι το V είναι ανοικτό υποσύνολο του X ˆN . Επιπλέον
για κάθε x P X ,

x P F ðñ @n x P Vn

ðñ @α x P Vα(0)

ðñ @α (x, α) P V.

Συνεπώς το F είναι @NΣ
r

0
1 = Π

r

1
1 σύνολο. ˝

Πρόταση 3.4.4. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε n ě 1 έχουμε
∆
r

1
n(X ) Ď Σ

r

1
n(X ) Ď∆

r

1
n+1(X )

και επομένως ισχύει επίσης
∆
r

1
n(X ) Ď Π

r

1
n(X ) Ď∆

r

1
n+1(X ).

Δείτε το Διάγραμμα 2.

Απόδειξη. Προφανώς οι εγκλεισμοί στη δεύτερη σειρά προκύπτουν από αυτούς
της πρώτης σειράς παίρνοντας συμπληρώματα. Επιπλέον ο εγκλεισμός∆

r

1
n(X ) Ď Σ

r

1
n(X )

είναι προφανής -όπως φυσικά και ο∆
r

1
n(X ) Ď Π

r

1
n(X ). Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι

Σ
r

1
n(X ) Ď∆

r

1
n+1(X ).

Αρχικά δείχνουμε ότιΣ
r

1
n(X ) Ď Π

r

1
n+1(X ). Θεωρούμε P Ď X που ανήκει στηνΣ

r

1
n

και Q Ď ˆX ˆN που ανήκει στη Π
r

1
n´1 έτσι ώστε P = DNQ. Θέτουμε
R = QˆN

και ισχυριζόμαστε ότι τοR είναι επίσηςΠ
r

1
n´1 σύνολο. Για κάθε (x, α, β) P X ˆN ˆN

έχουμε
(x, α, β) P R ðñ (x, α) P Q

και το R ανήκει στην Π
r

1
n´1 λόγω της κλειστότητας της τελευταίας ως προς συνεχή

αντικατάσταση, δείτε το Λήμμα 3.4.2.
Επιπλέον για κάθε x P X έχουμε

x P P ðñ Dα (x, α) P Q

ðñ @β Dα (x, α, β) P R.

Άρα το P ανήκει στην κλάση @N DNΠ
r

1
n´1 = @NΣ

r

1
n = Π

r

1
n+1.
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Έπειτα δείχνουμε με επαγωγή στο n ě 1 ότι για κάθε Πολωνικό χώρο X ισχύει
Σ
r

1
n(X ) Ď Σ

r

1
n+1(X ). Με βάση αυτό και τις προηγούμενες συμπεριλήψεις έχουμε το

ζητούμενο.
Για n = 1, θεωρούμε έναν Πολωνικό χώροX και P Ď X που ανήκει στηΣ

r

1
1. Πρέπει

να δείξουμε ότι ανήκει στην κλάσηΣ
r

1
2. Υπάρχει κλειστό σύνολο F Ď X ˆN έτσι ώστε

P = DNF .
Δείξαμε ότι το F ως κλειστό είναι Π

r

1
1 υποσύνολο του X ˆ N (Πρόταση 3.4.3).

Επομένως το P είναι DNΠ
r

1
1 = Σ

r

1
2 υποσύνολο του X .

Υποθέτουμε ότι για κάποιο n ě 1 και κάθε Πολωνικό χώρο X ισχύει
Σ
r

1
n(X ) Ď Σ

r

1
n+1(X ), ισοδύναμα Π

r

1
n(X ) Ď Π

r

1
n+1(X ).

Έστω X Πολωνικός χώρος και έναΣ
r

1
n+1 σύνολο P Ď X . Δείχνουμε ότι το P είναι

Σ
r

1
n+2 υποσύνολο του X . Από τον ορισμό υπάρχει ένα Π

r

1
n σύνολο Q Ď X ˆ N με

P = DNQ. Από την Επαγωγική Υπόθεση εφαρμοσμένη στον χώρο X ˆ N το Q είναι
Π
r

1
n+1 σύνολο. Συνεπώς το P είναι DNΠ

r

1
n+1 = Σ

r

1
n+2 υποσύνολο του X . ˝

Όπως οι κλάσεις Borel συνόλων πεπερασμένης τάξης έτσι και οι προβολικές κλάσεις
ικανοποιούν την ιδιότητα (3.3) της Πρότασης 3.2.8. Στο επόμενο λήμμα αποδεικνύουμε
αυτή την ιδιότητα μαζί με τον αντίστροφο ισχυρισμό (αντίστοιχο της Παρατήρησης
3.3.5).

Λήμμα 3.4.5. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X έναν φυσικό n ě 1 και μια ακο-
λουθία (Ps)sPN από υποσύνολα X που ανήκουν στην Σ

r

1
n. Τότε το σύνολο

P = t(x, s) P X ˆ N | x P Psu

ανήκει στην Σ
r

1
n.

Αντίστροφα για κάθε R P Σ
r

1
n(X ˆ N) και κάθε s P N το σύνολο

Rs = tx P X | (x, s) P Ru

ανήκει στην Σ
r

1
n.

Επιπλέον ισχύουν τα ίδια αν αντικαταστήσουμε την Σ
r

1
n με την Π

r

1
n.

Απόδειξη. Δείχνουμε το ζητούμενο με επαγωγή στο n ě 1 και για κάθε Πολωνικό
χώρο X . Για n = 1 θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X , μια ακολουθία (Ps)sPN από Σ

r

1
1

υποσύνολα του X και μια ακολουθία (Qs)sPN κλειστών υποσυνόλων του X ˆ N με
Ps = D

NQs για κάθε s P N. Θεωρούμε επίσης το σύνολο P της εκφώνησης.
Από το Λήμμα 3.3.6 το

Q = t(x, α, s) P X ˆ N | (x, α) P Qsu

είναι κλειστό σύνολο. Επιπλέον για κάθε x, s,
(x, s) P P ðñ x P Ps

ðñ Dα (x, α) P Qs

ðñ Dα P (x, α, s) P Q.

Άρα το P είναι Σ
r

1
1 σύνολο.

Υποθέτουμε ότι για κάποιο n ě 1 έχουμε ότι για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε
ακολουθία (Ps)sPN απόΣ

r

1
n υποσύνολα του X το σύνολο P της εκφώνησης ανήκει στην

κλάση Σ
r

1
n. Δείχνουμε το ίδιο για το n+ 1.

Έστω X Πολωνικός χώρος και (Ps)sPN μια ακολουθία από Σ
r

1
n+1 υποσύνολα του

X . Παίρνουμε μια ακολουθία (Qs)sPN από Π
r

1
n υποσύνολα X ˆ N με Ps = DNQs για

κάθε s P N.
Από την Επαγωγική Υπόθεση εφαρμοσμένη στον Πολωνικό χώρο X ˆN και στην

ακολουθία Σ
r

1
n συνόλων

(
(X ˆN ) z Qs

)
sPN το σύνολο Q Ď X ˆN ˆ N με

(x, α, s) P Q ðñ (x, α) P Qs
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είναι Π
r

1
n. Όπως πιο πάνω για κάθε x, s έχουμε

(x, s) P P ðñ x P Ps

ðñ Dα (x, α) P Qs

ðñ Dα P (x, α, s) P Q.

Άρα το P είναι Σ
r

1
n+1 σύνολο.

Ο δεύτερος ισχυρισμός για το αντίστροφο (σύνολαR καιRs) αποδεικνύεται όμοια
με την Παρατήρηση 3.3.5.

Τέλος οι ισχυρισμοί για την κλάσηΠ
r

1
n προκύπτουν από τους αντίστοιχους για την

κλάση Σ
r

1
n παίρνοντας τα συμπληρώματα. ˝

Θεώρημα 3.4.6 (Οι Θεμελιώδεις Ιδιότητες Κλειστότητας των κλάσεων του Lusin,
[Sie28], [Mos09]). Οι κλάσεις Σ

r

1
n, Π

r

1
n και ∆

r

1
n, n ě 1, είναι κλειστές ως προς συνεχή

αντικατάσταση και τους τελεστές _, &, Dď,@ď,
Ž

ď ,
Ź

ď , DN, @N,
Ž

N ,
Ź

N .

Οι κλάσεις Σ
r

1
n είναι επιπλέον κλειστές ως προς τον τελεστή DY και οι Π

r

1
n ως προς

τον @Y για κάθε Πολωνικό χώρο Y . Οι κλάσεις ∆
r

1
n είναι επιπλέον κλειστές ως προς τον

τελεστή του συμπληρώματος c.

Απόδειξη. Η κλειστότητα ως προς συνεχή αντικατάσταση έχει δειχθεί στο Λήμμα
3.4.2.

Ως συνήθως οι ιδιότητες κλειστότητας των κλάσεων Σ
r

1
n δίνουν τις αντίστοιχες

για τις κλάσεις Π
r

1
n και κατά συνέπεια και για τις ∆

r

1
n. Επιπλέον είναι σαφές ότι οι

τελευταίες είναι κλειστές ως προς το συμπλήρωμα. Επομένως δείχνουμε τις ζητούμενες
ιδιότητες για τις Σ

r

1
n.

Αν δείξουμε ότι οιΣ
r

1
n είναι κλειστές ως προς

Ž

N τότε θα έχουμε και κλειστότητα
ως προς πεπερασμένη ένωση (υποσυνόλων του ίδιου χώρου), γιατί το κενό σύνολο ανή-
κει σε όλες αυτές τις κλάσεις. Δηλαδή θα έχουμε και την κλειστότητα ως προς

Ž

ď και
_. Επιπλέον από την Άσκηση 3.4.12 (που είναι εφαρμογή του Λήμματος 3.4.5) η κλει-
στότητα ως προς

Ž

N και
Ž

ď είναι ισοδύναμη με την κλειστότητα ως προς DN και Dď

αντίστοιχα.
Με όμοια συλλογιστική έχουμε επίσης ότι η κλειστότητα των Σ

r

1
n ως προς

Ź

N
συνεπάγεται και την κλειστότητα ως προς

Ź

ď και & χρησιμοποιώντας ότι κάθε Πολω-
νικός χώρος X ανήκει σε όλες αυτές τις κλάσεις. Επιπλέον πάλι από την Άσκηση 3.4.12
η κλειστότητα ως προς

Ź

N και
Ź

ď είναι ισοδύναμη με την κλειστότητα ως προς @N
και @ď αντίστοιχα.

Επομένως αρκεί να δείξουμε την κλειστότητα των κλάσεων Σ
r

1
n ως προς DN, @N και

DY , όπου Y είναι τυχαίος Πολωνικός χώρος.
Υπενθυμίζουμε τη συνάρτηση κωδικοποίησης x ¨ y από το (2.7) και τους συμβολι-

σμούς

α˚ = (α(1), . . . , α(n), . . . ) P N
(α)i = (α(xi, 0y), α(xi, 1y), . . . , α(xi, ty), . . . ) P N .

από τα (2.9), και (2.12) αντίστοιχα, όπου i P N και α P N . Όπως έχουμε πει οι συναρ-
τήσεις (α ÞÑ α˚) και ((i, α) ÞÑ (α)i) είναι συνεχείς (Άσκηση 2.3.18.)

Παρατηρούμε ότι για κάθε ακολουθία (αi)iPN από στοιχεία του N μπορούμε να
βρούμε ένα α P N με την ιδιότητα (α)i = αi για κάθε i P N. Μια τέτοια επιλογή α είναι
η

α(xi, ty) = αi(t) και α(k) = 0, αν k ‰ xi, ty για κάθε i, t.
Αρχικά δείχνουμε ότι κάθε κλάση Σ

r

1
n, n ě 1, είναι κλειστή ως προς DN. Θεωρούμε

n ě 1, ένα Σ
r

1
n σύνολο P Ď X ˆ N και ένα Π

r

1
n´1 σύνολο Q Ď X ˆ N ˆN έτσι ώστε
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P = DNQ. Για κάθε x P X έχουμε

x P DNP ðñ Di (x, i) P P

ðñ Di Dα (x, i, α) P Q

ðñ Dβ (x, β(0), β˚) P Q,

όπου πιο πάνω παίρνουμε β = (i, α(0), α(1), . . . ). Αφού η κλάση Π
r

1
n´1 είναι κλειστή

ως προς συνεχή αντικατάσταση προκύπτει από την τελευταία ισοδυναμία ότι το σύνολο
DNP ανήκει στην κλάση DNΠ

r

1
n´1 = Σ

r

1
n.

Επομένως οι κλάσειςΣ
r

1
n, n ě 1 είναι κλειστές ως προς DN. Για την κλειστότητα ως

προς @N, θεωρούμε ένα n ě 1 και P , Q όπως πιο πάνω. Για κάθε x P X έχουμε

x P @NP ðñ @i (x, i) P P

ðñ @i Dα (x, i, α) P Q

ðñ Dα@i (x, i, (α)i) P Q.

Για την τελευταία ισοδυναμία αν για κάθε i υπάρχει κάποιο α ” αi με (x, i, αi) P Q
τότε μπορούμε μπορούμε να επιλέξουμε έναα P N με (α)i = αi για κάθε i, όπως έχουμε
εξηγήσει πιο πάνω. Τότε θα έχουμε (x, i, (α)i) P Q για κάθε i.

Από την τελευταία ισοδυναμία προκύπτει ότι το σύνολο @NP ανήκει στην κλάση
DN@NΠ

r

1
n´1. Όπως έχουμε δείξει πιο πάνω η κλάσηΣ

r

1
n´1 είναι κλειστή ως προς DN. (Για

n = 1 το ζητούμενο προκύπτει από τις ιδιότητες κλειστότητας της κλάσης Σ
r

1
0 = Σ

r

0
1,

δείτε το Θεώρημα 3.3.8.) Παίρνοντας το συμπλήρωμα η Π
r

1
n´1 είναι κλειστή ως προς

@N. Επομένως το σύνολο @NP ανήκει στην κλάση DN@NΠ
r

1
n´1 = DNΠ

r

1
n´1 = Σ

r

1
n.

Τέλος δείχνουμε την κλειστότητα των Σ
r

1
n ως προς DY όπου Y Πολωνικός χώρος.

Θεωρούμε n ě 1, ένα Σ
r

1
n σύνολο P Ď X ˆY , και ένα Π

r

1
n´1 σύνολο Q Ď X ˆY ˆN .

Πρέπει να δείξουμε ότι το DYP ανήκει στην κλάση Σ
r

1
n. Στην περίπτωση όπου Y = N

έχουμε για κάθε x P X ,

x P DNP ðñ Dα (x, α) P P

ðñ Dα Dβ (x, α, β) P Q

ðñ Dγ (x, (γ)0, (γ)1) P Q.

Επομένως το σύνολο DNP ανήκει στην κλάση DNΠ
r

1
n´1 = Σ

r

1
n. Αυτό δείχνει την

κλειστότητα της Σ
r

1
n ως προς DN . Στη γενική περίπτωση ενός Πολωνικού χώρου Y θε-

ωρούμε έναν συνεχή επιμορφισμό π : N ↠ Y (Θεώρημα 2.3.7) και για κάθε x P X
έχουμε

x P DYP ðñ Dy (x, y) P P

ðñ Dα (x, π(α)) P P,

όπου στην τελευταία ισοδυναμία χρησιμοποιήσαμε ότι η π είναι επί. Από την κλειστό-
τητα της κλάσης Σ

r

1
n ως προς συνεχή αντικατάσταση προκύπτει ότι το σύνολο DYP

ανήκει στην DNΣ
r

1
n. Όπως είδαμε προηγουμένως ηΣ

r

1
n είναι κλειστή ως προς DN άρα το

DYP ανήκει στην Σ
r

1
n. ˝

Τα ακόλουθα πορίσματα είναι άμεσα από τις ιδιότητες κλειστότητας των προβο-
λικών κλάσεων. Το πρώτο από αυτά δίνει τη σχέση συμπερίληψης των κλάσεων Borel
συνόλων πεπερασμένης τάξης και των προβολικών κλάσεων.

Πόρισμα 3.4.7. Για κάθε Πολωνικό χώρο X έχουμε

Σ
r

0
n(X ) Ď∆

r

1
1(X ) ισοδύναμα Π

r

0
n(X ) Ď∆

r

1
1(X ).

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή στο n ě 1. H περίπτωση n = 1 είναι το
Λήμμα 3.4.3. Αφήνουμε το επαγωγικό βήμα για άσκηση (Άσκηση 3.4.10) . ˝
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Πόρισμα 3.4.8 (Ισοδύναμος ορισμός των κλάσεων Σ
r

1
n). Για κάθε n ě 1 η κλάση

Σ
r

1
n αποτελείται ακριβώς από τις συνεχείς εικόνες Π

r

1
n´1 συνόλων.

Απόδειξη. Κάθε Σ
r

1
n σύνολο είναι προβολή (και επομένως είναι συνεχής εικόνα)

ενός Π
r

1
n´1 συνόλου, επομένως πρέπει να δείξουμε το αντίστροφο. Έστω f : X Ñ Y

συνεχής και Q Ď X το οποίο είναι Π
r

1
n´1. Πρέπει να δείξουμε ότι η εικόνα f [Q] είναι

Σ
r

1
n σύνολο. Πράγματι, για κάθε y P Y έχουμε

y P f [Q] ðñ Dx (x P Q & f(x) = y)

ðñ Dx (x P Q & (x, y) P Graph(f))

Το γράφημα της f είναι κλειστό σύνολο και επομένως από την Πρόταση 3.4.4 (και
την απόδειξή της) είναιΠ

r

1
n´1 σύνολο. Από το Θεώρημα 3.4.6 (Ιδιότητες Κλειστότητας

των κλάσεων του Lusin) η κλάση Π
r

1
n´1 είναι κλειστή ως προς &. Στην περίπτωση όπου

n = 1 αυτό προκύπτει από τις ιδιότητες κλειστότητας των κλειστών συνόλων.
Με βάση την τελευταία από τις πιο πάνω ισοδυναμίες καταλήγουμε ότι f [Q] = DXR

όπου τοR είναι έναΠ
r

1
n´1 υποσύνολο τουYˆX . Συνεπώς το f [Q] είναιΣ

r

1
n υποσύνολο

του Y . ˝

Πόρισμα 3.4.9. Η συνεχής εικόνα Σ
r

1
n συνόλου είναι Σ

r

1
n σύνολο.

Απόδειξη. Αφήνεται στην Άσκηση 3.4.11. ˝

Ασκήσεις

Άσκηση 3.4.10. Συμπληρώστε την απόδειξη του Πορίσματος 3.4.7: για κάθε Πο-
λωνικό χώρο X και κάθε n ě 1 η οικογένεια Σ

r

0
n(X ) περιέχεται στην ∆

r

1
1(X ).

Άσκηση 3.4.11. Κάθε κλάση Σ
r

1
n είναι κλειστή ως προς συνεχείς εικόνες.

Άσκηση 3.4.12. Αν η Γ είναι οποιαδήποτε από τις κλάσεις Σ
r

1
n και Π

r

1
n, n ě 1,

τότε ο ισχυρισμός πως η Γ είναι κλειστή ως προς
Ž

N και
Ž

ď είναι ισοδύναμος με τον
ισχυρισμό ότι η Γ είναι κλειστή ως προς DN και Dď αντίστοιχα. Όμοια ο ισχυρισμός πως
η Γ είναι κλειστή ως προς

Ź

N και
Ź

ď είναι ισοδύναμος με τον ισχυρισμό ότι η Γ είναι
κλειστή ως προς @N και @ď αντίστοιχα.

Άσκηση 3.4.13. Θεωρούμε μια κλάση συνόλων Γ που περιέχει τα κλειστά σύνολα,
και είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση όπως επίσης ως προς τον τελεστή &.
Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Η Γ είναι κλειστή ως προς DN .
(ii) Η Γ είναι κλειστή ως προς DY για όλους τους Πολωνικούς χώρους Y .
(iii) Η Γ είναι κλειστή ως προς συνεχείς εικόνες.

Συμπεράνετε ότι ο ισχυρισμός πως η Σ
r

1
n είναι κλειστή ως προς DY για κάθε Πολω-

νικό χώροY είναι ισοδύναμος με τον ισχυρισμό ότι ηΣ
r

1
n είναι κλειστή ως προς συνεχείς

εικόνες, όπου n ě 1.

Άσκηση 3.4.14. Αν η Γ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση τότε και οι
κλάσεις cΓ,

Ž

N Γ, DY είναι επίσης κλειστές ως προς συνεχή αντικατάσταση.

Άσκηση 3.4.15. Δείξτε το ανάλογο με την Άσκηση 3.3.21 για τις προβολικές κλά-
σεις συνόλων:

Για κάθε Πολωνικό χώρο X , κάθε μη κενό G Ď X , το οποίο είναι Πολωνικός υπό-
χωρος με τη σχετική τοπολογία και κάθε A Ď G έχουμε ότι

A P Σ
r

1
n(G) ðñ υπάρχει B P Σ

r

1
n(X ) με A = GXB

και

A P Π
r

1
n(G) ðñ υπάρχει B P Π

r

1
n(X ) με A = GXB
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όπου n ě 1.
Ποιο είναι το αντίστοιχο συμπέρασμα για την κλάση ∆

r

1
n;

3.5. Μετρησιμότητα συνάρτησης ως προς κλάση

Η επόμενη έννοια γενικεύει αυτήν της συνεχούς συνάρτησης και σχετίζεται με τη
Θεωρία Μέτρου και Ολοκλήρωσης.

Ορισμός 3.5.1. Δίνεται μια κλάση συνόλων Γ και μια συνάρτηση f : X Ñ Y , όπου
X , Y είναι Πολωνικοί χώροι. Η f λέγεται Γ-μετρήσιμη αν για κάθε ανοικτό σύνολο
U Ď Y έχουμε f´1[U ] P Γ(X ).

Για παράδειγμα οι Σ
r

0
1-μετρήσιμες συναρτήσεις είναι ακριβώς αυτές που αντιστρέ-

φουν ανοικτά σύνολα σε ανοικτά, δηλαδή είναι οι συνεχείς συναρτήσεις. Το μεγαλύτερο
ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι Γ-μετρήσιμες συναρτήσεις όπου η Γ είναι κλειστή ως προς
Ž

N . Μάλιστα σε πολλές περιπτώσεις η Γ είναι κάποια από τις κλάσεις Σ
r

0
n και ∆

r

1
n. Σε

αυτές τις κλάσεις αρκεί να ελέγξουμε την αντίστροφη εικόνα των συνόλων μιας αριθ-
μήσιμης βάσης για να έχουμε Γ-μετρησιμότητα:

Παρατήρηση 3.5.2. Αν μια κλάση Γ είναι κλειστή ως προς
Ž

N , X , Y είναι Πο-
λωνικοί χώροι, και V = tVs | s P Nu είναι μια αριθμήσιμη βάση για την τοπολογία του
Y , τότε μια συνάρτηση f : X Ñ Y είναι Γ-μετρήσιμη αν και μόνο αν για κάθε s P N
έχουμε f´1[Vs] P Γ(X ).

Η απόδειξη της προηγούμενης παρατήρησης είναι άμεση και παραλείπεται.
Στην περίπτωση των προβολικών κλάσεων η μετρησιμότηταως προς την κλάση είναι

ισοδύναμη με τη μετρησιμότητα ως προς τη δυϊκή και ως προς την αμφίσημη κλάση.

Πρόταση 3.5.3. Για κάθε n ě 1 και κάθε f : X Ñ Y τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Η f είναι Σ

r

1
n-μετρήσιμη.

(ii) Η f είναι Π
r

1
n-μετρήσιμη.

(iii) Η f είναι ∆
r

1
n-μετρήσιμη.

Απόδειξη. Αρχικά δείχνουμε ότι τα (i) και (ii) είναι ισοδύναμα. Για τη συνεπαγωγή
(i) ùñ (ii) έχουμε κάθε κλειστό C Ď Y το σύνολο f´1[C] είναι Π

r

1
n υποσύνολο του X ,

γιατί
X z f´1[C] = f´1[Y zC] = f´1[V ] P Σ

r

0
n(X )

όπου το V = Y z C είναι ανοικτό.
Επομένως έχουμε ότι η f αντιστρέφει τα κλειστά υποσύνολα του Y σε Π

r

1
n υπο-

σύνολα του X . Τώρα αν έχουμε ένα ανοικτό U Ď Y το U είναι ειδικότερα Fσ-σύνολο,
δηλαδή υπάρχει ακολουθία κλειστών συνόλων (Ci)iPN με U =

Ť

iPN Ci. Επομένως

f´1[U ] = f´1[
Ť

iPN Ci] =
Ť

nPN f´1[Ci].

Αφού κάθε f´1[Ci] είναι Π
r

0
n υποσύνολο του X έχουμε από την κλειστότητα της

Π
r

1
n ως προς

Ž

N ότι και το f´1[U ] είναι Π
r

0
n υποσύνολο του X . Άρα η f είναι ∆

r

0
n-

μετρήσιμη.
Η συνεπαγωγή (ii) ùñ (i) αποδεικνύεται όμοια. Αν η f είναι ∆

r

0
n-μετρήσιμη τότε

για κάθε κλειστό σύνολο C Ď Y το f´1[C] είναι Σ
r

1
n υποσύνολο του X . Επομένως

γράφοντας κάθε ανοικτό U Ď Y ως αριθμήσιμη ένωση κλειστών συνόλων και χρησιμο-
ποιώντας την κλειστότητα τηςΣ

r

0
n ως προς

Ž

N , βλέπουμε όπως πιο πάνω ότι το f´1[U ]
είναι Σ

r

0
n υποσύνολο του X .

Η συνεπαγωγή (iii) ùñ (i) είναι προφανής αφού∆
r

1
n(X ) Ď Σ

r

1
n(X ). Για την (i) ùñ

(iii) χρησιμοποιούμε την ισοδυναμία των (i) και (ii): αν η f αντιστρέφει τα ανοικτά υπο-
σύνολα του Y σε Σ

r

0
n υποσύνολα του X , τότε θα αντιστρέφει τα ανοικτά και σε Π

r

0
n

σύνολα. Συνεπώς θα αντιστρέφει τα ανοικτά και σε ∆
r

0
n υποσύνολα του X . ˝
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Επίσης στην περίπτωση των προβολικών κλάσεων η μετρησιμότητα μπορεί να χα-
ρακτηριστεί με τη βοήθεια του γραφήματος της συνάρτησης.

Πρόταση 3.5.4. Για κάθε n ě 1 και κάθε συνάρτηση f : X Ñ Y μεταξύ Πολωνικών
χώρων τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(1) H f είναι Σ
r

1
n-μετρήσιμη.

(2) Το γράφημα Graph(f) της f είναι ∆
r

1
n σύνολο.

(3) Το γράφημα Graph(f) της f είναι Σ
r

1
n σύνολο.

Απόδειξη. Για την κατεύθυνση (1) ùñ (2) θεωρούμε μια αριθμήσιμη βάση (Vs)sPN
του Y . Για κάθε x, y έχουμε

(x, y) P Graph(f) ðñ @s (y P Vs ÝÑ f(x) P Vs)

ðñ @s (y R Vs _ f(x) P Vs).

Αν η f είναιΣ
r

1
n-μετρήσιμη έχουμε από τηνΠρόταση 3.5.3 ότι η f είναι και∆

r

1
n-μετρήσιμη.

Από τις προηγούμενες ισοδυναμίες και τις ιδιότητες κλειστότητας της κλάσης ∆
r

1
n το

γράφημα Graph(f) της f είναι ∆
r

1
n υποσύνολο του X ˆ Y .

Η κατεύθυνση (2) ùñ (3) είναι προφανής.
Για την κατεύθυνση (3) ùñ (1) έχουμε για κάθε ανοικτό U Ď Y και κάθε x P X ,

x P f´1[U ] ðñ f(x) P U

ðñ Dy ((x, y) P Graph(f) & y P U).

Αυτό δείχνει ότι το f´1[U ] είναι DYΣ
r

1
n Ď Σ

r

1
n υποσύνολο του X . ˝

Η αντίστροφη εικόνα ενός Σ
r

0
m συνόλου υπό μια συνεχή συνάρτηση είναι επίσης

Σ
r

0
m σύνολο (κλειστότητα Σ

r

0
m ως προς συνεχή αντικατάσταση). Το αντίστοιχο αποτέ-

λεσμα για τις Σ
r

0
n-μετρήσιμες συναρτήσεις είναι το ακόλουθο.

Πρόταση 3.5.5. Για κάθε φυσικούς αριθμούς n,m ě 1, αν η f : X Ñ Y είναι
Σ
r

0
n-μετρήσιμη και το P Ď Y είναι Σ

r

0
m σύνολο τότε το f´1[P ] είναι Σ

r

0
n+m´1 υποσύνολο

του X .
Ειδικότερα η αντίστροφη εικόνα ενός Σ

r

0
m συνόλου κάτω από μια συνεχή συνάρτηση

είναι Σ
r

0
m σύνολο.

Απόδειξη. Με επαγωγή στο m ě 1. Για m = 1 το ζητούμενο είναι άμεσο από
τον ορισμό της Σ

r

0
n-μετρησιμότητας. Υποθέτουμε ότι ισχύει ο ισχυρισμός για κάποιο

m ě 1 και θεωρούμε ένα P Ď Y που είναι Σ
r

0
m+1 σύνολο. Τότε P =

Ť

iPN Qi όπου
Qi P Π

r

0
m(X ) για κάθε i P N. Από την Επαγωγική Υπόθεση το f´1[Qi] είναι Π

r

0
n+m´1

υποσύνολο του X για κάθε i, οπότε το σύνολο f´1[P ] =
Ť

iPN f´1[Qi] P
Ž

N ανήκει
στην

Ž

N Π
r

0
n+m´1 = Σ

r

0
n+m = Σ

r

0
n+(m+1)´1.

Ο δεύτερος ισχυρισμός προκύπτει από αυτό που αποδείξαμε παίρνοντας n = 1. ˝

Πρόταση 3.5.6. Αν η f : X Ñ Y είναι Σ
r

0
n-μετρήσιμη και αν η g : Y Ñ Z είναι

Σ
r

0
m-μετρήσιμη, τότε η σύνθεση g ˝ f : X Ñ Z είναι Σ

r

0
n+m´1-μετρήσιμη.

Ειδικότερα η σύνθεση μιας συνεχούς συνάρτησης με μια Σ
r

0
k-μετρήσιμη συνάρτηση

είναι Σ
r

0
k-μετρήσιμη.

Απόδειξη. Θεωρούμε ένα ανοικτό U Ď Z . Τότε το σύνολο P = g´1[U ] είναι Σ
r

0
m

υποσύνολο του Y και επομένως από την Πρόταση 3.5.5 η αντίστροφη εικόνα

f´1[P ] = f´1[g´1[U ]] = (g ˝ f)´1[U ]

είναι Σ
r

0
n+m´1 υποσύνολο του X .

Για να δούμε τον δεύτερο ισχυρισμό παίρνουμε n = 1 ήm = 1 ανάλογα με το ποια
από τις f και g είναι συνεχής. ˝
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Στο επόμενο κεφάλαιο θα δούμε ότι υπάρχει μια βαθιά σύνδεση ανάμεσα στη Σ
r

0
n-

μετρησιμότητα συναρτήσεων και τα κατά σημείο όρια ακολουθιών συναρτήσεων (Θεώ-
ρημα ??).

Όπως έχουμε δείξει κάθε Πολωνικός χώροςX είναι συνεχής εικόνα τουN , επιπλέον
δεν είναι σωστό ότι αντί του χώρου του Baire θα μπορούσαμε να είχαμε για παράδειγμα
τον R. Το πρόβλημα στο τελευταίο βρίσκεται στη συνέχεια της συνάρτησης, καθώς
κάθε συνεχής συνάρτηση π : R Ñ N είναι αναγκαστικά σταθερή (Άσκηση 2.6.16)
και επομένως δεν μπορεί να είναι επιμορφισμός. Θα δείξουμε στα επόμενα βήματα ότι
αν αντικαταστήσουμε τη συνέχεια με την πιο ασθενή συνθήκη τηςΣ

r

0
2-μετρησιμότητας

τότε δεν υπάρχει κανένα πρόβλημα: κάθε Πολωνικός χώρος είναι η εικόνα του R (ή
ενός οποιουδήποτε υπαραριθμήσιμου Πολωνικού χώρου) κάτω από μια Σ

r

0
2-μετρήσιμη

συνάρτηση.

Λήμμα 3.5.7. Υπάρχει Σ
r

0
2-μετρήσιμη και επί συνάρτηση g : 2N ↠ N .

Απόδειξη. Θα εφαρμόσουμε την ιδέα της Άσκησης 2.3.19. Ξεκινάμε με μια πρό-
σθετη ορολογία που θα χρησιμοποιήσουμε ειδικά για αυτή την απόδειξη. Αν έχουμε ένα
γ P 2N για το οποίο γ(n) = 1 για άπειρα το πλήθος n P N τότε μπορούμε να γράψουμε
το γ ως την παράθεση πεπερασμένων ακολουθιών της μορφής (0)kn ακολουθούμενα από
μονάδες,

γ = (0)k0 ˚ (1) ˚ (0)k1 ˚ (1) ˚ . . . ˚ (0)kn ˚ (1) ˚ . . .(3.5)

Υπενθυμίζουμε ότι kn = 0 σημαίνει πως η (0)kn είναι η κενή ακολουθία. Μάλιστα
αυτά τα kn είναι μοναδικά και προφανώς εξαρτώνται από το γ. Για την ακρίβεια ισχύει
(k0, k1, . . . , kn, . . . ) = f´1(γ) όπου η f είναι ο μονομορφισμός της Άσκησης 2.3.19.

Το πιο πάνω (0)kn θα το αποκαλούμε το n-μπλοκ της γ. Σε αυτή την περίπτωση
όπου έχουμε γ(n) = 0 για άπειρα το πλήθος n P N Θα λέμε ότι το γ έχει άπειρα μπλοκ.

Όταν το γ είναι τελικά μηδέν τότε υπάρχουν μοναδικά k0, . . . , kn´1 P N με

γ = (0)k0 ˚ (1) ˚ . . . ˚ (0)kn´1 ˚ (1) ˚ (0, 0, 0, . . . ).(3.6)

(Αν n = 0 πιο πάνω εννοούμε ότι γ = (0, 0, 0, . . . )). Σε αυτή την περίπτωση θα λέμε ότι
το γ έχειn το πλήθος μπλοκ και όπως με πριν θα αποκαλούμε την πεπερασμένη ακολουθία
(0)ki το t-μπλοκ της γ για κάθε i ă n.

Ορίζουμε τη συνάρτηση g : 2N Ñ N ως εξής. Αν το γ P 2N έχει άπειρα το πλήθος
μπλοκ ορίζουμε

g(γ) = (k0, k1, . . . , kn, . . . ) = f´1(γ),

όπου τα kn είναι όπως στην (3.5) και η f όπως στην Άσκηση 2.3.19. Αν το γ έχει n το
πλήθος μπλοκ τότε ορίζουμε

g(γ) = (k0, . . . , kn´1, 0, 0, . . . ),

όπου τα k0, . . . , kn´1 είναι όπως στην (3.6).
Η συνάρτηση g είναι εύκολα επιμορφισμός: για κάθε α = (k0, k1, . . . , kn, . . . ) P N

έχουμε g(γ) = α, όπου το γ είναι όπως στην (3.5).
Απομένει να δείξουμε ότι η g είναιΣ

r

0
2-μετρήσιμη. Με εφαρμογή της Παρατήρησης

3.5.2 αρκεί να δείξουμε ότι η αντίστροφη εικόνα g´1[Nu] είναι Σ
r

0
2 υποσύνολο του 2N

για κάθε u P NăN. Προφανώς κάθε Nu είναι πεπερασμένη τομή συνόλων της μορφής
Vt,k = tα P N | α(t) = ku, συγκεκριμένα Nu =

Ş

tă|u| Vt,u(t), όπου u P NăN. Αφού
η Σ

r

0
2 είναι κλειστή ως προς

Ź

ď (δηλαδή πεπερασμένες τομές υποσυνόλων του ίδιου
χώρου), αρκεί να δείξουμε ότι g´1[Vt,k] P Σ

r

0
2(X ) για κάθε t, k P N.

Θεωρούμε λοιπόν t, k P N και διακρίνουμε περιπτώσεις. Όταν k ą 0 τότε g(γ)(t) =
k αν και μόνο αν η γ έχει τουλάχιστον t το πλήθος μπλοκ και το t-μπλοκ της γ είναι της
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μορφής (0)k, επομένως

γ P g´1[Vt,k] ðñ g(γ)(t) = k

ðñ Du Dw
(
t ă |u| & w = (0)u(0) ˚ (1) ˚ . . . ˚ (0)u(|u|´1) ˚ (1)

& u(t) = k & w Ď γ
)
.

Προκύπτει από την τελευταία ισοδυναμία ότι το g´1[Vt,k] είναι ανοικτό και ειδι-
κότερα Σ

r

0
2 υποσύνολο του 2N. Αυτό μπορούμε να το δούμε είτε με τον διαγραμματικό

συλλογισμό είτε παρατηρώντας ότι g´1[Vn,k] =
Ť

(u,w)PIt,k
(Nw X 2N) όπου

It,k = t(u,w) P NăNˆt0, 1uăN | t ă |u|&w = (0)u(0)˚(1)˚. . .˚(0)u(|u|´1)˚(1)&u(t) = ku.

Στην περίπτωση όπου k = 0 τότε μπορούμε να έχουμε g(γ)(t) = 0 για δύο λόγους:
α) όπως με πριν η γ έχει τουλάχιστον t το πλήθος μπλοκ και το t-μπλοκ της γ είναι της
μορφής (0)0 = Λ, β) η γ έχει λιγότερα από t το πλήθος μπλοκ. Επομένως

γ P g´1[Vt,0] ðñ g(γ)(t) = 0

ðñ Du Dw
(
w = (0)u(0) ˚ (1) ˚ . . . ˚ (0)u(|u|´1) ˚ (1)

& w Ď γ & [ (t ă |u| & u(t) = 0) _ (t ě |u| & (@s ě |w| γ(s) = 0) ]
)
.

Προκύπτει από την τελευταία ισοδυναμία ότι το g´1[Vt,0] είναιΣ
r

0
2 υποσύνολο του

2N. Αυτό μπορούμε να το δούμε είτε με τον διαγραμματικό συλλογισμό είτε παρατηρώ-
ντας ότι g´1[Vn,0] =

Ť

(u,v)PJt
Ct,u,w, όπου

Jt = t(u,w) P NăN ˆ t0, 1uăN | w = (0)u(0) ˚ (1) ˚ . . . ˚ (0)u(|u|´1) ˚ (1) & (t ě |u| _ u(t) = 0)u

Ct,u,w =

$

&

%

Nw X 2N, αν t ă |u|,

Nw X
Ş

sě|w|tδ P 2
N | δ(s) = 0u, αν t ě |u|.

Κάθε Ct,u,w είναι είτε ανοικτό σύνολο είτε η τομή ενός ανοικτού με ένα κλειστό
σύνολο. Σε κάθε περίπτωση είναι Σ

r

0
2 και άρα το g´1[Vn,0] είναι επίσης Σ

r

0
2 υποσύνολο

του 2N. ˝

Θεώρημα3.5.8. Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώροX υπάρχειΣ
r

0
2-μετρήσιμη

και επί συνάρτηση f : X ↠ N .

Απόδειξη. Από το Πόρισμα 2.4.3 υπάρχει συνεχής μονορφισμός τ : 2N ↣ X . Το
σύνολο K = τ [2N] είναι συμπαγές και άρα κλειστό υποσύνολο του X , και όπως έχουμε
εξηγήσει η αντίστροφη συνάρτηση τ´1 : K↣Ñ 2N είναι συνεχής. Θεωρούμε τη Σ

r

0
2-

μετρήσιμη και επί συνάρτηση g : 2N ↠ N του Λήμματος 3.5.7 και ορίζουμε

f : X Ñ N : f(x) =

#

g(τ´1(x)), x P K

(0, 0, 0, . . . ), x R K.

Η f είναι εύκολα επιμορφισμός, δείχνουμε ότι είναιΣ
r

0
2-μετρήσιμη. Για να το δούμε

αυτό θεωρούμε U Ď N ανοικτό και έχουμε

f´1[U ] =

#

(X zK) Y (K X (g ˝ τ´1)´1[U ]), αν (0, 0, 0, . . . ) P U(
K X (g ˝ τ´1)´1[U ]

)
, αν (0, 0, 0, . . . ) R U.

Το X zK είναι ανοικτό σύνολο και επομένως Σ
r

0
2. Άρα αρκεί να δείξουμε ότι το

K X (g ˝ τ´1)´1[U ] = (g ˝ τ´1)´1[U ] = (τ´1)´1[g´1[U ]]
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είναιΣ
r

0
2 υποσύνολο του X , (στη δεύτερη ισότητα πιο πάνω χρησιμοποιήσαμε ότι η τ´1

ορίζεται μόνο στο K).
Επειδή η g είναιΣ

r

0
2-μετρήσιμη έχουμε ότι g´1[U ] P Σ

r

0
2(2

N) και επειδή η τ´1 είναι
συνεχής έχουμε από την Πρόταση 3.5.5 ότι το σύνολο P = (τ´1)´1[g´1[U ]] είναι Σ

r

0
2

υποσύνολο του K - βλέπουμε το τελευταίο είναι Πολωνικός χώρος. Από την Άσκηση
3.3.21 το P έχει τη μορφή K XQ όπου το Q είναι Σ

r

0
2 υποσύνολο του X . Εφόσον το K

είναι κλειστό έχουμε ότι P = K XQ P Σ
r

0
2(X ). ˝

Ασκήσεις

Άσκηση 3.5.9. Για κάθε Πολωνικούς χώρους X , Y και μια αριθμήσιμη βάση tVs |

s P Nu. Τότε κάθε f : X Ñ Y έχουμε ότι η f είναι Σ
r

0
n-μετρήσιμη (n ě 1) αν και μόνο

αν για κάθε s P N το σύνολο f´1[Vs] ανήκει στηΣ
r

0
n. Το ίδιο ισχύει και για τηνΣ

r

1
n στη

θέση της Σ
r

0
n.

Άσκηση 3.5.10. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε A Ď X η χαρακτηριστική
συνάρτηση

χA : X Ñ R : χA(x) =

#

1, x P A,

0, x R A,

είναι Σ
r

0
n-μετρήσιμη αν και μόνο αν A P∆

r

0
n(X ), όπου n ě 1.

Άσκηση 3.5.11. Δίνεται μια ακολουθία (Bi)iPN απόΠ
r

0
n´1 υποσύνολα ενός Πολω-

νικού χώρου X όπου n ě 2. Θέτουμε A =
Ť

iPN Bi. Τότε η συνάρτηση

f : X Ñ R : f(x) =

#

2´k, αν x P A και ο k είναι ο ελάχιστος φυσικός με x P Bk,

0, αν x R A,

είναι Σ
r

0
n-μετρήσιμη. Μάλιστα αν A R Π

r

0
n(X ) τότε η f δεν είναι Π

r

0
n-μετρήσιμη.

Άσκηση 3.5.12. Για κάθε Πολωνικούς χώρους X , Y , κάθε φυσικό n ě 1 και κάθε
συνάρτηση f : X Ñ Y τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Η f είναι ∆
r

0
n-μετρήσιμη.

(ii) Η f είναι Π
r

0
n-μετρήσιμη.

(iii) Για κάθε A P Σ
r

0
2(Y) ισχύει f´1[A] P Σ

r

0
n(X ).

Άσκηση 3.5.13. Για κάθε Σ
r

0
n-μετρήσιμες συναρτήσεις f, g : X Ñ R οι συναρτή-

σεις

f + g, f ¨ g, |f |, λ ¨ f, (λ P R), maxtf + gu, mintf + gu,

είναι Σ
r

0
n-μετρήσιμες.

Άσκηση 3.5.14. Θεωρούμε Πολωνικούς χώρους X , Y και μια αριθμήσιμη βάση
tVs | s P Nu για την τοπολογία του Y . Αν η Γ είναι μία από τις κλάσεις Σ

r

0
n, Σ

r

1
n,

n ě 1, τότε κάθε συνάρτηση f : X Ñ Y είναι Γ-μετρήσιμη αν και μόνο αν το σύνολο

Rf = t(x, s) P X ˆ N | f(x) P Vsu

ανήκει στη Γ.

Άσκηση 3.5.15. Για κάθε n ě 1 οι κλάσεις Σ
r

1
n και Π

r

1
n είναι κλειστές ως προς

αντικατάσταση με ∆
r

1
n-μετρήσιμες συναρτήσεις, δηλαδή για κάθε ∆

r

1
n-μετρήσιμη f :

X Ñ Y , όπου X , Y Πολωνικοί χώροι, και κάθε A P Γ(Y) ισχύει f´1[A] P Γ(X ), όπου
Γ = Σ

r

1
n,Π

r

1
n.

Άσκηση 3.5.16. Για κάθε Πολωνικούς χώρους X και Y αν ο X είναι υπεραριθμή-
σιμος τότε υπάρχει Σ

r

0
2-μετρήσιμη και επί συνάρτηση f : X ↠ Y .
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Άσκηση 3.5.17. Δίνονται Πολωνικοί χώροι X , Y και συναρτήσεις fi : X Ñ Y ,
i P N. Αν η ακολουθία (fi)iPN συγκλίνει ομοιόμορφα στην f : X Ñ Y και κάθε fi είναι
Σ
r

0
n-μετρήσιμη συνάρτηση τότε και η f είναι Σ

r

0
n-μετρήσιμη, όπου n ě 1.

3.6. Παραμετρικοποίηση και Καθολικά Σύνολα

Σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι οι συμπεριλήψεις του διαγράμματος ?? είναι γνή-
σιες όταν οX είναι υπεραριθμήσιμοςΠολωνικός χώρος (συμπεριλήψεις μεταξύ των κλά-
σεων Borel συνόλων πεπερασμένης τάξης καθώς και των προβολικών κλάσεων). Για να
το αποδείξουμε αυτό θα εφαρμόσουμε μια τεχνική “διαγωνοποίησης” που ανέπτυξε ο
Lebesgue ??, η οποία παράγει αποτελέσματα που έχουν το δικό τους ανεξάρτητο ενδια-
φέρον.

Ορισμός 3.6.1. Θεωρούμε μια κλάση Γ, και έναν Πολωνικό χώρο Y . Ένα σύνολο
G Ď Y ˆ X , όπου X Πολωνικός χώρος, λέγεται Y-καθολικό για την οικογένεια Γ(X )
αν το G ανήκει στην Γ και επιπλέον για κάθε P Ď X έχουμε

P P Γ(X ) ðñ Dy P Y P = Gy = tx P X | (y, x) P Gu.(3.7)

Η αντίστροφη κατεύθυνση στην προηγούμενη ισοδυναμία είναι τετριμμένη όταν η
Γ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση (Πρόταση 3.2.6) γι’ αυτό δεν θα κάνουμε
πάντα αναφορά σε αυτήν.

Λέμε επίσης ότι η Γ είναι Y-παραμετρικοποιήσιμη αν για κάθε Πολωνικό χώρο
X υπάρχει ένα σύνολο GX Ď Y ˆ X που είναι Y-καθολικό για την Γ(X ).

Λήμμα 3.6.2. Η κλάση Σ
r

0
1 είναι 2N-παραμετρικοποιήσιμη.

Απόδειξη. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X , πρέπει να βρούμε ένα G Ď 2N ˆ X
που είναι 2N-καθολικό για την Σ

r

0
1(X ). Παίρνουμε μια αριθμήσιμη βάση V = tVn | n P

Nu για την τοπολογία του X και ορίζουμε το σύνολο G Ď 2N ˆ X ,

(α, x) P G ðñ Dn (α(n) = 1 & x P Vn).

Το G είναι εύκολα ανοικτό σύνολο, δηλαδή G P Σ
r

(2N ˆ X ). Είναι σαφές ότι κάθε
Gα, όπου α P 2N, είναι επίσης ανοικτό σύνολο. Στη συνέχεια θεωρούμε ένα P Ď X
που είναι ανοικτό. Εφόσον η V είναι βάση το P γράφεται ως ένωση στοιχείων της V ,
επομένως υπάρχει I Ď N με

P =
Ť

nPI Vn.

Ορίζουμε α : NÑ t0, 1u,

α(n) =

#

1, n P I

0, n R I.

Δείχνουμε ότι P = Gα. Πράγματι αν x P P τότε για κάποιο n P I ισχύει x P Vn.
Οπότε έχουμε α(n) = 1 και x P Vn, άρα (α, x) P G ή αλλιώς x P Gα. Αντίστροφα αν
x P Gα τότε υπάρχει n με α(n) = 1 και x P Vn. Τότε n P I και επομένως x P Vn Ď P .

Καταλήγουμε ότι το G είναι 2N-καθολικό για την Σ
r

0
1(X ). ˝

Λήμμα 3.6.3. Θεωρούμε μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατά-
σταση. Αν η Γ είναι 2N-παραμετρικοποιήσιμη, τότε οι cΓ,

Ž

N Γ και DYΓ, όπου Y Πολω-
νικός χώρος, είναι επίσης 2N-παραμετρικοποιήσιμες.

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε έναν Πολωνικό χώρο X και σύνολα G0 Ď 2N ˆ X ,
G1 Ď 2N ˆX , G2 Ď 2N ˆ (Y ˆX ), τα οποία είναι 2N-καθολικά για τις Γ(X ), Γ(X ) και
Γ(Y ˆ X ) αντίστοιχα.

Σύγγραμμα σε εξέλιξη 82 19 Φεβρουαρίου 2023 19:54



Ορίζουμε τα σύνολα H0,H1 Ď 2N ˆ X , H2 Ď 2N ˆ (Y ˆ X ) ως εξής,

(α, x) P H0 ðñ (α, x) R G0

(α, x) P H1 ðñ Dn ((α)n, x) P G
1

(α, x) P H2 ðñ Dy (α, y, x) P G2.

Δείχνουμε ότι τα H0, H1 και H2 είναι 2N-καθολικά για τις οικογένειες cΓ(X ),
Ž

N Γ(X ) και DYΓ(X ) αντίστοιχα.
Είναι σαφές ότι το σύνολο H0 ανήκει στη Γ και από την κλειστότητα της τελευ-

ταίας ως προς συνεχή αντικατάσταση έχουμε ότι τα σύνολαH1,H2 ανήκουν στις κλά-
σεις

Ž

N Γ και DYΓ αντίστοιχα.
Επιπλέον από την Άσκηση 3.4.14 οι κλάσεις cΓ,

Ž

N Γ και DYΓ είναι κλειστές
ως προς συνεχή αντικατάσταση, επομένως όπως έχουμε αναφέρει αρκεί να δείξουμε
μόνο την αντίστροφη κατεύθυνση της (3.7) για κάθε μία από τις cΓ(X ),

Ž

N Γ(X ) και
DYΓ(X ).

Για την πρώτη θεωρούμε ένα cΓ(X ), τότε cXP P Γ(X ) και επομένως υπάρχει α P
2N με cXP = G0

α. Έπεται άμεσα ότι P = cXG0
α = H0

α.
Για τη δεύτερη θεωρούμε μια ακολουθία (Pn)nPN από υποσύνολα του X που ανή-

κουν στη Γ και το σύνολο P =
Ť

nPN Pn. Πρέπει να δείξουμε ότι υπάρχει α P 2N με
P = H1

α. Για κάθε n P N υπάρχει αn P 2N με Pn = G1
αn

. Η ιδέα είναι να κωδικοποιή-
σουμε την ακολουθία (αn)nPN με ένα α P 2N. Αυτό είναι άμεσο με τον συνήθη τρόπο:
ορίζουμε α : NÑ N με

α(t) =

#

αn(i), αν υπάρχουν n, i με t = xn, iy
0, αλλιώς.

Προφανώς α P 2N και ισχύει (α)n = αn για κάθε n P N - αυτό υπαγορεύει τον
ορισμό του H1 πιο πάνω. Έχουμε για κάθε x P X ,

x P P ðñ Dn x P Pn

ðñ Dn x P G1
αn

ðñ Dn (αn, x) P G
1

ðñ Dn ((α)n, x) P G
1

ðñ (α, x) P H1.

Επομένως P = H1
α.

Για την τρίτη οικογένεια DY(X ) θεωρούμε ένα P Ď X που ανήκει στην DYΓ. Πρέπει
να βρούμε ένα α P 2N με P = H2

α. Υπάρχει ένα Q Ď Y ˆ X που ανήκει στη Γ με
P = DYQ και υπάρχει επίσης ένα α P 2N με Q = G2

α, (το G2 Ď 2N ˆ Y ˆ Y είναι
2N-καθολικό για την Γ(Y ˆ X )). Για κάθε x P X έχουμε

x P P ðñ Dy (y, x) P Q

ðñ Dy (y, x) P G2
α

ðñ Dy(α, y, x) P G2

ðñ (α, x) P H2.

Επομένως P = H2
α, αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝

Πρόταση 3.6.4. Οι Borel κλάσεις πεπερασμένης τάξης Σ
r

0
n, Π

r

0
n καθώς και οι προ-

βολικές κλάσεις Σ
r

1
n, Π

r

1
n, όπου n ě 1, είναι 2N-παραμετρικοποιήσιμες.

Απόδειξη. Το συμπέρασμα προκύπτει από τα Λήμματα 3.6.2 και 3.6.3 με επαγωγή
στο n ě 1. ˝
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Η προηγούμενη πρόταση γενικεύεται από τον χώρο του Cantor σε κάθε υπεραριθ-
μήσιμο Πολωνικό χώρο.

Πρόταση 3.6.5. Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώρο Y οι Borel κλάσεις πεπε-
ρασμένης τάξης Σ

r

0
n, Π

r

0
n καθώς και οι προβολικές κλάσεις Σ

r

1
n, Π

r

1
n, όπου n ě 1, είναι

Y-παραμετρικοποιήσιμες.

Απόδειξη. Παίρνουμε έναν Πολωνικό χώρο X . Αρχικά δείχνουμε τον ισχυρισμό
για όλες τις κλάσεις πλην της Σ

r

0
1. Θεωρούμε ότι η Γ είναι μια από τις υπόλοιπες κλά-

σεις, ειδικότερα έχουμε ότι κάθε κλειστό σύνολο ανήκει στην Γ. Από την Πρόταση 3.6.4
υπάρχει ένα σύνολο G Ď 2N ˆ X που είναι 2N-καθολικό για την Γ(X ).

Αφού ο Y είναι υπεραριθμήσιμος έχουμε από το Πόρισμα 2.4.3 ότι υπάρχει ένας
συνεχής μονομορφισμός τ : 2N ↣ Y . Ορίζουμε H Ď Y ˆ X ,

(y, x) P H ðñ y P τ [2N] & (τ´1(y), x) P G.

Δείχνουμε ότι το H είναι Y-καθολικό για την οικογένεια Γ(X ). Το σύνολο τ [2N]
είναι συνεχής εικόνα συμπαγούς συνόλου. Επομένως είναι συμπαγές, άρα κλειστό και
ειδικότερα μέλος της Γ. Χρησιμοποιώντας ότι η τ´1 είναι συνεχής έχουμε από τις ιδιό-
τητες κλειστότητας της Γ ότι το σύνολο H ανήκει στην Γ.

Παίρνουμε έναP Ď X που ανήκει στηΓ. Τότε υπάρχεια P 2N μεP = Gα. Θέτουμε
y = τ(α) P Y έτσι που y P τ [2N] και τ´1(y) = α. Για κάθε x P X έχουμε

x P P ðñ x P Gα

ðñ (α, x) P G

ðñ y P τ [2N] & (τ´1(y), x) P G

ðñ (y, x) P H.

Άρα P = Hy και το H είναι Y-καθολικό για την οικογένεια Γ(X ).
Για την περίπτωση τηςΣ

r

0
1 χρειάζεται να εξετάσουμε τον ορισμό της τ : με μια προ-

σεκτική ανάγνωση των αποδείξεων του Πορίσματος 2.4.3 και του Θεωρήματος 2.3.12
βλέπουμε ότι ισχύει

tτ(α)u =
Ş

nPN Vα|n για κάθε α P 2N,

όπου τα Vu, u P t0, 1u
ăN, είναι ανοικτές μπάλες με τις ιδιότητες

#

Vu˚(i) Ď Vu,

Vu˚(0) X Vu˚(1) =H,
(3.8)

για κάθε u P t0, 1uăN.
Θεωρούμε μια βάση V = tWn | n P Nu του X και ορίζουμε J Ď Y ˆ X ως εξής:

(y, x) P J ðñ Du Dn ă |u| (y P Vu & u(n) = 1 & x PWn).

Δείχνουμε ότι το H είναι Y-καθολικό για την οικογένεια Σ
r

0
n(X ). Εύκολα μπορεί

να δει κανείς ότι το J είναι ανοικτό υποσύνολο του Y ˆ X . Θεωρούμε ένα ανοικτό
P Ď X , τότε υπάρχει I Ď N με P =

Ť

nPI Wn. Όπως στην απόδειξη του Λήμματος
3.6.2 παίρνουμε το α P 2N με α(n) = 1 ðñ n P I και όμοια με πριν παίρνουμε
y = τ(α).

Ισχυριζόμαστε ότι P = Jy . Αν x P P τότε υπάρχει n P I με x P Wn, παίρνουμε
u = α|(n+ 1). Τότε n ă |u| και u(n) = 1. Αφού y P Vα|(n+1) = Vu έχουμε (y, x) P J ,
δηλαδή x P Jy . Αυτό δείχνει P Ď Jy . Αντίστροφα θεωρούμε x P Jy και u, n ă |u| με
y P Vu, u(n) = 1 και x P Wn. Παίρνουμε u1 = α1|n, ειδικότερα έχουμε |u| = |u1| = n.
Αν είχαμε u ‰ u1, θα είχαμε από (3.8) ότι Vu X Vu1 = H. Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί
y P Vu και y = τ(α) P Vα|(n+1) = Vu1 . Άρα u = u1 και α(n) = u(n) = 1, δηλαδή n P I .
Επομένως x PWn Ď P και άρα Jy Ď P .

Το τελευταίο δείχνει ότι P = Jy και η απόδειξη είναι πλήρης. ˝

Σύγγραμμα σε εξέλιξη 84 19 Φεβρουαρίου 2023 19:54



∆
r

0
1(X )

Ĺ

Ĺ

Σ
r

0
1(X )

Π
r

0
1(X )

. . .Ĺ

Σ
r

0
n(X )

Π
r

0
n(X )

. . .Ĺ ∆
r

1
1(X )

Ĺ

Ĺ

Σ
r

1
1(X )

Π
r

1
1(X )

. . .Ĺ

Σ
r

1
m(X )

Π
r

1
m(X )

. . .Ĺ

Διάγραμμα 3. Οι γνήσιοι εγκλεισμοί των ιεραρχιών των Borel (πεπε-
ρασμένης τάξης) και των προβολικών υποσυνόλων υπεραριθμήσιμου
X .

Το επόμενο λήμμα εφαρμόζει την αρχή “διαγωνοποίησης” του Lebesgue που ανα-
φέραμε προηγουμένως και είναι το βασικό εργαλείο για τις γνήσιες συμπεριλήψεις των
κλάσεων που μας απασχολούν.

Λήμμα 3.6.6. Θεωρούμε μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατά-
σταση, έναν Πολωνικό χώρο X και ένα σύνολο G Ď X ˆ X . Αν το G είναι X -καθολικό
για την Γ(X ), τότε για το σύνολο

A = tx P X | (x, x) R Gu

έχουμε A P cΓ(X ) z Γ(X ). Ειδικότερα ισχύει Γ(X ) ‰ cΓ(X ).

Απόδειξη. Η κλάση cΓ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση (Άσκηση
3.4.14) και επειδή το G ανήκει στη Γ έχουμε ότι το σύνολο A ανήκει στη cΓ. Αν το
A ανήκε στην Γ(X ), εφόσον το G είναι X -καθολικό για την τελευταία οικογένεια θα
υπήρχε ένα x0 P X με A = Gx0

. Τότε θα είχαμε

x0 P A ðñ (x0, x0) R G (από τον ορισμό του A)
ðñ x0 R Gx0

ðñ x0 R A (επειδή A = Gx0
),

το οποίο είναι άτοπο. Επομένως A R Γ(X ). ˝

Θεώρημα 3.6.7 (Lebesgue ??). Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώρο X έχουμε

Σ
r

0
n(X ) ‰ Π

r

0
n(X ) και Σ

r

1
n(X ) ‰ Π

r

1
n(X ).

Επομένως οι εγκλεισμοί των Προτάσεων 3.3.3 και 3.4.4 είναι γνήσιοι,

∆
r

0
n(X ) Ĺ Σ

r

0
n(X ) Ĺ∆

r

0
n+1(X ), ∆

r

1
n(X ) Ĺ Σ

r

1
n(X ) Ĺ∆

r

1
n+1(X ),

και
∆
r

0
n(X ) Ĺ Π

r

0
n(X ) Ĺ∆

r

0
n+1(X ), ∆

r

1
n(X ) Ĺ Π

r

1
n(X ) Ĺ∆

r

1
n+1(X ),

για κάθε n ě 1. Δείτε το Διάγραμμα 3.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 3.6.5 υπάρχει G Ď X ˆ X που είναι X -καθολικό
για την Σ

r

0
n(X ). Εφαρμόζουμε το Λήμμα 3.6.6 για Γ = Σ

r

0
n και γι’ αυτό το G. Τότε το

σύνολο H = tx P X | (x, x) R Gu ανήκει στην Π
r

0
n(X ) και δεν ανήκει στην Σ

r

0
n(X ).

Επομένως Σ
r

0
n(X ) ‰ Π

r

0
n(X ). Η απόδειξη για τις κλάσεις Σ

r

1
n, Π

r

1
n είναι όμοια.

Για τους γνήσιους εγκλεισμούς παρατηρούμε ότι η δεύτερη σειρά προκύπτει από
την πρώτη σειρά παίρνοντας συμπληρώματα. Για παράδειγμα αν A P Σ

r

0
n(X ) z∆

r

0
n(X )

τότε cXA P Π
r

0
n(X ) και αν είχαμε cXA P ∆

r

0
n(X ) θα είχαμε επίσης A = cX (cXA) P

∆
r

0
n(X ). Καταλήγουμε ότι cXA P Π

r

0
n(X ) z∆

r

0
n(X ).

Επομένως αρκεί να ασχοληθούμε με την πρώτη σειρά των εγκλεισμών. Aς υποθέ-
σουμε προς άτοπο ότι ένας από τους πρώτους δύο γνήσιους εγκλεισμούς δεν ισχύει.
Εφόσον ισχύει∆

r

0
n(X ) Ď Σ

r

0
n(X ) Ď∆

r

0
n+1(X ) θα είχαμεΣ

r

0
n(X ) = ∆

r

0
n(X ) ήΣ

r

0
n(X ) =
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∆
r

0
n+1(X ). Σε κάθε περίπτωση η οικογένειαΣ

r

0
n(X ) θα ήταν κλειστή ως προς το συμπλή-

ρωμα cX ως προς X . Αν λοιπόν A P Π
r

0
n(X ) τότε A = cXB για κάποιο B P Σ

r

0
n(X )

και λόγω της κλειστότητας της Σ
r

0
n(X ) ως προς cX θα είχαμε A = cXB P Σ

r

0
n(X ).

Με άλλα λόγια θα είχαμε Π
r

0
n(X ) Ď Σ

r

0
n(X ). Επιπλέον αν A P Σ

r

0
n(X ) τότε θα είχαμε

cXA P Σ
r

0
n(X ) και άρα A = cX (cXA) P Π

r

0
n(X ), δηλαδή θα είχαμε και Σ

r

0
n(X ) Ď

Π
r

0
n(X ). Θα καταλήγαμε επομένως ότι Π

r

0
n(X ) = Σ

r

0
n(X ) που έρχεται σε αντίθεση με

τα προηγούμενα. Οι υπόλοιποι γνήσιοι εγκλεισμοί αποδεικνύονται όμοια.
Σημείωση. Ο ισχυρισμός Σ

r

0
n(X ) ‰ Π

r

0
n(X ) είναι εύκολα ισοδύναμος με το ότι οι

συνολοθεωρητικές διαφορές Σ
r

0
n(X ) zΠ

r

0
n(X ), Π

r

0
n(X ) z Σ

r

0
n(X ) είναι μη κενές. ˝

Ασκήσεις

Άσκηση 3.6.8. Γιατί είναι αναγκαίο στο Θεώρημα 3.6.7 ο Πολωνικός χώρος X να
είναι υπεραριθμήσιμος;

Άσκηση 3.6.9. Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώρο X ο εγκλεισμός του Πο-
ρίσματος 3.4.7 είναι γνήσιος,

Σ
r

0
n(X ) Ĺ∆

r

1
1(X ),

όπου n ě 1.

Άσκηση 3.6.10. Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώρο X και κάθε φυσικό n ě
1 δεν υπάρχουν σύνολαG Ď XˆX καιH Ď 2NˆX έτσι ώστε τοG να είναιX -καθολικό
για την ∆

r

0
n(X ) και το H να είναι 2N-καθολικό για την ∆

r

0
n+1(X ).

Δώστε το παράδειγμα ενός J Ď 2N ˆ R που είναι 2N-καθολικό για την ∆
r

0
1(R).

Άσκηση 3.6.11. Δείξτε ότι για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώρο X και κάθε
n ě 1 έχουμε Σ

r

0
n(X ) ‰ Π

r

0
n(X ) με χρήση 2N-καθολικών συνόλων και της Άσκησης

3.3.21.

Άσκηση 3.6.12. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε φυσικό αριθμό n ě 1 οι
οικογένειες Σ

r

i
n(X ), Π

r

i
n(X ), Σ

r

i
n(X ), i = 0, 1, έχουν πληθάριθμο μικρότερο ή ίσο του

συνεχούς. (Μπορείτε να επικαλεστείτε το Αξίωμα Επιλογής.)
Συμπεράνετε ότι υπάρχει A Ď N με A R

Ť

ně1 Σ
r

1
n(N ).

Άσκηση 3.6.13. Θεωρούμε μια ακολουθία (Gn)ně1 υποσυνόλων του N ˆN έτσι
ώστε για n ě 1 το σύνολο Gn είναι N -καθολικό για την Σ

r

1
n(N ) (υπάρχουν τέτοια

σύνολα από την Πρόταση 3.6.5). Τότε το σύνολο P Ď N ,

α P P ðñ @n ((α)n, α) P G
n

δεν είναι προβολικό υποσύνολο του N , δηλαδή P R
Ť

ně1 Σ
r

1
n(N ) =

Ť

ně1 Π
r

1
n(N ).

Ειδικότερα υπάρχει P Ď N που δεν είναι προβολικό σύνολο. (Σημειώνουμε ότι εδώ
δεν γίνεται χρήση του Αξιώματος Επιλογής.)

3.7. Πληρότητα συνόλου ως προς κλάση

Προηγουμένως είδαμε ότι οι κλάσεις συνόλων που μελετάμε διαφέρουν μεταξύ τους
στους υπεραριθμήσιμους Πολωνικούς χώρους και πως αυτό υλοποιείται από τα καθο-
λικά σύνολα. Εδώ παρουσιάζουμε μια τεχνική που μας επιτρέπει να βρίσκουμε και άλλα
παραδείγματα συνόλων που ανήκουν σε μία κλάση Γ χωρίς να ανήκουν στη δυϊκή της
cΓ (περιορισμένης στον χώρο που μελετάμε).

Ορισμός 3.7.1. Θεωρούμε Πολωνικούς χώρους X , Y και σύνολα A Ď X , B Ď Y .
Μια συνάρτηση f : X Ñ Y λέγεται αναγωγή του A στο B αν A = f´1[B], δηλαδή
για κάθε x P X ισχύει

x P A ðñ f(x) P B.
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Αν Γ είναι μια κλάση θα λέμε ότι η f είναι Γ-αναγωγή από τοA στοB αν είναι ανα-
γωγή από το A στο B και Γ-μετρήσιμη. Αντί Σ

r

0
1-αναγωγή θα λέμε συνεχής αναγωγή,

έτσι που συνεχής αναγωγή σημαίνει αναγωγή και συνεχής συνάρτηση. (Υπενθυμίζουμε
ότι οι Σ

r

0
1-μετρήσιμες συναρτήσεις είναι ακριβώς οι συνεχείς.)

Θα λέμε ότι το A ανάγεται συνεχώς ή ανάγεται κατάWadge στο B αν υπάρχει
συνεχής αναγωγή από το A στο B. Σε αυτή την περίπτωση συμβολίζουμε A ďW B.

Παρατήρηση 3.7.2. Θεωρούμε μια κλάσηΓ που είναι κλειστή ως προς συνεχή αντι-
κατάσταση, Πολωνικούς χώρους Y , Z και σύνολα B Ď Y , C Ď Z . Αν C P Γ(Z) και
B ďW C τότε B P Γ(Y).

Επομένως αν B R Γ(Y) και B ďW C τότε C R Γ(Z).
Αυτό είναι εύκολο να το δούμε. Εφόσον B ďW C υπάρχει συνεχής συνάρτηση

f : Y Ñ Z με B = f´1[C]. Άρα αν C P Γ(Z) έχουμε από την κλειστότητα της Γ ως
προς συνεχή αντικατάσταση ότι B P Γ(Y).

Η προηγούμενη παρατήρηση αν και απλή αποτελεί ένα χρήσιμο εργαλείο για να
διαχωρίζουμε μια κλάση από το δυϊκή της. Αν θέλουμε να δείξουμε για παράδειγμα ότι
ένα σύνολο C Ď Z δεν είναι Π

r

0
3 αρκεί να βρούμε ένα σύνολο B Ď Y , το οποίο είναι

γνωστό ότι δεν είναι Π
r

0
3 και μια συνεχή συνάρτηση f : Y Ñ Z με B = f´1[C]. Θα

δούμε ότι υπάρχουν τυπικές επιλογές για τέτοια σύνολα B.

Ορισμός 3.7.3. Θεωρούμε μια κλάση Γ, έναν Πολωνικό χώρο Y και έναB Ď Y . Το
B ονομάζεται Γ-πλήρες αν ικανοποιεί τις εξής δύο ιδιότητες: α) B P Γ(Y), β) για κάθε
μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο X και κάθε A P Γ(X ) έχουμε A ďW B.

Πρόταση 3.7.4. Αν η Γ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση και υπάρχει
μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος X ώστε Γ(X ) ‰ cΓ(X ), τότε για κάθε Γ-πλήρες
σύνολο B Ď Y ισχύει B R cΓ(2N).

Απόδειξη. Θεωρούμε έναν μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο X έτσι ώστε Γ(X ) ‰
cΓ(X ). Τότε υπάρχει A P Γ(X ) με A R cΓ(X ). (Αλλιώς θα είχαμε Γ(X ) Ď cΓ(X ), απ’
όπου προκύπτει εύκολα ότι cΓ(X ) Ď ccΓ(X ) = Γ(X ) και άρα Γ(X ) = cΓ(X ).)

Αφού τοB είναι Γ-πλήρες υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : X Ñ Y μεA = f´1[B].
Επειδή η Γ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση έχουμε ότι και η cΓ ικα-
νοποιεί το ίδιο (Άσκηση 3.4.14). Επομένως αν το B ανήκε στην cΓ(Y) θα είχαμε ότι
A = f´1[B] P Γ(X ), άτοπο. Άρα B R cΓ(Y). ˝

Παρατήρηση 3.7.5. (i) Σύμφωνα με την Πρόταση 3.7.4 ένα Σ
r

0
n-πλήρες υποσύ-

νολο ενός Πολωνικού χώρου Y δεν μπορεί να είναι Π
r

0
n υποσύνολο του Y . Προκύπτει

ότι τελικά ισχύει και το αντίστροφο: κάθε B P Σ
r

0
n(Y) z Π

r

0
n(Y) είναι Σ

r

0
n-πλήρες.

Στην περίπτωση Y = N αυτό είναι συνέπεια ενός αποτελέσματος του Wadge, στο
οποίο θα αναφερθούμε σε μεταγενέστερο κεφάλαιο. Η γενική περίπτωση προκύπτει
από ένα βαθύ αποτέλεσμα των Louveau και Saint Raymont με το οποίο δεν θα ασχολη-
θούμε στο παρόν σύγγραμμα. Καταλήγουμε λοιπόν ότι έναΣ

r

0
n υποσύνολο του Y είναι

Σ
r

0
n-πλήρες αν και μόνο αν δεν ανήκει στην Π

r

0
n(Y).

Στη συνέχεια θα συνεχίσουμε να αναφερόμαστε στην έννοια τηςΣ
r

0
n-πληρότητας

και θα αποδεικνύουμε τις ιδιότητες σχετικές με αυτήν, χωρίς τη χρήση του πιο πάνω
χαρακτηρισμού.

(ii) Στον ορισμό της Γ-πληρότητας είναι σημαντικό ο X να είναι μηδενοδιάστατος Πο-
λωνικός χώρος γιατί όπως έχουμε δει προηγουμένως κάθε συνεχής συνάρτηση f : RÑ
N είναι σταθερή (Άσκηση 2.6.16). Άρα για οποιοδήποτε B Ď N το f´1[B] θα είναι
είτε το κενό σύνολο είτε όλος ο R. Επομένως αν υπάρχει A P Γ(R) με A ‰ H,R
(κάτι που συμβαίνει σε όλες τις κλάσεις που μελετάμε) θα έχουμε A ęW B για κάθε
B Ď N .
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Συνεπώς αν στον πιο πάνω ορισμό αφαιρούσαμε τον περιορισμό ο X να είναι μη-
δενοδιάστατος δεν θα υπήρχε B Ď N που να τον ικανοποιεί, δεδομένου ότι η Γ δεν
είναι τετριμμένη στα υποσύνολα του R.

(iii) Στην περίπτωση όπου η Γ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση για να
επαληθεύσουμε την Γ-πληρότητα αρκεί να περιοριστούμε στους χώρους X που είναι
κλειστά υποσύνολα του χώρου του BaireN . Αυτό συμβαίνει γιατί κάθε μηδενοδιάστα-
τος Πολωνικός χώρος είναι τοπολογικά ισομορφικός με ένα κλειστό υποσύνολο τουN
(Θεώρημα 2.6.10).

Θα δείξουμε ότι όλες οι κλάσεις Σ
r

0
n, Σ

r

1
n (καθώς και οι δυϊκές τους) έχουν πλήρη

σύνολα ως προς αυτές (Πρόταση 3.7.9). Αυτό γίνεται με τη βοήθεια των καθολικών συ-
νόλων. Στην περίπτωση τωνΣ

r

0
n θα δώσουμε κάποια επιπλέον παραδείγματαΣ

r

0
n-πλήρων

συνόλων για n ě 2, τα οποία παρουσιάζουν το δικό τους ενδιαφέρον.

Λήμμα 3.7.6. Θεωρούμε μια κλάση Γ και ένα σύνολο B Ď Y , όπου Y Πολωνικός
χώρος. Αν το B είναι Γ-πλήρες τότε για κάθε Πολωνικό χώρο Z και κάθε C P Γ(Z) με
B ďW C το C είναι Γ-πλήρες.

Απόδειξη. Θεωρούμε έναν μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώροX καιA P Γ(X ). Τότε
υπάρχει συνεχής f : X Ñ Y με A = f´1[B]. Επιπλέον από την υπόθεση υπάρχει
συνεχής συνάρτηση g : Y Ñ Z έτσι ώστε B = g´1[C]. Επομένως A = f´1[g´1[C]] =
(g˝f)´1[C] και αφού η g˝f είναι συνεχής έχουμεA ďW C. ΑφούC P Γ(Z) προκύπτει
ότι το C είναι Γ-πλήρες. ˝

Το επόμενο Λήμμα μας επιτρέπει να μεταφέρουμε την έννοια της Γ-πληρότητας
στις κλάσεις cΓ και

Ž

N Γ.

Λήμμα 3.7.7. Θεωρούμε μια κλάση Γ, έναν Πολωνικό χώρο Y και ένα Γ-πλήρες
σύνολο B Ď Y . Ισχύουν τα εξής.

(i) Το Y z B = cYB είναι cΓ-πλήρες.
(ii) Το σύνολο

C = t(yn)nPN P YN | Dn yn P Bu

είναι
Ž

N Γ-πλήρες.

Απόδειξη. Για το (i) έχουμε προφανώς cYB P cΓ(Y). Επιπλέον για κάθε μηδενο-
διάστατο Πολωνικό χώρο X και κάθε A1 P cΓ(X ) το σύνολο A = cXA1 ανήκει στην
οικογένεια Γ(X ). Αφού το B είναι Γ-πλήρες υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : X Ñ Y
με

x P A ðñ f(x) P B και άρα x R A ðñ f(x) R B,

για κάθε x P X . Από την τελευταία ισοδυναμία έχουμε ότι A1 = cXA ďW cYB. Άρα
το cYB είναι cΓ-πλήρες.

Σχετικά με το C θεωρούμε όπως πριν έναν μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο X και
έναA Ď X που ανήκει στην κλάση

Ž

N Γ. ΤότεA =
Ť

nPN An όπουAn P Γ(X ). Επειδή
τοB είναι Γ-πλήρες υπάρχει για κάθε n P N συνεχής συνάρτηση fn : X Ñ Y έτσι ώστε

x P An ðñ fn(x) P B

για κάθε x P An. Ορίζουμε

f : X Ñ YN : f(x) = (fn(x))nPN.
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Προφανώς η f είναι συνεχής συνάρτηση και επιπλέον για κάθε x P X έχουμε
x P A ðñ x P

Ť

nPN An

ðñ Dn x P An

ðñ Dn fn(x) P B

ðñ (fn(x))nPN P C

ðñ f(x) P C.

Άρα το C είναι Γ-πλήρες. ˝

Είναι σαφές από τα προηγούμενα ότι η έννοια της Γ-πληρότητας είναι άμεσα συ-
νυφασμένη με την ιδιότητα Γ ‰ cΓ, η οποία όπως έχουμε δει επαληθεύεται από τα
καθολικά σύνολα. Υπογραμμίζουμε αυτή τη διασύνδεση με το ακόλουθο αποτέλεσμα,
το οποίο με τη σειρά του θα μας επιτρέψει να συμπεράνουμε την ύπαρξη Σ

r

0
n- και Σ

r

1
n-

πλήρων συνόλων.

Λήμμα 3.7.8 (Κριτήριο ύπαρξης Γ-πλήρους συνόλου). Θεωρούμε μια κλάση Γ, η
οποία είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση και για κάθε κλειστό F Ď N ισχύει

Γ(F ) = tP X F | P P Γ(N )u.

Αν υπάρχει G Ď N ˆ N που είναι 2N-καθολικό ή N -καθολικό για την οικογένεια
Γ(N ), τότε υπάρχει σύνολο B Ď N , το οποίο είναι Γ-πλήρες.

Απόδειξη. Πριν κατασκευάσουμε το B ας θεωρήσουμε ένα κλειστό F Ď N και
ένα A P Γ(F ). Σύμφωνα με την υπόθεσή μας υπάρχει P P Γ(N ) έτσι ώστε A = P XF .
Επειδή το G είναι 2N-καθολικό ή N -καθολικό για την οικογένεια Γ(N ) υπάρχει ε P N
με P = Gε. Επομένως για όλα τα α P F έχουμε

α P A ðñ α P P ðñ α P Gε ðñ (ε, α) P G.

Η συνεχής αναγωγή που θα πάρουμε είναι στην ουσία η α ÞÑ (ε, α). Απλά για να
παραμείνουμε σε υποσύνολα του N θεωρούμε τον τοπολογικό ισομορφισμό

τ : N ˆN Ñ N : τ(ε, α) = (ε(0), α(0), ε(1), α(1), . . . , ε(n), α(n), . . . )

Συμβολίζουμε με σ = (σ1, σ2) την αντίστροφη της τ έτσι που σ1(τ(ε, α)) = ε και
σ2(τ(ε, α)) = α, όπου ε, α P N . Οι συναρτήσεις σ1, σ2 είναι συνεχείς.

Τέλος ορίζουμε το B Ď N ,
β P B ðñ (σ1(β), σ2(β)) P G, β P N ,

έτσι που
τ(ε, α) P B ðñ (ε, α) P G, ε, α P N .

Από την κλειστότητα της Γ ως προς συνεχή αντικατάσταση έχουμε ότι τοB ανήκει
στη Γ. Σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε ότι για κάθε A P Γ(F ) υπάρχει ε P N με

α P A ðñ (ε, α) P G ðñ τ(ε, α) P B ðñ fε(α) P B

για κάθε α P F , όπου fε : F Ñ N : fε(α) = τ(ε, α). Προφανώς η fε είναι συνεχής.
Αυτό δείχνει ότι A ďW B για κάθε A P Γ(F ) και κάθε κλειστό F Ď N . Από το

(iii) της Παρατήρησης 3.7.5 ˝

Πρόταση 3.7.9. Υπάρχουν Σ
r

i
n-πλήρη και Π

r

i
n-πλήρη υποσύνολα του N , όπου n ě 1

και i = 0, 1.

Απόδειξη. Θεωρούμε ότι η Γ είναι μία από τις κλάσεις Σ
r

i
n, Π

r

i
n, i = 0, 1, n ě 1.

Από τις Ασκήσεις 3.3.21 και 3.4.15 η Γ-ικανοποιεί ότι Γ(F ) = tP XF | P P Γ(N )u για
κάθε κλειστό F Ď N . Επιπλέον από την Πρόταση 3.6.5 (ύπαρξη καθολικών συνόλων
για τη Γ(N )) και την κλειστότητα της Γ ως προς συνεχή αντικατάσταση βλέπουμε ότι
ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις τουΛήμματος 3.7.8. Επομένως από το τελευταίο λήμμα
έχουμε ότι υπάρχει B Ď N που είναι Γ-πλήρες. ˝
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Στη συνέχεια δίνουμε επιπλέον παραδείγματα Σ
r

0
n-πλήρων συνόλων για n ě 2.

Λήμμα 3.7.10. Το σύνολο P Ď 2N,

α P P ðñ Ds @t ě s α(t) = 0, α P 2N

είναι Σ
r

0
2-πλήρες.

Απόδειξη. Προφανώς το P είναι Σ
r

0
2 σύνολο. Από το (iii) της Παρατήρησης 3.7.5

αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε κλειστό F Ď N και κάθε A P Σ
r

0
2(F ) υπάρχει συνεχής

συνάρτηση g : F Ñ 2N έτσι ώστε A = g´1[P ]. Θεωρούμε λοιπόν τέτοια σύνολα A Ď
F Ď N . Από την Άσκηση 3.3.21 το A είναι Σ

r

0
2 υποσύνολο του N . Έχουμε λοιπόν

A =
Ť

iPN Fi, όπου κάθε Fi είναι κλειστό υποσύνολο του N . Από την Πρόταση 2.5.2
υπάρχει για κάθε i P N ένα δένδρο Ti στο N με Fi = [Ti].

Θα κατασκευάσουμε μια κατάλληλη μονότονη συνάρτηση φ : NăN Ñ t0, 1uăN

έτσι ώστε η επαγώμενη συνάρτηση φ˚ : N Ñ 2N (δείτε τον Ορισμό 2.5.9) να ικανοποιεί

D i β P [Ti] ðñ φ˚(β) P P(3.9)

για κάθε β P N . Τότε η g = φ˚|F : F Ñ 2N ικανοποιεί A = g´1[P ]. Επιπλέον από την
Πρόταση 2.5.10 έχουμε ότι η φ˚ είναι συνεχής, επομένως και η g είναι συνεχής.

Συνεχίζουμε με την κατασκευή της φ. Αρχικά δίνουμε μια σύντομη περιγραφή και
μετά τον αυστηρό ορισμό. Δοσμένου u P NăN με |u| ą 0 ελέγχουμε ένα-ένα τα αρχικά
τμήματα (u(0)), (u(0), u(1)), . . . , u αν ανήκουν στο δένδρο T0. Για όσο έχουμε u|n P
T0 επισυνάπτουμε κάθε φορά στην τιμή φ(u) τον αριθμό 0. Την πρώτη φορά που θα
έχουμε u|n R T0 (εφόσον αυτή συμβαίνει) επισυνάπτουμε στην τιμή φ(u) τον αριθμό
1 και συνεχίζουμε ελέγχοντας ένα-ένα τα αρχικά τμήματα της u αν ανήκουν στο T1

ξεκινώντας από το αμέσως επόμενο του u|n. (Στην περίπτωση όπου (u(0)) R T0 ξεκινάμε
τηνφ(u) κατευθείαν από το 1 και στο επόμενο βήμα ελέγχουμε αν το (u(0), u(1)) ανήκει
στο T1 - στον αντίποδα όπου u P T0 η φ(u) είναι ίση με (0, 0, . . . , 0) όπου τα 0 είναι |u|
το πλήθος.)

Για παράδειγμα παίρνουμε u = (3, 6, 2, 9, 5, 7, 8) και ας υποθέσουμε ότι έχουμε
(3, 6) P T0, (3, 6, 2) R T0, (3, 6, 2, 9) P T1, (3, 6, 2, 9, 5) R T1, (3, 6, 2, 9, 5, 7) R T2,
(3, 6, 2, 9, 5, 7, 8) P T3. Τότε

φ(u) = (0, 0) (γιατί (3), (3, 6) P T0)
˚ (1) (γιατί (3, 6, 2) R T0)
˚ (0) (γιατί (3, 6, 2, 9) P T1)
˚ (1) (γιατί (3, 6, 2, 9, 5) R T1)
˚ (1) (γιατί (3, 6, 2, 9, 5, 7) R T2)
˚ (0) (γιατί (3, 6, 2, 9, 5, 7, 8) P T3)

= (0, 0, 1, 0, 1, 1, 0).

Αυστηρά για κάθε μη κενή u P NăN με u R T0 υπάρχει ακριβώς μία πεπερασμένη
ακολουθία (nu

0 , . . . , n
u
mu

) με 0 ă nu
0 ă ¨ ¨ ¨ ă nu

mu
ď |u| έτσι ώστε

‚ u|nu
k R Tk για κάθε k ď mu,

‚ u|n P T0 για κάθε n ă nu
0 ,

‚ u|n P Tk+1 για κάθε nu
k ă n ă nu

k+1 και k + 1 ď mu,
(μπορεί nu

k+1 = nu
k + 1 οπότε σε αυτή την περίπτωση δεν υπάρχει τέτοιο n)

‚ είτε nu
mu

= |u| είτε nu
mu
ă |u| και u|n P Tmu+1 για κάθε nu

mu
ă n ă |u|.

Αν u P T0 τότε παίρνουμεmu = 0 και nu
0 = n0, έτσι που (nu

0 , . . . , n
u
mu

) = (nu
0 ) και

u|n P T0 για κάθε n ă nu
0 (έχουμε δηλαδή μόνο τη δεύτερη από τις πιο πάνω συνθήκες).

Για κάθε u P NăN με u R T0 ορίζουμε

φ(u) = (0)(n
u
0 ) ˚ (1) ˚ (0)(n

u
1 ´nu

0 ´1) ˚ (1) ˚ . . . ˚ (0)(|u|´nmu´1).
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(Υπενθυμίζουμε ότι με (0)(´1) εννοούμε την κενή ακολουθία.) Αν u P T0 ορίζουμε
φ(u) = u, ειδικότερα φ(Λ) = Λ.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι |φ(u)| = |u| και πως όταν επεκτείνουμε την u τότε
επεκτείνουμε και την φ(u). Επομένως η φ είναι κατάλληλη μονότονη. Δείχνουμε ότι η
φ˚ ικανοποιεί την (3.9) για κάθε β P N .

Θεωρούμε β P N με β P [Ti] για κάποιο i P N. Τότε υπάρχει n0 P N έτσι ώστε για
κάθε n ě n0 να ισχύει β|n P Ti. Επομένως φ(β|n) = φ(β|n0) ˚ (0)

(n´n0´1) για κάθε
n ě n0 και άρα η φ˚(β) είναι τελικά μηδενική ακολουθία.

Αντίστροφα αν για κάποιο β P N έχουμε β R
Ť

iPN[Ti] τότε ορίζουμε με αναδρομή
n0 = mintn P N | β|n R T0u nk+1 = mintn ą nk | β|n R Tku

όπου k P N. Τότε n0 ă n1 ă ¨ ¨ ¨ ă nk ă . . . και
φ˚(β) = (0)(n0´1) ˚ (1) ˚ (0)(n1´n0+1) ˚ (1) ˚ . . . ˚ (0)(nk´nk´1´1) ˚ (1) ˚ . . . .

Επομένως το φ˚(β) έχει άπειρες μονάδες.
˝

Πρόταση 3.7.11. Θεωρούμε τα θεμελιώδη Σ
r

0
n σύνολα Pn Ď t0, 1u

Nn´1

, n ě 2 του
Ορισμού 3.3.10,

α P P2 ðñ Di @j ě i α(j) = 0, α P 2N

x P Pn+1 ðñ Di x[i] R Pn, x P t0, 1uN
n

,

όπου x[i] : Nn´1 Ñ t0, 1u : x[i](t) = x(i, t).
Για κάθε n ě 2 το σύνολο Pn είναι Σ

r

0
n-πλήρες.

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή στο n ě 2. Η βάση της επαγωγής n = 2
αποδείχθηκε στο Λήμμα 3.7.10. Υποθέτουμε ότι για κάποιο n ě 2 το σύνολο Pn είναι
Σ
r

0
n-πλήρες και δείχνουμε ότι το Pn+1 είναι Σ

r

0
n+1-πλήρες.

Θέτουμε Qn = t0, 1uN
n´1

z Pn έτσι που
x P Pn+1 ðñ Di x[i] P Qn,

για κάθε x : t0, 1uN
n

Ñ t0, 1u.

Από το Λήμμα 3.7.7 το Qn είναι Π
r

0
n-πλήρες και το σύνολο P̃n+1 Ď

(
t0, 1uN

n´1
)N

που ορίζεται ως εξής
(yi)iPN P P̃n+1 ðñ Di yi P Qn

είναι Σ
r

0
n+1-πλήρες.

Υπάρχει μια προφανής ταύτιση μεταξύ όλων των ακολουθιών (yj)jPN P
(
t0, 1uN

n´1
)N

με τα στοιχεία του t0, 1uN
n

. Συγκεκριμένα σε κάθε y = (yj)jPN P
(
t0, 1uN

n´1
)N

αντι-
στοιχούμε το τ(y) : Nn Ñ t0, 1u που ικανοποιεί

τ(y)(i, t) = yi(t) για κάθε (i, t) P Nˆ Nn´1.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η τ :
(
t0, 1uN

n´1
)N
Ñ t0, 1uN

n

είναι τοπολογικός
ισομορφισμός. Επιπλέον ισχύει τ(y)[i] = yi για κάθε y = (yj)jPN και κάθε i. Επομένως

y = (yj)jPN P P̃n+1 ðñ Di yi P Qn

ðñ Di τ(y)[i] P Qn

ðñ τ(y) P Pn+1.

Άρα Pn+1 = τ [P̃n+1]. Επειδή η τ είναι τοπολογικός ισομορφισμός και το P̃n+1

είναι Σ
r

0
n+1-πλήρες έχουμε ότι και το Pn+1 είναι Σ

r

0
n+1-πλήρες. Αυτό ολοκληρώνει το

Επαγωγικό Βήμα. ˝
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Διάγραμμα 4. Ομοιομορφοποίηση του P από το P˚

Ασκήσεις

Άσκηση 3.7.12. Δείξτε ότι η συνεχής αναγωγή στον ορισμό της ιδιότητας τηςΣ
r

0
2-

πληρότητας δεν είναι απαραίτητα ένα-προς-ένα.

3.8. Ομοιομορφοποίηση Αναγωγή και Διαχωρισμός

Εδώ ασχολούμαστε με τρεις αλληλένδετες δομικές ιδιότητες των κλάσεων συνό-
λων.

Ορισμός 3.8.1. Δίνονται δύο Πολωνικοί χώροιX ,Y και σύνολαP, P˚ Ď XˆY . Το
σύνολο P˚ είναι ομοιομορφοποίηση (uniformization) του P αν P˚ Ď P και για κάθε
x P X : αν υπάρχει y P Y με (x, y) P P τότε υπάρχει μοναδικό y P Y με (x, y) P P˚.

Με άλλα λόγια το P˚ είναι η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f με πεδίο ορι-
σμού το DYP και που σε κάθε x P DYP έχουμε (x, f(x)) P P . Δείτε το Διάγραμμα
4.

Από το Αξίωμα Επιλογής κάθε υποσύνολο P του X ˆ Y έχει ομοιομορφοποίηση.
Σκοπός μας είναι να υποθέσουμε ότι τοP ανήκει σε μια κλάσηΓ και να κατασκευάσουμε
μια ομοιομορφοποίηση P˚ με βάση τις δομικές ιδιότητες της Γ (και χωρίς τη χρήση του
Αξιώματος Επιλογής). Ακριβώς λόγω του κατασκευαστικού χαρακτήρα μιας τέτοιας
ομοιομορφοποίησης προκύπτει ότι το P˚ ανήκει είτε σε μια κλάση που είναι “παραπλή-
σια” της Γ είτε στην ίδια τη Γ.

Αναφέρουμε μερικά χαρακτηριστικά αποτελέσματα, κάποια από τα οποία θα απο-
δείξουμε σε μεταγενέστερα κεφάλαια.
‚ Κάθε Π

r

1
1 σύνολο έχει μια ομοιομορφοποίηση που είναι επίσης Π

r

1
1 σύνολο, μάλιστα

ισχύει το ίδιο και για την κλάση Σ
r

1
2 στη θέση της Π

r

1
1 (Θεώρημα Kondo ??).

‚ Κάθε Σ
r

1
1 σύνολο έχει μια ομοιομορφοποίηση που ανήκει στην ελάχιστη σ-άλγεβρα

που περιέχει ταΣ
r

1
1 σύνολα. (Σχετικά με την έννοια της ελάχιστης σ-άλγεβρας δείτε

τον Ορισμό 4.1.1 καθώς και τα σχόλια που ακολουθούν τον Ορισμό 4.1.2.)
‚ Το πρόβλημα της ομοιομορφοποίησης Σ

r

1
n και Π

r

1
n συνόλων για n ě 3 είναι ανεξάρ-

τητο από τα αξιώματα της συνολοθεωρίας, έχει όμως μια κομψή λύση με ένα πρό-
σθετο αξίωμα που σχετίζεται με τη Θεωρία Παιγνίων (Μοσχοβάκης ??).

‚ Υπάρχει ένα κλειστό F Ď N ˆN που δεν έχει ομοιομορφοποίηση από ένα ∆
r

1
1 σύ-

νολο, επομένως δεν είναι σωστό ότι τα ∆
r

1
1 σύνολα έχουν ∆

r

1
1 ομοιομορφοποίηση,

ούτε ότι τα τα Σ
r

0
n σύνολα έχουν Σ

r

0
n ομοιομορφοποίηση. Αλλά:

‚ Τα ∆
r

1
1 σύνολα P Ď X ˆ Y που ικανοποιούν ότι κάθε τομή Px είναι αριθμήσιμο

σύνολο έχουν ∆
r

1
1 ομοιομορφοποίηση.
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‚ Ισχύει το ίδιο με το προηγούμενο αποτέλεσμα όταν κάθε τομήPx αντί για αριθμήσιμο
σύνολο ικανοποιεί άλλες ιδιότητες όπως να α) είναι συμπαγές ή β) είναι μη ισχνό ή γ)
έχει θετικό μέτρο.
Στην περίπτωση όπου έχουμε P Ď X ˆ N υπάρχει ένας φυσιολογικός τρόπος να

κατασκευαστεί μια ομοιομορφοποίηση: σε κάθε x P DNP επιλέγουμε το ελάχιστο n με
(x, n) P P . Με μια βελτίωση αυτής της ιδέας παίρνουμε το εξής αποτέλεσμα.

Πρόταση 3.8.2. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε Σ
r

0
n σύνολο P Ď X ˆN όπου

n ě 2, υπάρχει Σ
r

0
n σύνολο P˚ Ď X ˆ N που είναι ομοιομορφοποίηση του P .

Απόδειξη. Επειδή n ě 2 έχουμε P =
Ť

iPN Qi όπου κάθε Qi είναι Π
r

0
n´1 υποσύ-

νολο τουXˆN. Τότε για κάθε x P DNP υπάρχουν k, i P N με (x, k) P Qi. Η ιδέα είναι να
επιλέξουμε το “ελάχιστο” τέτοιο ζεύγος (k, i), το οποίο θα είναι αναγκαστικά μοναδικό.
Για να το κάνουμε αυτό θεωρούμε μια ένα-προς-ένα συνάρτηση π : NˆN ↣ N, για πα-
ράδειγμα την π = ((k, i) ÞÑ xk, iy), όπου x¨y είναι η γνωστή συνάρτηση κωδικοποίησης
(2.7). Θεωρούμε και τις αντίστροφες συναρτήσεις, για τη συγκεκριμένη επιλογή της π
αν m = xk, iy τότε k = (s)0 και i = (s)1.

Ορίζουμε το Q Ď X ˆ N,

(x,m) P Q ðñ (x, (m)0) P Q(m)1 & @m1 ă m ((x, (m1)0) R Q(m1)1).

Με άλλα λόγια έχουμε (x,m) P Q αν και μόνο αν το m είναι ο ελάχιστος φυσικός με
την ιδιότητα (x, (m)0) P Q(m)1 .

Έπειτα ορίζουμε το P˚ Ď X ˆ N,

(x, k) P P˚ ðñ Di (x, xk, iy) P Q.

Η βασική παρατήρηση είναι ότι για κάθε x P X υπάρχει το πολύ ένα ζεύγος (k, i)
με (x, xk, iy) P Q και επομένως υπάρχει το πολύ ένα k με (x, k) P P˚ -αυτά είναι άμεσα
από τους ορισμούς πιο πάνω.

ΤοQ είναιΠ
r

0
n´1 σύνολο με χρήση του Λήμματος 3.3.6 και των ιδιοτήτων κλειστό-

τητας της τελευταίας κλάσης. Επομένως το P˚ είναι Σ
r

0
n υποσύνολο του X ˆ N.

Δείχνουμε ότι το P˚ είναι ομοιομορφοποίηση του P . Πρώτα παρατηρούμε ότι αν
έχουμε (x, k) P P˚ τότε για κάποιο i έχουμε (x, xk, iy) P Q που συνεπάγεται ότι (x, k) P
Qi Ď P , άρα P˚ Ď P .

Στη συνέχεια θεωρούμε ένα x P DNP . Όπως αναφέραμε πιο πάνω υπάρχει το πολύ
ένα k με (x, k) P P˚, επομένως αρκεί να δείξουμε την ύπαρξη ενός τέτοιου k. Εφόσον
x P DNP υπάρχουν k1, i1 με (x, k1) P Qi1 . Τότε παίρνουμεm να είναι το ελάχιστο του μη
κενού συνόλου tm1 P N | (x, (m1)0) P Q(m1)1u, έτσι που (x,m) P Q. Ειδικότερα υπάρ-
χει i, συγκεκριμένα το (m)1, για το οποίο ισχύει (x, (m)0, i) P Q (παρατηρήστε ότι δεν
χρειάζεται να υποθέσουμε ότι m = x(m)0, (m)1y, μας αρκεί απλώς ότι για τον αριθμό
N = x(m)0, (m)1y ισχύει (m)0 = (N)0 και (m)1 = (N)1). Εφόσον λοιπόν υπάρχει
i με (x, x(m)0, iy) P Q έχουμε ειδικότερα ότι (x, (m)0) P P˚. Αυτό ολοκληρώνει την
απόδειξη. ˝

Συνεχίζουμε με την επόμενη έννοια.

Ορισμός 3.8.3. Δίνεται ένας Πολωνικός χώρος X και σύνολα P,Q, P˚, Q˚ Ď X .
Λέμε ότι το ζεύγος (P˚, Q˚) ανάγει (reduces) το ζεύγος (P,Q) ή ότι το (P˚, Q˚) είναι
αναγωγή του (P,Q) αν ισχύουν τα εξής:

P˚ Ď P, Q˚ Ď Q

P˚ YQ˚ = P YQ, P˚ XQ˚ =H.

Δείτε το Διάγραμμα 5.
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Διάγραμμα 5. To ζεύγος (P˚, Q˚) ανάγει το ζεύγος (P,Q)

Είναι σαφές ότι κάθε ζεύγος (P,Q) έχει μια αναγωγή (P˚, Q˚), συγκεκριμένα τη
(P z Q,Q). Όπως και με την έννοια της ομοιομορφοποίησης μας ενδιαφέρει να κατα-
σκευάσουμε αναγωγές (P˚, Q˚) με βάση τις δομικές ιδιότητες μιας κλάσης Γ στην
οποία ανήκουν τα δοσμένα σύνολα P,Q. Σχετικά με αυτό έχουμε το ακόλουθο απο-
τέλεσμα.

Πρόταση 3.8.4. Υποθέτουμε ότι έχουμε μια κλάση Γ που είναι κλειστή ως προς_, &
και συνεχή αντικατάσταση, και έναν Πολωνικό χώρο X . Αν κάθε R P Γ(X ˆ N) έχει μια
ομοιομορφοποίηση R˚ P Γ(X ˆ N), τότε κάθε ζεύγος συνόλων (P,Q) με P,Q P Γ(X )
έχει μια αναγωγή (P˚, Q˚) με Q˚, Q˚ P Γ(X ).

Ειδικότερα για κάθε n ě 2 κάθε ζεύγος (P,Q) από Σ
r

0
n υποσύνολα του X έχει μια

αναγωγή (P˚, Q˚) από Σ
r

0
n υποσύνολα του X .

Απόδειξη. Ο δεύτερος ισχυρισμός είναι άμεση συνέπεια του πρώτου με βάση την
Πρόταση 3.8.2 παίρνοντας Γ = Σ

r

0
n. Για να δείξουμε τον πρώτο ισχυρισμό θεωρούμε

δύο υποσύνολα P , Q του X που ανήκουν στη Γ και ορίζουμε το R Ď X ˆ N ως εξής:

(x, k) P R ðñ (x P P & k = 0) _ (x P Q & k = 1).

Από τις ιδιότητες κλειστότητας της Γ έχουμε ότι R P Γ(X ˆN). Από την υπόθεσή
μας υπάρχειR˚ P Γ(XˆN) που είναι ομοιομορφοποίηση τουR. Ορίζουμε τα P˚, Q˚ Ď

X ως εξής:

x P P˚ ðñ (x, 0) P R˚ και x P Q˚ ðñ (x, 1) P R˚.

Τότε τα P˚ και Q˚ ανήκουν στη Γ και είναι άμεσο από τους ορισμούς ότι P˚ Ď P
καθώς καιQ˚ Ď Q. Επειδή για κάθε x υπάρχει το πολύ ένα k με (x, k) P R˚ είναι επίσης
άμεσο ότι τα P˚, Q˚ είναι ξένα.

Τέλος για να δείξουμε ότι P˚ Y Q˚ = P Y Q θεωρούμε x P P Y Q και αρκεί να
δείξουμε ότι x P P˚ Y Q˚. Αν x P P τότε (x, 0) P R και αν x P Q τότε (x, 1) P R, σε
κάθε περίπτωση έχουμε ότι x P DNR. Από τον ορισμό της ομοιομορφοποίησης υπάρχει
k P N με (x, k) P R˚. Επειδή R˚ Ď R έχουμε k = 0 ή k = 1. Αν k = 0 έχουμε x P P˚

και αν k = 1 έχουμε x P Q˚. ˝

Στη συνέχεια αναφερόμαστε στην ιδιότητα του Διαχωρισμού.

Ορισμός 3.8.5. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X και σύνολα A,B Ď X με A X
B = H. Ένα σύνολο C Ď X διαχωρίζει το A από το B αν A Ď C και C X B = H.
Δείτε το Διάγραμμα 6.

Παρατηρούμε ότι αν το C διαχωρίζει το A από το B τότε το X z C διαχωρίζει το
B από το A. Ένας προφανής διαχωρισμός του A από το B είναι το C = A. Ως συνήθως
μας ενδιαφέρει ο διαχωρισμός να γίνεται με βάση μια δοσμένη κλάση Γ.

Ένα τέτοιο αποτέλεσμα είναι γνωστό από την τοπολογία: αν έχουμε δύο ξένα κλει-
στά F1, F2 υποσύνολα ενός μετρικού χώρου (X, d) τότε υπάρχει ανοικτό σύνολο U που
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C

Διάγραμμα 6. Το C διαχωρίζει το A από το B

διαχωρίζει το F1 από το F2. Η κατασκευή ενός τέτοιου U είναι σχετικά απλή, στη μη
τετριμμένη περίπτωση όπου F1, F2 ‰ H ορίζουμε

U = tx P X | d(x, F1) ă d(x, F2)u.

Τότε το U είναι d-ανοικτό υποσύνολο τουX λόγω της συνέχειας της συνάρτησης (x ÞÑ
d(x,A)) όπου τοA είναι μη κενό υποσύνολο τουX . Επιπλέον αν x P F1 τότε x R F2 και
επειδή το F2 είναι κλειστό έχουμε d(x, F2) ą 0 = d(x, F1). Αυτό δείχνει ότι F1 Ď U .
Αν υπήρχε x P F2XU τότε d(x, F1) ă d(x, F2) = 0 που είναι άτοπο, άρα F2XU =H.

Στην περίπτωση των μηδενοδιάστατων Πολωνικών χώρων X τα προηγούμενα ξένα
κλειστά F1, F2 μπορούν να διαχωριστούν από ένα κλειστό-ανοικτό σύνολο (Άσκηση
3.8.9).

Το επόμενο αποτέλεσμα μας επιτρέπει να επεκτείνουμε αυτόν τον διαχωρισμό από
την κλάση Π

r

0
1 των κλειστών συνόλων στις κλάσεις Π

r

0
n για n ě 2 και μάλιστα με το

ισχυρότερο συμπέρασμα όπου το σύνολο διαχωρισμού ανήκει στην ∆
r

0
n χωρίς την υπό-

θεση ο χώρος να είναι μηδενοδιάστατος.

Πρόταση 3.8.6. Θεωρούμε μια κλάσηΓ, έναν Πολωνικό χώροX και δύο ξέναA,B Ď
X που ανήκουν στη Γ. Αν το ζεύγος των συμπληρωμάτων (cXA, cXB) έχει αναγωγή από
ζεύγος υποσυνόλων του X που ανήκουν στη cΓ, τότε υπάρχει C Ď X που διαχωρίζει το
A από το B, το οποίο ανήκει στην κλάση ΓX cΓ.

Ειδικότερα για κάθε n ě 2 αν έχουμε δύο ξένα Π
r

0
n σύνολα A,B Ď X τότε υπάρχει

ένα ∆
r

0
n σύνολο C Ď X που διαχωρίζει το A από το B.

Απόδειξη. Θεωρούμε μια αναγωγή (A˚
c , B

˚
c ) του (cXA, cXB) από σύνολα της cΓ

και θέτουμε C = cXA˚
c . Αφού A˚

c Ď cXA έχουμε ότι A Ď cXA˚
c = C. Δείχνουμε ότι

C X B = H. Σε διαφορετική περίπτωση θα υπήρχε x P C X B, ειδικότερα θα είχαμε
x R A, δηλαδή x P cXA Ď cXA Y cXB = A˚

c Y B˚
c . Αν x P A˚

c τότε έχουμε άτοπο
γιατί x P C = cXA˚

c . Αν x P B˚
c τότε έχουμε πάλι άτοπο γιατί B˚

c Ď cXB και x P B.
Επομένως C XB =H.

Απομένει να δείξουμε ότι το C ανήκει στις κλάσεις Γ και cΓ. Εφόσον το A˚
c ανήκει

στη cΓ είναι σαφές ότι τοC = cXA˚
c ανήκει στη Γ. Στη συνέχεια δείχνουμε ότιC = B˚

c

απ’ προκύπτει ότι το C ανήκει στη cΓ. Αν το x P C, εφόσον C XB =H έχουμε

x P cXB Ď cXAY cXB = A˚
c YB˚

c .

Επειδή x P C = cXA˚
c έχουμε ότι x P B˚

c , αυτό δείχνει ότι C Ď B˚
c . Αντίστροφα

θεωρούμε x P B˚
c , εφόσονA˚

c XB˚
c =H έχουμε x R A˚

c , δηλαδή x P cXA˚
c = C. Αυτό

ολοκληρώνει την απόδειξη του πρώτου ισχυρισμού της πρότασης.
Για τον δεύτερο ισχυρισμό θεωρούμε ότι τα A,B είναι ξένα Π

r

0
n υποσύνολα του

X για κάποιο n ě 2. Εφαρμόζουμε τον πρώτο ισχυρισμό παίρνοντας για κλάση την
Γ = Π

r

0
n. Από την Πρόταση 3.8.4 το ζεύγος (cXA, cXB) από Σ

r

0
n υποσύνολα του X

έχει μια αναγωγή από σύνολα που ανήκουν στηΣ
r

0
n = cΓ. Επομένως υπάρχει ένα C που

διαχωρίζει το A από το B, το οποίο ανήκει στην κλάση ΓX cΓ = Π
r

0
n XΣ

r

0
n = ∆

r

0
n. ˝
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Παρατήρηση 3.8.7. Στην περίπτωση των μηδενοδιάστατωνΠολωνικών χώρων ισχύ-
ουν όλα τα προηγούμενα συμπεράσματα για n = 1 (Άσκηση 3.8.8). Αυτό δίνει ειδικό-
τερα μια δεύτερη απόδειξη του αποτελέσματος ότι δύο ξένα κλειστά υποσύνολα ενός
μηδενοδιάστατου Πολωνικού χώρου διαχωρίζονται από ένα κλειστό-ανοικτό σύνολο.

Ασκήσεις

Άσκηση 3.8.8. Δίνεται ένας μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος X . Τότε για κάθε
ανοικτό σύνολο U Ď X ˆN υπάρχει ανοικτό σύνολο U˚ Ď X ˆN που είναι ομοιομορ-
φοποίηση του U .

Συμπεράνετε ότι κάθε ζεύγος (U,W ) ανοικτών υποσυνόλων του X έχει μια ανα-
γωγή (U˚,W˚) από ανοικτά υποσύνολα του X και πως για κάθε ζεύγος (F1, F2) κλει-
στών και ξένων υποσυνόλων του X υπάρχει ένα κλειστό-ανοικτό σύνολο C που διαχω-
ρίζει το F1 από το F2.

Άσκηση 3.8.9. Δίνεται ένας μηδενοδιάστατος Πολωνικός χώρος X και δύο ξένα
κλειστά F1, F2 Ď X . Δείξτε ότι υπάρχει ένα κλειστό-ανοικτό C Ď X που διαχωρίζει το
F1 από το F2 χωρίς την επίκληση της Πρότασης 3.8.6.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Borel σύνολα

4.1. Θεμελιώδεις ιδιότητες

Ορισμός 4.1.1. Θεωρούμε ένα μη κενό σύνολοX και μια οικογένειαA υποσυνόλων
του X . Η A είναι σ-άλγεβρα στο X αν ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες.

(i) Τα σύνολαH, X ανήκουν στην A.
(ii) Αν A P A τότε X z A P A.
(iii) Αν An P A για κάθε n P N τότε

Ť

nPN An P A.
Επεκτείνουμε κατά τον προφανή τρόπο την έννοια της κλειστότητας ως προς συ-

νολοθεωρητικό τελεστή στις οικογένειες υποσυνόλων συγκεκριμένου X , δηλαδή σε οι-
κογένειες που δεν είναι απαραίτητα κλάσεις. Για παράδειγμα η ιδιότητα (ii) σημαίνει
ότι η A είναι κλειστή ως προς τα συμπληρώματα στον X και η (iii) ότι η A είναι
κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις υποσυνόλων του X .

Επομένως μια οικογένειαA υποσυνόλων τουX είναι σ-άλγεβρα στοX όταν περιέ-
χει τα σύνολαH, X και είναι κλειστή ως προς τα συμπληρώματα στο X καθώς και ως
προς τις αριθμήσιμες ενώσεις υποσυνόλων του X .

Μερικά τετριμμένα παραδείγματα σ-αλγεβρών στοX είναι το δυναμοσύνολοP(X)
και το tH, Xu.

Όπως είναι γνωστό αν έχουμε ένα μη κενό σύνολο F από σ-άλγεβρες στο ίδιο σύ-
νολο X τότε η τομή

Ş

F = tA Ď X | @A P F A P Au
είναι επίσης σ-άλγεβρα στο X .

Ορισμός 4.1.2. Θεωρούμε έναν μετρικό χώρο X και το σύνολο F όλων των σ-
αλγεβρών στο X που περιέχουν τα ανοικτά υποσύνολα του X , δηλαδή

F = tA | η A είναι σ-άλγεβρα στο X και για κάθε ανοικτό V Ď X έχουμε V P Au
Παρατηρούμε ότι P(X) P F και συνεπώς F ‰ H. Η σ-άλγεβρα B(X) των Borel

υποσυνόλων του X είναι η οικογένεια

B(X) =
Ş

F .

Ένα υποσύνολο του X ονομάζεται Borel αν ανήκει στη σ-άλγεβρα B(X).

Είναι σαφές από τα προηγούμενα ότι η οικογένεια B(X) έχει τις εξής ιδιότητες:
(1) Η B(X) είναι σ-άλγεβρα και κάθε ανοικτό υποσύνολο του X περιέχεται στην

B(X), δηλαδή η B(X) είναι στοιχείο της πιο πάνω F .
(2) Αν A είναι σ-άλγεβρα στο X που περιέχει όλα τα ανοικτά υποσύνολα του X

τότε B(X) Ď A.

Με άλλα λόγια η B(X) είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα στο X που περιέχει τα ανοικτά
σύνολα. Συμβολίζουμε με B την κλάση όλων των Borel συνόλων σε μετρικούς χώρους.

Μερικά παραδείγματα Borel συνόλων είναι όλα τα ανοικτά σύνολα και τα συμπλη-
ρώματά τους δηλαδή τα κλειστά σύνολα. Τα Fσ σύνολα είναι επίσης Borel ως αριθμή-
σιμη ένωση Borel συνόλων και τα Gδ είναι ως συμπληρώματα Fσ συνόλων, τα οποία
είναι Borel.
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Πρόταση 4.1.3. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε n ě 1 ισχύει

Σ
r

0
n(X ) Ď B(X ),

δηλαδή κάθε Σ
r

0
n υποσύνολο του X είναι και Borel υποσύνολο του X .

Απόδειξη. Με επαγωγή στο n ě 1. ˝

Ο ορισμός των Borel συνόλων μας υπαγορεύει μια θεμελιώδη μέθοδο για να απο-
δεικνύουμε ιδιότητες των Borel συνόλων. Συγκεκριμένα ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να
δείξουμε μια πρόταση της μορφής

για κάθε Borel σύνολο B Ď X ισχύει η ιδιότητα Q.

Τότε θεωρούμε την οικογένεια

A = tA Ď X | το A έχει την ιδιότητα Qu.

Αν δείξουμε ότι το A είναι σ-άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του X
τότε θα έχουμε B(X ) Ď A και επομένως θα έχουμε αποδείξει την πιο πάνω πρόταση.
Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα εφαρμογής αυτής της μεθόδου είναι το επόμενο απο-
τέλεσμα.

Λήμμα 4.1.4. Η κλάση των Borel συνόλων είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατά-
σταση.

Απόδειξη. Θεωρούμε μετρικούς χώρος X , Y και μια συνεχή συνάρτηση f : X Ñ

Y . Θα δείξουμε ότι για κάθε BorelA Ď Y το σύνολο f´1[A] είναι Borel υποσύνολο του
X . Θεωρούμε την οικογένεια

A = tA Ď Y | f´1[A] P B(X)u

και δείχνουμε ότι είναι σ-άλγεβρα που περιέχει όλα τα ανοικτά υποσύνολο του Y . Εφό-
σον η B(X) είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του Y ,
προκύπτει από το προηγούμενο ότι B(X) Ď A που είναι και το ζητούμενο.

Θεωρούμε ένα ανοικτό V Ď Y . Αφού η f είναι συνεχής συνάρτηση η αντίστροφη
εικόνα f´1[V ] είναι ανοικτό υποσύνολο του X και συνεπώς είναι Borel σύνολο. Άρα
V P A και η A περιέχει όλα τα ανοικτά υποσύνολα του X .

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότιH, Y P A γιατί τα σύνολαH, Y είναι ανοικτά. Αν
A P A τότε

f´1[Y z A] = X z f´1[A] P B(X)

όπου πιο πάνω χρησιμοποιήσαμε ότι f´1[A] P B(X) και ότι η οικογένεια των Borel
υποσυνόλων του X είναι κλειστή ως προς τα συμπληρώματα στο X . ˝

Η κλάση των Borel συνόλων ικανοποιεί και αυτή την ιδιότητα (3.3) της Πρότασης
3.2.8.

Λήμμα 4.1.5. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X έναν φυσικό n ě 1 και μια ακο-
λουθία (Bs)sPN από Borel υποσύνολα του X . Τότε το σύνολο

B = t(x, s) P X ˆ N | x P Bsu

είναι Borel.
Αντίστροφα για κάθε Borel C Ď X ˆ N και κάθε s P N το σύνολο

Cs = tx P X | (x, s) P Cu

είναι επίσης Borel.

Απόδειξη. Όμοια με την απόδειξη του Λήμματος 3.3.6 και της Παρατήρησης 3.3.5.
Χρησιμοποιούμε ότι η κλάση των Borel συνόλων είναι κλειστή ως προς αριθμήσιμες
ενώσεις και αριθμήσιμες (ειδικότερα πεπερασμένες) τομές υποσυνόλων του ίδιου χώρου
και ως προς συνεχή αντικατάσταση. ˝
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Θεώρημα 4.1.6 (Οι Θεμελιώδεις Ιδιότητες Κλειστότητας της κλάσης των Borel
συνόλων). Η κλάση B των Borel συνόλων είναι κλειστή
(i) ως προς συνεχή αντικατάσταση,
(ii) ως προς τους τελεστές _, &, Dď, @ď,

Ž

ď ,
Ź

ď , cX , όπου X είναι μετρικός χώρος,
και

(iii) ως προς τους τελεστές
Ž

N , DN, DY ,
Ź

N , @N, @Y , όπου Y είναι αριθμήσιμος Πολω-
νικός χώρος.

Απόδειξη. Η κλειστότητα ως προς συνεχή αντικατάσταση είναι το Λήμμα 4.1.4. Η
κλειστότητα ως προς _ και

Ž

ď είναι άμεση από την κλειστότητα ως προς
Ž

N . Όμοια
η κλειστότητα ως προς & και

Ź

ď είναι άμεση από την κλειστότητα ως προς
Ź

N .
Οι κλειστότητες ως προς

Ž

N και cX είναι σαφείς γιατί για κάθε μετρικό χώροX η
B(X) είναι σ-άλγεβρα. Για την κλειστότητα ως προς

Ź

N θεωρούμε έναν μετρικό χώρο
X και μια ακολουθία (An)nPN Borel υποσυνόλων του X . Παρατηρούμε ότι

X z
Ş

nPN An =
Ť

nPN X z An P B(X)

όπου πιο πάνω χρησιμοποιήσαμε ότι An P B(X) για κάθε n P N και ότι η B(X) είναι
σ-άλγεβρα. Αφού X z

Ş

nPN An P B(X) έχουμε και ότι
Ş

nPN An P B(X).
Αφού η B είναι κλειστή ως προς τους τελεστές

Ž

N ,
Ž

ď ,
Ź

N , και
Ź

ď , προκύπτει
από το Λήμμα 4.4.5, το Πόρισμα 3.2.9 και την Πρόταση 3.2.10 ότι η B είναι επίσης
κλειστή ως προς τους τελεστές DN, Dď, @N, και @ď, (αντίστοιχο της Άσκησης 3.4.12).

Τέλος θεωρούμε έναν αριθμήσιμο Πολωνικό χώρο Y , μια απαρίθμηση f : N ↠ Y
και ένα Borel B Ď X ˆ Y , όπου X Πολωνικός χώρος. Τότε για κάθε x P X ,

x P DY B ðñ Dy P Y (x, y) P B

ðñ Dn (x, f(n)) P B

και όμοια

x P @Y B ðñ @n (x, f(n)) P B.

Αφού η f είναι συνεχής και η B είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση και
τους τελεστές DN, @N, προκύπτει από τις προηγούμενες ισοδυναμίες ότι τα σύνολοα
DY B,@Y B ανήκουν στη B(X ). ˝

Πόρισμα 4.1.7. Για κάθε Πολωνικό χώρο X έχουμε

B(X ) Ď∆
r

1
1(X ).

Επομένως κάθε Borel σύνολο είναι προβολικό σύνολο.
Όπως θα δούμε στη συνέχεια (Θεώρημα του Suslin 5.2.2) ισχύει και το αντίστροφο,

δηλαδή ότι ∆
r

1
1(X ) Ď B(X ). Επομένως τα Borel υποσύνολα του X είναι ακριβώς τα

αναλυτικά σύνολα με αναλυτικό συμπλήρωμα.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 3.4.6 (και την απόδειξή της Πρότασης 3.3.3) η οικο-
γένεια ∆

r

1
1(X ) είναι σ-άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του X . ˝

Πρόταση 4.1.8. Αν X είναι μετρικός χώρος και το Y είναι ένα μη κενό υποσύνολο
του X τότε ένα A Ď Y είναι Borel στον μετρικό χώρο Y αν και μόνο αν είναι της μορφής
B X Y όπου το B είναι Borel στον X . Δηλαδή

B(Y ) = tB X Y | B P B(X)u.

Ειδικότερα αν το Y είναι Borel υποσύνολο του X και το A Ď Y είναι Borel στον Y
τότε το A είναι Borel στον X .
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Απόδειξη. Για ευκολία θέτουμε προσωρινά
B˚(Y ) = tB X Y | B P B(X)u.

Δείχνουμε αρχικά ότι B(Y ) Ď B˚(Y ). Αρκεί να δείξουμε ότι η οικογένεια B˚(Y )
είναι σ-άλγεβρα στο Y που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του Y .

Έστω V Ď Y ανοικτό στο Y . Τότε όπως είναι γνωστό υπάρχει U Ď X που είναι
ανοικτό στο X ώστε V = U X Y . Τότε U P B(X) και άρα V P B˚(Y ), δηλαδή η
τελευταία οικογένεια περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του Y .

Ειδικότερα έχουμε H, Y P B˚(Y ) γιατί τα σύνολα H, Y είναι ανοικτά. Για τις
άλλες δύο ιδιότητες παρατηρούμε ότι

Y z (B X Y ) = (X z B)X Y(4.1)
ď

nPN
(Bn X Y ) =

(
ď

nPN
Bn

)
X Y.(4.2)

Επομένως αν A = B X Y P B˚(Y ), όπου B P B(X), τότε X z B P B(X) και με
χρήση της (4.1)

Y z A = Y z (B X Y ) = (X z B)X Y P B(Y ).

Με χρήση της (4.2) δείχνει όμοια κανείς ότι η B˚(Y ) είναι κλειστή ως προς τις
αριθμήσιμες ενώσεις υποσυνόλων του Y . Προκύπτει ότι η B˚(Y ) είναι σ-άλγεβρα στο
Y που περιέχει όλα τα ανοικτά υποσύνολα του Y .

Για να δείξουμε τον εγκλεισμό B˚(Y ) Ď B(Y ) θεωρούμε την οικογένεια υποσυνό-
λων του X ,

A = tB Ď X | B X Y P B(Y )u.

Αν δείξουμε ότι ηA είναι σ-άλγεβρα στοX που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του
X τότε θα έχουμε B(X) Ď A και συνεπώς για κάθε B P B(X) θα ισχύει B X Y B(Y ),
δηλαδή B˚(Y ) Ď B(Y ).

Για να δείξουμε ότι η πιο πάνω A περιέχει τα ανοικτά σύνολα, θεωρούμε V Ď X
ανοικτό. Τότε το V X Y είναι ανοικτό στο Y και ειδικότερα V X Y P B(Y ). Προκύπτει
ότι V P A.

Όπως προηγουμένως προκύπτει επίσης ότιH, X P A. ΑνB P A τότε από την (4.1),
(X z B)X Y = Y z (B X Y ) P B(Y ),

όπου πιο πάνω χρησιμοποιήσαμε ότι B X Y P B(Y ). Προκύπτει ότι X zB P A.
Όμοια με χρήση της (4.2) δείχνει κανείς ότι η A είναι κλειστή ως προς τις αριθμή-

σιμες ενώσεις υποσυνόλων του X .
Καταλήγουμε ότι B(Y ) = tB X Y | B P B(X)u. Τέλος αν το Y είναι Borel

υποσύνολο του X και το A είναι Borel υποσύνολο του Y τότε A = B X Y για κάποιο
B P B(X). Άρα το A είναι Borel υποσύνολο του X από την κλειστότητα της B(X) ως
προς &. ˝

Ασκήσεις

Η έννοια της σ-άλγεβρας επιδέχεται διάφορους χαρακτηρισμούς. Δίνουμε έναν από
τους πιο χρήσιμους.

Άσκηση 4.1.9. Για κάθε μη κενό σύνολοX και κάθε οικογένειαA υποσυνόλων του
X τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(1) Η A είναι σ-άλγεβρα.
(2) Η A περιέχει τα σύνολαH, X , είναι κλειστή ως προς το συμπλήρωμα στο
X και ως προς τις αριθμήσιμες τομές.

Άσκηση 4.1.10 (Χαρακτηρισμοί οικογένειας Borel συνόλων). Για κάθε μετρικό
χώρο X και κάθε οικογένεια A από υποσύνολα του X τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.
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(1) Η A είναι η οικογένεια των Borel υποσυνόλων του X .
(2) ΗA είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα στοX που περιέχει τα κλειστά υποσύνολα
του X .

(3) Η A είναι η ελάχιστη οικογένεια από υποσύνολα του X που περιέχει τα
ανοικτά υποσύνολα του X και είναι κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις
καθώς και τις αριθμήσιμες τομές.

(4) Η A είναι η ελάχιστη οικογένεια από υποσύνολα του X που περιέχει τα
κλειστά υποσύνολα του X και είναι κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις
καθώς και τις αριθμήσιμες τομές.

Άσκηση 4.1.11 (Αντίστοιχη της Άσκησης 3.6.13 για τις κλάσεις Σ
r

0
n). Για κάθε

n ě 1 θεωρούμε ένα σύνολο Gn Ď N ˆ N που είναι N -καθολικό για την Σ
r

0
n(N ), το

οποίο υπάρχει από την Πρόταση 3.6.5. Τότε το σύνολο P Ď N , που ορίζεται ως εξής

α P P ðñ @n ((α)n, α) P G
n,

είναι Borel υποσύνολο του N αλλά δεν ανήκει στη Σ
r

0
n(N ) για κάθε n ě 1.

4.2. Το Θεώρημα του Borel-ισομορφισμού

Ορισμός 4.2.1. Θεωρούμε μετρικούς χώρουςX και Y . Μια συνάρτηση f : X Ñ Y
είναι Borel-μετρήσιμη αν αντιστρέφει τα ανοικτά υποσύνολα του Y σε Borel υποσύ-
νολα του X , δηλαδή για κάθε ανοικτό U Ď Y έχουμε f´1[U ] P B(X).

Με άλλα λόγια η Borel-μετρησιμότητα είναι Γ-μετρησιμότητα του Ορισμού 3.5.1
όπου Γ = B = η κλάση των Borel συνόλων, απλά εδώ έχουμε μετρικούς χώρους αντί
για Πολωνικούς.

Προφανώς κάθε συνεχής συνάρτηση f : X Ñ Y είναι Borel-μετρήσιμη γιατί για
κάθε ανοικτό U Ď Y το σύνολο f´1[U ] είναι ανοικτό και συνεπώς Borel.

Θα λέμε ότι μια κλάση Γ είναι κλειστή ως προς Borel αντικατάσταση αν για
κάθε Borel-μετρήσιμη συνάρτηση f : X Ñ Y , όπου X ,Y είναι Πολωνικοί χώροι, και
για κάθε A P Γ(Y) το σύνολο f´1[A] ανήκει στην Γ(X ). Με άλλα λόγια η κλειστότητα
μιας κλάσης Γ ως προς Borel αντικατάσταση σημαίνει την κλειστότητά της ως προς
Γ1-αντικατάσταση (Ορισμός 3.5.1) όπου Γ1 = η κλάση όλων των Borel-μετρησίμων συ-
ναρτήσεων.

Ένας ισομορφισμός f : X↣ÑY είναι Borel ισομορφισμός αν οι συναρτήσεις f :
X Ñ Y και f´1 : Y Ñ X είναι Borel-μετρήσιμες.

Οι μετρικοί χώροιX και Y είναιBorel ισομορφικοί αν υπάρχει Borel ισομορφισμός
f : X↣ÑY . Σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι κάθε δύο υπεραριθμήσιμοι Πολωνικοί
χώροι είναι Borel-ισομορφικοί.

Οι Borel-μετρήσιμες συναρτήσεις χαρακτηρίζονται ως εξής.

Πρόταση 4.2.2. Θεωρούμε μετρικούς χώρους X , Y και μια συνάρτηση f : X Ñ Y .
Τα εξής είναι ισοδύναμα.

(1) Η f αντιστρέφει τα ανοικτά υποσύνολα του Y σε Borel υποσύνολα του X ,
δηλαδή η f είναι Borel-μετρήσιμη.

(2) Η f αντιστρέφει τα Borel υποσύνολα του Y σε Borel υποσύνολα του X , δη-
λαδή για κάθε Borel σύνολο B Ď Y το σύνολο f´1[B]. (Μερικές φορές ο ορι-
σμός των Borel-μετρησίμων συναρτήσεων δίνεται με αυτή τη συνθήκη.)

Απόδειξη. Η κατεύθυνση (2) ùñ (1) είναι άμεση γιατί κάθε ανοικτό υποσύνολο
του Y είναι Borel υποσύνολο του Y . Για την κατεύθυνση (1) ùñ (2) θεωρούμε την
οικογένεια

A = tA Ď Y | f´1[A] P B(X)u.
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Από την υπόθεση κάθε ανοικτό υποσύνολο του Y ανήκει στην A. Δείχνουμε ότι
η A είναι σ-άλγεβρα στο X . Πράγματι έχουμε H = f´1[H], X = f´1[Y ] έτσι που
H, Y P A. Επιπλέον ισχύει

f´1[Y z A] = X z f´1[A] και f´1[
Ť

nPN An] =
Ť

nPN f´1[An],

για κάθε ακολουθία (An)nPN υποσυνόλων του Y και κάθε A Ď Y . Επειδή η B(X) είναι
σ-άλγεβρα στονX προκύπτει από τις προηγούμενες δύο ισότητες ότι ηA είναι κλειστή
ως προς το συμπλήρωμα στο Y και ως προς την αριθμήσιμη ένωση υποσυνόλων του Y .
Καταλήγουμε ότι η A είναι σ-άλγεβρα.

Εφόσον ηA είναι σ-άλγεβρα στο Y , η οποία περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του Y
έχουμε ότι B(Y) Ď A, που είναι ακριβώς το ζητούμενο. ˝

Ορισμός 4.2.3. Θεωρούμε δύο Πολωνικούς χώρους X , Y και έναν μονομορφισμό
f : X ↣ Y . Η f λέγεται καλός Borel μονομορφισμός αν

(i) είναι Borel-μετρήσιμη,
(ii) η εικόνα f [X ] είναι Borel υποσύνολο του Y , και
(iii) η αντίστροφη συνάρτηση f´1 : f [X ] Ñ X είναι Borel μετρήσιμη. (Θεω-
ρούμε το f [X ] ως μετρικό υπόχωρο του Y .)

Σχόλιο. Όπως θα δούμε αργότερα κάθε ένα-προς-ένα Borel-μετρήσιμη συνάρτηση
ικανοποιεί όλες τις πιο πάνω ιδιότητες, δηλαδή είναι καλός Borel μονομορφισμός (??).

Παρατήρηση 4.2.4. Για κάθε καλό Borel-μονομορφισμό f : X ↣ Y και κάθε
Borel σύνολο B Ď X το σύνολο f [B] είναι Borel υποσύνολο του Y .

Απόδειξη. Έχουμε
f [B] = g´1[B] όπου g = f´1 : f [X ] ↣ X .

Επειδή η g είναι Borel-μετρήσιμη από την Πρόταση 4.2.2 το σύνολο g´1[B] = f [B]
είναι Borel υποσύνολο του χώρου f [X ]. Επειδή η f είναι καλός Borel-ισομορφισμός
το f [X ] είναι Borel υποσύνολο του Y και από την Πρόταση 4.1.8 το f [B] είναι Borel
υποσύνολο του Y . ˝

Παρατήρηση 4.2.5. Η σύνθεση καλών Borel-μονομορφισμών είναι Borel μονομορ-
φισμός.

Απόδειξη. Θεωρούμε καλούς Borel μονομορφισμούς f : X ↣ Y και g : Y ↣ Z .
Οι συναρτήσεις g ˝f και (g ˝f)´1 = f´1 ˝g´1 είναι Borel-μετρήσιμες από την Άσκηση
4.2.15.

Αφού το X είναι προφανώς Borel υποσύνολο του X και η f είναι καλός Borel μονο-
μορφισμός έχουμε ότι το σύνολο f [X ] είναι Borel υποσύνολο του Y . Εφόσον η g είναι
επίσης καλός Borel μονορφισμός προκύπτει από την Παρατήρηση ότι η εικόνα

(g ˝ f)[X ] = g[f [X ]]

είναι Borel υποσύνολο του Z . ˝

Λήμμα4.2.6. Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώροX υπάρχει ένας καλός Borel
μονομορφισμός τ : 2N ↣ X .

Απόδειξη. Από το Πόρισμα 2.4.3 υπάρχει συνεχής μονομορφισμός τ : 2N ↣ X .
Δείχνουμε ότι η τ είναι επίσης καλός Borel-μονομορφισμός. Επειδή η τ είναι συνεχής,
είναι τότε και Borel-μετρήσιμη συνάρτηση.

Επιπλέον το σύνολο τ [2N] είναι συμπαγές (ως συνεχής εικόνα συμπαγούς) και άρα
είναι κλειστό υποσύνολο του X . Ειδικότερα το τ [2N] είναι Borel υποσύνολο του X . Τέ-
λος η αντίστροφη συνάρτηση τ´1 : τ [2N]Ñ 2N είναι συνεχής και άρα Borel-μετρήσιμη.
(Συνάρτηση συνεχής και ένα-προς-ένα σε συμπαγές έχει συνεχή αντίστροφη - δείτε την
απόδειξη του Πορίσματος 2.4.4.) ˝
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Λήμμα 4.2.7. Υπάρχει συνεχής μονομορφισμός ρ : N ↣ 2N έτσι ώστε η συνάρτηση
ρ´1 : ρ[N ] ↣ 2N είναι συνεχής και το σύνολο ρ[N ] είναι Π

r

0
2 υποσύνολο του 2N.

Απόδειξη. Ορίζουμε ρ : N Ñ 2N ως εξής
ρ(α) = (0, 0, . . . , 0

loooomoooon

α(0)-φορές

, 1, 0, 0, . . . , 0
loooomoooon

α(1)-φορές

, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . , 0
loooomoooon

α(n)-φορές

, 1, . . . ).

Τότε η ρ είναι ένα-προς-ένα. Αν α(i) = β(i) για κάθε i = 0, . . . , n τότε ρ(α)(k) =
ρ(β)(k) για κάθε k = 0, . . . , α(0) + ¨ ¨ ¨ + α(n) + n. Επομένως d2N(ρ(α), ρ(β))) ď
dN (α, β) για κάθε α, β P N και η ρ είναι συνεχής.

Επιπλέον αν α P Nu, δηλαδή αν u(0) = α(0), …, u(n´1) = α(n´1), όπου n = |u|
και αν ρ(α)(k) = ρ(β)(k) για κάθε k = 0, 1, …, u(0)+ ¨ ¨ ¨+u(n´ 1)+n τότε β P Nu.
Αυτό δείχνει ότι η ρ´1 είναι συνεχής.

Τέλος παρατηρούμε ότι
γ P ρ[N ] ðñ το γ παίρνει άπειρες φορές την τιμή 1

ðñ @n Dm ě n γ(m) = 1

ðñ @n Dm (m ě n & γ(m) = 1).

Επομένως το ρ[N ] είναι Π
r

0
2 υποσύνολο του 2N. ˝

Λήμμα4.2.8. Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώροX υπάρχει ένας καλός Borel
μονομορφισμός f : N ↣ X .

Απόδειξη. Θεωρούμε τη συνάρτηση ρ : N ↣ 2N όπως στο Λήμμα 4.2.7. Επειδή
κάθε συνεχής συνάρτηση είναι Borel-μετρήσιμη και ταΠ

r

0
2 σύνολα είναι Borel προκύπτει

ότι η ρ είναι καλός Borel μονομορφισμός.
Από το Λήμμα 4.2.7 υπάρχει καλός Borel μονομορφισμός τ : 2N ↣ X και από την

Παρατήρηση 4.2.5 η σύνθεση
f = τ ˝ ρ : N ↣ X

είναι καλός Borel μονομορφισμός. ˝

Λήμμα 4.2.9. Για κάθε Πολωνικό χώροX υπάρχει ένας καλός Borel μονομορφισμός
τ : X ↣ N .

Απόδειξη. Θεωρούμε μια κατάλληλη μετρική d στον X και ένα αριθμήσιμο D =
trn | n P Nu και πυκνό υποσύνολο του X . Θεωρούμε τη συνάρτηση

u P NăN z tΛu ÞÑ xu P X
που ορίζεται ως εξής:

x(k) = rk και xu˚(k) =

#

rk, αν d(rk, xu) ă 2´(|u|+1)

xu, αν d(rk, xu) ě 2´(|u|+1)

Όπως έχουμε δει στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.7 καθώς και στην επακόλουθη
Παρατήρηση 2.3.8 η συνάρτηση

π : N Ñ X : π(α) = lim
nÑ8

xα|n

είναι συνεχής επιμορφισμός και η συνάρτηση

τ : X Ñ N : τ(x)(n) = ο ελάχιστος k με d(rk, x) ă 2´(n+2)

είναι μονομορφισμός που ικανοποιεί
π(τ(x)) = x, x P X και τ(π(α)) = α, α P τ [X ].

Δείχνουμε ότι η τ είναι καλός Borel μονομορφισμός. Αρχικά θεωρούμε την
τ´1 : τ [X ]Ñ X
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και παρατηρούμε ότι για κάθε α = τ(x) P τ [X ] ισχύει τ´1(α) = x = π(α), δηλαδή
τ´1 = π|τ [X ]. Αφού η π είναι συνεχής έπεται ότι και η τ´1 είναι συνεχής.

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι η τ αντιστρέφει τα ανοικτά σύνολα τουN σεΣ
r

0
2. Αφού

τα Σ
r

0
2 σύνολα είναι Borel προκύπτει από αυτό ότι η τ είναι Borel-μετρήσιμη. Για κάθε

u P NăN έχουμε

τ(x) P Nu ðñ u Ď τ(x)

ðñ @n ă |u| u(n) = τ(x)(n)

ðñ @n ă |u| u(n) = ο ελάχιστος k με d(rk, x) ă 2´(n+2)

ðñ @n ă |u| (d(ru(n), x) ă 2´(n+2) & @t ă u(n) d(rt, x) ě 2´(n+2)).

Προκύπτει ότι το σύνολο τ´1[Nu] είναι ∆
r

0
2 επομένως και Σ

r

0
2 υποσύνολο του X .

Επειδή κάθε ανοικτό υποσύνολο τουN είναι ένωση συνόλων της μορφήςNu για κάποια
u P NăN, έχουμε από την κλειστότητα της Σ

r

0
2 ως προς τον τελεστή της αριθμήσιμης

ένωσης ότι η τ αντιστρέφει ανοικτά σύνολα σε Σ
r

0
2.

Τέλος αναγνωρίζουμε το σύνολο τ [X ]. Όπως είδαμε πιο πάνω, το π(α) είναι το μο-
ναδικό x P X με α = τ(x) για κάθε α P τ [X ]. Συνεπώς

α P τ [X ] ðñ α = τ(π(α))

ðñ @n α(n) = τ(π(α))(n)

ðñ @n α(n) = ο ελάχιστος k με d(rk, π(α)) ă 2´(n+2)

ðñ @n (d(π(α), rα(n)) ă 2´(n+2)& @t ă α(n) d(π(α), rt) ě 2´(n+2).

Το πιο πάνω δείχνει ότι το τ [X ] είναι Π
r

0
2 υποσύνολο του N . ˝

Η προηγούμενη απόδειξη μας δίνει ένα ακόμα χρήσιμο συμπέρασμα.

Λήμμα 4.2.10. Για κάθε Πολωνικό χώρο X υπάρχει ένας συνεχής επιμορφισμός
π : N ↠ X και ένα Gδ σύνολο P Ď N έτσι ώστε π[P ] = X και ο περιορισμός π|P είναι
ένα-προς-ένα.

Επομένως κάθε Πολωνικός χώρος είναι η συνεχής ένα-προς-ένα εικόνα ενόςGδ υπο-
συνόλου του χώρου του Baire. (Σε μεταγενέστερο σημείο θα δούμε ότι αντίGδ μπορούμε
να πάρουμε κλειστό σύνολο - δείτε το Λήμμα 4.3.1).

Απόδειξη. Θεωρούμε τον συνεχή επιμορφισμό π : N ↠ X του Θεωρήματος 2.3.7
και τη συνάρτηση τ : X Ñ N όπως στην απόδειξη του Λήμματος 4.2.9. Όπως είδαμε
το σύνολο P = τ [X ] είναι Π

r

0
2 υποσύνολο του N . Επιπλέον κάθε x P X είναι ίσο με

π(τ(x)), άρα X = π[P ]. Τέλος αν έχουμε π(α1) = π(α2) με α1, α2 P P τότε υπάρχουν
x1, x2 P X με αi = τ(xi), i = 1, 2, οπότε π(τ(x1)) = π(τ(x2)) δηλαδή x1 = x2. Το
τελευταίο δείχνει ότι ο περιορισμός π|P είναι ένα-προς-ένα. ˝

Θεώρημα 4.2.11 (Schröder-Bernstein για καλούς Borel μονομορφισμούς). Για κάθε
δύο Πολωνικούς χώρους X και Y αν υπάρχουν καλοί Borel μονομορφισμοί

f : X ↣ Y g : Y ↣ X
τότε υπάρχει Borel ισομορφισμός h : X ↣ÑY .

Απόδειξη. Από την Παρατήρηση 4.2.5 η σύνθεση

φ : Y ↣ f [X ] : φ(y) = f(g(y))

είναι καλός Borel μονομορφισμός.
Ορίζουμε την ακολουθία υποσυνόλων (Cn)nPN του Y ως εξής:

C0 = Y z f [X ]

Cn+1 = φ[Cn].
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Εφόσον οι συναρτήσεις f και φ είναι καλοί Borel μονομορφισμοί, με εφαρμογή της
Παρατήρησης 4.2.4 προκύπτει επαγωγικά ότι κάθε Cn είναι Borel υποσύνολο του Y .

Ορίζουμε επίσηςD =
Ť

nPN Cn. Τότε το D είναι αριθμήσιμη ένωση Borel συνόλων
και συνεπώς είναι Borel υποσύνολο του Y . Παρατηρούμε ακόμα ότι

φ[D] = φ[
Ť

nPN D] =
Ť

nPN φ[Cn] =
Ť

ně1 Cn Ď D.

Τέλος ορίζουμε

τ : Y Ñ Y : τ(y) =

#

φ(y), y P D

y, y R D.

Από την Άσκηση 4.2.14 η τ είναι Borel-μετρήσιμη συνάρτηση.
Δείχνουμε ότι η τ παίρνει τιμές στο f [X ]. Θεωρούμε y P Y: αν y R D τότε y R

C0 = Y z f [X ] άρα y P f [X ]. Επιπλέον αφού y R D έχουμε τ(y) = y P f [X ]. Αν y P D
τότε υπάρχει n P N με y P Cn και τ(y) = φ(y) P φ[Cn] Ď f [X ] όπου στον τελευταίο
εγκλεισμό χρησιμοποιήσαμε ότι η φ παίρνει τιμές στο f [X ].

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι η τ είναι επί του f [X ]. Θεωρούμε y P f [X ]: αν y R D
τότε τ(y) = y. Αν y P D τότε υπάρχει n P N με y P Cn και επειδή y P f [X ] δεν γίνεται
να έχουμε n = 0. Άρα n ě 1 και y P Cn = φ[Cn´1]. Επομένως υπάρχει y1 P Cn´1 με
y = φ(y1). Τότε έχουμε τ(y1) = φ(y1) = y, όπου στην πρώτη ισότητα χρησιμοποιήσαμε
ότι y1 P Cn´1 Ď D. Σε κάθε περίπτωση υπάρχει y1 P Y με τ(y1) = y.

Έπειτα δείχνουμε ότι η τ είναι μονομορφισμός. Θεωρούμε y1, y2 P Y με τ(y1) =
τ(y2). Αν κάποιο από τα y1, y2 ανήκει στο D (ας πούμε το y1) και το άλλο (το y2)
δεν ανήκει στο D τότε τ(y1) P φ[D] Ď D ενώ τ(y2) = y2 R D. Επομένως έχουμε
τ(y1) ‰ τ(y2) άτοπο. Άρα είτε y1, y2 R D οπότε y1 = τ(y1) = τ(y2) = y2 είτε
y1, y2 P D. Στην τελευταία περίπτωση φ(y1) = τ(y1) = τ(y2) = φ(y2) και επειδή η φ
είναι μονομορφισμός έχουμε y1 = y2.

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι η αντίστροφη τ´1 : f [X ]Ñ X είναι Borel-μετρήσιμη.
Σύμφωνα με τα προηγούμενα η τ´1 δίνεται από τον τύπο

τ´1(y) =

#

y, y R D

φ´1(y), y P D.

Επειδή ηφ : Y ↣ f [X ] είναι καλός Borel μονομορφισμός η αντίστροφη συνάρτηση
φ´1 : f [X ] Ñ Y είναι Borel-μετρήσιμη. Από την Άσκηση 4.2.14 η τ´1 είναι Borel-
μετρήσιμη.

Προκύπτει από τα προηγούμενα ότι η τ είναι καλός Borel μονομορφισμός. Τέλος
ορίζουμε

h : Y Ñ X : h(y) = f´1(τ(y)).

Ησυνάρτηση h είναι καλά ορισμένη γιατί η τ παίρνει τιμές στο f [X ] και είναι Borel-
μετρήσιμη ως σύνθεση Borel-μετρησίμων συναρτήσεων. Επιπλέον είναι μονομορφισμός
ως σύνθεση μονομορφισμών και επιμορφισμός γιατί η f´1 : f [X ]Ñ X είναι επί του X
και η τ είναι επί του f [X ].

Τέλος η αντίστροφη συνάρτηση h´1 = τ´1 ˝ f είναι Borel-μετρήσιμη ως σύνθεση
Borel-μετρησίμων συναρτήσεων. ˝

Θεώρημα 4.2.12 (Το Θεώρημα Borel του ισομορφισμού). Κάθε υπεραριθμήσιμος
Πολωνικός χώρος είναι Borel-ισομορφικός με τον χώρο του Baire.

Απόδειξη. Θεωρούμε ένα υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώρο X . Από τα Λήμματα
4.2.9 και 4.2.9 υπάρχουν καλοί Borel μονομορφισμοί f : N ↣ X και τ : X ↣ N .
Επομένως από το Θεώρημα 4.2.11 υπάρχει Borel ισομορφισμός h : N ↣ÑX . ˝

Πόρισμα 4.2.13. Κάθε δύο υπεραριθμήσιμοι Πολωνικοί χώροι είναι Borel ισομορ-
φικοί.
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Απόδειξη. Αν X , Y είναι υπεραριθμήσιμοι Πολωνικοί χώροι τότε από το Θεώρημα
4.2.12 υπάρχουν Borel ισομορφισμοί

f : X ↣ÑN και g : N ↣ÑY.

Είναι άμεσο από την Άσκηση 4.2.15 ότι η σύνθεση g ˝ f : X ↣ÑY είναι Borel ισο-
μορφισμός.

˝

Ασκήσεις

Άσκηση 4.2.14. Θεωρούμε μετρικούς χώρουςX ,Y , Borel-μετρήσιμες συναρτήσεις
f1, f2 : X Ñ Y και ένα Borel σύνολο B Ď X . Τότε η συνάρτηση f : X Ñ Y με

#

f1(x), x P B,

f2(x), x R B,

είναι Borel-μετρήσιμη.

Άσκηση 4.2.15. Η σύνθεση Borel-μετρησίμων συναρτήσεων είναι Borel-μετρήσιμη
συνάρτηση. Ειδικότερα η σύνθεση μιας Borel-μετρήσιμης συνάρτησης με μία συνεχή
είναι Borel-μετρήσιμη συνάρτηση.

Άσκηση 4.2.16. Για κάθε ακολουθία ((Xn, dn))nPN από μετρικούς χώρους και κάθε
ακολουθία (Bn)nPN με Bn P B(Xn), το γινόμενο

ś

nPN Bn είναι Borel υποσύνολο του
ś

nPN Xn.
Όμοια για κάθε n P N και κάθε B0, . . . , Bn με Bi P B(Xi) για i = 0, . . . , n το

γινόμενο B0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆBn είναι Borel υποσύνολο του X0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn.

Άσκηση 4.2.17. Θεωρούμε μετρικούς χώρους (X, d), (Yn, ρn), n P N. Τότε για
κάθε συνάρτηση

f : X Ñ
ś

nPN Yn : f(x) = (fn(x))nPN

η f είναι Borel-μετρήσιμη αν και μόνο αν κάθε συνάρτηση fn είναι Borel-μετρήσιμη.
Όμοια για κάθε n P N και κάθε συνάρτηση

f : X Ñ Y0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Yn : f(x) = (f0(x), . . . , fn(x))

η f είναι Borel-μετρήσιμη αν και μόνο αν οι f0, . . . , fn είναι Borel-μετρήσιμες.

Άσκηση 4.2.18. Για κάθε μετρικό χώροX και κάθε Borel-μετρήσιμες συναρτήσεις
f, g : X Ñ R, οι συναρτήσεις

f + g, f ¨ g, |f |, λ ¨ f, (λ P R), maxtf + gu, mintf + gu,

είναι Borel-μετρήσιμες.

Άσκηση 4.2.19. Το γράφημα μιας Borel-μετρήσιμης συνάρτησης μεταξύ Πολωνι-
κών χώρων είναι Borel σύνολο.

Σχόλιο. Όπως θα δούμε στοΠόρισμα 5.2.3 ισχύει (μεταξύ άλλων) και το αντίστροφο
του πιο πάνω.

Άσκηση 4.2.20. Κάθε μία από τις προβολικές κλάσεις είναι κλειστή ως προς Borel
αντικατάσταση, δηλαδή αν Γ είναι μία από τις κλάσειςΣ

r

1
n,Π

r

1
n,∆

r

1
n, όπου n ě 1, τότε

για κάθε Borel-μετρήσιμη f : X Ñ Y , όπου X , Y είναι Πολωνικοί χώροι, και κάθε
A P Γ(Y) ισχύει f´1[A] P Γ(X ).
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4.3. Μονομορφισμοί και Borel σύνολα

Ένας στόχος μας εδώ είναι να δείξουμε ότι κάθε Borel υποσύνολο ενός Πολωνικού
χώρου είναι η συνεχής ένα-προς-ένα εικόνα ενός κλειστού υποσυνόλου του χώρου του
Baire (Θεώρημα 4.3.2). Διευκρινίζουμε ότι η προηγούμενη συνεχής συνάρτηση ορίζεται
σε όλο τον χώρο του Baire.

Το προηγούμενο γίνεται σε διαδοχικά βήματα. Όπως είδαμε στο Λήμμα 4.2.10 κάθε
Πολωνικός χώρος X είναι η συνεχής ένα-προς-ένα ενός Gδ υποσυνόλου του N . Στο
επόμενο βήμα δείχνουμε ότι μπορούμε να αντικαταστήσουμε το Gδ υποσύνολο με ένα
κλειστό.

Λήμμα 4.3.1. Για κάθε Gδ σύνολο P Ď N υπάρχει κλειστό C Ď N και συνεχής
συνάρτηση f : N Ñ N έτσι ώστε f [C] = P , ο περιορισμός f |C είναι ένα-προς-ένα, και
η αντίστροφη συνάρτηση f´1 : P Ñ C είναι συνεχής.

Ειδικότερα κάθε Gδ υποσύνολο του N είναι τοπολογικά ισομορφικό με ένα κλειστό
υποσύνολο του N .

Απόδειξη. Εφόσον το P Ď N είναι Gδ υπάρχει ακολουθία (Vn)nPN από ανοικτά
υποσύνολα του N με P =

Ş

nPN Vn. Κάθε ανοικτό σύνολο είναι αριθμήσιμο ένωση από
βασικές περιοχές Nu, u P NăN, οι οποίες είναι κλειστά-ανοικτά σύνολα. Συνεπώς μπο-
ρούμε να βρούμε μια διπλή ακολουθία (Qn,m)n,mPN από κλειστά-ανοικτά υποσύνολα
του N έτσι ώστε

α P P ðñ @n Dm α P Qn,m.(4.3)

Η ιδέα είναι για κάθεα P P να ορίσουμε τη συνάρτηση η οποία απεικονίζει το n P N
στο ελάχιστο m όπως πιο πάνω. Αυτή η συνάρτηση είναι αντικείμενο του N .

Ορίζουμε το σύνολο F Ď N ˆN ,

(α, γ) P F ðñ @n (α P Qn,γ(n) & @k ă γ(n) α R Qn,k),

δηλαδή ο γ(n) είναι ο ελάχιστος φυσικός αριθμόςm μεα P Qn,m. Επειδή όλα τα σύνολα
Qn,m είναι κλειστά-ανοικτά προκύπτει ότι το F είναι κλειστό υποσύνολο του N ˆN .

Θεωρούμε τη συνάρτηση της προβολής pr1 : N ˆ N Ñ N : (α, γ) ÞÑ α, η οποία
είναι προφανώς συνεχής.

Δείχνουμε ότι pr1[F ] = P . Πράγματι αν (α, γ) P F έχουμε ειδικότερα ότι για κάθε
n υπάρχειm (το γ(n)) έτσι ώστεα P Qn,m. Από την (4.3) έχουμε ότια = pr1(α, γ) P P .
Αντίστροφα αν α P P τότε πάλι από την (4.3) για κάθε n υπάρχειm με α P Qn,m, οπότε
μπορούμε να ορίσουμε γ(n) = ο ελάχιστος m P N με την ιδιότητα α P Qn,m έτσι που
(α, γ) P F . Αυτό δείχνει ότι α = pr1(α, γ) P π[F ].

Η pr1 δεν είναι φυσικά ένα-προς-ένα, ο περιορισμός της όμως στοF είναι: αν έχουμε
(α1, γ1), (α2, γ2) P F και pr1(α1, γ1) = pr1(α2, γ2) τότε α1 = α2 και άρα για κάθε n,

γ1(n) = ο ελάχιστος m με α1 P Qn,m

= ο ελάχιστος m με α2 P Qn,m

= γ2(n).

Άρα γ1 = γ2 και επομένως (α1, γ1) = (α2, γ2).
Η αντίστροφη συνάρτηση π : P Ñ F : π(α) = (α, γ) είναι επίσης συνεχής. Για

να δούμε αυτό αρκεί να δείξουμε ότι η α P P ÞÑ γ, όπου γ(n) = ο ελάχιστος m με
α P Qn,m, είναι συνεχής. Πράγματι για κάθε n,m έχουμε

γ(n) = m ðñ α P Qn,m & @k ă m α R Qn,m.

Αν συμβολίσουμε με f τη συνάρτηση α P P ÞÑ γ και με Vn,m το σύνολο tγ P N |

γ(n) = mu, τότε η τελευταία ισοδυναμία λέει ότι

f´1[Vn,m] = tα P P | α P Qn,m & @k ă m α R Qn,mu.
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Προκύπτει άμεσα ότι το f´1[Vn,m] είναι κλειστό-ανοικτό υποσύνολο τουP . Επειδή
κάθε βασική ανοικτή περιοχή Nu είναι πεπερασμένη τομή συνόλων της μορφής Vn,m

προκύπτει κάθε σύνολο f´1[Nu] είναι κλειστό-ανοικτό υποσύνολο του P . Επομένως η
f είναι συνεχής.

Άρα βρήκαμε ένα κλειστόF Ď NˆN και μια συνεχή συνάρτηση g : N Ñ N Ñ N
(την pr1) έτσι ώστε g[F ] = P , ο περιορισμός g|F είναι ένα-προς-ένα, και η αντίστροφη
g´1 : P Ñ F είναι συνεχής. Το συμπέρασμα προκύπτει από το γεγονός ότι ο N ˆ N
είναι τοπολογικά ισομορφικός με τον N .

Σχόλιο. Η τεχνική που ακολουθήσαμε στον ορισμό του F είναι γνωστή ως “ξεδί-
πλωμα” (unfolding). Η ιδέα είναι ότι ξεδιπλώνουμε τον ορισμό του P στα πιο απλά
σύνολα Qn,m, με τη βοήθεια των οποίων ορίζουμε το επίσης πιο απλό σύνολο F .

˝

Θεώρημα 4.3.2. Κάθε Borel υποσύνολο ενός Πολωνικού χώρου είναι συνεχής ένα-
προς-ένα εικόνα ενός κλειστού υποσυνόλου του χώρου του Baire.

Δηλαδή για Πολωνικό χώρο X κάθε Borel P Ď X υπάρχει μια συνεχής συνάρτηση
π : N Ñ X και ένα C Ď N κλειστό ώστε P = π[C] και ο περιορισμός π|C είναι
ένα-προς-ένα.

Απόδειξη. Αρχικά δείχνουμε τον ισχυρισμό για τα Gδ σύνολα P . Το σύνολο P με
τη σχετική τοπολογία είναι Πολωνικός χώρος (Θεώρημα 2.1.8). Από το Λήμμα 4.2.10
εφαρμοσμένο στον Πολωνικό χώρο P υπάρχει ένας συνεχής επιμορφισμός π : N ↠ P
και ένα Gδ σύνολο P 1 Ď N έτσι ώστε π[P 1] = P και ο περιορισμός π|P 1 είναι ένα-
προς-ένα. Εφαρμόζουμε το Λήμμα 4.3.1 στοP 1 και παίρνουμε μια συνεχή συνάρτηση f :
N Ñ N όπως και ένα κλειστό σύνολο C Ď N έτσι ώστε f [C] = P 1 και ο περιορισμός
f |C είναι ένα-προς-ένα. Θεωρούμε τη σύνθεση π ˝ f : N Ñ P , η οποία είναι συνεχής
συνάρτηση. Έχουμε

P = π[P 1] = π[f [C]] = (π ˝ f)[C]

και ο περιορισμός (π ˝ f)|C είναι εύκολα ένα-προς-ένα, (δεδομένου ότι f [C] = P 1 και η
π είναι ένα-προς-ένα στοP 1). Έτσι έχουμε εξασφαλίσει τον ισχυρισμό για ταGδ σύνολα
P Ď X .

Στη συνέχεια ορίζουμε τις οικογένειες υποσυνόλων του X ,

A0 = tP Ď X | το P είναι η συνεχής ένα-προς-ένα εικόνα ενός κλειστού C Ď N u
A = tP Ď X | P P A0 & X z P P A0u.

Θα δείξουμε ότι η A είναι σ-άλγεβρα στον X που περιέχει όλα τα ανοικτά υποσύ-
νολα του X . Πιο πάνω δείξαμε ότι κάθεGδ σύνολο ανήκει στηνA0. Επομένως για κάθε
ανοικτό V Ď X , τα P1 = V και P2 = X z V είναι και τα δύο Gδ σύνολα, και άρα ανή-
κουν στηνA0. Αυτό δείχνει ότι V P A, δηλαδή ηA περιέχει όλα τα ανοικτά υποσύνολα
του X

Προφανώς H,X P A και η A είναι κλειστή ως προς τα συμπληρώματα στον X .
Από την Άσκηση 4.1.9 αν δείξουμε ότι η A είναι κλειστή ως προς την αριθμήσιμη τομή
υποσυνόλων του X τότε θα έχουμε πως η A είναι σ-άλγεβρα.

Θεωρούμε λοιπόν μια ακολουθία (Pn)nPN από υποσύνολα του X που ανήκουν στη
A. Πρέπει να δείξουμε ότι το σύνολο P =

Ş

nPN Pn ανήκει στην A.
1ο Βήμα. Δείχνουμε ότι το P ανήκει στην A0. Για κάθε n αφού Pn P A0 υπάρχει

κλειστό σύνολο Cn Ď N και συνεχής συνάρτηση fn : N Ñ X με fn[Cn] = Pn και η
fn|Cn είναι ένα-προς-ένα.

Θεωρούμε τον Πολωνικό χώρο NN και ορίζουμε το σύνολο C Ď NN ως εξής:

(αn)nPN P C ðñ @n @m [ αn P Cn & fn(αn) = fm(αm) ]

ðñ @n @m [ αn P Cn & dX (fn(αn), fm(αm)) = 0 ],
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όπου dX είναι μια συμβατή μετρική στον X . Το C είναι εύκολα αριθμήσιμη τομή κλει-
στών υποσύνολων του NN και επομένως είναι και αυτό κλειστό σύνολο.

Έπειτα θεωρούμε τη συνάρτηση

f : NN Ñ X : f((αn)nPN) = f0(α0).

η οποία είναι εύκολα συνεχής.
Δείχνουμε ότι f [C] = P και ότι ο περιορισμός f |C είναι ένα-προς-ένα. Από αυτό

προκύπτει ότι P P A0 γιατί ο NN είναι τοπολογικά ισομορφικός με τον N (Άσκηση
2.6.13).

Σχετικά με την ισότητα f [C] = P . Για την ευθεία συμπερίληψη Θεωρούμε α =
(αn)nPN P C, τότε για κάθε n ισχύει αn P Cn και άρα fn(αn) P fn[Cn] = Pn. Επιπλέον
από τον ορισμό του C ισχύει f0(α0) = fn(αn) για κάθε n, επομένως

f(α) = f0(α0) = fn(αn) P Pn για κάθε n,

οπότε f(α) P
Ş

nPN Pn = P . Αντίστροφα αν x P P =
Ş

nPN Pn =
Ş

nPN fn[Cn] τότε
για κάθε n υπάρχει αn P Cn με fn(αn) = x. Επομένως το α = (αn)nPN είναι στοιχείο
του C και επιπλέον x = f0(α0) = f(α) P f [C]. Άρα δείξαμε ότι f [C] = P .

Σχετικά με τον περιορισμό f |C. Αν έχουμε α = (αn)nPN, β = (βn)nPN P C και
f(α) = f(β) τότε f0(α0) = f0(β0) και από τον ορισμό του C προκύπτει ότι fn(αn) =
fn(βn) για κάθε n. Επιπλέον αn, βn P C για κάθε n. Αφού ο περιορισμός fn|Cn είναι
ένα-προς-ένα συμπεραίνουμε ότι αn = βn για κάθε n, άρα α = β.

2ο Βήμα. Δείχνουμε ότι X z P P A0.
Θέτουμε Qn = X z Pn για κάθε n P N. Κάθε Qn ανήκει στη A γιατί το Pn ανήκει

στη A. Παρατηρούμε ότι

X z P =
Ť

nPN(X z Pn) =
Ť

nPN Qn =
Ť

nPN (Qn z
Ť

iăn Qi) .

Θέτουμε Rn = Qn z
Ť

iăn Qn έτσι που τα Rn είναι ξένα ανά δύο και X z P =
Ť

nPN Rn. Έπειτα παρατηρούμε ότι

Rn = Qn

Ş

(X z Yiăn Qi) = Qn

Ş

Xiăn(X z Qi) = Qn

Ş

XiănPi.

Τα σύνολαQn, P0, . . . , Pn´1 ανήκουν στηA συνεπώς από το 1ο Βήμα η τομή τους
ανήκει στην A0. Άρα κάθε Rn ανήκει στη A0.

Υπάρχει λοιπόν για κάθε n κλειστό σύνολο Bn Ď N και συνεχής συνάρτηση gn :
N Ñ X έτσι ώστε gn[Bn] = Rn και ο περιορισμός gn|Bn είναι ένα-προς-ένα. Ορίζουμε
το σύνολο B Ď NˆN με

(n, α) P B ðñ α P Bn.

και τη συνάρτηση
g : NˆN Ñ X : g(n, α) = gn(α).

Τότε το B είναι προφανώς κλειστό υποσύνολο του NˆN και g συνεχής.
Δείχνουμε ότι g[B] =

Ť

nPN Rn και πως ο περιορισμός g|B είναι ένα-προς-ένα. Αν
το δείξουμε αυτό τότε το 2ο Βήμα ολοκληρώνεται ως εξής. Όπως είδαμε

Ť

nPN Rn =
X z P . Άρα το X z P είναι η συνεχής ένα-προς-ένα εικόνα ενός κλειστού υποσυνόλου
του N ˆ N . Ο τελευταίος χώρος είναι τετριμμένα τοπολογικά ισομορφικός με τον N
μέσω της (n, α) ÞÑ (n, α(0), α(1), . . . ). Θα έχουμε επομένως ότι X z P P A0.

Από τα Βήματα 1 και 2 είναι άμεσο ότι P P A που είναι και το ζητούμενο. Απομένει
λοιπόν να δείξουμε τους πιο πάνω ισχυρισμούς για την g και το B.

Σχετικά με την ισότητα g[B] =
Ť

nPN Rn. Για την ευθεία συμπερίληψη θεωρούμε
(n, α) P B, τότε α P Bn και άρα g(n, α) = gn(α) P gn[Bn] = Rn. Αντίστροφα
αν x P Rn = gn[Bn] για κάποιο n, τότε υπάρχει α P Bn με gn(α) = x. Επομένως
(n, α) P B και x = gn(α) = g(n, α) P g[B].
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Σχετικά με τον περιορισμό g|B. Θεωρούμε (n, α), (m,β) P B με g(n, α) = g(m,β).
Τότε α P Bn, β P Bm και gn(α) = gm(β). Επειδή gn(α) P gn[Bn] = Rn, gm(β) P
gm[Bm] = Rm και ταRi είναι ξένα ανά δύο, έχουμε αναγκαστικά ότι n = m. Επομένως
α, β P Bn και gn(α) = gn(β). Αφού ο περιορισμός g|Bn είναι ένα-προς-ένα έχουμε ότι
α = β, επομένως (n, α) = (m,β). Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝

Ισχύει και το αντίστροφο του προηγούμενου θεωρήματος. Δίνουμε τη διατύπωση
εδώ χωρίς απόδειξη (προς το παρόν), καθώς το ουσιαστικό επιχείρημα γι’ αυτή είναι
το Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin (Θεώρημα 5.2.1), το οποίο είναι ένα θεμελιώδες
αποτέλεσμα που θα μελετήσουμε στο Κεφάλαιο 5.

Θεώρημα 4.3.3 (Στηρίζεται στο Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin 5.2.1). Θεω-
ρούμε Πολωνικούς χώρους X , Y , μια Borel-μετρήσιμη συνάρτηση f : X Ñ Y και ένα
Borel σύνολο B Ď X . Αν ο περιορισμός f |B είναι ένα-προς-ένα τότε η εικόνα f [B] ειναι
Borel υποσύνολο του Y .

Απόδειξη. Δείτε την απόδειξη που ακολουθεί το Πόρισμα 5.2.3. ˝

Στη συνέχεια δίνουμε κάποια πορίσματα του Θεωρήματος 4.3.3. Επειδή δεν έχουμε
αποδείξει ακόμα το τελευταίο, δίνουμε μια προειδοποίηση στους αναγνώστες ότι το
πόρισμα που συζητάμε στηρίζεται στο Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin, το οποίο όπως
αναφέραμε πιο πάνω είναι το ουσιαστικό αποτέλεσμα στο οποίο στηρίζεται το Θεώρημα
4.3.3.

Τα Θεωρήματα 4.3.2 και 4.3.3 δίνουν τον ακόλουθο χρήσιμο χαρακτηρισμό των
Borel συνόλων.

Πρόταση 4.3.4 (Στηρίζεται στο Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin 5.2.1). Δίνεται
ένας Πολωνικός χώρος X και P Ď X . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(i) Το P είναι Borel σύνολο.
(ii) Το P είναι η συνεχής ένα-προς-ένα εικόνα ενός κλειστού υποσυνόλου του N .
(iii) Το P είναι η συνεχής ένα-προς-ένα εικόνα ενός κλειστού υποσυνόλου κάποιου Πο-

λωνικού χώρου Y .
(iv) Το P είναι η ένα-προς-ένα εικόνα ενός Borel υποσυνόλου κάποιου Πολωνικού χώρου
Y μέσω μιας Borel-μετρήσιμης συνάρτησης.

Απόδειξη. Η κατεύθυνση (i) ùñ (ii) είναι το Θεώρημα 4.3.2. Οι κατευθύνσεις
(ii) ùñ (iii) και (iii) ùñ (iv) είναι προφανείς. Τέλος η κατεύθυνση (iii) ùñ (iv) είναι
το Θεώρημα 4.3.3. ˝

Ασκήσεις

Άσκηση 4.3.5. Κάθε υπεραριθμήσιμο Borel υποσύνολο Πολωνικού χώρου περιέχει
ένα τοπολογικά ισομορφικό αντίτυπο του 2N. Ειδικότερα τα Borel υποσύνολα Πολω-
νικών χώρων περιέχουν μη κενά τέλεια υποσύνολα και ικανοποιούν την Υπόθεση του
Συνεχούς.

Άσκηση 4.3.6. Δίνεται μια συνεχής συνάρτηση f : R Ñ R. Τότε είτε η f είναι
παραγωγίσιμη μόνο σε αριθμήσιμο πλήθος σημείων είτε υπάρχει ένα μη κενό τέλειο P Ď
[0, 1] έτσι ώστε η f να είναι παραρωγίσιμη σε κάθε x P P .

Άσκηση 4.3.7 (Στηρίζεται στο Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin 5.2.1). Θεωρούμε
δύοΠολωνικούς χώρους (X , T ), (X , T 1) στο ίδιο σύνολοX . Αν T Ď T 1 τότεB(X , T ) =
B(X , T 1), δηλαδή ένα σύνολο B Ď X είναι T -Borel αν και μόνο αν είναι T 1-Borel.

Το Λήμμα 4.3.1 επεκτείνεται σε μηδενοδιάστατους Πολωνικούς χώρους:
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Άσκηση 4.3.8. Κάθε Gδ υποσύνολο P ενός μηδενοδιάστατου Πολωνικού χώρου
είναι η συνεχής ένα-προς-ένα εικόνα ενός κλειστούC Ď N (η συνάρτηση είναι ορισμένη
σε όλο τον χώρο του N ) και η αντίστροφη συνάρτηση από P στο C είναι συνεχής.

Η υπόθεση το P να είναι Gδ στην προηγούμενη άσκηση είναι απαραίτητη:

Άσκηση 4.3.9. Δίνονται δύο υποσύνολα Πολωνικών χώρων P και C με το C κλει-
στό. Αν το P είναι συνεχής ένα-προς-ένα εικόνα του C και η αντίστροφη συνάρτηση
από το P στο C είναι συνεχής, τότε το P είναι Gδ στον Πολωνικό χώρο που λαμβάνει
τιμές η συνάρτηση.

4.4. Οι κλάσεις Borel συνόλων υπεπεπερασμένης τάξης

Οι κλάση των Borel συνόλων ταξινομείται σε επί μέρους κλάσεις ξεκινώντας από
τα ανοικτά σύνολα και εφαρμόζοντας τους τελεστές της αριθμήσιμης ένωσης και του
συμπληρώματος. Τα πρώτα βήματα αυτής της ταξινόμησης είναι οι κλάσεις των Σ

r

0
n

συνόλων. Όπως είδαμε όμως αυτά δεν εξαντλούν όλα τα Borel σύνολα (Άσκηση 4.1.11).
Για να γίνει αυτό χρειάζεται να προχωρήσουμε στους διατακτικούς αριθμούς ξ (δείτε
??) και να ορίσουμε τις αντίστοιχες κλάσεις Σ

r

0
ξ .

Για να δούμε καλύτερα την ιδέα, ας επιχειρήσουμε να ορίσουμε τηΣ
r

0
ω , δηλαδή την

κλάση που έρχεται αμέσως μετά από όλες τις Σ
r

0
n. Ο ω δεν είναι ο αμέσως επόμενος

οποιουδήποτε φυσικού αριθμού, άρα δεν έχουμε μια συγκεκριμένη δυϊκή κλάση Π
r

0
n, οι

αριθμήσιμες ενώσεις της οποίας θα μας δώσουν την Σ
r

0
ω όπως ορίζουμε την Σ

r

0
n+1 από

την Π
r

0
n. Από την άλλη όμως σύμφωνα με την Άσκηση 3.3.12 τα Σ

r

0
n+1 σύνολα είναι οι

αριθμήσιμες ενώσεις υποσυνόλων Bi, i P N, του ίδιου χώρου όπου κάθε Bi είναι Π
r

0
ni

σύνολα για κάποιο ni ď n. Δηλαδή η Σ
r

0
n+1 ορίζεται μέσα από αριθμήσιμες ενώσεις

συνόλων από τις δυϊκές κλάσεις με δείκτη μικρότερο του n+ 1.
Με βάση αυτή την παρατήρηση θα πούμε ότι ένα A Ď X ανήκει στην Σ

r

0
ω αν και

μόνο ανA =
Ť

iPN Bi, όπου κάθεBi είναιΠ
r

0
ni

σύνολο για κάποιοni ă ω. Στο βήμαω+1

μπορούμε να κινηθούμε όπως και στο n+1, δηλαδή να ορίσουμεΣ
r

0
ω+1 =

Ž

N Π
r

0
ω όπου

φυσικάΠ
r

0
ω = ␣Σ

r

0
ω . Μπορούμε επίσης να χρησιμοποιήσουμε τον ίδιο τρόπο με τηνΣ

r

0
ω:

να πούμε δηλαδή ότι ένα A Ď X ανήκει στην Σ
r

0
ω+1 αν και μόνο αν A =

Ť

iPN Bi, όπου
κάθε Bi είναι Π

r

0
ξi

σύνολο για κάποιο ξi ă ω + 1. Όπως και με την περίπτωση του
n+1 προκύπτει ότι αυτοί οι δύο τρόποι στο βήμα ω+1 δίνουν την ίδια κλάση συνόλων
Σ
r

0
ω+1 (Άσκηση 4.4.11). Με βάση όλα αυτά επεκτείνουμε τον ορισμό των κλάσεων Borel

πεπερασμένης τάξης ως ακολούθως.

Ορισμός 4.4.1. Ορίζουμε με αναδρομή στον διατακτικό αριθμό ξ την κλάσηΣ
r

0
ξ με

τον εξής τρόπο:

Σ
r

0
1 = η κλάση όλων των ανοικτών συνόλων

Π
r

0
1 = cΣ

r

0
1 = η κλάση όλων των κλειστών συνόλων

και για ξ ą 1,

Σ
r

0
ξ =

Ž

N
Ť

ζăξ Π
r

0
ζ

Π
r

0
ξ = cΣ

r

0
ξ .

Με άλλα λόγια ένα A Ď X ανήκει στην Σ
r

0
ξ όπου ξ ą 1 αν και μόνο αν υπάρχει

ακολουθία (Bi)iPN υποσυνόλων του X με A =
Ť

iPN Bi και κάθε Bi ανήκει στην Π
r

0
ξi

για κάποιο ξi ă ξ. Επιπλέον έχουμε ότι το A Ď X ανήκει στην Π
r

0
ξ αν και μόνο αν το

συμπλήρωμα X z A ανήκει στην Σ
r

0
ξ .

Ως συνήθως ορίζουμε
∆
r

0
ξ = Σ

r

0
ξ XΠ

r

0
ξ .
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0
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0
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Π
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0
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Σ
r

0
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Π
r

0
ξ(X )
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Διάγραμμα 7. Η ιεραρχία των Borel υποσυνόλων του X .

Δηλαδή ένα P Ď X ανήκει στη∆
r

0
ξ αν και μόνο αν τα σύνολα P και X z P ανήκουν

στη Π
r

0
ξ . Όπως προηγουμένως μπορούμε να δει κανείς (Άσκηση 4.4.10) ότι

Σ
r

0
ξ =

Ź

N

(
Ť

ζăξ Σ
r

0
ζ

)
.

Οι κλάσειςΣ
r

0
ξ είναι οι κλάσεις των Borel συνόλων (υπερπεπερασμένης τάξης για

ξ ě ω) ενώ οιΠ
r

0
ξ καιΠ

r

0
ξ είναι οι δυϊκές (dual) και αμφίσημες (ambiguous) αντίστοιχα

κλάσεις Borel συνόλων.
Η συλλογή όλων αυτών των κλάσεων είναι η ιεραρχία των Borel συνόλων και

όπως πριν με τον όρο ιεραρχία των Borel υποσυνόλων του X , όπου X είναι Πολω-
νικός χώρος X , εννοούμε τη συλλογή όλων των οικογενειών υποσυνόλων του X που
προκύπτουν από τις προηγούμενες κλάσεις.

Σύμφωνα με την Άσκηση 3.3.12 όταν ξ ă ω ο πιο πάνω ορισμός δίνει τις γνωστές
κλάσεις Σ

r

0
n του Ορισμού 3.3.1, εξ ου και ο ίδιος συμβολισμός.

Ισχύουν οι αντίστοιχοι εγκλεισμοί με την Πρόταση 3.3.3.

Πρόταση 4.4.2. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε 1 ď η ă ξ έχουμε

∆
r

0
η(X ) Ď Σ

r

0
η(X ) Ď∆

r

0
ξ(X ).

Δείτε το Διάγραμμα 7.

Απόδειξη. Ο εγκλεισμός∆
r

0
η(X ) Ď Σ

r

0
η(X ) είναι προφανής γι’ αυτό δείχνουμε τον

δεύτερο με επαγωγή στον ξ ě 2. Για ξ = 2 έχουμε για κάθε 1 ď η ă ξ ότι η = 1 και
όπως έχουμε ήδη δείξει Σ

r

0
1(X ) Ď∆

r

0
2(X ). Υποθέτουμε ότι για κάποιο ξ ą 2 ισχύει

1 ď η ă ξ1 ă ξ ùñ Σ
r

0
η(X ) Ď∆

r

0
ξ1(X )

και παίρνουμε η ă ξ. Θα δείξουμε ότι Σ
r

0
η(X ) Ď∆

r

0
ξ(X ).

Παίρνουμε A Ď X που είναιΣ
r

0
η . Τότε υπάρχουν ηi ă η, i P N και Bi P Π

r

0
ηi
(X ) με

A =
Ť

iPN Bi. Από την ΕπαγωγικήΥπόθεση εφαρμοσμένη στα ηi ă η έχουμεΠ
r

0
ηi
(X ) Ď

Π
r

0
η(X ), άρα κάθε Bi είναι Π

r

0
η υποσύνολο του X . Από τον ορισμό της Σ

r

0
ξ παίρνοντας

ξi = η ă ξ, i P N, έχουμε ότι το σύνολο A =
Ť

iPN Bi είναι Σ
r

0
ξ υποσύνολο του X .

Για να δείξουμε ότι το A είναι Π
r

0
ξ υποσύνολο του X παίρνουμε απλά Ci = A και

ζi = η ă ξ για κάθε i P N. Τότε A =
Ş

iPN Ci και το A είναι αριθμήσιμη τομή Σ
r

0
ηi

υποσυνόλων του X με ηi ă ξ. Από την Άσκηση 4.4.10 τοA είναιΠ
r

0
ξ υποσύνολο του X .

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝

Η επόμενη πρόταση μας λέει ότι οι κλάσειςΣ
r

0
ξ αποτελούνται από Borel σύνολα και

πως κάθε Borel σύνολο ανήκει σε μία Σ
r

0
ξ για κάποιον αριθμήσιμο διατακτικό αριθμό ξ.

Πρόταση 4.4.3. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώροX . Τότε για κάθε διατακτικό αριθμό
ξ ě 1 έχουμε Σ

r

0
ξ(X ) Ď B(X ). Επιπλέον ισχύει

B(X ) =
Ť

1ďξăω1
Σ
r

0
ξ(X ) =

Ť

1ďξăω1
Π
r

0
ξ(X ).
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Διάγραμμα 8. Οι ιεραρχίες τωνBorel και των προβολικών υποσυνόλων
του X .

Ειδικότερα η ιεραρχία των Σ
r

0
ξ συνόλων εξαντλείται στο ω1-βήμα.

Απόδειξη. Ο πρώτος ισχυρισμός αποδεικνύεται με επαγωγή στο ξ. Για ξ = 1 προ-
φανώς κάθεΣ

r

0
1 υποσύνολο του X είναι Borel. Υποθέτουμε ότι για κάποιο ξ ą 1 έχουμε

ότι για κάθε 1 ď η ă ξ ισχύει Σ
r

0
η(X ) Ď B(X ). Δείχνουμε την ίδια συμπερίληψη για

το ξ στη θέση του η. ΠαίρνουμεA P Σ
r

0
ξ(X ), τότε υπάρχει ακολουθία (Bi)iPN απόΠ

r

0
ξi
,

όπου ξi ă ξ για κάθε i P N, με A =
Ť

iPN Bi. Κάθε σύνολο X z Bi ανήκει στην Σ
r

0
ξ(X ),

επομένως από την Επαγωγική Υπόθεση έχουμε ότι το X z Bi είναι Borel υποσύνολο
του X . Είναι τότε άμεσο ότι κάθε Bi είναι Borel υποσύνολο του X , όπως επίσης και το
A =

Ť

iPN Bi. Αυτό ολοκληρώνει το Επαγωγικό Βήμα.
Σχετικά με τον δεύτερο ισχυρισμό παρατηρούμε αρχικά ότι

Ť

1ďξăω1
Σ
r

0
ξ(X ) =

Ť

1ďξăω1
Π
r

0
ξ(X ).

Αυτό είναι άμεσο από την Πρόταση 4.4.2 (αν ξ ă ω1 τότε προφανώς ξ + 1 ă ω1).
Στη συνέχεια δείχνουμε ότι η οικογένεια A =

Ť

1ďξăω1
Σ
r

0
ξ(X ) είναι σ-άλγεβρα

που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του X . Από αυτό προκύπτει ότι B(X ) Ď A και από
τον πρώτο ισχυρισμό προκύπτει ότι A = B(X ).

Προφανώς η A περιέχει τα ανοικτά σύνολα, οπότε αρκεί να δείξουμε ότι η A είναι
κλειστή ως προς το συμπλήρωμα στο X και την αριθμήσιμη ένωση υποσυνόλων του X .
Θεωρούμε A P A και ξ ă ω1 με A P Σ

r

0
ξ(X ). Τότε

X z A P Π
r

0
ξ(X ) Ď Σ

r

0
ξ+1(X ) Ď A,

όπου πιο πάνω χρησιμοποιήσαμε την Πρόταση 4.4.2 και ότι ξ + 1 ă ω1.
Για την αριθμήσιμη ένωση θεωρούμε μια ακολουθία (Ai)iPN υποσυνόλων του X με

Ai P A για κάθε i P N. Τότε για κάθε i υπάρχει ξi ă ω1 με Ai P Σ
r

0
ξi
(X ) για κάθε

i P N. Ορίζουμε ξ = supiPN ξi =
Ť

iPN ξi έτσι που από την Πρόταση 4.4.2 έχουμε
Ť

iPN Ai P Σ
r

0
ξ(X ). Η κρίσιμη παρατήρηση είναι ότι ο ξ είναι αριθμήσιμος διατακτι-

κός ως αριθμήσιμη ένωση διατακτικών αριθμών. Έχουμε δηλαδή ότι ξ ă ω1 και άρα
Ť

iPN Ai P Σ
r

0
ξ(X ) Ď A. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝

Συνδυάζοντας τις τελευταίες δύο προτάσεις με το Πόρισμα 4.1.7 (κάθε Borel σύ-
νολο είναι ∆

r

1
1) προκύπτει η εικόνα συμπεριλήψεων του Διαγράμματος 8. (Υπενθυμί-

ζουμε ότι τα Borel σύνολα είναι ακριβώς τα∆
r

1
1, την απόδειξη του οποίου θα δούμε στο

επόμενο κεφάλαιο.)
Οι ιδιότητες κλειστότητας των κλάσεων Borel συνόλων υπερπεπερασμένης τάξης

είναι οι ίδιες με αυτών της πεπερασμένης.

Λήμμα 4.4.4. Οι κλάσειςΣ
r

0
ξ ,Π

r

0
ξ και∆

r

0
ξ , όπου το ξ είναι διατακτικός αριθμός, είναι

κλειστές ως προς _, &, και συνεχή αντικατάσταση.

Απόδειξη. Όμοια με την απόδειξη τουΛήμματος 3.3.4 με τη διαφορά ότι εδώ εφαρ-
μόζουμε υπερπεπερασμένη επαγωγή στο ξ.
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Οι ιδιότητες κλειστότητας των κλάσεων ∆
r

0
ξ είναι άμεσες από τις αντίστοιχες των

κλάσεων Σ
r

0
ξ και Π

r

0
ξ και οι ιδιότητες κλειστότητας των Π

r

0
ξ είναι άμεσες από τις αντί-

στοιχες των Σ
r

0
ξ . Επομένως ασχολούμαστε μόνο με τις τελευταίες.

Όσον αφορά την κλειστότητα ως προς συνεχή αντικατάσταση, υποθέτουμε ότι για
κάποιο ξ έχουμε ότι για κάθε 1 ď η ă ξ η κλάση Σ

r

0
η είναι κλειστή ως προς συνεχή

αντικατάσταση και δείχνουμε το ίδιο για την Σ
r

0
ξ . Θεωρούμε λοιπόν μια συνεχή f :

X Ñ Y και A Ď Y που ανήκει στην κλάση Σ
r

0
ξ . Τότε έχουμε A =

Ť

iPN Ai όπου κάθε
Ai είναι Π

r

0
ηi

υποσύνολο του Y , και από την Επαγωγική Υπόθεση (στην ισοδύναμή της
μορφή για τις κλάσεις Π

r

0
η για 1 ď η ă ξ) κάθε σύνολο f´1[Ai] είναι Π

r

0
ηi

υποσύνολο
του X . Συνεπώς

f´1[A] =
Ť

iPN f´1[Ai] P Σ
r

0
ξ(X ).

Όσον αφορά την κλειστότητα της Σ
r

0
ξ ως προς _ και ως προς &: αν έχουμε A =

Ť

iPN Ai, B =
Ť

iPN Bi και Ai P Π
r

0
ηi
(X ), Bi P Π

r

0
η1
i
(X ), όπου ηi, η

1
i ă ξ για κάθε i P N

και X Πολωνικός χώρος, τότε
AYB =

Ť

iPN(Ai YBi)(4.4)
AXB =

Ť

i,jPN(Ai XBj).(4.5)

Θέτουμε ζi = maxtηi, η1
iu ă ξ και ξi,j = maxtηi, η1

ju ă ξ για κάθε i, j. Από τις συμπε-
ριλήψεις των κλάσεων (Πρόταση 4.4.2) έχουμε ότι τα Ai, Bi P Π

r

0
ζi

και Ai, Bj P Π
r

0
ξi,j

για κάθε i, j. Από την Επαγωγική Υπόθεση παίρνουμε ότι
Ai YBi P Π

r

0
ζi(X ) και Ai XBj P Π

r

0
ξi,j (X )

για κάθε i, j. Από τις (4.4) και (4.5) έχουμε ότι τα σύνολαAYB καιAXB είναι αριθμήσι-
μες ενώσεις στοιχείων της οικογένειας

Ť

ζăξ Π
r

0
ζ(X ) και είναι συνεπώς Σ

r

0
ξ υποσύνολα

του X . ˝

Όπως με όλες τις προηγούμενες κλάσεις συνόλων που μελετήσαμε έτσι και οι κλά-
σεις Σ

r

0
ξ , όπου ξ διατακτικός αριθμός, ικανοποιούν την ιδιότητα (3.3) της Πρότασης

3.2.8.
Λήμμα 4.4.5. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X έναν διατακτικό αριθμό ξ και μια

ακολουθία (As)sPN από Σ
r

0
ξ υποσύνολα του X . Τότε το σύνολο

A = t(x, s) P X ˆ N | x P Asu

είναι Σ
r

0
ξ .

Αντίστροφα για κάθε Σ
r

0
ξ σύνολο B Ď X ˆ N και κάθε s P N το σύνολο

Bs = tx P X | (x, s) P Bu

είναι επίσης Σ
r

0
ξ .

Απόδειξη. Όμοια με την απόδειξη του Λήμματος 3.3.6 και της Παρατήρησης 3.3.5.
Πέρα από τον ορισμό της Σ

r

0
ξ χρησιμοποιούμε ότι η τελευταία κλάση είναι κλειστή ως

προς & και ως προς συνεχή αντικατάσταση. ˝

Θεώρημα 4.4.6 (Οι Θεμελιώδεις Ιδιότητες Κλειστότητας των κλάσεων Borel συ-
νόλων). Για κάθε διατακτικό αριθμό ξ οι κλάσεις Σ

r

0
ξ , Π

r

0
ξ και ∆

r

0
ξ , είναι κλειστές ως προς

συνεχή αντικατάσταση καθώς και ως προς τους τελεστές _, &, Dď, @ď,
Ž

ď και
Ź

ď .
Οι κλάσεις Σ

r

0
ξ είναι επιπλέον κλειστές ως προς τους τελεστές

Ž

N , DN και γενικότερα DY όπου Y είναι αριθμήσιμος Πολωνικός χώρος.

Οι κλάσεις Π
r

0
ξ είναι επιπλέον κλειστές ως προς τους τελεστές

Ź

N ,@N και γενικότερα @Y όπου Y είναι αριθμήσιμος Πολωνικός χώρος.

Οι κλάσεις ∆
r

0
ξ είναι επιπλέον κλειστές ως προς τον τελεστή του συμπληρώματος c.
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Απόδειξη. Όπως η απόδειξη του Θεωρήματος 3.3.8. Διευκρινίζουμε ότι ισχύει το
αντίστοιχο της Άσκησης 3.4.12: αν Γ είναι μία από τις κλάσεις Σ

r

0
ξ , Π

r

0
ξ , ο ισχυρισμός

πως η Γ είναι κλειστή ως προς
Ž

N και
Ž

ď είναι ισοδύναμος με τον ισχυρισμό ότι η Γ

είναι κλειστή ως προς DN και Dď αντίστοιχα. Όμοια ο ισχυρισμός πως η Γ είναι κλειστή
ως προς

Ź

N και
Ź

ď είναι ισοδύναμος με τον ισχυρισμό ότι η Γ είναι κλειστή ως προς
@N και @ď αντίστοιχα. Η απόδειξη είναι άμεση από το Λήμμα 4.4.5, το Πόρισμα 3.2.9
και την Πρόταση 3.2.10.

˝

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι η ιεραρχία Σ
r

0
ξ , ξ ă ω1, δεν καταρρέει στους υπερα-

ριθμήσιμους Πολωνικούς χώρους. Όπως με την περίπτωση των κλάσεων Borel συνόλων
πεπερασμένης τάξης θα χρησιμοποιήσουμε καθολικά σύνολα.

Πρόταση 4.4.7. Για κάθε αριθμήσιμο διατακτικό ξ οι κλάσεις Σ
r

0
ξ και Π

r

0
ξ είναι 2N-

παραμετρικοποιήσιμες.

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Λήμμα 3.6.3 ηΠ
r

0
ξ είναι 2N-παραμετρικοποιήσιμη αν και

μόνο αν η Σ
r

0
ξ είναι 2N-παραμετρικοποιήσιμη.

Δείχνουμε το ζητούμενο με επαγωγή στο ξ. Για ξ = 1 το ζητούμενο έχει αποδειχθεί
στηνΠρόταση 3.6.4. Υποθέτουμε ότι για κάποιο μη μηδενικό ξ ă ω1 έχουμε ότι για κάθε
1 ď ζ ă ξ η κλάση Σ

r

0
ζ είναι 2N-παραμετρικοποιήσιμη. Παίρνουμε έναν Πολωνικό χώρο

X και κατασκευάζουμε ένα G Ď 2N ˆ X που είναι 2N-καθολικό για την Σ
r

0
ξ(X ).

Αρχικά απαριθμούμε

ξ = tζn | n P Nu

και έπειτα με εφαρμογή της Επαγωγικής Υπόθεσης θεωρούμε για κάθε n P N έναGn Ď

2N ˆ X που είναι 2N-καθολικό για την Σ
r

0
ζn
(X ). Ορίζουμε G Ď 2N ˆ X ως εξής

(α, x) P G ðñ Dn ((α)n, x) R G
n.

Για κάθε n το σύνολο Hn Ď 2N ˆ X με

(α, x) P Hn ðñ ((α)n, x) R G
n

είναιΠ
r

0
ζn

από την κλειστότητα της τελευταίας κλάσης ως προς συνεχή αντικατάσταση.
Προφανώς G =

Ť

nPN Hn και επειδή ζn ă ξ για κάθε n, έχουμε ότι το G είναι Σ
r

0
ξ

υποσύνολο του X .
Επειδή η κλάση Σ

r

0
ξ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση έχουμε ότι για

κάθε α P 2N η τομή Gα είναι Σ
r

0
ξ υποσύνολο του X . Μένει να δείξουμε ότι για κάθε

P P Σ
r

0
ξ(X ) υπάρχει α P 2N με P = Gα.

Θεωρούμε επομένως ένα P Ď X που ανήκει στην Σ
r

0
ξ . Τότε υπάρχει ακολουθία

(Pi)iPN με Pi P Π
r

0
ξi
(X ) όπου ξi ă ξ για κάθε i P N και P =

Ť

iPN Pi. Για κάθε i P N,
εφόσον ξi ă ξ υπάρχει ni με ξi = ζni

και επειδή το Pi είναι Π
r

0
ζi

σύνολο υπάρχει αni
P

2N με X z Pi = Gni
αni

. Αν n R tni | i P Nu επιλέγουμε ένα αn P 2N με Gn
αn

= X , αυτό
είναι εφικτό γιατί o X είναι Σ

r

0
ζn

υποσύνολο του X . Επομένως έχουμε μια ακολουθία
(αn)nPN με την ιδιότητα

$

&

%

Pi = X z Gni
αni

, αν n = ni για κάποιο i P N,

H = X z Gni
αni

, αν n R tni | i P Nu.
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∆
r

0
1(X )

Ĺ

Ĺ

Σ
r

0
1(X )

Π
r

0
1(X )

. . .Ĺ

Σ
r

0
n(X )

Π
r

0
n(X )

. . .Ĺ ∆
r

0
ω(X )

Ĺ

Ĺ

Σ
r

0
ω(X )

Π
r

0
ω(X )

. . .Ĺ

Σ
r

0
ξ(X )

Π
r

0
ξ(X )

. . .Ĺ

Διάγραμμα 9. Οι γνήσιοι εγκλεισμοί της ιεραρχίας των Borel συνόλων
για υπεραριθμήσιμο X .

Τέλος θεωρούμε ένα α P 2N με (α)n = αn για κάθε n P N και έχουμε

x P P ðñ Di x P Pi

ðñ Di x R Gni
αni

ðñ Dn x R Gn
αn

ðñ Dn ((α)n, x) R G
n

ðñ (α, x) P G

για κάθε x P X . Επομένως P = Gα και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. ˝

Όπως με τις κλάσεις Borel συνόλων πεπερασμένης τάξης μπορούμε με τη βοήθεια
της προηγούμενης πρότασης να βρούμε Y-καθολικά σύνολα για τις κλάσεις Borel συ-
νόλων υπερπεπερασμένης τάξης, όπου Y είναι υπεραριθμήσιμος Πολωνικός χώρος.

Πρόταση 4.4.8. Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώρο Y οι κλάσεις Σ
r

0
ξ , 1 ď

ξ ă ω1, είναι Y-παραμετρικοποιήσιμες.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 3.6.5 αρκεί να υποθέσουμε ότι ξ ě ω έτσι που κάθε
κλειστό σύνολο είναι Σ

r

0
ξ . Η απόδειξη είναι η ίδια με αυτήν της Πρότασης 3.6.5 για τις

Σ
r

0
n όπου n ě 2. Δίνουμε μερικές λεπτομέρειες.
Θεωρούμε έναν συνεχή μονομορφισμό τ : 2N ↣ Y και για κάθε Πολωνικό χώρο X

από την Πρόταση 4.4.7 υπάρχει έναGξ Ď 2NˆX που είναι 2N-καθολικό για τηνΣ
r

0
ξ(X ).

Ορίζουμε H Ď Y ˆ X ,

(y, x) P H ðñ y P τ [2N] & (τ´1(y), x) P Gξ.

Τότε το H είναι Y-καθολικό για την Σ
r

0
ξ(X ). ˝

Θεώρημα 4.4.9. Για κάθε υπεραριθμήσιμο Πολωνικό χώρο X και κάθε αριθμήσιμο
διατακτικό ξ έχουμε

Σ
r

0
ξ(X ) ‰ Π

r

0
ξ(X ).

Επομένως οι εγκλεισμοί της Πρότασης 4.4.2 είναι γνήσιοι,

∆
r

0
ξ(X ) Ĺ Σ

r

0
ξ(X ) Ĺ∆

r

0
ξ+1(X )

και
∆
r

0
ξ(X ) Ĺ Π

r

0
ξ(X ) Ĺ∆

r

0
ξ+1(X ).

Δείτε το Διάγραμμα 9.

Απόδειξη. Όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.6.7 εφαρμόζοντας την Πρό-
ταση 4.4.8 για να βρούμε ένα G Ď X ˆ X που είναι X -καθολικό για την Σ

r

0
ξ(X ) και το

Λήμμα 3.6.6. ˝
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Ασκήσεις

Άσκηση 4.4.10. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε διατακτικό αριθμό ξ έχουμε
ότι ένα σύνολο B ανήκει στην Π

r

0
ξ αν και μόνο αν υπάρχει ακολουθία (Ai)iPN υποσυνό-

λων του X με Ai P Σ
r

0
ξi

για κάποια ξi ă ξ, i P N και B =
Ş

iPN Ai.

Άσκηση 4.4.11. Για κάθε διατακτικό αριθμό ξ ισχύει
Σ
r

0
ξ+1 =

Ž

N Π
r

0
ξ = DNΠ

r

0
ξ

και

Π
r

0
ξ+1 =

Ź

N Σ
r

0
ξ = @NΣ

r

0
ξ .

Άσκηση 4.4.12. Δώστε το παράδειγμα ενόςΣ
r

0
ω υποσυνόλου τουN που δεν ανήκει

στην κλάση
Ť

nPN Σ
r

0
n(N ).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Αναλυτικά σύνολα

5.1. Ιδιότητες και χαρακτηρισμοί

Υπενθυμίζουμε ότι ένα σύνολο P Ď X είναι αναλυτικό (analytic) αν είναι Σ
r

1
1

δηλαδή υπάρχει ένα κλειστό σύνολο F Ď X ˆN έτσι ώστε για κάθε x P X ,

x P P ðñ Dα (x, α) P F.

Πρόταση 5.1.1 (Θεμελιώδεις ιδιότητες της κλάσης των αναλυτικών συνόλων). Η
κλάση Σ

r

1
1 των αναλυτικών συνόλων περιέχει τα Borel σύνολα και είναι κλειστή ως προς

συνεχή αντικατάσταση, Borel αντικατάσταση, τον τελεστή της προβολής DY , τις συνεχείς
και γενικότερα τις Borel εικόνες, τους τελεστές DN, @N, _, &, όπως επίσης τον τελεστή
της αριθμήσιμης διάζευξης

Ž

N και τον τελεστή της αριθμήσιμης σύζευξης
Ź

N .

Απόδειξη. Οι ιδιότητες κλειστότητας πλην αυτών που αναφέρονται στα Borel σύ-
νολα είναι άμεσες από το Θεώρημα 3.4.6 και την Άσκηση 3.4.11 (κλειστότητα ως προς
συνεχείς εικόνες). Επίσης από το Πόρισμα 4.1.7 κάθε κάθε Borel σύνολο είναι αναλυ-
τικό.

Για την κλειστότητα ως προς Borel αντικατάσταση θεωρούμε Πολωνικούς χώρους
X , Y , μια Borel-μετρήσιμη συνάρτηση f : X Ñ Y και ένα αναλυτικό σύνολο A Ď Y .
Παίρνουμε ένα κλειστό F Ď Y ˆN με A = DNF . Τότε για κάθε x P X έχουμε

x P f´1[A] ðñ f(x) P A

ðñ Dα (f(x), α) P F.

Η συνάρτηση (x, α) ÞÑ (f(x), α) είναι Borel-μετρήσιμη (Άσκηση 4.2.17) και επο-
μένως το σύνολο B = t(x, α) | (f(x), α) P F u είναι Borel υποσύνολο του X ˆ N ως
αντίστροφη εικόνα κλειστού συνόλου μέσω Borel-μετρήσιμης συνάρτησης. Το B είναι
και αναλυτικό ως Borel και επομένως το σύνολο f´1[A] = DNB είναι επίσης αναλυτικό
από την κλειστότητα της κλάσης Σ

r

1
1 ως προς DN .

Τέλος η κλειστότητα ως προς Borel εικόνες προκύπτει από την Άσκηση 5.1.7. ˝

Προχωράμε στους βασικότερους χαρακτηρισμούς της κλάσης των αναλυτικών συ-
νόλων.

Πρόταση 5.1.2. Δίνεται ένας Πολωνικός χώρος X και P Ď X . Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα: Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Το P είναι αναλυτικό σύνολο.
(ii) Υπάρχει Πολωνικός χώρος Y και F Ď X ˆ Y κλειστό με P = DYF .
(iii) Υπάρχει Πολωνικός χώρος Y και B Ď X ˆ Y Borel με P = DYB.

Απόδειξη. Οι συνεπαγωγές (i) ùñ (ii) ùñ (iii) είναι άμεσες θεωρώντας Y = N
και B = F . Η συνεπαγωγή (iii) ùñ (i) είναι επίσης άμεση επειδή κάθε Borel σύνολο
είναι αναλυτικό (Πρόταση 5.1.1) και η κλάση των αναλυτικών συνόλων είναι κλειστή
ως προς τον τελεστή DY για κάθε Πολωνικό χώρο Y . ˝

Πρόταση 5.1.3 ([Mos09], [Kec95]). Δίνεται ένας Πολωνικός χώρος X και P Ď X .
Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
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(i) Το P είναι αναλυτικό σύνολο.
(ii) Υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : N Ñ X με P = f [N ].
(iii) Υπάρχει συνεχής συνάρτηση g : N Ñ X και Borel B Ď N με P = g[B].
(iv) Υπάρχει Borel-μετρήσιμη συνάρτηση h : N Ñ X και Borel B Ď N με
P = h[B].

(v) Υπάρχει Πολωνικός χώρος Y , Borel-μετρήσιμη συνάρτηση π : Y Ñ X και
Borel σύνολο B Ď Y με P = π[B].

Απόδειξη. (i) ùñ (ii). Υποθέτουμε ότι P = DNF όπου F Ď X ˆN κλειστό. Το F
με τον περιορισμό της τοπολογίας του X ˆN είναι Πολωνικός χώρος και επομένως από
το Θεώρημα 2.3.7 υπάρχει συνεχής επιμορφισμός π : N ↠ F . Τότε για κάθε x P X ,

x P P ðñ Dα (x, α) P F

ðñ Dβ (π(β) P F & (pr1 ˝ π)(β) = x)

ðñ Dβ (pr1 ˝ π)(β) = x.

όπου στις πιο πάνω ισοδυναμίες χρησιμοποιήσαμε ότι η π είναι επί και ότι παίρνει τιμές
στο σύνολο F . Με pr1 ” prX ,N

1 : X ˆ N Ñ X εννοούμε τη συνάρτηση προβολής
στην πρώτη συντεταγμένη. Παίρνουμε τη συνάρτηση f = pr1 ˝ π : N Ñ X . Η f είναι
συνεχής και είναι σαφές από τις πιο πάνω ισοδυναμίες ότι P = f [N ].

Οι συνεπαγωγές (ii) ùñ (iii) ùñ (iv) ùñ (v) είναι προφανείς.
(v) ùñ (i). Υποθέτουμε ότιP = π[B], για κάποιο BorelB Ď Y και Borel-μετρήσιμη

συνάρτηση π : Y Ñ X . Θεωρούμε μια αριθμήσιμη βάση (Ns)sPN του X . Τότε για κάθε
x P X ,

x P P ðñ Dy (y P B & x = π(β))

ðñ Dy (y P B & @s (x P Ns ÝÑ π(β) P Ns))

ðñ Dy (y P B & @s (x R Ns _ π(β) P Ns)).

Από την Πρόταση 5.1.1 (ιδιότητες κλειστότητας αναλυτικών συνόλων) το δεξιό σκέλος
της τελευταίας ισοδυναμίας ορίζει ένα αναλυτικό υποσύνολο τουX (Άσκηση 5.1.8). ˝

Παρατήρηση 5.1.4. Οι Προτάσεις 5.1.3 (χαρακτηρισμών των αναλυτικών συνό-
λων) και 4.3.4 (χαρακτηρισμών των Borel συνόλων) μας δίνουν την απόσταση ανάμεσα
στα Borel και τα αναλυτικά σύνολα: και τα δύο είδη συνόλων είναι συνεχείς εικόνες
κλειστών υποσυνόλων τουN , στα Borel σύνολα έχουμε την επιπλέον ιδιότητα του ένα-
προς-ένα πάνω στο κλειστό υποσύνολο του N .

Πρόταση 5.1.5. Το σύνολο IF των μη θεμελιωμένων δένδρων είναι αναλυτικό υπο-
σύνολο του Tr.

Απόδειξη. Για κάθε T P Tr έχουμε
T P IF ðñ Dα α P [T ]

ðñ Dα@t α|t P T.

Το σύνολο F = t(T, α) P Tr ˆN | @t α|t P T u είναι κλειστό υποσύνολο του Tr ˆN
και από τις πιο πάνω ισοδυναμίες IF = DNF . ˝

Το IF θεωρείται το πιο “πρωτογενές” αναλυτικό σύνολο κυρίως λόγω του επόμενου
αποτελέσματος.

Θεώρημα 5.1.6 (Το Βασικό Θεώρημα Αναπαράστασης των Αναλυτικών Συνόλων,
Lusin-Sierpinski, [LS23]). Για κάθε αναλυτικό υποσύνολο P ενός Πολωνικού χώρου X
υπάρχει μια Σ

r

0
2-μετρήσιμη συνάρτηση f : X Ñ Tr με την ιδιότητα

x P P ðñ f(x) P IF
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όπου x P X .
Μάλιστα αν ο X είναι μηδενοδιάστατος τότε η f μπορεί να επιλεγεί ώστε να είναι

συνεχής συνάρτηση και άρα το IF είναι Σ
r

1
1-πλήρες αναλυτικό σύνολο.

Απόδειξη. Θεωρούμε ένα κλειστό σύνολο F με P = DNF . Από το Βασικό Λήμμα
ΑναπαράστασηςΚλειστών Συνόλων 2.5.14 υπάρχει ένα κλειστό σύνολο T Ď XˆˆNăN

με
(x, α) P F ðñ α P [T (x)]

για κάθε x, α, όπου το σύνολο T (x) = tu P NăN | (x, u) P T u είναι δένδρο. Ορίζουμε

f : X Ñ Tr : f(x) = T (x).

Από την Άσκηση 2.5.26 η f είναι Σ
r

0
2-μετρήσιμη και αν ο X είναι μηδενοδιάστατος η f

είναι συνεχής. Τέλος για κάθε x P X έχουμε,

x P P ðñ Dα (x, α) P F

ðñ Dα (α P [T (x)])

ðñ f(x) = T (x) P IF .

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝

Ασκήσεις

Άσκηση 5.1.7. Για κάθε Borel-μετρήσιμη συνάρτηση f : X Ñ Y , όπου X ,Y Πο-
λωνικοί χώροι και κάθε Σ

r

1
n σύνολο A Ď X η εικόνα f [B] είναι επίσης Σ

r

1
n υποσύνολο

του Y .
Ειδικότερα η εικόνα ενός αναλυτικού συνόλου μέσω μιας Borel-μετρήσιμης συνάρ-

τησης είναι αναλυτικό σύνολο.

Άσκηση 5.1.8. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώροX , μια Borel-μετρήσιμη συνάρτηση
h : N Ñ X , και ένα Borel υποσύνολο B Ď N . Εξηγήστε γιατί το σύνολο P Ď X με

x P P ðñ Dβ (β P B & @s (x R Ns _ h(β) P Ns))

είναι αναλυτικό σύνολο.

5.2. Τo Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin και το Θεώρημα Suslin

Υπενθυμίζουμε την έννοια του Διαχωρισμού (Ορισμός 3.8.5): αν έχουμε έναν Πο-
λωνικό χώρο X και δύο ξένα A,B Ď X , λέμε ότι ένα σύνολο C Ď X διαχωρίζει το A
από το B αν A Ď C και C XB =H.

Θεώρημα 5.2.1 (Το Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin, [LS18], [LS23], [Lus72]).
Για κάθε δύο ξένα αναλυτικά υποσύνολα A, B ενός Πολωνικού χώρου X υπάρχει ένα
Borel σύνολο C που διαχωρίζει το A από το B.

Απόδειξη. Δίνουμε την απόδειξη όπως στο [Kec95, 14.7]. Από την Πρόταση 5.1.3
υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις

f, g : N Ñ X με A = f [N ] και B = g[N ].

Για κάθε u P NăN θέτουμε

Au = f [Nu] και Bu = g[Nu].

Παρατηρούμε ότι AΛ = f [NΛ] = f [N ] = A και όμοια BΛ = B. Ακόμα είναι
ξεκάθαρο από τον ορισμό ότι Au Ď A και Bw Ď B. Αφού τα A και B είναι ξένα
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προκύπτει ότι Au XBw =H για κάθε u,w P NăN. Επιπλέον έχουμε για κάθε x P X ,

x P Au ðñ Dα P Nu x = f(α)

ðñ Dm Dα P Nu˚(m) x = f(α)

ðñ Dm x P f [Nu˚(m)]

ðñ Dm x P Au˚(m),

όπου στη δεύτερη από τις πιο πάνω ισοδυναμίες παίρνουμε m = α(|u|). Επομένως

Au =
Ť

mPN Au˚(m) και όμοια Bw =
Ť

nPN Bw˚(n)(5.1)

για κάθε u,w P NăN.
Ισχυρισμός. Δοσμένων u,w P NăN, αν για κάθε m,n υπάρχει Borel σύνολο Cu,w

m,n

” Cm,n που διαχωρίζει το Au˚(m) από το Bu˚(n) τότε υπάρχει Borel σύνολο C που
διαχωρίζει το A από το B.

Απόδειξη ισχυρισμού. Θεωρούμε u,w και Cm,n όπως στην εκφώνηση και ορίζουμε

C =
Ť

mPN
Ş

nPN Cm,n.

Προφανώς το C είναι Borel σύνολο. Δείχνουμε ότι Au Ď C. Έστω x P Au, τότε
από την (5.1) υπάρχει m P N με x P Au˚(m). Για κάθε n P N ισχύει από την υπόθεση

Au˚(m) Ď Cm,n και Bw˚(n) X Cm,n =H.(5.2)

Άρα για κάθε n P N ισχύει x P Cm,n δηλαδή x P
Ş

nPN Cm,n Ď C.
Έπειτα δείχνουμε ότι C X Bw = H. Έστω x P C, τότε υπάρχει m έτσι ώστε

x P
Ş

nPN Cm,n. Αν είχαμε x P Bw τότε από την (5.1) θα υπήρχε n P N με x P Bw˚(n).
Συνεπώς θα είχαμε x P Cm,n X Bw˚(n) που αντιβαίνει στην (5.2). Άρα x R Bw και άρα
ισχύει C XBw =H. ˝ (ισχυρισμός)

Υποθέτουμε προς άτοπο ότι δεν υπάρχει Borel σύνολο που διαχωρίζει το A = AΛ

από το B = BΛ. Εφαρμόζουμε τον προηγούμενο ισχυρισμό με u = w = Λ και καταλή-
γουμε ότι υπάρχουν m0, n0 P N έτσι ώστε δεν υπάρχει Borel σύνολο που να διαχωρίζει
το Au˚(m0) = A(m0) από το Bw˚(n0) = B(n0).

Εφαρμόζουμε ξανά τον πιο πάνω ισχυρισμό με u = (m0) και v = (n0) και παίρ-
νουμεm1, n1 P N έτσι ώστε δεν υπάρχει Borel σύνολο που να διαχωρίζει το Au˚(m1) =
A(m0,m1) από το Bw˚(n1) = B(n0,n1). Συνεχίζουμε αναδρομικά και βρίσκουμε στοιχεία
του χώρου του Baire,

γ = (m0,m1, . . . ) δ = (n0, n1, . . . )

έτσι ώστε για κάθε k P N δεν υπάρχει Borel σύνολο που να διαχωρίζει τοA(m0,m1,...,mk´1)

= Aγ|k από το B(n0,n1,...,nk´1) = Bδ|k.
Αφού A = f [N ] και B = g[N ] έχουμε ειδικότερα ότι f(γ) P A και g(δ) P B.

Επειδή τα A και B είναι ξένα σύνολα προκύπτει ότι f(γ) ‰ g(δ). Θεωρούμε ανοικτές
περιοχές U , W Ď X των f(γ) και g(δ) αντίστοιχα με U XW =H.

Από τη συνέχεια των f και g υπάρχουν u,w P NăN με γ P Nu, f [Nu] Ď U , δ P
Nw και g[Nw] Ď W . Μπορούμε να υποθέσουμε ότι τα u,w έχουν το ίδιο μήκος. [Σε
διαφορετική περίπτωση (ας πούμε |u| ă |w|) προεκτείνουμε το u στο u1 κατά μήκος του
γ ώστε να έχουμε |u1| = |w|. Τότε ισχύει γ P Nu1 και f [Nu1 ] Ď f [Nu] Ď U .]

Εφόσον u Ď γ, w Ď δ και |u| = |w| υπάρχει k P N με u = γ|k και w = δ|k.
Προκύπτει από τα προηγούμενα ότι

Au = f [Nu] Ď U και Bw X U = f [Nw]X U ĎW X U =H.

Δηλαδή το ανοικτό σύνολοU διαχωρίζει τοAu = Aγ|k από τοBw = Bδ|k, το οποίο
έρχεται σε αντίθεση με την επιλογή των γ και δ. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. ˝
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Πόρισμα 5.2.2 (ΤοΘεώρημα του Suslin, [Lus72]). Τα Borel σύνολα ενός Πολωνικού
χώρου X είναι ακριβώς τα αμφι-αναλυτικά υποσύνολα του X , δηλαδή

B(X ) = ∆
r

1
1(X ).

Απόδειξη. Κάθε Borel σύνολο είναι∆
r

1
1 από το Πόρισμα 4.1.7. Για τον αντίστροφο

εγκλεισμό θεωρούμε ένα ∆
r

1
1 σύνολο A Ď X και θεωρούμε το B = X z A. Τότε τα A,

B είναι ξένα αναλυτικά σύνολα και από το Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin (Θεώρημα
5.2.1) υπάρχει ένα Borel C Ď X με A Ď C και B X C =H.

ΕφόσονB = X zA είναι άμεσο ότιA = C και επομένως τοA είναι Borel υποσύνολο
του X . ˝

Οι Borel-μετρήσιμες συναρτήσεις μπορούν να χαρακτηριστούν με βάση το γράφημά
τους σε αντιστοιχία με την Πρόταση 3.5.4. Η κρίσιμη διαφορά είναι η μετάβαση από τα
∆
r

1
1 στα Borel σύνολα, η οποία είναι εφικτή λόγω του Θεωρήματος τους Souslin.

Πόρισμα 5.2.3 (Το γράφημα Borel-μετρήσιμης συνάρτησης). Για κάθε συνάρτηση
f : X Ñ Y μεταξύ Πολωνικών χώρων τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(1) H f είναι Borel-μετρήσιμη.
(2) Το γράφημα Graph(f) της f είναι Borel σύνολο.
(3) Το γράφημα Graph(f) της f είναι αναλυτικό σύνολο.

Απόδειξη. 1ος τρόπος - με χρήση της Πρότασης 3.5.4. Αν η f είναι Borel-μετρήσιμη
τότε είναι καιΣ

r

1
1-μετρήσιμη, επομένως από τηνΠρόταση 3.5.4 το γράφημά τηςGraph(f)

είναι∆
r

1
1 σύνολο. Από το Θεώρημα του Souslin (Πόρισμα 5.2.2) τοGraph(f) είναι Borel

και επομένως και αναλυτικό σύνολο. Τέλος αν το Graph(f) είναι αναλυτικό σύνολο
τότε πάλι από την Πρόταση 3.5.4 η f είναι Σ

r

1
1-μετρήσιμη και από την Πρόταση 3.5.3

είναι ∆
r

1
1-μετρήσιμη. Επομένως για κάθε ανοικτό U Ď Y το σύνολο f´1[U ] είναι ∆

r

1
1

και από το Θεώρημα του Souslin είναι Borel.
2ος τρόπος. Δίνουμε μια πιο στοιχειώδη απόδειξη, η οποία δεν επικαλείται τις Προ-

τάσεις 3.5.4 και 3.5.3. Από την άλλη όμως διαφέρει σε μικρό βαθμό από την απόδειξη
της Πρότασης 3.5.4. Η χρήση του Θεωρήματος του Souslin είναι και πάλι επιβεβλημένη.

Για την κατεύθυνση (1) ùñ (2) θεωρούμε μια αριθμήσιμη βάση (Vs)sPN του Y
και έχουμε

(x, y) P Graph(f) ðñ @s (y P Vs ÝÑ f(x) P Vs)

ðñ @s (y R Vs _ f(x) P Vs).

Από τις ιδιότητες κλειστότητας της κλάσης των Borel συνόλων προκύπτει ότι το
Graph(f) είναι Borel υποσύνολο του X ˆ Y .

Η κατεύθυνση (2) ùñ (3) είναι προφανής αφού κάθε Borel σύνολο είναι αναλυ-
τικό.

Τέλος για την κατεύθυνση (3) ùñ (1) θεωρούμε ένα ανοικτό U Ď Y . Πρέπει να
δείξουμε ότι το f´1[U ] είναι Borel υποσύνολο του X . Για κάθε x P X έχουμε

x P f´1[U ] ðñ f(x) P U

ðñ Dy ((x, y) P Graph(f) & y P U).

Επειδή η κλάση των αναλυτικών συνόλων είναι κλειστή ως προς τον τελεστή DY
έχουμε από την πιο πάνω ισοδυναμία ότι το σύνολο f´1[U ] είναι αναλυτικό. Επιπλέον
για κάθε x P X έχουμε

x P f´1[U ] ðñ f(x) P U

ðñ @y ((x, y) P Graph(f) ÝÑ y P U)

ðñ @y ((x, y) R Graph(f) _ y P U).
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Προκύπτει από την τελευταία ισοδυναμία (και την κλειστότητα της κλάσης των
συναναλυτικών συνόλων ως προς @Y ) ότι το σύνολο f´1[U ] είναι συναναλυτικό.

Από το Θεώρημα του Suslin (Πόρισμα 5.2.2) το σύνολο f´1[U ] είναι Borel. ˝

Ένα ακόμα Πόρισμα του Θεωρήματος Διαχωρισμού του Lusin είναι το Θεώρημα
4.3.3 (το οποίο δεν έχουμε αποδείξει ακόμα). Υπενθυμίζουμε την εκφώνηση του τελευ-
ταίου: για κάθε Πολωνικούς χώρουςX ,Y , κάθε Borel-μετρήσιμη συνάρτηση f : X Ñ Y
και κάθε Borel σύνολο B Ď X , αν ο περιορισμός f |B είναι ένα-προς-ένα τότε η εικόνα
f [B] ειναι Borel υποσύνολο του Y .

Απόδειξη του Θεωρήματος 4.3.3. Αρχικά παίρνουμε την περίπτωση όπου η f εί-
ναι συνεχής συνάρτηση. Αφού τα Borel σύνολα είναι συνεχείς ένα-προς-ένα εικόνες
κλειστών υποσυνόλων του N (Θεώρημα 4.3.2) μπορούμε να υποθέσουμε ότι X = N
και ότι το B είναι κλειστό.

Θεωρούμε τις βασικές περιοχές Nu, u P NăN και σταθεροποιούμε προς το παρόν
ένα n P N. Η οικογένεια (Nu X B)|u|=n αποτελείται από ξένα ανά δύο σύνολα αφού
Nu X Nw = H για κάθε u ‰ w με |u| = |w|. Αφού η f είναι ένα-προς-ένα στο B
προκύπτει ότι και η οικογένεια των εικόνων (f [NuXB])|u|=n αποτελείται από ξένα ανά
δύο σύνολα. Επιπλέον κάθε σύνολο

Au = f [Nu XB]

είναι αναλυτικό ως συνεχής εικόνα Borel συνόλου (Πρόταση 5.1.3). Από την Άσκηση
5.2.5 υπάρχει μια οικογένεια (Pu)|u|=n από ξένα ανά δύο Borel σύνολα με Au Ď Pu για
κάθε u P NăN με |n|.

Η πιο πάνω διαδικασία δίνει ένα μια οικογένεια (Pu)uPNăN από Borel σύνολα με

Au Ď Pu και Pu X Pw =H για κάθε u,w P NăN με |u| = |w|.
Ορίζουμε με αναδρομή στο |u| την οικογένεια (P ‹

u)uPNăN ως εξής:
P ‹
Λ = PΛ

P ‹
u˚(k) = Pu˚(k) XAu˚(k) X P ‹

u .

Είναι προφανές ότι κάθε P˚
u , u P NăN είναι Borel σύνολο (απόδειξη με επαγωγή

στο |u|) και πως P ‹
w Ď P ‹

u για κάθε u Ď w P NăN. Επιπλέον ισχυριζόμαστε ότι

Au Ď P ‹
u για κάθε u P NăN.(5.3)

Για να δούμε το τελευταίο: για |u| = 0 έχουμε AΛ Ď PΛ Ď P ‹
Λ. Υποθέτοντας ότι

Au Ď P ‹
u για κάθε u με |u| = n, έχουμε για κάθε u με |u| = n και κάθε k,

Au˚(k) Ď Pu˚(k) XAu˚(k) XAu (Au˚(k) = f [Nu˚(k) XB] Ď f [Nu XB] = Au)

Ď Pu˚(k) XAu˚(k) X P ‹
u (Επαγωγική Υπόθεση)

= P ‹
u˚(k).

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι
y P f [B] ðñ @n Du (|u| = n & y P P ‹

u)(5.4)

για κάθε y P Y . Από αυτή την ισοδυναμία είναι άμεσο ότι το f [B] είναι Borel σύνολο.
Για την ευθεία κατεύθυνση θεωρούμε y = f(α) όπου α P B. Τότε για κάθε n παίρνουμε
u = α|n (που έχει μήκος n) και έχουμε

α P Nu XB, επομένως y = f(α) P f [Nu XB] = Au Ď P ‹
u ,

όπου στην τελευταία συμπερίληψη χρησιμοποιήσαμε την (5.3).
Για την αντίστροφη κατεύθυνση της (5.4) θεωρούμε ένα y P Y που ικανοποιεί το

δεξιό σκέλος της ισοδυναμίας. Τότε υπάρχει ακολουθία (un)nPN από στοιχεία του NăN

με |un| = n και y P P ‹
un

για κάθε n. Επειδή |un| ă |un+1|, αν το un δεν ήταν αρχικό
τμήμα του un+1 τότε θα υπήρχε m ă |un| με un+1|m = un|m και un+1(m) ‰ um.
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Από αυτό προκύπτει ότι un+1|n ‰ un, και επειδή αυτές οι ακολουθίες έχουν ίσο μήκος
θα είχαμε Pun+1|n X Pun

= H. Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί y P P ‹
un+1

Ď P ‹
un+1|n Ď

Pun+1|n και y P P ‹
un
Ď Pun . Άρα un Ď un+1 για κάθε n.

Επειδή |un| = nÑ8 προκύπτει έναα P N μεα|n = un για κάθεn. Ισχυριζόμαστε
ότι α P B και y = f(α), απ’ όπου προκύπτει ότι y = f(α). Για να τα δούμε αυτά έχουμε
αρχικά ότι y P P ‹

un
Ď Aun , επομένως υπάρχει yn P Aun = f [Nun XB] με dY(y, yn) ă

2´n για κάθε n P N, όπου dY είναι μια συμβατή μετρική στον Y . Επιλέγουμε αn P

Nun
XB = Nα|n XB με f(αn) = yn για κάθε n.
Τότε έχουμε yn Ñ y, αn Ñ α, και λόγω της συνέχεια της f : yn = f(αn)Ñ f(α).

Άρα y = f(α). Επιπλέον αn P B για κάθε n και επειδή το B είναι κλειστό προκύπτει
ότι α P B.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη στην περίπτωση όπου η f είναι συνεχής. Στη γενική
περίπτωση όπου η f είναι Borel-μετρήσιμη θεωρούμε το γράφημα Graph(f) της f το
οποίο όπως δείξαμε είναι Borel υποσύνολο του X ˆ Y (Πόρισμα 5.2.3). Για κάθε y P Y
έχουμε
y P f [B] ðñ Dx (x P B & (x, y) P Graph(f)) ðñ y P pr2[Graph(f)X (B ˆ Y)],

όπου pr2 : X ˆ Y Ñ Y : pr2(x, y) = y, η οποία είναι προφανώς συνεχής. Επομένως
f [B] = pr2[Graph(f)X (BˆY)]. Το σύνολο BˆY είναι Borel υποσύνολο του X ˆY
(Άσκηση 4.2.16) και επομένως και το Graph(f)X (B ˆ Y) είναι επίσης Borel.

Ο περιορισμός pr2|(Graph(f) X (B ˆ Y)) είναι ένα-προς-ένα γιατί αν (x1, y1),
(x2, y2) P Graph(f), x1, x2 P B και y1 = y2 τότε f(x1) = f(x2) και x1 = x2 επειδή ο
περιορισμός f |B είναι ένα-προς-ένα, άρα (x1, y1) = (x2, y2).

Καταλήγουμε ότι το f [B] = pr2[Graph(f) X (B ˆ Y)] είναι η συνεχής ένα-προς-
ένα εικόνα ενός Borel υποσυνόλου του Πολωνικού χώρου X ˆY . Από αυτό που δείξαμε
αρχικά (με τον X ˆ Y στη θέση του X ) προκύπτει ότι το f [B] είναι Borel υποσύνολο
του Y . ˝

Πόρισμα 5.2.4. Για κάθε Πολωνικούς χώρους X , Y και κάθε Borel-μετρήσιμη συ-
νάρτηση f : X ↣ Y που είναι ένα-προς-ένα το σύνολο f [X ] είναι Borel υποσύνολο του
Y και η αντίστροφη συνάρτηση f´1 : f [X ] ↣ X είναι επίσης Borel-μετρήσιμη.

Επομένως υπάρχει Borel-μετρήσιμη συνάρτηση g : Y Ñ X με g(f(x)) = x για κάθε
x P X .

Απόδειξη. Από τοΘεώρημα 4.3.3 για κάθεBorel σύνολοB Ď X το σύνολο (f´1)´1[B] =
f [B] είναι Borel υποσύνολο του Y , επομένως είναι και Borel υποσύνολο του f [X ]. Το
τελευταίο σύνολο είναι Borel στον Y παίρνοντας B = X στο προηγούμενο.

Όσον αφορά την g επιλέγουμε ένα x0 P X και ορίζουμε g : Y Ñ Y :

g(y) =

#

f´1(y), y P f [X ]

x0, y R f [X ].

Προφανώς g(f(x)) = f´1(f(x)) = x για κάθε x P X . Επιπλέον για κάθε Borel
B Ď X έχουμε

g´1[B] =
!

f [B], x0 P B

˝

Ασκήσεις

Άσκηση 5.2.5. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και κάθε ακολουθία (An)nPN από ξένα
ανά δύο αναλυτικά υποσύνολα του X υπάρχει ακολουθία (Bn)nPN από ξένα ανά δύο
Borel σύνολα με An Ď Bn για κάθε n P N.

Άσκηση 5.2.6. Κάθε Borel μονομορφισμός είναι καλός Borel μονομορφισμός (Ορι-
σμός 4.2.3).
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Άσκηση 5.2.7. Δείξτε ότι μια συνάρτηση μεταξύ Πολωνικών χώρων είναι Borel-
μετρήσιμη αν και μόνο αν είναι Σ

r

1
1-μετρήσιμη χωρίς να αναφερθείτε στο γράφημά της.

Άσκηση 5.2.8. Δίνονται Πολωνικοί χώροιX καιY και Borel-μετρήσιμη συνάρτηση
g : X ˆ Y Ñ R.
(i) Αν για κάθε x P X υπάρχει μοναδικό y P Y με g(x, y) = 0 τότε υπάρχει Borel-
μετρήσιμη συνάρτηση f : X Ñ Y που επιλύει την εξίσωση g(x, y) = 0, δηλαδή ισχύει
g(x, f(x)) = 0 για κάθε x P X .

(ii) Αν για κάθε x P X υπάρχει το πολύ ένα y P Y με g(x, y) = 0 τότε το σύνολο D
όλων των x P X για τα οποία υπάρχει y P Y έτσι ώστε g(x, y) = 0 είναι Borel και
υπάρχει Borel-μετρήσιμη συνάρτηση h : X Ñ Y έτσι ώστε g(x, h(x)) = 0 για κάθε
x P D.

5.3. Το Θεώρημα Τέλειου Συνόλου

Είδαμε ότι κάθε υπεραριθμήσιμο Borel σύνολο περιέχει ένα μη κενό τέλειο υπο-
σύνολο (Άσκηση 4.3.5). Εδώ αποδεικνύουμε ότι αυτό το αποτέλεσμα ισχύει και για τα
υπεραριθμήσιμα αναλυτικά σύνολα. Για να το αποδείξουμε αυτό θα χρειαστούμε μια
ακόμα αναπαράσταση των αναλυτικών υποσυνόλων του N

Ορισμός 5.3.1. Δίνεται ένα μη κενό σύνολοX και ένα T Ď (XˆX)ăN. Το T είναι
δένδρο ζευγών στο X αν είναι δένδρο στο X ˆX .

Συμβολισμοί. Υπάρχει μια προφανής ταύτιση μεταξύ των στοιχείων w P (X ˆ

X)ăN και των (u, v) P XăN ˆ XăN με |u| = |v|. Συγκεκριμένα κάθε w P T έχει
τη μορφή ((u0, v0), . . . , (un´1, vn´1)), όπου ui, vi P X για κάθε i ă n, επομένως αν
θέσουμε u = (u0, . . . , un´1) και v = (v0, . . . , vn´1) μπορούμε να ταυτίσουμε το w με
το (u, v), αντίστροφα κάθε ζεύγος (u, v) με u = (u0, . . . , un´1) και v = (v0, . . . , vn´1)
μπορεί να ταυτιστεί με την πεπερασμένη ακολουθία w = ((u0, v0), . . . , (un´1, vn´1)).

‚ Συνεπώς θα συμβολίζουμε τα στοιχεία ενός δένδρου ζευγών T με (u, v) όπου
u, v P XăN με |u| = |v|. Η κενή ακολουθία Λ ταυτίζεται επομένως με το ζεύγος
(Λ,Λ).

Η προηγούμενη ταύτιση επεκτείνεται και στις άπειρες ακολουθίες. Υπάρχει ένας
προφανής τοπολογικός ισομορφισμός μεταξύ του (X ˆX)N και του XN ˆXN, συγκε-
κριμένα ο

(f, g) P XN ˆXN ÞÑ ((f(0), g(0)), . . . , (f(n), g(n)), . . . ) P XNˆN.

Άρα μπορούμε να ταυτίσουμε κάθε άπειρο κλαδί h P (XˆX)N με ένα ζεύγος άπει-
ρων ακολουθιών τουX συγκεκριμένα το (h1, h2) όπουh = ((h1(0), h2(0)), . . . , (h1(n), h2(n)), . . . ).

‚ Συνεπώς συμβολίζουμε τα άπειρα κλαδιά ενός δένδρου ζευγών με ζεύγη (f, g).
Με αυτούς τους συμβολισμούς ισχύει η προφανής σχέση

(f, g) P [T ] ðñ @n ((f(0), . . . , f(n)), (g(0), . . . , g(n))) P T

για κάθε δένδρο ζευγών T στο X , όπου f, g P XN.
Τέλος παρατηρούμε ότι η συγκεκριμένη ταύτιση σέβεται τη σχέση του αρχικού

τμήματος, δηλαδή για κάθε w = ((u0, v0), . . . , (un´1, vn´1)) ” (u, v) και κάθε w1 =
((u1

0, v
1
0), . . . , (u

1
n´1, v

1
n´1)) ” (u1, v1) έχουμε

w1 Ď w ðñ u1 Ď u & v1 Ď v.

‚ Επομένως τα δένδρα ζευγών στο X ταυτίζονται με τα μη κενά σύνολα R Ď

XăN ˆXăN που ικανοποιούν

(u, v) P R & u1 Ď u & v1 Ď v ùñ (u1, v1) P R,

για κάθε u, v, u1, v1 P XăN.
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Θα μας απασχολήσει η περίπτωση όπουX = N. Αν το T είναι δένδρο ζευγών στοN
τα στοιχεία του σώματος [T ] είναι της μορφής (α, β) όπου α, β P N . Το Βασικό Λήμμα
Αναπαράστασης Κλειστών Συνόλων (Λήμμα 2.5.14) καθώς και η ειδική περίπτωσή του
(Πόρισμα 2.5.3) έχουν την αντίστοιχη εκδοχή για δένδρα ζευγών στο N.

Λήμμα 5.3.2. Ένα F Ď N ˆN είναι κλειστό αν και μόνο αν υπάρχει δένδρο ζευγών
T στο N με F = [T ], όπου το σώμα ενός δένδρου ζευγών το εννοούμε με την πιο πάνω
ταύτιση.

Απόδειξη. Θεωρούμε το σύνολο

F̃ = tγ P (Nˆ N)N | (γ1, γ2) P F u

όπου γ = ((γ1(0), γ2(0)), . . . , (γ1(n), γ2(n)), . . . ). Τα σύνολαF και F̃ είναι τοπολογικά
ισομορφικά επομένως το F είναι κλειστό αν και μόνο αν το F̃ είναι κλειστό.

Εφαρμόζουμε την Πρόταση 2.5.2 γιαX = NˆN και έχουμε ότι το F είναι κλειστό
αν και μόνο αν υπάρχει δένδρο ζευγών T στο N με

γ P F̃ ðñ @n γ|n P T.

Επομένως

(α, β) P F ðñ ((α(0), β(0)), . . . , (α(n), β(n)), . . . ) P F̃

ðñ @n ((α(0), β(0)), . . . , (α(n), β(n))) P T

ðñ @n (α|n, β|n) P T (με την προηγούμενη ταύτιση)
ðñ (α, β) P [T ],

για κάθε α P N . ˝

Λήμμα 5.3.3. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X και ένα F Ď X ˆN ˆN . Τότε και
το σύνολοF είναι κλειστό ακριβώς όταν υπάρχει ένα κλειστό σύνολο T Ď XˆNăNˆNăN

με τις ιδιότητες το T (x) = t(u, v) P NăNˆNăN | (x, u, v) P T u να είναι δένδρο ζευγών
στο N για κάθε x P X και

F = t(x, α, β) P X ˆN ˆN | (α, β) P [T (x)]u.

Απόδειξη. Όπως στην απόδειξη του Λήμματος 5.3.2. Στην απόδειξη του τελευ-
ταίου εφαρμόσαμε την αναπαράσταση των κλειστών υποσυνόλων του XN ως τα σώ-
ματα δένδρων στο X παίρνοντας για X το NˆN. Εδώ εφαρμόζουμε το Βασικό Λήμμα
Αναπαράστασης Κλειστών συνόλων = Nˆ N, δείτε την Άσκηση 2.5.27). ˝

Τώρα είμαστε έτοιμοι να δώσουμε την αναπαράσταση των αναλυτικών συνόλων
που αναφέραμε προηγουμένως.

Πρόταση 5.3.4. Για κάθε P Ď N τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.
(i) To P είναι αναλυτικό σύνολο.
(ii) Υπάρχει δένδρο ζευγών T με P = pr[[T ]].

Με pr εννοούμε τη συνάρτηση της προβολής στην πρώτη συντεταγμένη (α, β) P NˆN ÞÑ

α P N .

Απόδειξη. (i) ùñ (ii) Υπάρχει κλειστό F Ď N ˆN με P = DNF . Από το Λήμμα
5.3.2 υπάρχει δένδρο ζευγών T στο N με F = [T ]. Επομένως για κάθε α P N έχουμε

α P P ðñ Dβ (α, β) P F

ðñ Dβ (α, β) P [T ]

ðñ α P pr[[T ]].

(ii) ùñ (i) Προφανής καθώς το [T ] είναι κλειστό υποσύνολο του N ˆ N (Λήμμα
5.3.2) και P = pr[[T ]] = DN [T ]. ˝
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Δίνουμε την αντίστοιχη εκδοχή του προηγούμενου λήμματος με παράμετρο x P X .
Κάνουμε ιδιαίτερη μνεία στην περίπτωση όπου η τομή Px είναι μη κενό σύνολο.

Πρόταση 5.3.5. Για κάθε Πολωνικό χώρο X και P Ď X ˆ N τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα.

(i) To P είναι αναλυτικό σύνολο.
(ii) Υπάρχει κλειστό σύνολο T Ď X ˆNăN ˆNăN έτσι ώστε για κάθε x P X το
σύνολο T (x) = t(u, v) P NăNˆNăN | (x, u, v) P T u είναι δένδρο ζευγών στο
N και Px = pr[[T (x)]].

(iii) Υπάρχει αναλυτικό σύνολο R Ď X ˆNăNˆNăN έτσι ώστε για κάθε x P X
το σύνολο R(x) = t(u, v) P NăN ˆ NăN | (x, u, v) P Ru είναι δένδρο ζευγών
στο N, Px = pr[[R(x)]], και αν Px ‰ H τότε το R(x) είναι κλαδεμένο.

Με pr εννοούμε τη συνάρτηση της προβολής στην πρώτη συντεταγμένη (α, β) P NˆN ÞÑ

α P N .

Απόδειξη. (i)ùñ (ii) Υπάρχει ένα κλειστό σύνολο F Ď X ˆN ˆN με P = DNF .
Εφαρμόζουμε το Λήμμα 5.3.3 σε αυτό το F και λαμβάνουμε ένα κλειστό σύνολο T Ď
X ˆ NăN ˆ NăN έτσι ώστε για κάθε x P X το σύνολο T (x) = t(u, v) P NăN ˆ NăN |

(x, u, v) P T u είναι δένδρο ζευγών στο N και επιπλέον

F = t(x, α, β) P X ˆN ˆN | (α, β) P [T (x)]u.

Τότε για κάθε (x, α) P X ˆN έχουμε

α P Px ðñ Dβ (x, α, β) P F

ðñ Dβ (α, β) P [T (x)]

ðñ α P pr[[T (x)]].

(ii) ùñ (iii) Παίρνουμε το T όπως στην υπόθεση. Η ιδέα είναι να κλαδέψουμε το
δένδρο T (x) και να περάσουμε σε ένα υποδένδρο R(x) με το ίδιο σώμα, όπως γίνεται
στην Άσκηση 2.5.19. Το κρίσιμο σημείο εδώ είναι ότι αυτή η διαδικασία δίνει ένα ανα-
λυτικό σύνολο R, το οποίο γενικά δεν είναι Borel (δείτε την Άσκηση ??).

Ορίζουμε το σύνολο R Ď X ˆ NăN ˆ NăN ως εξής,

(x, u, v) P R ðñ (x, u, v) P T & [ Dα, β (u Ď α& v Ď β& (α, β) P [T (x)])_ (u, v) = Λ ],

όπου x P X και u, v P NăN. Επίσης θέτουμε

R(x) = t(u, v) P NăN ˆ NăN | (x, u, v) P Ru, x P X .

Στον ορισμό του R συμπεριλαμβάνουμε την περίπτωση (u, v) = Λ ώστε να εξα-
σφαλίσουμε ότι το R(x) είναι δένδρο ακόμα και όταν [T (x)] = H, δείτε πιο κάτω για
λεπτομέρειες.

Είναι σαφές από τον ορισμό ότι το R είναι αναλυτικό υποσύνολο του X ˆ NăN ˆ

NăN. Για κάθε x P X η κενή ακολουθία Λ είναι μέλος του R(x), επομένως R(x) ‰ Λ.
Μπορεί να συμβεί η Λ να είναι το μοναδικό μέλος τουR(x), αυτό γίνεται όταν [T (x)] =
H. Για να δείξουμε ότι το R(x) είναι δένδρο υποθέτουμε ότι έχουμε (u, v) P R(x) και
u1 Ď u, v1 Ď v. Προφανώς (u1, v1) P T (x) γιατί (u, v) P T (x) και το T (x) είναι δένδρο.
Αν (u, v) = Λ τότε (u1, v1) = (u, v) = Λ P R(x). Αν είμαστε στην άλλη περίπτωση του
ορισμού τουR τότε υπάρχουν α, β με u Ď α, v Ď β και (α, β) P [T (x)]. Τότε όμως είναι
προφανές ότι υπάρχουν α, β με u1 Ď α, v1 Ď β και (α, β) P [T (x)], άρα (u, v) P R(x).
Άρα το R(x) είναι δένδρο για κάθε x P X .

Μένει να δείξουμε ότι Px = pr[[R(x)]] για κάθε x P X . Αυτό προκύπτει από την
ισότητα [T (x)] = [R(x)] και την υπόθεσή μας για το T για κάθε x P X . Για να δούμε
την τελευταία θεωρούμε x P X και επειδή R(x) Ď T (x) έχουμε [R(x)] Ď [T (x)].
Αντίστροφα αν έχουμε (α, β) P [T (x)] τότε για κάθε n P N έχουμε (α|n, β|n) P T (x)
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και υπάρχουν (α1, β1) με α|n Ď α1 και β|n Ď β1, συγκεκριμένα τα α1 = α και β1 = β.
Άρα για κάθε n P N έχουμε (α|n, β|n) P R(x) που σημαίνει ότι (α, β) P [R(x)].

(iii) ùñ (i) Για κάθε (x, α) P X ˆN έχουμε

(x, α) P P ðñ α P Px

ðñ α P pr[[R(x)]]

ðñ Dβ (α, β) P [R(x)]

ðñ Dβ @n(x, α|n, β|n) P R.

Αφού το R είναι αναλυτικό σύνολο προκύπτει από τις ιδιότητες κλειστότητας της
κλάσης των αναλυτικών συνόλων ότι το P είναι επίσης αναλυτικό σύνολο. ˝

Θεώρημα 5.3.6 (Το Θέωρημα Τέλειου Συνόλου). Για κάθε Πολωνικό χώρο X και
κάθε υπεραριθμήσιμο αναλυτικό A Ď X υπάρχει συνεχής μονομορφισμός f : 2N P X με
f [2N] Ď A.

Απόδειξη. Η ιδέα είναι να ανιχνεύσουμε ένα είδος “τέλειου πυρήνα” για τοA όπως
στην απόδειξη του Θεωρήματος Cantor-Bendixson. Η βάση (Vn)nPN του X όπως χρη-
σιμοποιείται στην απόδειξη του τελευταίου αποτελέσματος δεν είναι αρκετή για τους
σκοπούς μας καθώς το A δεν είναι απαραίτητα κλειστό. Αντί αυτού θα χρησιμοποιή-
σουμε την αναπαράσταση του αναλυτικού συνόλου A με βάση τα δένδρα ζευγών (Πρό-
ταση 5.3.4). Για να γίνει αυτό όμως πρέπει να γνωρίζουμε ότι X = N . Εξηγούμε γιατί
μπορούμε να υποθέσουμε το τελευταίο.

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε αποδείξει το αποτέλεσμα για όλα τα υπεραριθμήσιμα
αναλυτικά υποσύνολα του N και θεωρούμε έναν αυθαίρετο Πολωνικό χώρο X . Τότε
από το Λήμμα 4.2.10 υπάρχει συνεχής επιμορφισμός π : N ↠ X καιGδ σύνολοB Ď N
έτσι ώστε π[B] = X και ο περιορισμός π|B είναι ένα-προς-ένα (από το Θεώρημα 4.3.2
μπορούμε να πάρουμε και ένα κλειστό τέτοιο B αλλά εδώ μας αρκεί να γνωρίζουμε ότι
το B είναι Borel).

Αν έχουμε ένα υπεραριθμήσιμο αναλυτικό σύνολο A Ď X τότε από την κλει-
στότητα της κλάσης Σ

r

1
1 ως προς συνεχή αντικατάσταση και αφού το B είναι Borel

το B X π´1[A] είναι επίσης αναλυτικό σύνολο. Αφού π[B] = X έχουμε εύκολα ότι
π[B X π´1[A]] = A, επομένως αν το B X π´1[A] ήταν αριθμήσιμο τότε και το A θα
ήταν αριθμήσιμο ως εικόνα αριθμήσιμου συνόλου μέσω μιας συνάρτησης (δεν χρειαζό-
μαστε ακόμα ότι η π|B είναι ένα-προς-ένα). Αυτό όμως είναι άτοπο. Άρα τοBXπ´1[A]
είναι υπεραριθμήσιμο αναλυτικό υποσύνολο του N και από την υπόθεσή μας υπάρχει
συνεχής μονομορφισμός f : 2N ↣ N με f [2N] Ď B X π´1[A]. Τότε η σύνθεση

g = π ˝ f : 2N Ñ X : g(γ) = π(f(γ))

είναι συνεχής, ένα-προς-ένα αφού η f παίρνει τιμές στο B και η π|B είναι ένα-προς-
ένα, και επιπλέον g[2N] = π[f [2N]] Ď π[B X π´1[A]] = A. Άρα η g είναι ένα συνεχής
μονομορφισμός από το 2N στο X με g[2N] Ď A.

Επομένως μπορούμε να υποθέσουμε στη συνέχεια ότι X = N . Από την Πρόταση
5.3.4 υπάρχει δένδρο ζευγών T στο N με

α P A ðñ Dβ (α, β) P [T ](5.5)

Για κάθε (u, v) P T ορίζουμε τα σύνολα

W(u,v) = tα P N | u Ď α & Dβ ( v Ď β & (α, β) P [T ] )u.(5.6)

Παρατηρούμε ότι

WΛ = tα P N | Dβ (α, β) P T u = A

και πως
W(u,v) =

Ť

(u˚(i),v˚(j))PT W(u˚(i),v˚(j)), (u, v) P T.
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Ειδικότερα έχουμεW(u,v) Ď A για κάθε (u, v) P T . (Αυτά ταW(u,v) χρησιμοποιού-
νται στη θέση των στοιχείων Vn της βάσης του X όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος
Cantor-Bendixson.) Σε αντιστοιχία με τον τέλειο πυρήνα και το διάσπαρτο μέρος ενός
κλειστού συνόλου ορίζουμε

P = tα P A | @(u, v) P T (αν α PW(u,v) τότε το W(u,v) είναι υπεραριθμήσιμο)u
S = tα P A | D(u, v) P T (α PW(u,v) και το W(u,v) είναι αριθμήσιμο)u
= A z P.

Αν θέσουμε I = t(u, v) P T | το W(u,v) είναι υπεραριθμήσιμοu τότε από τον ορι-
σμό του S έχουμε

S =
Ť

(u,v)PI W(u,v).

Η τελευταία ένωση είναι αριθμήσιμη ένωση αριθμήσιμων συνόλων, επομένως το S
είναι αριθμήσιμο. Αφού A = P YS και το A είναι υπεραριθμήσιμο καταλήγουμε ότι το
P είναι υπεραριθμήσιμο σύνολο.

Στη συνέχεια ορίζουμε το σύνολο G Ď T ως εξής:

(u, v) P G ðñ P XW(u,v) ‰ H, (u, v) P T.

Παρατηρούμε ότι η κενή ακολουθία (που την ταυτίζουμε με το ζεύγος (Λ,Λ)) ανή-
κει στο G γιατί P XWΛ = P XA = P ‰ H.

Στη συνέχεια λέμε ότι δύο πεπερασμένες ακολουθίες (u1, v1), (u2, v2) είναι ασύμ-
βατες στην πρώτη μεταβλητή αν οι u1, u2 είναι ασύμβατες. Ο επόμενος ισχυρισμός είναι
το σημείο κλειδί για το ζητούμενο.

Ισχυρισμός. Για κάθε (u, v) P G υπάρχουν (u1, v1), (u2, v2) που ανήκουν στο T ,
επεκτείνουν την (u, v), είναι ασύμβατες στην πρώτη μεταβλητή και ανήκουν στο G.
(Προκύπτει ότι οι αυτές οι επεκτάσεις είναι γνήσιες αλλιώς θα ήταν συμβατές.)

Απόδειξη ισχυρισμού. Εφόσον (u, v) P G υπάρχει α P P X W(u,v). Επομένως το
σύνολο W(u,v) είναι υπεραριθμήσιμο. Εφόσον W(u,v) Ď A και A = P Y S έχουμε

W(u,v) = (W(u,v) X P ) Y (W(u,v) X S).

Αφού το S και συνεπώς τοW(u,v)XS είναι αριθμήσιμο σύνολο, ενώ τοW(u,v) είναι
υπεραριθμήσιμο, έχουμε από την πιο πάνω ισότητα ότι το W(u,v) X P είναι υπεραριθ-
μήσιμο σύνολο. Ειδικότερα υπάρχουν α1, α2 P W(u,v) X P με α1 ‰ α2. Παίρνουμε το
ελάχιστο n με α1(n) ‰ α2(n) και θέτουμε ui = (αi(0), . . . , αi(n)), i = 1, 2 έτσι που
οι u1, u2 είναι ασύμβατες. Επιπλέον έχουμε u Ď α1, α2 οπότε οι α1 και α2 συμφωνούν
στα i ă |u|, επομένως u Ď αi|n Ď ui, i = 1, 2. Δηλαδή οι u1, u2 είναι επεκτάσεις της
u.

Εφόσον α1, α2 P W(u,v) υπάρχουν β1, β2 με v Ď βi έτσι ώστε (αi, βi) P [T ], i =
1, 2. Θέτουμε vi = (βi(0), . . . , βi(n)) για i = 1, 2. Επειδή v Ď βi, vi = βi|(n + 1) και
|v| = |u| ď n έχουμε v Ď vi, i = 1, 2. Επιπλέον

(ui, vi) = ((αi(0), . . . , αi(n)), (βi(0), . . . , βi(n))) P T

γιατί (αi, βi) P [T ], i = 1, 2.
Επομένως οι (u1, v1), (u2, v2) ανήκουν στο T , είναι επεκτάσεις της (u, v) και είναι

ασύμβατες στην πρώτη μεταβλητή. Μένει να δείξουμε ότι ανήκουν στο G.
Για κάθε i = 1, 2, από τον ορισμό των (ui, vi) έχουμε ui Ď αi, vi Ď βi, και

αφού (αi, βi) P [T ] έχουμε από την (5.6) ότι αi P W(ui,vi). Επιπλέον αi P P άρα
P XW(ui,vi) ‰ H. Από τον ορισμό του G έχουμε (ui, vi) P G. Αυτό αποδεικνύει τον
ισχυρισμό.

Πίσω στην απόδειξη με βάση ότιΛ P G και τον ισχυρισμό ορίζεται με αναδρομή μια
συνάρτηση φ : t0, 1uăN Ñ G Ď T με φ(Λ) = Λ ” (Λ,Λ) και οι φ(w ˚ (0)), φ(w ˚ (1))
είναι επεκτάσεις του φ(w) που είναι ασύμβατες στην πρώτη μεταβλητή. (Επειδή το T
είναι αριθμήσιμο σύνολο δεν χρειάζεται το Αξίωμα Επιλογής στον ορισμό της φ, απλώς
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επιλέγουμε κάθε φορά τις κατάλληλες ασύμβατες στην πρώτη μεταβλητή επεκτάσεις
που έχουν τον ελάχιστο δείκτη με βάση μια απαρίθμηση του T .)

Όπως αναφέραμε προηγουμένως οι φ(w ˚ (0)), φ(w ˚ (1)) είναι επεκτάσεις του
φ(w) συνεπώς η φ είναι κατάλληλη μονότονη σύμφωνα με τον Ορισμό 2.5.9. Επομένως
ορίζεται η συνάρτηση

φ˚ : [t0, 1uăN] = 2N Ñ [T ] : φ˚(γ) =
Ť

n φ(γ|n),

η οποία από την Πρόταση 2.5.10 είναι συνεχής. (Η συνέχεια της φ˚ διαπιστώνεται εύ-
κολα από την απόδειξη της τελευταίας πρότασης. Τα βασικά ανοικτά υποσύνολα του
[T ] έχουν τη μορφή B(u,v) = t(α, β) P [T ] | u Ď α & v Ď βu, όπου (u, v) P T . Εύκολα
διαπιστώνει κανείς ότι για κάθε γ P 2N έχουμε φ˚(γ) P B(u,v) αν και μόνο αν υπάρχει n
με (u, v) Ď φ(γ|n). Από αυτό προκύπτει ότι το (φ˚)´1[B(u,v)] είναι ανοικτό σύνολο.)

Τέλος θεωρούμε τη σύνθεση
f : 2N Ñ N : f(γ) = (pr1 ˝ φ

˚)(γ)

όπου η pr1 είναι η προβολή στην πρώτη συντεταγμένη (α, β) ÞÑ α. Η f είναι συνεχής,
ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. Παρατηρούμε ότι η f λαμβάνει τιμές στο A γιατί
αν πάρουμε γ P 2N τότε φ˚(γ) = (α, β) P [T ] για κάποια α, β P N επομένως f(γ) = α
και από την (5.5) έχουμε ότι το α = f(γ) ανήκει στο A.

Απομένει να δείξουμε ότι η f είναι μονομορφισμός. Αυτό συμβαίνει λόγω της ασυμ-
βατότητας που δίνει η φ στην πρώτη συντεταγμένη. Συγκεκριμένα αν έχουμε γ, γ1 P 2N

με γ|n = γ1|n και γ(n) ‰ γ1(n) τότε οι ακολουθίες ζευγών φ(γ|(n+ 1)), φ(γ1|(n+ 1))
είναι επεκτάσεις της φ(γ|n) που είναι ασύμβατες στην πρώτη συντεταγμένη, ας πούμε
ότι διαφέρουν στο t P N. Από τον ορισμό της φ˚ έχουμε φ(γ|(n + 1)) Ď φ˚(γ) και
φ(γ1|(n+ 1)) Ď φ˚(γ1), επομένως
(pr1 ˝ φ

˚)(γ)(t) = pr1(φ(γ|(n+ 1)))(t) ‰ pr1(φ(γ
1|(n+ 1)))(t) = (pr1 ˝ φ

˚)(γ1)(t)

και άρα (pr1 ˝ φ˚)(γ) ‰ (pr1 ˝ φ˚)(γ1), δηλαδή f(γ) ‰ f(γ1). Αυτό ολοκληρώνει την
απόδειξη. ˝
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Αʹ

Λύσεις Ασκήσεων και Υποδείξεις

Κεφάλαιο 2

Άσκηση 2.1.10. Αρχικά δείχνουμε ότι οι συναρτήσεις ρ και d είναι μετρικές. Θε-
ωρούμε x, y P X . Είναι σαφές ότι ρ(x, y), σ(x, y) ě 0 και πως ρ(x, y) = ρ(y, x),
σ(x, y) = σ(y, x).

Επιπλέον αν ρ(x, y) = 0 τότε ρ(x, y) ă 1 άρα ρ(x, y) = d(x, y) = 0 και x = y. Αν
σ(x, y) = 0 είναι σαφές ότι d(x, y) = 0 και x = y.

Επαληθεύουμε την τριγωνική ανισότητα για την ρ, παρατηρούμε ότι αν ρ(x, z) ě
1 ή ρ(z, y) ě 1 τότε ρ(x, y) ď 1 ď ρ(x, z) + ρ(z, y). Επομένως υποθέτουμε ότι
ρ(x, z), ρ(z, y) ă 1, οπότε έχουμε ρ(x, z) = d(x, z) και ρ(z, y) = d(z, y). Σε αυτή
την περίπτωση ισχύει

ρ(x, y) ď d(x, y) ď d(x, z) + d(z, y) = ρ(x, z) + ρ(z, y).

Η τριγωνική ανισότητα για την σ προκύπτει από το γεγονός ότι η συνάρτηση f(t) =
t

1 + t
, t ě 0 είναι αύξουσα. (Ένας τρόπος για να το δούμε αυτό είναι παίρνοντας την

1η παράγωγο της f η οποία είναι θετική.)
Θα έχουμε λοιπόν σ(x, y) = f(d(x, y)) ď f(d(x, z) + d(z, y)) οπότε

σ(x, y) ď
d(x, z) + d(z, y)

1 + d(x, z) + d(z, y)

=
d(x, z)

1 + d(x, z) + d(z, y)
+

d(z, y)

1 + d(x, z) + d(z, y)

ď
d(x, z)

1 + d(x, z)
+

d(z, y)

1 + d(z, y)

= σ(x, z) + σ(z, y).

Έπειτα δείχνουμε ότι οι μετρικές είναι ισοδύναμες. Θεωρούμε μια ακολουθία (xn)nPN
στον X και x P X . Αν d(xn, x)Ñ 0 τότε για όλα τα μεγάλα n θα έχουμε d(xn, x) ă 1
και άρα ρ(xn, x) = d(xn, x). Επομένως ρ(xn, x) Ñ 0. Αντίστροφα αν ρ(xn, x) Ñ 0
τότε για όλα τα μεγάλα n έχουμε ρ(xn, x) ă 1, επομένως ρ(xn, x) = d(xn, x)Ñ 0.

Για την σ χρησιμοποιούμε ότι οι συναρτήσεις f(t) =
t

1 + t
, t ě 0, και g(s) =

s

1´ s
, s P [0, 1) είναι συνεχείς στο 0.

Επειδή η διαχωρισιμότητα είναι τοπολογική ιδιότητα και οι μετρικές είναι ισοδύνα-
μες είναι σαφές ότι αν ο (X, d) είναι διαχωρίσιμος μετρικός χώρος τότε και οι μετρικοί
χώροι (X, ρ) και (X,σ) είναι διαχωρίσιμοι.

Τέλος δείχνουμε το ζητούμενο για την πληρότητα. Υποθέτουμε ότι ο (X, d) είναι
πλήρης μετρικός χώρος και θεωρούμε μια ακολουθία (xn)nPN στοιχείων του X . Αν η
ακολουθία είναι ρ-Cauchy τότε υπάρχει N P N έτσι ώστε για κάθε n,m ě N ισχύει
ρ(xn, xm) ă 1, άρα ρ(xn, xm) = d(xn, xm). Από αυτό προκύπτει ότι η ακολουθία
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(xn)nPN είναι d-Cauchy και αφού ο (X, d) είναι πλήρης υπάρχει x P X με d(xn, x)Ñ x.
Όπως είδαμε πιο πάνω αυτό είναι ισοδύναμο με ρ(xn, x)Ñ 0.

Υποθέτουμε ότι η (xn)nPN είναι σ-Cauchy και δείχνουμε ότι είναι και d-Cauchy.
Θεωρούμε r ą 0, αφού η προηγούμενη συνάρτηση g είναι συνεχής στο 0 υπάρχει δ ą
0 έτσι ώστε για κάθε s P [0, 1) με |s| ă δ ισχύει g(s) ă r. Για το δ ą 0 υπάρχει
n0 P N έτσι ώστε για κάθε n,m ě n0 έχουμε sn,m = σ(xn, xm) ă δ, άρα g(sn,m) =
g(σ(xn, xm)) = d(xn, xm) ă r. Επομένως η (xn)nPN είναι d-Cauchy και όπως πριν,
αφού ο (X, d) είναι πλήρης, έχουμε ότι υπάρχει x P X με d(xn, x)Ñ 0. Σύμφωνα με τα
προηγούμενα σ(xn, x)Ñ 0.

Καταλήγουμε ότι οι μετρικοί χώροι (X, ρ) και (X,σ) είναι πλήρεις.

Άσκηση 2.1.11. Είναι σαφές ότι η f είναι ένα-προς-ένα γιατί αν f(y1) = f(y2) τότε
ρ(y1, y2) = d(f(y1), f(y2)) = 0 και y1 = y2. Επίσης είναι σαφές ότι για κάθε ακολουθία
(yn)nPN στον και κάθε y P Y έχουμε

yn
ρ
Ñ y ðñ f(yn)

d
Ñ f(y),

συνεπώς τόσο η f όσο και η f´1 είναι συνεχείς συναρτήσεις.
Για κάθεCauchy ακολουθία (yn)nPN στον (Y, ρ) η ακολουθία (f(yn))nPN είναι Cauchy

στον (X, d), επομένως αν ο (X, d) είναι πλήρης τότε υπάρχει x P X με f(yn)
d
Ñ x =

f(y) και όπως πιο πάνω έχουμε yn
ρ
Ñ y.

Άσκηση 2.1.12. Αν έχουμε μια ακολουθία (fn)nPN στον C([a, b]) που είναι } ¨ }8-
Cauchy τότε για κάθε x P [a, b] η ακολουθία (fn(x))nPN είναι Cauchy στον (R, | ¨ |).
Επομένως ορίζεται η συνάρτηση

f : [a, b]Ñ R : f(x) = limnÑ8 fn(x).

Όπως είναι γνωστό η f είναι συνεχής και η (fn)nPN συγκλίνει ομοιόμορφα στην f .
Δηλαδή f P C([a, b]) και fn

}¨}8
ÝÑ f . Επομένως ο (C([a, b]), } ¨ }8) είναι πλήρης.

Επίσης είναι γνωστό ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f : [a, b] Ñ R είναι το ομοιό-
μορφο όριο ακολουθίας πολυωνύμων με ρητούς συντελεστές. Δηλαδή το σύνολο όλων
των πολυωνύμων με ρητούς συντελεστές, που είναι αριθμήσιμο σύνολο, είναι πυκνό
στον (C([a, b]), } ¨ }8).

Καταλήγουμε ότι ο C([a, b]) με την τοπολογία της νόρμας } ¨ }8 είναι Πολωνικός
χώρος.

Άσκηση 2.1.13. Είναι γνωστό από τη Συναρτησιακή Ανάλυση ότι ο χώρος (ℓp, }¨}p)
είναι πλήρης για κάθε 1 ď p ď 8. Μάλιστα για 1 ď p ă 8 το σύνολο όλων των τελικά
μηδενικών ακολουθιών ρητών αριθμών

D = t(q0, . . . , qn, 0, 0, . . . ) | @i ď n qi P Qu

είναι πυκνό στον (ℓp, } ¨ }p). ΤοD είναι αριθμήσιμο σύνολο, επομένως ο ℓp με την τοπο-
λογία της p-νόρμας } ¨ }p είναι Πολωνικός χώρος.

Άσκηση 2.1.14. Θεωρούμε αρχικά αριθμήσιμα σύνολα DX Ď X και DY Ď Y που
είναι πυκνά στους χώρους (X, d) και (Y, ρ) αντίστοιχα.

Τότε τα σύνολα (t0uˆDX)Y(t1uˆDY ) καιDXˆDY είναι αριθμήσιμα και πυκνά
στους χώρουςX‘Y καιXˆY αντίστοιχα. Επομένως οι δύο τελευταίοι μετρικοί χώροι
είναι διαχωρίσιμοι.

Για την πληρότητα τουX‘Y θεωρούμε μια ακολουθία ((in, an))nPN από στοιχεία
τουX‘Y που είναι d‘-Cauchy, όπου d‘ είναι η μετρική στονX‘Y που ορίσαμε στην
Εισαγωγή.

Τότε υπάρχει n0 έτσι ώστε για κάθε n ě n0 ισχύει d‘((in, an), (in0
, an0

)) ă 1.
Από τον ορισμό της d‘ έχουμε in = in0

για κάθε n ě n0.
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Αν in0 = 0 τότε για κάθε n,m ě n0 έχουμε in = im = in0 = 0 και συνεπώς
an, am P X καθώς και d‘((in, an), (im, am)) = d(an, am). Επομένως η (an)nPN εί-
ναι Cauchy στον (X, d) και αφού ο τελευταίος μετρικός χώρος είναι πλήρης, υπάρχει
a P X με an

d
Ñ a. Άρα d‘((in, an), (0, a)) = d(an, a) για κάθε n ě n0 και συνεπώς

d‘((in, an), (0, a))Ñ 0.
Η περίπτωση in0

= 1 είναι όμοια. Άρα ο (X ‘ Y, dX‘Y ) είναι πλήρης.
Τέλος για την πληρότητα τουXˆY έχουμε ότι για κάθε dXˆY -Cauchy ακολουθία

((xn, yn))nPN, εφόσον d, ρ ď dXˆY , οι ακολουθίες (xn)nPN και (yn)nPN είναι d-Cauchy
και ρ-Cauchy αντίστοιχα. Εφόσον οι (X, d) και (Y, ρ) είναι πλήρεις υπάρχουν x P X και
y P Y με xn

d
Ñ x και yn

ρ
Ñ y. Τότε

dXˆY ((xn, yn), (x, y)) = d(xn, x) + ρ(yn, y)Ñ 0.

Αυτό δείχνει την πληρότητα του (X ˆ Y, dXˆY ).

Άσκηση 2.1.15.Θεωρούμε σύνολαDn, n P N, έτσι ώστε κάθεDn είναι αριθμήσιμο
και πυκνό υποσύνολο του (Xn, dn). Θεωρούμε επίσης ένα στοιχείο (an)nPN P

ś

nPN Xn.
Τότε το σύνολο

Ť

mPN D0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆDm ˆ tam+1u ˆ tam+2u ˆ . . .

είναι αριθμήσιμο και πυκνό υποσύνολο του (
ś

nPN Xn, d), όπου d είναι η μετρική της
Εισαγωγής,

d(x⃗, y⃗) =
8
ÿ

n=0

2´n ¨
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
, x⃗ = (xn)nPN, y⃗ = (yn)nPN.

Αυτό συμβαίνει γιατί μια βάση για την τοπολογία της d είναι η οικογένεια όλων των
συνόλων της μορφής

V = V0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vm ˆ Xm+1 ˆ Xm+2 ˆ . . .

όπου m P N και τα Vi είναι di-ανοικτά υποσύνολα του Xi για κάθε i = 0, . . . ,m.
Επομένως για κάθε V όπως πιο πάνω, υπάρχουν από την πυκνότητα των Di στοιχεία
x0, . . . , xm με xi P Di, i = 0, . . . ,m και άρα

(x0, . . . , xm, am+1, am+2, . . . ) P (D0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆDm ˆ tam+1u ˆ tam+2u)X V.

Για την πληρότητα θεωρούμε μια d-Cauchy ακολουθία (x⃗i)iPN. Γράφουμε x⃗i =
(xi

n)nPN για κάθε i P N. Ισχυριζόμαστε ότι για κάθε m P N, η ακολουθία (xi
n)iPN είναι

συγκλίνουσα ακολουθία του (Xm, dm). Για να το δούμε αυτό παρατηρούμε αρχικά ότι

d(x⃗i, x⃗j) ě 2´n ¨
dn(x

i
n, x

j
n)

1 + dn(xi
n, x

j
n)
ě 2´m dn(x

i
m, xj

m)

1 + dn(xi
m, xj

m)
.

Θεωρούμε τη συνάρτηση σm =
dm

1 + dm
. Από την Άσκηση 2.1.10 η σm είναι μετρική

στο Xm που είναι ισοδύναμη με την dm και ο (Xm, σm) είναι πλήρης. Είναι σαφές από
την πιο πάνω ανισότητα ότι η ακολουθία (xi

m)iPN είναι σm-Cauchy και συνεπώς υπάρχει
xm P Xm με xi

m
σm
Ñ xm. Αφού οι μετρικές dm και σm είναι ισοδύναμες έχουμε ότι

xi
m

dm
Ñ xm. (Εναλλακτικά μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι όπως και στην λύση της

Άσκησης 2.1.10 (xi
m)iPN είναι dm-Cauchy και επομένως υπάρχει xm P Xm με xi

m
dm
Ñ

xm.)
Στη συνέχεια θεωρούμε την ακολουθία x⃗ = (xm)mPN P

ś

mPN Xm, όπου xm όπως
πιο πάνω. Τότε ισχύει x⃗i

d
Ñ x⃗, δίνουμε μια συνοπτική περιγραφή. Αρχικά Θεωρούμε

ένα r ą 0 και m P N αρκετά μεγάλο ώστε 2´m ă r/2. Η ιδέα είναι να χωρίσουμε
το άπειρο άθροισμα στον ορισμό του d(x⃗i, x⃗) στο πεπερασμένο άθροισμα από 0 μέχρι
m και στο άπειρο άθροισμα από m + 1. Το τελευταίο θα είναι μικρότερο ή ίσο του
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ř8
n=m+1 2

´n = 2´m ă r/2. Σχετικά με το πεπερασμένο άθροισμα χρησιμοποιούμε ότι
xi
n

dn
Ñ xn για κάθε n = 0, . . . ,m+ 1. Οπότε

m
ÿ

n=0

2´n ¨
dn(x

i
n, xn)

1 + dn(xi
n, xn)

Ñ

m
ÿ

n=0

2´n ¨
0

1 + 0
= 0

και άρα για όλα τα μεγάλα i P N θα έχουμε ότι
m
ÿ

n=0

2´n ¨
dn(x

i
n, xn)

1 + dn(xi
n, xn)

ă r/2.

Καταλήγουμε ότι d(x⃗i, x) ă r για όλα τα μεγάλα i P N.

Άσκηση 2.1.16. Άμεσο από την Άσκηση 2.1.15.

Άσκηση 2.1.17. Θεωρούμε x, y P A και υποθέτουμε αρχικά ότι d(x,A) ě d(y,A).
Τότε |d(x,A)´ d(y,A)| = d(x,A)´ d(y,A), οπότε πρέπει να δείξουμε ότι

d(x,A) ď d(y,A) + d(x, y), ισοδύναμα d(x,A)´ d(x, y) ď d(y,A).

Επειδή d(y,A) = inftd(y, z) | z P Au αρκεί να δείξουμε ότι ο αριθμός d(x,A) ´
d(x, y) είναι κάτω φράγμα του συνόλου td(y, z) | z P Au. Θεωρούμε λοιπόν z P A και
δείχνουμε ότι

d(x,A)´ d(x, y) ď d(y, z) ισοδύναμα d(x,A) ď d(x, y) + d(y, z).

Αφού z P A έχουμε από τον ορισμό του d(x,A) ότι

d(x,A) ď d(x, z) ď d(x, y) + d(y, z),

απ’ όπου προκύπτει το ζητούμενο.
Η περίπτωση d(x,A) ă d(y,A) αντιμετωπίζεται ανάλογα. Ένας διαφορετικός τρό-

πος είναι να πούμε ότι αυτή η περίπτωση προκύπτει από την προηγούμενη εναλλάσσο-
ντας το x με το y: με αυτή την εναλλαγή έχουμε από την πρώτη περίπτωση ότι |d(y,A)´
d(x,A)| ď d(y, x) απ’ όπου το ζητούμενο είναι προφανές.

Άσκηση 2.1.18. Έχουμε ότι η f είναι συνεχής στο x P X αν και μόνο αν

@r ą 0 Dδ ą 0 @y P B(X,d)(x, δ) y P B(Y,ρ)(f(x), r)

ðñ @n P N Dk P N @y P B(X,d)(x, 2
´k) y P B(Y,ρ)(f(x), 2

´n).(‹1)

Η τελευταία ισοδυναμία είναι μια χαρακτηριστική μέθοδος για να περνάμε σε αριθ-
μήσιμες τομές ή/και ενώσεις. Χρειαζόμαστε μια τελευταία αναδιατύπωση. Η (‹1) είναι
ισοδύναμη με την

@n Dk @y, z P B(X,d)(x, 2
´k) ρ(z, y) ă 2´n.

Θέτουμε Vn = tx P X | Dk @y, z P B(X,d)(x, 2
´k) ρ(z, y) ă 2´nu για κάθε n P N,

έτσι που σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε

f : συνεχής στο x ðñ @n x P Vn,

δηλαδή το σύνολο των σημείων συνέχειας της f είναι το
Ş

nPN Vn.
Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι κάθε Vn είναι ανοικτό σύνολο. Θεωρούμε λοιπόν

x P Vn και k P N έτσι ώστε για κάθε y, z P B(X,d)(x, 2
´k) ισχύει ρ(z, y) ă 2´n.

Δείχνουμε ότι B(X,d)(x, 2
´k) Ď Vn, τότε θα έχουμε ότι το x είναι εσωτερικό σημείο

του Vn και επομένως θα έχουμε τελειώσει.
Παίρνουμε x1 P B(X,d)(x, 2

´k), επειδή το τελευταίο σύνολο είναι ανοικτό υπάρχει
k1 P N με B(X,d)(x

1, 2´k1
) Ď B(X,d)(x, 2

´k). Συνεπώς για κάθε y, z P B(X,d)(x
1, 2´k1

)

έχουμε y, z P B(X,d)(x, 2
´k) και από την επιλογή των x, k ισχύει ρ(z, y) ă 2´n. Αυτό

δείχνει ότι x1 P Vn και έχουμε τελειώσει.
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Παρατήρηση. Η αντικατάσταση του δ ą 0 με το 2´k στην (‹1) δεν είναι απαραίτητη
γιατί πέραν της αριθμήσιμης τομής ως προς n χρειαζόμαστε μόνο να γνωρίζουμε ότι το
Vn είναι ανοικτό σύνολο. Αυτό μπορούμε να το διαπιστώσουμε ανεξάρτητα από το αν
χρησιμοποιήσουμε το δ ą 0 ή το 2´k.

Άσκηση 2.1.19. Έχουμε
(0, 1] =

Ş

nPN(0, 1+2´n) και [0, 1)Y t3u =
Ş

nPN
(
(´2´n, 1)Y(3´2´n, 3+2´n)

)
,

οπότε τα σύνολα (0, 1] και [0, 1)Yt3u είναιGδ υποσύνολα τουR και συνεπώς Πολωνικοί
χώροι με τη σχετική τοπολογία.

Αν το Qˆ (R z Q) ήταν Πολωνικός υπόχωρος του R2 τότε θα ήταν Gδ υποσύνολο
του R2. Το σύνολο R ˆ t

?
2u είναι κλειστό, και επομένως Gδ υποσύνολο του R2. Άρα

και η τομή
(Qˆ R z Q)X (Rˆ t

?
2u) = Qˆ t

?
2u

θα ήταν Gδ .
Αν γράψουμε Qˆ t

?
2u =

Ş

nPN Un όπου τα Un είναι ανοικτά υποσύνολα του R2

τότε
Q =

Ş

nPNtx P R | (x,
?
2) P Unu =

Ş

nPN f´1[Un],

όπου f : R Ñ R2 : f(x) = f(x,
?
2). Προφανώς η f είναι συνεχής και άρα τα σύνολα

f´1[Un], n P N, είναι ανοικτά. Αλλά τότε το Q θα ήταν Gδ σύνολο που είναι άτοπο.
Άρα το Qˆ (R z Q) δεν είναι Πολωνικός υπόχωρος του R2.

Άσκηση 2.2.1. Έστω u = (u0, . . . , un´1) και (v0, . . . , vm´1) P NăN με
xu0, . . . , un´1y = xv0, . . . , vm´1y.

Αν το u είναι η κενή ακολουθία τότε xu0, . . . , un´1y = 1. Επειδή η συνάρτηση x ¨ y
λαμβάνει άρτιες τιμές στις μη κενές ακολουθίες έχουμε αναγκαστικά ότι και το v είναι
η κενή ακολουθία, άρα u = v.

Αν u ‰ Λ τότε όπως πιο πάνω v ‰ Λ. Άρα n,m ě 1. Αν είχαμε n ‰ m, ας πούμε
n ă m τότε, εφόσον ο όρος pv(n)+1

n ‰ 1 είναι παράγοντας στον αριθμό xv0, . . . , vm´1y,
θα ήταν επίσης παράγοντας στον αριθμό xu0, . . . , un´1y. Από την άλλη εξ ορισμού ο
τελευταίος αριθμός έχει για παράγοντες δυνάμεις των p0, . . . , pn´1 και από τη μοναδι-
κότητα του αναπτύγματος σε γινόμενο πρώτων αριθμών έχει μόνο αυτούς τους παρά-
γοντες. Καταλήγουμε λοιπόν σε άτοπο. Επομένως n = m και

pu0+1
0 ¨ . . . pun´1+1

n´1 = pv0+1
0 ¨ . . . pvn´1+1

n´1 .

Πάλι από τη μοναδικότητα του αναπτύγματος σε γινόμενο πρώτων αριθμών έχουμε ui =
vi για κάθε i ă n και άρα u = v.

Άσκηση 2.2.2. Ο αριθμός 10 = 2 ¨ 5 είναι ένας άρτιος αριθμός που δεν λαμβάνεται
ως τιμή της x ¨ y. Για να έχουμε το 5, που είναι ο τρίτος στη σειρά πρώτος αριθμός, ως
παράγοντα στο xu0, . . . , un´1y θα πρέπει το μήκος της ακολουθίας u = (u0, . . . , un´1)
να είναι τουλάχιστον 3, οπότε και ο αριθμός pu1+1

1 = 3u1+1 = 3 ¨ 3u1 θα είναι και
αυτός παράγοντας του αριθμού xu0, . . . , un´1y. Δηλαδή το 3 θα πρέπει να διαιρεί τον
xu0, . . . , un´1y. Αφού όμως το 3 δεν διαιρεί το 10 έχουμε xu0, . . . , un´1y ‰ 10 = 2 ¨ 5
για κάθε u = (u0, . . . , un´1) P NăN.

Άσκηση 2.2.3. Η δοσμένη πρόταση είναι ισοδύναμη με την
@n Ds @i, j ă 2n ( (n, xn, (s)iy) P Q & (i ‰ j ÝÑ (s)i ‰ (s)j) ).

Άσκηση 2.3.14. Είναι σαφές από τον ορισμό ότι dN (α, β) ě 0, dN (α, β) = 0 ðñ
α = β και ότι dN (α, β) = dN (β, α), για κάθε α, β P N . Στη συνέχεια δείχνουμε την
ανισότητα της υπερμετρικής.
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Θεωρούμε α, β, γ P N . Αν α = β τότε dN (α, β) = 0 ď maxtdN (α, γ), dN (γ, β)u,
ενώ αν α = γ τότε maxtdN (α, γ), dN (γ, β)u = dN (γ, β) = dN (α, β). Όμοια η ανισό-
τητα είναι προφανής αν β = γ, επομένως υποθέτουμε ότι τα α, β, γ είναι διαφορετικά
ανά δύο. Υπενθυμίζουμε τον φυσικό αριθμό n(α1, β1) από τον ορισμό της dN ,

n(α1, β1) = o ελάχιστος φυσικός k με α1(k) ‰ β1(k), για α1, β1 P N με α1 ‰ β1.

Αν n(α, β) ě n(α, γ) τότε

dN (α, β) = 2´n(α,β) ď 2´n(α,γ) = dN (α, γ) ď maxtdN (α, γ), dN (γ, β)u.

Θεωρούμε λοιπόν ότι n(α, γ) ą n(α, β). Τότε ο φυσικός αριθμός n(α, β) είναι
μικρότερος του ελάχιστου φυσικού στον οποίο διαφέρουν τα α, γ, συνεπώς έχουμε
α(n(α, β)) = γ(n(α, β)). Επειδήα(n(α, β)) ‰ β(n(α, β)) έχουμε γ(n(α, β)) ‰ β(n(α, β)).

Προκύπτει ότι ο αριθμός n(α, β) είναι ένας φυσικός στον οποίο διαφέρουν τα β, γ,
επομένως είναι μεγαλύτερος ή ίσος του ελάχιστου τέτοιου φυσικού n(β, γ). Δηλαδή
ισχύει n(α, β) ě n(β, γ), οπότε όμοια με πριν

dN (α, β) = 2´n(α,β) ď 2´n(β,γ) = dN (β, γ) ď maxtdN (α, γ), dN (γ, β)u.

Αυτό δείχνει την ανισότητα της υπερμετρικής. Η τριγωνική ανισότητα είναι συνέ-
πεια της τελευταίας, ειδικότερα η dN είναι μετρική στο N .

Άσκηση 2.3.15. Εφαρμόζουμε την ισοδυναμία (2.13) η οποία χαρακτηρίζει τη σύ-
γκλιση στον N .

Αν η (αi)iPN ήταν συγκλίνουσα τότε και η ακολουθία φυσικών αριθμών (αi(0))iPN
θα ήταν συγκλίνουσα. Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί αi(0) = iÑ8.

Για την (βi)iPN παρατηρούμε ότι

βi = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, 0 . . . )

όπου το 1 εμφανίζεται πιο πάνω i-φορές. Δείχνουμε ότι βi Ñ (1, 1, . . . , 1, . . . ). Για να
το δούμε αυτό θεωρούμε n P N και παρατηρούμε ότι για κάθε i ě n ισχύει βi(n) = 1.
Επομένως βi(n)

i
Ñ 1.

Παρόμοια δείχνουμε ότι γi Ñ (0, 1, 2, 3, . . . ). Θεωρούμε n P N και παρατηρούμε
ότι για κάθε i ě n ισχύει γi(n) = n. Επομένως γi(n)

i
Ñ n.

Η (δi)iPN δεν είναι συγκλίνουσα γιατί δi(43) = (´1)i για κάθε i P N και άρα η
ακολουθία φυσικών αριθμών (δi(43))iPN δεν είναι συγκλίνουσα.

Τέλος η (εi)iPN συγκλίνει στο (0, 2, 4, 6, . . . ). Η απόδειξη είναι όπως και με την
(βi)iPN. Παίρνουμε n P N και παρατηρούμε ότι για κάθε i ě n ισχύει 2i ě n και
επομένως εi(n) = 2n. Άρα εi(n)

i
Ñ 2n.

Άσκηση 2.3.16. Επαληθεύουμε ότι τα δοσμένα σύνολα είναι κλειστά με τη χρήση
συγκλινουσών ακολουθιών. Θεωρούμε μια (αi)iPN P A

N που συγκλίνει σε κάποιοα P N .
Τότε για κάθε i έχουμε αi = (ni, 0, 0, . . . ) για κάποιο ni P N. Εφόσον η (αi(0))iPN
είναι συγκλίνουσα υπάρχει n P N με ni = n για όλα τα μεγάλα i. Επομένως α =
(n, 0, 0, . . . ) P A.

Στη συνέχεια θεωρούμε μια ακολουθία (βi)iPN P B
N με βi Ñ β P N . Τότε για κάθε

i έχουμε βi = (0)mi ˚ (mi, 1, 1, 1, . . . ) για κάποιο i P N. Παρατηρούμε ότι βi(n) = 0
όταν mi ą n.

Αν η (mi)iPN έχει γνησίως αύξουσα υπακολουθία (mki
)iPN τότε βki

Ñ (0, 0, . . . ) P
B. Για να δούμε το τελευταίο θεωρούμε n P N και i0 ą n, επομένως mki

ě ki ě i ą n
και άρα βki

(n) = 0.
Αν η (mi)iPN δεν έχει γνησίως αύξουσα υπακολουθία τότε έχει υπακολουθία (mli)iPN

που είναι σταθερή σε κάποιο m P N. Σε αυτή την περίπτωση έχουμε βmli
= βm =

(0)m ˚ (m, 1, 1, . . . ). Άρα β = βm P B.
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Με όμοιο τρόπο μπορεί κανείς να δει ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία του C έχει
για όριο είτε κάποιο σημείο της μορφής (1)n ˚ (2, 3, 4, 5, . . . ) είτε το (1, 1, 1, . . . ). Σε
κάθε περίπτωση το όριο ανήκει στο C, οπότε το τελευταίο σύνολο είναι κλειστό.

Τέλος παίρνουμε u P NăN και θεωρούμε μια ακολουθία (δi)iPN στο Nu με δi Ñ δ.
Τότε για κάθε k ă |u| και κάθε i P N έχουμε δi(k) = u(k), άρα δ(k) = u(k). Προκύπτει
ότι δ P Nu και επομένως το Nu είναι κλειστό.

Τα σύνολα Nu X 2N, u P t0, 1uăN είναι κλειστά στον 2N για τον ίδιο λόγο με πιο
πάνω. (Αλλιώς μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι το Nu X 2N είναι η τομή ενός κλει-
στού συνόλου στον N με τον υπόχωρο 2N, που όπως είναι γνωστό αυτό είναι κλειστό
υποσύνολο του υπόχωρου.)

Άσκηση 2.3.17. Ένας κατάλληλος τοπολογικός ισομορφισμός είναι η συνάρτηση

fu ” f : N ↣ÑNu : f(α) = u ˚ α.

Είναι σαφές ότι η f είναι ένα-προς-ένα. Επίσης είναι επιμορφιμός γιατί κάθε β P Nu

ικανοποιεί u Ď β και συνεπώς β = u ˚ α όπου α = (β(|u|), β(|u|+ 1) . . . ).
Για να δείξουμε ότι η f είναι συνεχής εφαρμόζουμε την Αρχή της Μεταφοράς.

Θεωρούμε α P N και μια ακολουθία (αi)iPN στο N με αi Ñ α. Τότε αi(k)Ñ α(k) για
κάθε k P N, απ’ όπου είναι σαφές ότι (u ˚ αi)(m) Ñ (u ˚ α)(m) για κάθε m P N. Άρα
f(αi)Ñ f(α).

Η αντίστροφη συνάρτηση της f δίνεται από πιο πάνω,

f´1 : Nu Ñ N : f´1(β) = (β(|u|), β(|u|+ 1) . . . ),

η οποία όμοια με προηγουμένως είναι συνεχής.

Άσκηση 2.3.18. Η συνέχεια όλων των δοσμένων συναρτήσεων μπορεί να δειχθεί
εύκολα με τηνΑρχή τηςΜεταφοράς χρησιμοποιώντας τον χαρακτηρισμό της σύγκλισης
ακολουθιών στον χώρο του Baire (2.13).

Για παράδειγμα για την s : N Ñ N : s(α) = α˚, αν έχουμε αi Ñ α τότε για
κάθε n ισχύει αi(n)Ñ α(n), επομένως για κάθε n ισχύει αi(n+ 1)Ñ α(n+ 1). Αυτό
σημαίνει ότι για κάθε n ισχύει α˚

i (n)Ñ α˚(n) και άρα α˚
i Ñ α˚.

Δίνουμε και έναν δεύτερο τρόπο που χρησιμοποιεί τις ανοικτές περιοχές του χώρου
του Baire. Συγκεκριμένα θεωρούμε u P NăN και α P N με s(α) = α˚ P Nu, και
δείχνουμε υπάρχει v P NăN με α P Nv και s[Nv] Ď Nu.

Παρατηρούμε ότι αν β(i) = α(i) για κάθε i ď |u| τότε β(i+1) = α(i+1) για κάθε
i ă |u| και επομένως β˚(i) = α˚(i) για κάθε i ă |u|. Εφόσον α˚ P Nu, ισχύει u Ď α˚

άρα u Ď β˚. Αν θέσουμε λοιπόν v = α|N όπου N = |u|+ 1 έχουμε ότι s[Nv] Ď Nu.
Για τις υπόλοιπες συναρτήσεις παρατηρούμε ότι οι βασικές περιοχές του N ˆ N

είναι της μορφής Nv ˆ tnu όπου v P NăN και n P N, ενώ οι βασικές περιοχές του NăN

είναι της μορφής tuu όπου u P NăN.
Για να δείξουμε τη συνέχεια της f : N ˆ N Ñ NăN : f(α, n) = α|n θεωρούμε

u, α, n με f(α, n) P tuu και βρίσκουμε v P NăN με α P Nv και f [Nv ˆ tnu] P tuu.
Έχουμε δηλαδή f(α, n) = u και θέλουμε να βρούμε v έτσι ώστε v Ď α και για κάθε
β P Nv να ισχύει f(β, n) = u.

Εφόσον f(α, n) = α|n = u έχουμε u Ď α και n = |u|. Παίρνουμε v = u Ď α, τότε
για κάθε β P Nv ισχύει u = v Ď β και άρα f(β, n) = β|n = β||u| = u. Αυτό δείχνει τη
συνέχεια της f .

Για τη συνάρτηση g : N ˆ N Ñ N : g(α, n) = α(n) = xα(0), . . . , α(n ´ 1)y,
θεωρούμε m,α, n με g(α, n) P tmu και βρίσκουμε v P NăN με v Ď α και g[Nv ˆ tnu] P
tmu.

Εφόσον g(α, n) = α(n) = m έχουμεm = xα(0), . . . , α(n´ 1)y. Παίρνουμε λοιπόν
v = α|n Ď α, τότε για κάθε β P Nv ισχύει β|n = v = α|n οπότε

g(β, n) = β(n) = xβ(0), . . . , β(n´ 1)y = xα(0), . . . , α(n´ 1)y = m.
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Αυτό δείχνει τη συνέχεια της g. (Εναλλακτικά μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι g =
x ¨ y ˝ f , η f είναι συνεχής και η x ¨ y : NăN Ñ N είναι συνεχής ως συνάρτηση ορι-
σμένη σε διακριτό μετρικό χώρο - επομένως η g ως είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών
συναρτήσεων.)

Τέλος για την h : N ˆ NÑ N : h(α, n) = (α)n θεωρούμε u, α, n με h(α, n) P Nu

και βρίσκουμε v P NăN με α P Nv και h[Nv ˆ tnu] Ď Nu.
Εφόσον h(α, n) = (α(xn, 0y), α(xn, 1y), . . . ) P Nu έχουμε u(i) = α(xn, iy) για

κάθε i ă |u|. Παίρνουμε έναν φυσικό αριθμό N ą maxtxn, iy | i ă |u|u, (για τη
συγκεκριμένη συνάρτηση κωδικοποίησης x ¨ y το προηγούμενο maximum επιτυγχάνεται
στο i = |u| ´ 1), και θέτουμε v = α|N . Αν |u| = 0 παίρνουμε N = 0, παρατηρήστε
ότι σε αυτή την περίπτωση Nu = NΛ = N και τότε όλα τα v είναι κατάλληλα -για
N = 0 έχουμε Nv = NΛ = N . Προφανώς α P Nv και για κάθε β P Nv ισχύει
α(j) = v(j) = β(j) για κάθε j ă N , ειδικότερα

u(i) = α(xn, iy) = β(xn, iy)

για κάθε i ă |u|. Επομένως u Ď (β(xn, 0y), β(xn, 1y), . . . ), δηλαδή h(β, n) P Nu. Αυτό
δείχνει τη συνέχεια της h.

Άσκηση 2.3.19. Αν f(α) = f(β) τότε για κάθε n P N έχουμε (0)α(n) = (0)β(n) και
άρα α(n) = β(n), επομένως η f είναι μονορφισμός. Για τη συνέχεια της f παρατηρούμε
ότι αν α|(n+1) = β|(n+1), τότε f(α)|mn = f(β)|mn, όπουmn =

řn
k=0(α(k)+1) =

řn
k=0(β(k)+1). Για τη συνέχεια της αντίστροφης συνάρτησης παρατηρούμε ότι ισχύει

και το αντίστροφο του τελευταίου: αν f(α)|mn = f(β)|mn, όπουmn =
řn

k=0(α(k)+
1), τότε α(t) = β(t) για κάθε t ď n. Άρα η f είναι τοπολογικός ισομορφισμός μεταξύ
του N και του f [N ].

Μπορούμε να δούμε ότι η εικόνα f [N ] είναιGδ υποσύνολο του 2N με δύο τρόπους.
Με τον έναν αναγνωρίζουμε την εικόνα f [N ],

γ P f [N ] ðñ έχουμε γ(n) = 1 για άπειρα το πλήθος n,
ðñ @n Dm ě n γ(m) = 1.

Αν θέσουμε Gm = tγ P 2N | γ(m) = 1u έχουμε εύκολα ότι το Gm είναι ανοι-
κτό (και κλειστό μάλιστα) υποσύνολο του 2N, και από το πιο πάνω ισχύει f [N ] =
Ş

n

Ť

měn Gm =
Ş

n Un, όπου το Un =
Ť

měn Gm είναι ανοικτό. Επομένως το f [N ]
είναι Gδ σύνολο.

Με τον δεύτερο τρόπο η εικόνα f [N ] είναι τοπολογικά ισομορφική με τον χώρο του
Baire επομένως από την Πρόταση 2.1.2 είναι Πολωνικός χώρος. Άρα από το Θεώρημα
2.1.8 είναι Gδ υποσύνολο του 2N.

Άσκηση 2.3.20. Για την ευθεία κατεύθυνση θεωρούμε ένα μη κενό τέλειο P Ď

A. Το P με τη σχετική τοπολογία είναι Πολωνικός χώρος και από το Θεώρημα 2.3.12
υπάρχει συνεχής μονομορφισμός f : 2N ↣ P . Η f είναι συνεχής ως συνάρτηση που
παίρνει τιμές στο X επειδή το P είναι με τη σχετική τοπολογία. Επιπλέον f [2N] Ď P Ď
A.

Αντίστροφα αν υπάρχει συνεχής μονομορφισμός f : 2N ↣ X με f [2N] Ď A, δεί-
χνουμε ότι το Q = f [2N] είναι τέλειο (προφανώς είναι μη κενό). Το 2N είναι συμπα-
γές σύνολο και άρα το Q είναι επίσης συμπαγές ως συνεχής εικόνα συμπαγούς. Ειδι-
κότερα το Q είναι κλειστό. Απομένει να δείξουμε ότι το Q δεν έχει μεμονωμένα ση-
μεία. Θεωρούμε x = f(α) P Q και r ą 0. Λόγω της συνέχειας της f υπάρχει n P N
έτσι ώστε για κάθε β P 2N με α|n = β|n ισχύει f(β) P BX (f(α), r). Παίρνουμε το
β = α|n ˚ (1 ´ α(n), 0, 0, 0, . . . ) έτσι που β|n = α|n και β ‰ α. Αφού η f είναι μο-
νομορφισμός έχουμε f(β) ‰ f(α), και αφού β|n = α|n έχουμε f(β) P B(f(α), r).
Άρα υπάρχει y P Q (συγκεκριμένα το f(β) P f [2N] = Q) που ικανοποιεί y ‰ x και
y P B(x, r), επομένως το x = f(α) δεν είναι μεμονωμένο σημείο του Q.
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Άσκηση 2.4.6. Συμβολίζουμε με PA, PB , PC , SA, SB και SC τον τέλειο πυρήνα
των A,B,C και το διάσπαρτο μέρος των A,B,C αντίστοιχα.

Αρχικά παρατηρούμε ότι το [0, 1] είναι τέλειο σύνολο και τοA z [0, 1] = t1+2´n |

n P Nu είναι αριθμήσιμο. Από τη μοναδικότητα της διάσπασης Cantor-Bendixson έχουμε
PA = [0, 1] και SA = t1 + 2´n | n P Nu.

Όμοια για τοB = AYt1+2´m+3´m | n,m P Nu. Το [0, 1] είναι τέλειο υποσύνολο
του B, ενώ το B z [0, 1] = t1 + 2´n | n P Nu Y t1 + 2´n + 3´m | n,m P Nu είναι
αριθμήσιμο. Επομένως PB = [0, 1] και SB = t1 + 2´n | n P Nu Y t1 + 2´n + 3´m |

n,m P Nu.
Τέλος παρατηρούμε ότι το C είναι αριθμήσιμο σύνολο, συνεπώς πάλι από τη μονα-

δικότητα της διάσπασης έχουμε PC =H και SC = C = t1u Y t1 + 2´n | n P Nu.

Άσκηση 2.4.7. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X και κλειστό C Ď X με τέλειο
πυρήνα το P και διάσπαρτο μέρος το S. Αν το x P X είναι μεμονωμένο σημείο του C
τότε υπάρχει r ą 0 με B(x, r)X C = txu. Αν ήταν x P P εφόσον το P είναι τέλειο θα
υπήρχε y P P με y ‰ x και y P B(x, r). Εφόσον y P P Ď C η τομή B(x, r)XC θα είχε
τουλάχιστον δύο διαφορετικά σημεία, τα x, y, που είναι άτοπο. Άρα x P C z P = S.

Γενικά το διάσπαρτο μέρος περιέχει και μη μεμονωμένα σημεία. Ένα παράδειγμα
είναι το σύνολο B = [0, 1] Y t1 + 2´n | n P Nu Y t1 + 2´m + 3´m | n,m P Nu
της Άσκησης 2.4.6. Σύμφωνα με αυτή την άσκηση το διάσπαρτο μέρος SB του B είναι
το σύνολο t1 + 2´n | n P Nu Y t1 + 2´n + 3´m | n,m P Nu. Ένα στοιχείο του SB

είναι το 1 + 2´0 = 2. Από την άλλη το 2 δεν είναι μεμονωμένο σημείο του SB καθώς
2 ‰ 1 + 2´0 + 3´m P SB για κάθε m P N, και 1 + 2´0 + 3´m m

ÝÑ 2. Μάλιστα με την
ίδια απόδειξη βλέπουμε ότι κάθε 1 + 2´n είναι στοιχείο του διάσπαρτου μέρους του B
που δεν είναι μεμονωμένο σημείο του B.

Άσκηση 2.4.8. Είναι προφανές ότι το σύνολο V X P είναι κλειστό. Δείχνουμε ότι
δεν έχει μεμονωμένα σημεία. Έστω y P V X P και r ą 0. Θα βρούμε ένα στοιχείο y1

του V X P με y1 P B(y, r) και y1 ‰ y. Αφού y P V X P έχουμε
Bd(y, r)X (V X P ) = (Bd(y, r)X V )X P ‰ H.

Επομένως υπάρχει z P P με z P U = Bd(y, r)X V . Αφού το P είναι τέλειο και το
U είναι ανοικτό υπάρχει w P U X P με w ‰ z. Τότε ένα από τα w, z είναι διάφορο του
y. Το ζητούμενο y1 είναι ένα από τα w, z ανάλογα με το ποιο είναι διάφορο του y.

Άσκηση 2.4.9. Έστω P και S ο τέλειος πυρήνας και το διάσπαρτο μέρος του C
αντίστοιχα. Για κάθε τέλειο P0 Ď C το P Y P0 είναι εύκολα τέλειο υποσύνολο του
C. Προφανώς το σύνολο S0 = C z (P Y P0) Ď C z P = S είναι αριθμήσιμο. Από τη
μοναδικότητα της διάσπασης έχουμε P = P Y P0 και άρα P0 Ď P .

Άσκηση 2.4.10.ΈστωG έναGδ υποσύνολο του Πολωνικού χώρουX . Από το Θεώ-
ρημα 2.1.8 το G με τη σχετική τοπολογία είναι Πολωνικός χώρος. Αν το G είναι υπερα-
ριθμήσιμο σύνολο έχουμε από τοΠόρισμα 2.4.3 έναν συνεχή μονομορφισμό τ : 2N ↣ G.
Επομένως

R =c 2
N ďc G ďc R

όπου στην τελευταία σχέση ďc χρησιμοποιήσαμε το Πόρισμα 2.3.9. Από το Θεώρημα
Schröder-Bernstein έχουμε G =c R.

Άσκηση 2.4.11. Από την Άσκηση 2.1.18 το σύνολο G όλων των σημείων συνέχειας
της f είναιGδ σύνολο. Αν τοG είναι αριθμήσιμο τότε η f είναι συνεχής μόνο σε αριθμή-
σιμο πλήθος σημείων. Αν τοG είναι υπεραριθμήσιμο, τότε τοG είναι ένας υπεραριθμήσι-
μος Πολωνικός χώρος και επομένως υπάρχει ένας συνεχής μονομορφισμός τ : 2N ↣ G.
Παίρνουμε P = τ [G] και έχουμε το ζητούμενο. (Η τ´1 είναι συνεχής όπως αναφέραμε
στην απόδειξη του Πορίσματος 2.4.4.)
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Άσκηση 2.5.15. Παίρνουμε

T 0 = tΛ, (0), (0, 0), (0, 0, 0)u,

T 1 = tΛu Y t(n) | n P Nu,

T 2 = t0, 1, 2uăN = tΛu Y
Ť

ně1t(k0, . . . , kn) | ki = 0, 1, 2, i = 0, . . . , nu,

T 3 = tΛu Y t(0)u Y t(0, 0), (0, 1)u Y t(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 2)u Y . . .

= tΛu Y
Ť

nPNt(0)
n ˚ (k) | k = 0, . . . , nu.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι τα T 0, T 1, T 2, και T 3 είναι δένδρα στο N. Ειδικά για
το T 3 σημειώνουμε ότι κάθε (0)n για n ě 1 λαμβάνεται ως (0)n´1 ˚ (k) για k = 0.

Οι επιπλέον ζητούμενες ιδιότητες για τα T 0 και T 1 είναι προφανείς. Για το T 2 πα-
ρατηρούμε ότι κάθε u P T 2 έχει ακριβώς τρεις άμεσες προεκτάσεις μέσα στο T 2, τις
u ˚ (0), u ˚ (1) και u ˚ (2).

Για το T 3 παρατηρούμε ότι κάθε u P T 3 έχει πεπερασμένες το πλήθος άμεσες προε-
κτάσεις στο T 3. Συγκεκριμένα η κενή ακολουθία έχει για άμεση προέκταση στο T 3 την
(0), η (0) τις (0, 0), (0, 1) και γενικότερα κάθε (0)n τις (0)n ˚ (k), για k = 0, . . . , n. Οι
τελευταίες ακολουθίες είναι τερματικές όταν n ě k ě 1. Επομένως για n = 0 υπάρ-
χει ακολουθία u που έχει 0 άμεσες προεκτάσεις, δηλαδή είναι τερματική -μια επιλογή
είναι η u = (0, 1). Για n ě 1 η ακολουθία u = (0)n´1 P T 3 έχει ακριβώς n άμεσες
προεκτάσεις, τις (0)n´1 ˚ (k) για k = 0, . . . , n´ 1.

Για το τελευταίο ζητούμενο επιλέγουμε το u = (0, 0, 0, 1) P T 3 και έχουμε ότι

T 3
u = tΛ, (0), (0, 0), (0, 0, 0), (0, 0, 0, 1)u,

δηλαδή το T 3
u είναι όλα τα αρχικά τμήματα του u, καθώς το τελευταίο είναι τερματικό

στο T 3. Αν επιλέξουμε u1 = (0, 0, 0, 0) P T 3 τότε

T 3
u1 = tΛ, (0), (0, 0), (0, 0, 0), (0, 0, 0, 0)u Y

Ť

ně4t(0)
n ˚ (k) | k = 0, . . . , nu.

Επιπλέον επιλέγουμε w = (0, 0, 0, 2), τότε

T 3
w = tH, (0), (0, 0), (0, 0, 0)u,

δηλαδή το T 3
w είναι όλα τα αρχικά τμήματα του w που ανήκουν στο T 3. Αν επιλέξουμε

w1 = (1, 2, 3, 4) τότε T 3
w1 = tΛu, γιατί όλες οι μη κενές ακολουθίες του T 3 έχουν για

πρώτο όρο το 0.

Άσκηση 2.5.16.Έχουμε [T 0] =H γιατί το T 0 είναι πεπερασμένο. Επίσης [T 1] =H
γιατί κάθε u P T 1 έχει μήκος το πολύ 1.

Το σώμα του T 2 είναι το σύνολο [T 2] = tα P N | @n (α(n) P t0, 1, 2u)u. Τέ-
λος έχουμε [T 3] = t(0, 0, . . . , 0, . . . )u. Σχετικά με το τελευταίο είναι σαφές ότι το
(0, 0, . . . , 0, . . . ) είναι άπειρο κλαδί του T 3 ενώ για κάθε u P [T 3] με u(i) ‰ 0 για κάποιο
i ă |u| θα έχουμε από τον ορισμό του T 3 ότι i = |u| και άρα το u είναι τερματικό στο
T 3. Επομένως αν έχουμε α P [T 3] τότε α(i) = 0 για κάθε i P N.

Άσκηση 2.5.17.Αρχικά δείχνουμε ότι το T (J) είναι δένδρο. Θεωρούμεw P J ‰ H,
αφού Λ Ď w έχουμε Λ P T (J). Αν έχουμε v Ď u και u P T (J) τότε υπάρχει w P J με
v Ď u Ď w, άρα w Ď w P J και v P T (J).

Είναι σαφές ότι J Ď T (J), δείχνουμε ότι το T (J) περιέχεται σε κάθε δένδρο S με
J Ď S. Θεωρούμε ένα τέτοιο S και ένα u P T (J). Τότε υπάρχει w P J με u Ď w και
αφού J Ď S έχουμε w P J . Συνεπώς u Ď w P S, αφού το S είναι δένδρο προκύπτει ότι
u P S. Καταλήγουμε ότι T (J) Ď S.

Άσκηση 2.5.18. Δείχνουμε αρχικά ότι το Tu είναι δένδρο. Έχουμε ότι Λ Ď u επο-
μένως Λ P Tu. Θεωρούμε ότι έχουμε v Ď w P Tu και δείχνουμε ότι v P Tu, δηλαδή v||u.
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Ισχύει u||w, αν w Ď u τότε v Ď u και άρα v||u. Οπότε παίρνουμε την περίπτωση u Ď w.
Σε αυτή την περίπτωση παρατηρούμε ότι για κάθε i ă mint|u|, |v|u ισχύει

u(i) = w(i) (γιατί u Ď w)
= v(i) (γιατί v Ď w).

Αν |v| ď |u| τότε από το πιο πάνω έχουμε ότι για κάθε i ă |v| ισχύει v(i) = u(i)
και άρα v Ď u. Αν |u| ă |v| τότε για κάθε i ă |u| ισχύει u(i) = v(i) και άρα u Ď v. Σε
κάθε περίπτωση έχουμε u||v και άρα v P Tu.

Έπειτα θεωρούμε u P T που δεν είναι τερματικός κόμβος και δείχνουμε την ισότητα
Tu =

Ť

u˚(x)PT Tu˚(x). Παίρνουμε w P Tu και θεωρούμε την περίπτωση w Ď u. Αφού
το u δεν είναι τερματικό στο T υπάρχει ένα x P X με u ˚ (x) P T . Τότε w Ď u ˚ (x) και
αφού w P T έχουμε w P Tu˚(x). Στην περίπτωση όπου u Ĺ w παίρνουμε για x = w(|u|)
οπότε u˚(x) Ď w και έχουμε πάλιw P Tu˚(x). Αντίστροφα ανw P Tu˚(x) με u˚(x) P T
και w Ĺ u ˚ (x) τότε w P T και w Ď u, επομένως w P Tu. Αν u ˚ (x) Ď w τότε u Ď w
επομένως ισχύει πάλι w P Tu.

Για την ισότητα [Tu] =
Ť

u˚(x)PT [Tu˚(x)] έχουμε για κάθε f P XN ότι

f P [Tu] ðñ @n (f(0), . . . , f(n)) P Tu

ðñ @n ą |u| (f(0), . . . , f(n)) P Tu (αφού το Tu είναι δένδρο)
ðñ @n ą |u| u Ĺ (f(0), . . . , f(n))

ðñ Dx ( u ˚ (x) P T & @n ą |u| (f(0), . . . , f(n)) P Tu˚(x) )

ðñ Dx ( u ˚ (x) P T & f P [Tu˚(x)] )

ðñ f P
Ť

u˚(x)PT [Tu˚(x)].

Παρατηρούμε ότι εδώ δεν χρησιμοποιήσαμε ότι το u δεν είναι τερματικός κόμβος
του T , επομένως η πιο πάνω ισότητα ισχύει για κάθε u P T . Αυτό όμως δεν είναι ουσια-
στική γενίκευση γιατί αν το u είναι τερματικός κόμβος του T τότε τα σύνολα και στις
δύο πλευρές της ισότητας είναι κενά.

Άσκηση 2.5.19. Ορίζουμε S = tu P T | [Tu] ‰ Hu. Προφανώς Λ P S Ď T .
Επιπλέον αν u P S και w Ď u τότεH ‰ [Tu] Ď [Tw] άρα w P S. Επομένως το S είναι
υποδένδρο του T .

Αν u P S τότε υπάρχει f P [T ] με u Ď f , ειδικότερα v = u ˚ f(|u|) P T . Είναι
σαφές ότι v Ď f άρα f P [Tv]. Προκύπτει ότι v P S και επομένως κάθε u P S έχει μια
γνήσια επέκταση στο S, δηλαδή το S είναι κλαδεμένο.

Τέλος δείχνουμε ότι [Su] = [Tu] για κάθε u P T . Σταθεροποιούμε ένα u P T , είναι
σαφές ότι [Su] Ď [Tu], επομένως θεωρούμε f P [Tu] και δείχνουμε ότι f P [Su]. Έστω
n P N, τότε f |n P Tu και άρα f |n||u. Επιπλέον f P [Tf |n], επομένως f |n P S. Έχουμε
λοιπόν f |n||u και f |n P S, οπότε f |n P Su. Καταλήγουμε ότι f P [Su].

Άσκηση 2.5.20. Για το A παίρνουμε το δένδρο

TA = tΛu Y t(n) ˚ (0)m | n,m P Nu.

Για το B παίρνουμε το δένδρο που παράγεται (δείτε την Άσκηση 2.5.17) από το
σύνολο

JB = t(0)n ˚ (n) ˚ (1)m | n,m P Nu.
Δηλαδή

TB = t(0)k | k P Nu Y t(0)n ˚ (n) ˚ (1)m | n,m P Nu.
Για το C παίρνουμε το δένδρο που παράγεται από το σύνολο

JC = t(1)n ˚ (2, . . . ,m) | n,m P N & m ě 2u.
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Δηλαδή

TC = t(1)k | k P Nu Y t(1)n ˚ (2, . . . ,m) | n,m P N & m ě 2u.

Τέλος για τα Nu παίρνουμε το

TNu = tw P N | w||uu = Tu όπου T = NăN.

Άσκηση 2.5.21.Παίρνουμε έναν οποιοδήποτεΠολωνικό χώροX (π.χ.X = t0u,N,R)
και σταθεροποιούμε ένα x0 P X .

Θεωρούμε ένα κλειστό F Ď N και ορίζουμε P = t(x, α) P X ˆN | x = x0 & α P
P u. Με χρήση συγκλινουσών ακολουθιών μπορούμε να δούμε ότι το P είναι κλειστό
υποσύνολο του X ˆN . Από το Λήμμα 2.5.14 υπάρχει ένα κλειστό T Ď X ˆ NăN έτσι
ώστε για κάθε x P X το T (x) = tu P NăN | (x, u) P T u είναι δένδρο και P = t(x, α) |
α P [T (x)]u.

Παίρνουμε x = x0 και έχουμε α P F ðñ (x0, α) P P ðñ α P [T (x0)] για κάθε
α P N . Επομένως F = [T (x0)].

Αντίστροφα θεωρούμε ένα δένδρο S στο N και δείχνουμε ότι το [S] είναι κλειστό.
Ορίζουμε το σύνολο

T0 = t(x, u) P X ˆ NăN | (x = x0 & u P S) _ (x ‰ x0 & u = Λ)u.

Τότε το T0 είναι εύκολα κλειστό υποσύνολο του X ˆ NăN και για κάθε x P X το
T0(x) είναι είτε το S (όταν x = x0) είτε το tΛu (όταν x ‰ x0). Άρα κάθε T0(x) είναι
δένδρο. Προκύπτει από το Λήμμα 2.5.14 ότι το σύνολο

P0 = t(x, α) P X ˆN | α P [T0(x)]u

είναι κλειστό υποσύνολο του X ˆN . Άρα και το σύνολο

F0 = tα P N | (x0, α) P P0u

είναι κλειστό.
Από την άλλη έχουμε α P F0 ðñ (x0, α) P P0 ðñ α P [T0(x0)] για κάθε

α P N . Επειδή T0(x0) = S έχουμε ότι F0 = [S] και άρα το [S] είναι κλειστό υποσύνολο
του N .

Άσκηση 2.5.22. Είναι σαφές ότι 2N = [T ] όπου T = t0, 1uăN. Επειδή το δένδρο T
είναι πεπερασμένης διακλάδωσης έχουμε από τοΠόρισμα 2.5.7 ότι το [T ] είναι συμπαγές
υποσύνολο του N .

Άσκηση 2.5.23. Δείχνουμε το ζητούμενο με επαγωγή στο n. Προφανώς το F0 =
tΛu είναι πεπερασμένο σύνολο. Είναι επίσης άμεσο ότι

Fn+1 =
Ť

tu ˚ (x) | x P X & u ˚ (x) P T & u P Fnu.

Άρα αν το Fn είναι πεπερασμένο, επειδή το T είναι πεπερασμένης διακλάδωσης το
Fn+1 είναι επίσης πεπερασμένο σύνολο.

Άσκηση 2.5.24. Από την Πρόταση 2.5.2 υπάρχουν δένδρα S και T με [S] = H και
[T ] = F . Με εφαρμογή της Πρότασης 2.5.10 αρκεί να βρούμε μια κατάλληλη μονότονη
φ : S Ñ T με φ˚(α) = α για κάθε α P F . (Παρατηρήστε ότι χρησιμοποιούμε την
αντίστροφη κατεύθυνση της τελευταίας πρότασης, όπου το S δεν χρειάζεται να είναι
κλαδεμένο.)

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι T Ď S, αλλιώς αντικαθιστούμε το T με το TXS Ď S,
τότε για κάθε α P F = [T ] Ď H = [S] και για κάθε n ισχύει α|n P T X S, άρα
F = [T ] = [T X S].

Από την Άσκηση 2.5.19 μπορούμε επίσης να υποθέσουμε ότι το T είναι κλαδεμένο.
(Το S θα μπορούσαμε να το αντικαταστήσουμε από την αρχή με ένα κλαδεμένο υποδέν-
δρο του, αλλά όπως εξηγήσαμε πιο πάνω αυτό δεν είναι απαραίτητο.)
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Ορίζουμε τη συνάρτηση φ : S Ñ T με επαγωγή στο μήκος του u P S. Αρχικά
ορίζουμε φ(Λ) = Λ. Υποθέτουμε ότι για κάποιο n P N και για κάθε u P S με |u| = n,
το φ(u) έχει οριστεί, ανήκει στο T και ισχύει φ(u) = u όταν u P T . Τότε για κάθε i P N
με u ˚ (i) P S ορίζουμε

φ(u ˚ (i)) =

#

u ˚ (i), αν u ˚ (i) P T,
φ(u) ˚ (k), αν u ˚ (i) R T,

όπου k είναι ο ελάχιστος φυσικός αριθμός με φ(u) ˚ (k) P T . Πάντα υπάρχει ένα τέτοιο
k γιατί φ(u) P T και το δένδρο T είναι κλαδεμένο.

Εύκολα βλέπουμε ότι φ(u) P T για κάθε u P S, φ(u) = u για κάθε u P T , και για
κάθε u Ĺ v ισχύει φ(u) Ĺ φ(v). Άρα η φ είναι κατάλληλη και μονότονη. Επιπλέον για
κάθε α P [T ] έχουμε φ(α|n) = φ(α|n) για κάθε n, επομένως φ˚(α) = α.

Άσκηση 2.5.25. Θεωρούμε την F : Tr Ñ 2N : F (T ) = αT από τον ορισμό του
χώρου των δένδρων. Αρχικά δείχνουμε ότι τα σύνολα B(I, J) είναι ανοικτά. Όταν του-
λάχιστον ένα από τα I, J είναι μη κενό τοB(I, J) είναι πεπερασμένη τομή συνόλων που
έχουν μία από τις εξής μορφές,

V (u) = tT P Tr | u P T u, O(w) = tT P Tr | w R T u,

όπου u,w P T . Στην περίπτωση όπου I = J = H το B(I, J) είναι εξ ορισμού όλος ο
χώρος Tr και επομένως είναι ανοικτό σύνολο.

Οπότε αρκεί να δείξουμε ότι τα πιο πάνω V (u) και O(w) είναι ανοικτά. Παίρνουμε
λοιπόν u = us και w = ut, όπου s, t P N και έχουμε για κάθε T P Tr,

T P V (u) ðñ us P T ðñ αT (s) = 1

ðñ αT P t0, 1u ˆ t0, 1u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ t1u ˆ t0, 1u ˆ . . .

ðñ F (T ) PWs

όπου Ws = t0, 1u ˆ t0, 1u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ t1u ˆ t0, 1u ˆ . . . και το t1u βρίσκεται στη θέση s.
Επειδή το σύνολο Ws είναι ανοικτό υποσύνολο του 2N έχουμε ότι το V (u) = F´1[Ws]
είναι ανοικτό υποσύνολο του Tr.

Όμοια βλέπει κανείς ότι O(w) = α´1
T [W 1

t ] όπου W 1
t = t0, 1u ˆ t0, 1u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ t0u ˆ

t0, 1uˆ και το t0u βρίσκεται στη θέση t. Επομένως τοO(w) είναι και αυτό ανοικτό στον
Tr.

Στη συνέχεια θεωρούμε ένα ανοικτό V Ď Tr και T P V . Αρκεί να βρούμε I, J Ď
NăN με T P B(I, J) Ď V . Αφού το V είναι ανοικτό υπάρχει ένα ανοικτό W Ď 2N με
V = F´1[W ]. Τα σύνολαNvX2

N, όπου v P t0, 1uăN αποτελούν βάση για την τοπολογία
του 2N, και αφού F (T ) = αT P W υπάρχει ένα v P t0, 1uăN με αT P Nv X 2N Ď W .
Επομένως για κάθε i ă |v| ισχύει αT (i) = v(i).

Παίρνουμε τα σύνολα

I = tus P NăN | s ă |v| & αT (s) = v(s) = 1u και

J = tut P NăN | t ă |v| & αT (t) = v(t) = 0u.

Τότε αν u = us P I έχουμε αT (s) = 1 και άρα us P T . Όμοια αν w = ut P J έχουμε
ut R T . Άρα T P B(I, J).

Δείχνουμε ότι B(I, J) Ď V . Θεωρούμε ένα S P B(I, J), τότε αS(s) = 1 για κάθε
us P T και αS(t) = 0 για κάθε ut P J . Αυτό σημαίνει ότι αS(i) = v(i) για κάθε i ă |v|
και άρα αS P Nv X 2N ĎW . Δηλαδή F (S) PW και S P F´1[W ] = V .

Τα προηγούμενα δείχνουν ότι τα σύνολα B(I, J) αποτελούν βάση για την τοπολο-
γία του Tr.

Σχετικά με τον χαρακτηρισμό της σύγκλισης στον Tr: για την ευθεία κατεύθυνση αν
έχουμε Ti Ñ T εφαρμόζουμε για κάθε u P NăN τον ορισμό της σύγκλισης παίρνοντας
για ανοικτό σύνολο που περιέχει το T είτε το V (u) = tS P Tr | u P Su (αν u P T ) είτε

Σύγγραμμα σε εξέλιξη 145 19 Φεβρουαρίου 2023 19:54



το O(u) = tS P Tr | u R Su (αν u R T ). Για την αντίστροφη κατεύθυνση θεωρούμε ένα
B(I, J) με T P B(I, J) και εφαρμόζουμε την υπόθεση σε κάθε ένα από τα στοιχεία του
IYJ . Εφόσον το τελευταίο σύνολο είναι πεπερασμένο μπορούμε να βρούμε ένα i0 έτσι
ώστε για κάθε i ě i0, κάθε u P I και κάθε w P J ισχύει u P Ti και w R Ti. Το τελευταίο
σημαίνει ότι Ti P B(I, J) για κάθε i ě i0.

Άσκηση 2.5.26.Θεωρούμε μια ακολουθία ((xi, ui))iPN στοιχείων του T και (x, u) P
X ˆ NăN με (xi, ui)Ñ (x, u), δηλαδή xi Ñ x και ui Ñ u. Επειδή στο NăN έχουμε τη
διακριτή μετρική έχουμε ότι ui = u τελικά για όλα τα i P N, οπότε χωρίς βλάβη της
γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι (xi, u) P T για κάθε i P N.

Δείχνουμε ότι (x, u) P T . Έστω v P J και n P I με n ď |u|. Επειδή (x0, u) P T
έχουμε v Ę u. Πρέπει να δείξουμε ότι x R Vn. Αφού (xi, u) P T έχουμε x P X z Vn για
κάθε i P N. Το σύνολο X z Vn είναι κλειστό, και άρα x = limiÑ8 xi P X z Vn.

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι η

f : X Ñ Tr : f(x) = T (x) = tu P NăN | (x, u) P T u

αντιστρέφει ανοικτά σύνολα σε Fσ .
Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε u0, . . . , um, w0, . . . , wk P NăN η αντίστροφη εικόνα

του συνόλου

B(u0, . . . , um, w0, . . . , wk) = tT P Tr | @i ď m @ j ď k (ui P T & wj R T )u.

μέσω της f είναι Fσ υποσύνολο τουX , γιατί από την Άσκηση 2.5.25 τα πιο πάνω σύνολα
αποτελούν βάση για την τοπολογία του Tr και η αριθμήσιμη ένωση Fσ συνόλων είναι
επίσης Fσ σύνολο.

Θεωρούμεu0, . . . , um, w0, . . . , wk P NăN καιB ” B(u0, . . . , um, w0, . . . , wk) όπως
πιο πάνω. Τότε για κάθε x P X ,

f(x) P B ðñ @i ď m @ j ď k (ui P T (x) & wj R T (x)).

Αν θέσουμε

Pu = tx P X | u P T (x)u και Qw = tx P X | w R T (x)u

όπου u,w P NăN, έχουμε από τα προηγούμενα ότι

f´1[B] =
Ş

iďm,jďk(Pui
XQwj

).

Επειδή η πεπερασμένη τομή Fσ συνόλων είναι Fσ σύνολο, αρκεί να δείξουμε ότι για
κάθε u,w P NăN τα σύνολα Pu, Qw είναι Fσ .

Για την ακρίβεια κάθε σύνολο Pu είναι κλειστό γιατί το T είναι κλειστό σύνολο:
αν (xi)iPN είναι ακολουθία στο Pu και xi Ñ x τότε (xi, u) P T για κάθε i P N και
(xi, u) Ñ (x, u). Άρα (x, u) P T δηλαδή x P Pu. Παρατηρούμε ότι Qw = X z Pw και
άρα το Qw είναι ανοικτό.

Προφανώς κάθε κλειστό σύνολο είναι Fσ και από την Πρόταση 2.1.6 κάθε ανοικτό
σύνολο είναι επίσης Fσ . Έτσι έχουμε το ζητούμενο.

Τέλος δείχνουμε ότι αν τα Vn είναι κλειστά-ανοικτά σύνολα, τότε τα πιο πάνω σύ-
νολα Pu είναι ανοικτά. Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι η αντίστροφη εικόνα των βα-
σικών συνόλων B(u0, . . . , um, w0, . . . , wk) είναι πεπερασμένη τομή ανοικτών συνόλων
και είναι συνεπώς ανοικτό σύνολο. Επομένως σε αυτή την περίπτωση η f είναι συνεχής.

Θεωρούμε λοιπόν ότι κάθε Vn είναι κλειστό-ανοικτό και x P Pu για κάποιο u P NăN.
Αν δεν υπάρχει n P I με n ă |u| τότε Pu = X (καθολικός ποσοδείκτης υπεράνω του
κενού συνόλου) και άρα το Pu είναι ανοικτό σύνολο. Αν υπάρχει n P I με n ă |u| τότε
για κάθε τέτοιο n (υπάρχουν πεπερασμένα τέτοια) ισχύει x P X z Vn. Τα συμπληρώματα
X z Vn είναι ανοικτά σύνολα και συνεπώς υπάρχει ένα ανοικτό σύνολο G με

x P G Ď
Ş

nPI,nă|u| (X z Vn).
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Εφόσον x P Pu έχουμε ότι για κάθε v P J ισχύει v Ę u. Προκύπτει ότι x P G Ď Pu

και το Pu είναι ανοικτό.

Άσκηση 2.5.27. Όπως στην απόδειξη του Λήμματος 2.5.14. Αντικαθιστούμε τα σύ-
νολα Nv με τα σύνολα

Yv = tf P Y N | v Ď fu.

Η οικογένεια tYv | v P Y
ăNu αποτελεί βάση για την τοπολογία του Y N και προφα-

νώς ισχύει Yv =
Ť

aPY Yv˚(a) για κάθε v P Y ăN, ειδικότερα YΛ =
Ť

aPY Y(a).

Άσκηση 2.5.28. Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό του Λήμματος 2.5.5 θεωρούμε
το σύνολο Q Ď P ˆ P που ορίζεται ως εξής,

(u,w) P Q ðñ u Ď w & |w| = |u|+ 1, u, w P P.

Δηλαδή (u,w) P Q αν και μόνο αν τα υποδένδρα Tu και Tw είναι άπειρα και το w
είναι άμεση επέκταση του u. Σύμφωνα με την (2.20) για κάθε u P P υπάρχει w P P με
(u,w) P Q.

Σκοπός μας είναι να κατασκευάσουμε μια ακολουθία (xn)nPN για την οποία ισχύει
(x0, . . . , xn) P T για κάθε n P N.

Από το Αξίωμα Εξαρτημένων Επιλογών DC υπάρχει μια συνάρτηση f : NÑ P για
την οποία ισχύει (f(n), f(n+ 1)) P Q. Επομένως η f(n+ 1) είναι άμεση επέκταση της
f(n). Αν θέσουμε yn = f(n+ 1)(|f(n)|) έχουμε

f(n+ 1) = f(n) ˚ (yn)

και επομένως ισχύει
f(n+ 1) = f(0) ˚ (y0, . . . , yn)

για κάθε n P N.
Αν η f(0) είναι η κενή ακολουθία τότε η (xn)nPN είναι ακριβώς η (yn)nPN. Αν η

f(0) δεν είναι κενή ακολουθία, τότε υπάρχουν z0, . . . , zm P X με u0 = (z0, . . . , zm),
οπότε έχουμε από πιο πάνω

f(n+ 1) = (z0, . . . , zm, y0, . . . , yn).

Επομένως παίρνουμε xk = zk για k ď m και xm+n = yn για κάθε n P N.

Άσκηση 2.5.29. Η ευθεία κατεύθυνση είναι άμεση από την απόδειξη της Πρότασης
2.5.6 όπου έχουμε χρησιμοποιήσει το Λήμμα του König για να δείξουμε ότι το σώμα
κάθε δένδρου πεπερασμένης διακλάδωσης είναι συμπαγές.

Αντίστροφα θεωρούμε X ‰ H και T ένα άπειρο δένδρο στο X που πεπερασμένης
διακλάδωσης. Θα δείξουμε ότι [T ] ‰ H. Αφού το T είναι άπειρο προκύπτει από την
Άσκηση 2.5.23 ότι για κάθε n P N υπάρχει u P T με n ă |u|, και περιορίζοντας το u
κατάλληλα, μπορούμε να υποθέσουμε ότι n = |u|.

Από το ACN υπάρχει μια ακολουθία (un)nPN στοιχείων του T με |un| = n για κάθε
n P N. Παίρνουμε ένα x0 P X και ορίζουμε

fn : NÑ X : fn = un ˚ (x0, x0, . . . ).

Δείχνουμε ότι τα fn είναι στοιχεία ενός δένδρου πεπερασμένης διακλάδωσης. Ορί-
ζουμε S Ď XăN ως εξής:

w P S ðñ w P T _ Du P T w = u ˚ (x0, . . . , x0).

Μπορεί κανείς να δει εύκολα ότι το S είναι δένδρο στο X πεπερασμένης διακλά-
δωσης. Προφανώς fn P [S] για κάθε n P N. Από την υπόθεσή μας το [S] είναι συμπαγές
και άρα η (fn)nPN έχει μια υπακολουθία (fsn)nPN που συγκλίνει σε κάποιο f P [S].
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Τέλος δείχνουμε ότι f P [T ]. Έστωm P N, τότε υπάρχει n ą m έτσι ώστε για κάθε
k ď m ισχύει fsn(k) = f(k). Ισχύει m ă |usn | γιατί |usn | = sn ě n ą m. Επιπλέον
fsn = usn ˚ (x0, x0, . . . ) και για κάθε k ď m ă |usn |,

f(k) = fsn(k) = usn(k).

Επομένως

(f(0), . . . , f(m)) = (usn(0), . . . , usn(m)) Ď usn P T

και άρα (f(0), . . . , f(m)) P T για κάθε m, δηλαδή f P [T ].

Άσκηση 2.6.12.Παίρνουμε έναν συμπαγήΠολωνικό χώροX . Από τοΘεώρημα 2.6.2
ο X είναι τοπολογικά ισομορφικός με έναν υπόχωρο G Ď H. Το G είναι συμπαγές σύ-
νολο ως συνεχής εικόνα συμπαγούς συνόλου, επομένως το G είναι κλειστό.

Άσκηση 2.6.13. Η ιδέα στηρίζεται στο ότι μια ακολουθία ακολουθιών είναι ουσια-
στικά και αυτή ακολουθία. Αρχικά θεωρούμε μια αντιστοιχία [¨] : NˆN↣ÑN : (n, t) ÞÑ
[n, t]. Δείχνουμε αρχικά τον ισχυρισμό για τον χώρο του Cantor.

Για κάθε ακολουθία (αn)nPN στον 2N ορίζουμε

α : NÑ t0, 1u : α(k) = αn(t), όπου k = [n, t].

Η α είναι καλά ορισμένη γιατί κάθε k P N είναι της μορφής [n, t] για κάποια n, t.
Οπότε ορίζουμε την

f : (2N)N Ñ 2N : (αn)nPN ÞÑ α,

όπου το α είναι όπως πιο πάνω. Εύκολα η f είναι ένα-προς-ένα και επί. Για τη συνέχεια
της f αν έχουμε α i Ñ α, όπου α i = (αi

n)nPN P (2
N)N για κάθε i P N και α = (αn)nPN P

(2N)N, τότε για κάθε k = [n, t] έχουμε αi
n

iÑ8
ÝÑ αn (σύγκλιση στον 2N) και άρα

αi
n(t)

iÑ8
ÝÑ αn(t) (σύγκλιση στον N).

Αυτό σημαίνει ότι f(α i)([n, t]) Ñ f(α)([n, t]). Καταλήγουμε ότι για κάθε k P N
ισχύει f(α i)(k)Ñ f(α)(k), επομένως f(α i)Ñ f(α). Αυτό δείχνει τη συνέχεια της f .

Η συνέχεια της f´1 αποδεικνύεται ακολουθώντας την αντίθετη κατεύθυνση στον
προηγούμενο συλλογισμό.

Ο ισχυρισμός για τον χώρο του Baire αποδεικνύεται με τον ακριβώς ίδιο τρόπο.
Μάλιστα ο πιο πάνω τοπολογικός ισομορφισμός f : (2N)N ↣Ñ 2N επεκτείνεται με τε-
τριμμένο τρόπο σε έναν τοπολογικό ισομορφισμό F : NN ↣ÑN .

Άσκηση 2.6.14. Ο χώρος R z Q είναι Πολωνικός χώρος από το Πόρισμα 2.1.9. Για
κάθε ζεύγος ρητών αριθμών (p, q) ορίζουμε

I(p, q) = tx P R z Q | p ă x ă qu = (p, q)X (R z Q).

Κάθε I(p, q) είναι ανοικτό σύνολο στον R z Q, γιατί είναι η τομή ενός ανοικτού
υποσυνόλου του R με τον R z Q. Δείχνουμε ότι το I(p, q) είναι και κλειστό. Θεωρούμε
μια ακολουθία (xn)nPN στο I(p, q) με xn Ñ x P R z Q. Τότε p ă xn ă q για κάθε n,
επομένως p ď x ď q. Αν είχαμε x = p ή x = q τότε ο x δεν θα ήταν άρρητος αριθμός,
άτοπο. Άρα p ă x ă q και επομένως x P (p, q)X (R z Q) = I(p, q).

Όπως είναι γνωστό τα διαστήματα (p, q) με p, q P Q αποτελούν βάση για την τοπο-
λογία του R, συνεπώς τα I(p, q) = (p, q)X (R z Q), όπου p, q P Q, αποτελούν βάση για
την τοπολογία του R z Q.

Άσκηση 2.6.15. Θεωρούμε ένα μη κενό A Ď R που είναι κλειστό-ανοικτό και υπο-
θέτουμε προς άτοπο ότιA ‰ R. Θέτουμε F = A καιH = R zA. Τότε τα F ,H είναι μη
κενά, κλειστά, ξένα ανά δύο και F YH = R. Θεωρούμε τις συναρτήσεις των αποστά-
σεων x P R ÞÑ d(x, F ) και x P R ÞÑ d(x,H) από τα F και H αντίστοιχα, όπου d είναι
η συνήθης μετρική: d(x, y) = |x´ y|.
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Επειδή τα F και H είναι μη κενά οι προηγούμενες συναρτήσεις είναι καλά ορι-
σμένες, και επειδή είναι κλειστά δεν μπορούμε να έχουμε d(x, F ) = d(x,H) = 0 για
οποιοδήποτε x P R. Συνεπώς για κάθε x P R ισχύει d(x, F ) + d(x,H) ą 0.

Παίρνουμε τη συνάρτηση

f : RÑ R : f(x) =
d(x, F )

d(x, F ) + d(x,H)
.

Η f είναι καλά ορισμένη και συνεχής. Επιπλέον για κάθε x P F ισχύει f(x) = 0 και
για κάθε x P H ισχύει f(x) = 1. Παίρνουμε x0 P F και y0 P H . Τότε f(x0) = 0 ă 1 =
f(y0) και άρα από το Θεώρημα Ενδιάμεσης Τιμής υπάρχει x P R με f(x) = 2´1. Αυτό
όμως είναι άτοπο γιατί R = F YH , επομένως είτε x P F (οπότε f(x) = 0) είτε x P H
(οπότε f(x) = 1).

Άρα A = R.

Άσκηση 2.6.16.Θεωρούμε μια συνεχή συνάρτηση f : RÑ X όπου ο X είναι μηδε-
νοδιάστατος Πολωνικός χώρος και υποθέτουμε προς άτοπο ότι η f δεν είναι σταθερή.
Τότε υπάρχουν a0, b0 P R με f(a0) ‰ f(b0). Αφού ο X είναι μηδενοδιάστατος υπάρχει
ένα κλειστό-ανοικτό σύνολο V με f(a0) P V και f(b0) R V . (Για να το δούμε αυτό
παίρνουμε μια κατάλληλη μετρική d στον X και μια d-ανοικτή μπάλα B κέντρου f(a0)
κατάλληλα μικρής ακτίνας ώστε f(b0) R B. Τότε υπάρχει ένα κλειστό-ανοικτό σύνολο
V με x0 P V Ď B.)

Το σύνολο A = f´1[V ] είναι κλειστό-ανοικτό γιατί η f είναι συνεχής. Επιπλέον
A ‰ H γιατί a0 P A και A ‰ R γιατί b0 R A. Επομένως έχουμε ένα κλειστό-ανοικτό
υποσύνολο του R που δεν είναι ούτε το κενό σύνολο ούτε ο R. Αυτό όμως είναι άτοπο,
δείτε την Άσκηση 2.6.15.

Είναι τότε άμεσο πως δεν μπορούμε να αντικαταστήσουμε τονN και τον 2N με τον
R στα Θεωρήματα 2.3.7 και 2.3.12 αντίστοιχα. Κάθε συνεχής συνάρτηση π : R Ñ 2N

είναι σταθερή, επομένως δεν μπορεί να είναι επιμορφισμός, και κάθε συνεχής συνάρτηση
τ : RÑ 2N είναι σταθερή, επομένως δεν μπορεί να είναι μονομορφισμός.

Άσκηση 2.6.17. Θέτουμε 0⃗ = (0, 0, . . . , 0, . . . ), α = (1, 1, . . . , 1, . . . ) και

αi = (1)i+1 ˚ (0, 0, . . . ) = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, 0, . . . )

(το 1 εμφανίζεται i+ 1-φορές) για κάθε i P N. Τότε αi Ñ α. Επιπλέον

d(αi, 0⃗) =
ři

n=0 (2
´n ¨mint1, 1u)+

ř8
n=i+1 (2

´n ¨mint0, 1u) =
ři

n=0 2
´n ă

ř8
n=0 2

´n = 2,

άρα αi P Bd(⃗0, 2) για κάθε i P N. Από την άλλη

d(α, 0⃗) =
ř8

n=0 (2
´n ¨mint1, 1u) =

ř8
n=0 2

´n = 2.

Άρα α R Bd(⃗0, 2).

Άσκηση 2.6.18. Για το ευθύ άθροισμα θεωρούμε μηδενοδιάστατους Πολωνικούς
χώρουςX ,Y όπως επίσης και βάσειςVX ,VY αντίστοιχα που αποτελούνται από κλειστά-
ανοικτά σύνολα. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι βάσεις περιέχουν το κενό σύνολο. Για
κάθε A Ď X ‘ Y θέτουμε A0 = tx P X | (0, x) P Au και A1 = ty P Y | (1, y) P Au,
έτσι που το A είναι ανοικτό στον X ‘ Y αν και μόνο αν τα A0 και A1 είναι ανοικτά
στους X και Y αντίστοιχα. Παίρνουμε την οικογένεια

V = (t0u ˆ VX )Y (t1u ˆ VY).

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η V είναι βάση για την τοπολογία του X ‘ Y . Δεί-
χνουμε ότι η V αποτελείται από κλειστά-ανοικτά σύνολα. Αν έχουμε V P V τότε τα V0

Σύγγραμμα σε εξέλιξη 149 19 Φεβρουαρίου 2023 19:54



και V1 ανήκουν στις VX , VY και άρα είναι κλειστά-ανοικτά υποσύνολα των X , Y αντί-
στοιχα. Παίρνουμε τα συμπληρώματα F0 = cXV0, F1 = cYV1 και F = cX‘YV . Είναι
εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι

F = (t0u ˆ F0)Y (t1u ˆ F1).

Τα F0 και F1 είναι ανοικτά στους X και Y αντίστοιχα. Από την ισότητα πιο πάνω
το F είναι ανοικτό και άρα το συμπλήρωμα V είναι κλειστό στον X ‘ Y .

Σχετικά με το άπειρο αριθμήσιμο γινόμενο, θεωρούμε μια ακολουθία (Xn)nPN μη-
δενοδιάστατων Πολωνικών χώρων και αντίστοιχες βάσεις Vn, n P N, από κλειστά-
ανοικτάv σύνολα. Όπως γνωρίζουμε η οικογένεια

V = tV0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vn ˆ Xn+1 ˆ . . . | Vi P Vi, i = 0, . . . , n, n P Nu
είναι βάση για την τοπολογία γινόμενο στον X =

ś

nPN Xn. Για κάθε V = V0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

Vn ˆ Xn+1 ˆ ¨ ¨ ¨ P V έχουμε
X z V = (X0 z V0)ˆ X1 ˆ . . .

Y X0 ˆ (X1 z V1)ˆ X2 ˆ . . .

Y . . .

Y X0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ (Xn z Vn)ˆ Xn+1 ˆ . . . .

Κάθε Xi z Vi είναι ανοικτό στον Xi γιατί το Vi είναι κλειστό-ανοικτό σύνολο. Επο-
μένως το X z V είναι ένωση ανοικτών συνόλων και άρα ανοικτό στον X . Άρα το V είναι
κλειστό στον X .

Ο ισχυρισμός για τα πεπερασμένα γινόμενα αποδεικνύεται όμοια.

Άσκηση 2.6.19. Για το (α) θεωρούμε y P X και μια ακολουθία (xi)iPN από στοιχεία
του Bd(x, r) με xi Ñ y. Δείχνουμε ότι y P Bd(x, r). Για κάθε i ισχύει

d(x, y) ď maxtd(x, xi), d(xi, y)u.

Αφούxi Ñ y υπάρχει ένα i0 με d(xi0 , y) ă r. Άρα d(x, y) ď maxtd(x, xi0), d(xi0 , y)u ă
r, άρα y P Bd(x, r). Αυτό δείχνει ότι το σύνολο Bd(x, r) είναι κλειστό. Κάθε ανοικτή
μπάλα είναι ανοικτό σύνολο επομένως το Bd(x, r) είναι ανοικτό-κλειστό.

Για το (β) υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι d(x, z) ă d(y, z). Τότε
d(x, y) ď maxtd(x, z), d(z, y)u = d(y, z).

Αν είχαμε d(x, y) ă d(y, z) τότε θα ίσχυε maxtd(y, x), d(x, z)u ă d(y, z) που έρ-
χεται σε αντίθεση με την χαρακτηριστική ιδιότητα της υπερμετρικής. Άρα d(x, y) =
d(y, z).

Για το (γ) θεωρούμε y P Bd(x, r). Τότε για κάθε z P Bd(y, r) ισχύει
d(x, z) ď maxtd(x, y), d(y, z)u ă r

και άρα z P Bd(x, r). Αυτό δείχνει ότι Bd(y, r) Ď Bd(x, r). Ο αντίστροφος εγκλεισμός
αποδεικνύεται όμοια.

Τέλος για το (δ) υποθέτουμε ότι r1 ď r και δείχνουμε ότι Bd(y, r
1) Ď Bd(x, r),

ο άλλος εγκλεισμός προκύπτει όμοια από την περίπτωση r ă r1. Παίρνουμε ένα z P
Bd(x, r)XBd(y, r

1), τότε
d(x, y) ď maxtd(x, z), d(z, y)u ă maxtr, r1u = r.

Για κάθε w P Bd(y, r
1) έχουμε

d(x,w) ď maxtd(x, y), d(y, w)u ă maxtr, r1u = r

άρα w P Bd(x, r). Επομένως Bd(y, r
1) Ď Bd(x, r).

Άσκηση 2.7.4.Θεωρούμε το ευθύ άθροισμαX = N‘2N = (t0u ˆN )Y
(
t1u ˆ 2N

)
.

Υπενθυμίζουμε ότι τα t0u ˆ N και t1u ˆ 2N είναι κλειστά-ανοικτά υποσύνολα του X
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και προφανώς ως υπόχωροι του X είναι τοπολογικά ισομορφικοί με τουςN και 2N αντί-
στοιχα.

Ο X είναι μηδενοδιάστατος επειδή οι N και 2N είναι μηδενοδιάστατοι (Άσκηση
2.6.18.) Ένα μεμονωμένο σημείο τουX θα ήταν και μεμονωμένο σημείο είτε του t0uˆN
είτε του t1u ˆ 2N, κάτι που δεν μπορεί να συμβαίνει γιατί οι N και 2N είναι τέλειοι.

Ο X δεν είναι συμπαγής γιατί αλλιώς και ο N θα ήταν επίσης συμπαγής, το οποίο
δεν ισχύει. Επομένως ο X δεν είναι τοπολογικά ισομορφικός με τον 2N. Επιπλέον ο X
έχει ένα μη κενό ανοικτό συμπαγές υποσύνολο, συγκεκριμένα το αντίτυπο t1uˆ2N του
2N. Επομένως δεν μπορεί να είναι τοπολογικά ισομορφικός με τον N .

Έπειτα παίρνουμε τονY = t17u‘2N. ΟY είναι εύκολα συμπαγήςΠολωνικός χώρος
αλλά το (0, 17) είναι μεμονωμένο σημείο του Y άρα ο Y δεν είναι τέλειος. Ειδικότερα
δεν είναι τοπολογικά ισομορφικός με τον τέλειο Πολωνικό χώρο 2N. Όπως πιο πάνω ο Y
είναι μηδενοδιάστατος.

Άσκηση 2.7.5. Θεωρούμε τα δένδρα S = t0, 1uăN και T = t0, 1, 2uăN έτσι που
[S] = t0, 1uN και [T ] = t0, 1, 2uN.

Ορίζουμε μια συνάρτηση φ : t0, 1uăN Ñ t0, 1uăN η οποία είναι κατάλληλη και
μονότονη (δείτε τον Ορισμό 2.5.9), για την οποία η αντίστοιχη συνάρτηση

φ˚ : [S]Ñ [T ] : φ˚(α) =
Ť

nPN φ(α|n)

είναι ένα-προς-ένα και επί. Με εφαρμογή της Πρότασης 2.5.10 η φ˚ είναι συνεχής. Επι-
πλέον αφού θα έχουμε δείξει ότι είναι αντιστοιχία και αφού ο χώρος [S] = t0, 1uN = 2N

είναι συμπαγής, θα έχουμε ακόμα ότι η αντίστροφη συνάρτηση (φ˚)´1 είναι συνεχής,
δηλαδή η φ˚ είναι ένας κατάλληλος τοπολογικός ισομορφισμός.

Η ιδέα για τον ορισμό της φ δίνεται από την κατασκευή στο Θεώρημα 2.7.3. Ας
πούμε ότι έχουμε ορίσει το φ(u) για κάποιο u P t0, 1uăN. Θα ορίσουμε το φ(u ˚ (0))
να είναι το φ(u) ˚ (0) και το φ(u ˚ (1)) ώστε να “περιλαμβάνει” τα φ(u) ˚ (i), i = 1, 2.
Στην πράξη αυτό σημαίνει ότι το φ(u ˚ (1)) θα παραμείνει φ(u) με την “υπόσχεση” στο
επόμενο βήμα να γίνει διαχωρισμός: δηλαδή φ(u˚(1, 0)) = φ(u)˚(1) και φ(u˚(1, 1)) =
φ(u) ˚ (2).

Πιο συγκεκριμένα οι τιμές της φ στις ακολουθίες μέχρι μήκους 2 έχουν ως εξής:
φ(Λ) = Λ

φ((0)) = (0) και φ((1)) = Λ

φ((0, 0)) = (0, 0) και φ((0, 1)) = (0)

φ((1, 0)) = (1) και φ((1, 1)) = (2).

Δείτε το Σχήμα ??. Αυστηρά τοφ(u) ορίζεται με επαγωγή στο μήκος |u| του u. Για |u| ď
1 το φ(u) ορίζεται όπως πιο πάνω: φ(Λ) = Λ, φ((0)) = (0), φ((1)) = Λ. Υποθέτουμε
ότι για κάποιο k ě 1 έχουμε ορίσει το φ(u) για κάθε u με |u| ď k. Παίρνουμε ένα u
με |u| = k και ορίζουμε τα φ(u ˚ (0)), φ(u ˚ (1)). Η τιμή που θα αποδώσουμε σε αυτά
εξαρτάται από το αν έχει δοθεί “υπόσχεση” να γίνει διαχωρισμός προς την κατεύθυνση
των 1 και 2. Αυτή σηματοδοτείται από την τιμή φ(u) σε σχέση με την τιμή της φ στο
αμέσως προηγούμενο βήμα πριν τη u.

Θέτουμε u´ = (u(0), . . . , u(|u| ´ 2)) έτσι που u = u´ ˚ (m), όπουm = u(|u| ´ 1).
Αν φ(u) ‰ φ(u´) ορίζουμε

φ(u ˚ (0)) = φ(u) ˚ (0) και φ(u ˚ (1)) = φ(u).

Αν φ(u) = φ(u´) ορίζουμε
φ(u ˚ (0)) = φ(u) ˚ (1) και φ(u ˚ (1)) = φ(u) ˚ (2).

Αυτό ολοκληρώνει το επαγωγικό βήμα.
Δείχνουμε με κάποια λεπτομέρεια ότι οι συναρτήσεις φ και φ˚ ικανοποιούν τις ζη-

τούμενες ιδιότητες. Είναι σαφές ότι η φ είναι μονότονη. Για να δείξουμε ότι είναι και
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κατάλληλη θεωρούμε α P 2N και m P N, θα βρούμε n ą m έτσι ώστε το φ(α|n) να
επεκτείνει γνήσια το φ(α|m). (Μάλιστα το n είναι ένα από τα m+ 1, m+ 2).

Διακρίνουμε περιπτώσεις, στην πρώτη περίπτωση θεωρούμε φ(α|m) ‰ φ(α|(m ´

1)). Τότε από τον ορισμό της φ έχουμε ότι φ(α|m ˚ (0)) = φ(α|m) ˚ (0) που επεκτείνει
γνήσια το φ(α|m). Συνεπώς αν α(m) = 0 τότε α|(m + 1) = α|m ˚ (0) και επομένως
μπορούμε να πάρουμε n = m + 1. Στην υποπερίπτωση α(m) = 1 έχουμε πάλι από τον
ορισμό της φ,

φ(α|(m+ 1)) = φ(α|m ˚ (1)) = φ(α|m).

Αυτό μας τοποθετεί στην περίπτωσηφ(u) = φ(u´) του ορισμού τηςφ όπουu = α|(m+
1). Επομένως

φ(α|(m+ 2)) = φ(α|(m+ 1) ˚ (α(m+ 1)))

= φ(α|(m+ 1)) ˚ (α(m+ 1) + 1)

= φ(α|m) ˚ (α(m+ 1) + 1).

Ειδικότερα το φ(α|(m+2)) επεκτείνει γνήσια το φ(α|m), οπότε παίρνουμε n = m+2.
Στη δεύτερη περίπτωση έχουμε φ(α|m) = φ(α|(m ´ 1)). Τότε είναι πάλι σαφές

από τον ορισμό της φ ότι το φ(α ˚ (m+ 1)) = φ(α|m ˚ (α(m))) είναι ίσο με φ(α|m) ˚
(α(m) + 1), το οποίο επεκτείνει γνήσια το φ(α|m).

Έχουμε αποδείξει λοιπόν ότι η φ είναι κατάλληλη. Για να δείξουμε ότι η φ˚ είναι
επί παίρνουμε ένα β P t0, 1, 2uN. Ισχυριζόμαστε ότι υπάρχει ακολουθία (um)mPN στο
t0, 1uăN με u0 Ĺ u1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ um Ĺ . . . με φ(um) = β|m για κάθε m. Τότε |um| ě m
για κάθε m και επομένως η ένωση

Ť

m um είναι ίση με ένα α P 2N, το οποίο ικανοποιεί
φ˚(α) = β.

Η κατασκευή της προηγούμενης (um)mPN γίνεται με αναδρομή στο m P N. Χρειά-
ζεται να ικανοποιείται και μια επιπλέον ιδιότητα ελάχιστου μήκους, την οποία εξηγούμε
πιο κάτω. Για m = 0 έχουμε β|m = Λ, επομένως παίρνουμε u0 = Λ. Για m = 1 παίρ-
νουμε u1 = (0) αν β(0) = (0), u1 = (1, 0) αν β(0) = 1, και u2 = (1, 1) αν β(2) = 2.
Παρατηρούμε ότι σε κάθε περίπτωση ισχύει φ(u1) = (β(0)) = β|1. Επιπλέον το u1

είναι κάθε φορά η ακολουθία ελάχιστου μήκους για την οποία ισχύει φ(u1) = β|1.
Υποθέτουμε ότι για κάποιο m ě 1 έχουν οριστεί u0 Ĺ u1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ um με φ(ui) =

β|i για κάθε i ď m, και επιπλέον για κάθε πεπερασμένη ακολουθία v P t0, 1uăN με
ui´1 Ď v και φ(v) = β|i ισχύει |v| ě |ui| για κάθε 1 ď i ď m. (Παρατηρούμε ότι
ένα τέτοιο v θα επεκτείνει γνήσια την ui´1 γιατί φ(v) = β|i ‰ β|(i ´ 1) = φ(ui´1)
και ειδικότερα v ‰ ui´1.) Θα ορίσουμε το um+1 έτσι ώστε um Ĺ um+1, φ(um+1) =
β|(m+ 1) και για κάθε v P t0, 1uăN με um Ď v και φ(v) = β|(m+ 1) ισχύει |v| ě |u|.

Αρχικά ισχυριζόμαστε ότι φ(um) ‰ φ(u´
m). Σε διαφορετική περίπτωση θα είχαμε

φ(u´
m) = φ(um) = β|m. Εφόσον um´1 Ĺ um ισχύει um´1 Ď u´

m, άρα η v = u´
m είναι

μια πεπερασμένη ακολουθία που επεκτείνει την um´1, ικανοποιεί φ(v) = β|m και έχει
μήκος μικρότερο της um, που έρχεται σε αντίθεση με την Επαγωγική Υπόθεση. Άρα
φ(um) ‰ φ(u´

m).
Για την κατασκευή τουum+1 διακρίνουμε περιπτώσεις. Αρχικά θεωρούμε ότιβ(m) =

0. Τότε παίρνουμε um+1 = um ˚ (0), αφού φ(um) ‰ φ(u´
m) έχουμε φ(um+1) =

φ(um) ˚ (0) = β|m ˚ (β(m)) = β|(m + 1). Προφανώς το um+1 επεκτείνει γνήσια
το um. Αν έχουμε um Ď v και φ(v) = β|(m + 1) ‰ φ(um) τότε um Ĺ v, άρα
|v| ě |um|+ 1 = |um+1|.

Έπειτα θεωρούμε ότι β(m) = 1, τότε παίρνουμε um+1 = um˚(1, 0), που προφανώς
επεκτείνει γνήσια το um. Εφόσον φ(um) ‰ φ(u´

m) έχουμε φ(um ˚ (1)) = φ(um) και
άρα στον υπολογισμό του φ(un ˚ (1, 0)) οδηγούμαστε στην 2η περίπτωση του ορισμού
της φ για u = um ˚ (1):

φ(un ˚ (1, 0)) = φ(um ˚ (1) ˚ (0)) = φ(um ˚ (1)) ˚ (1)

= φ(um) ˚ (1) = β|m ˚ (β(m)) = β|(m+ 1).
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Αν το v P t0, 1uăN επεκτείνει το um και ικανοποιείφ(v) = β|(m+1) = φ(um)˚(1)
τότε v ‰ um. Επειδήφ(um) ‰ φ(u´

m) ηφ(um˚(j)) για j = 0, 1 θα είναι είτε β|m˚(0) ‰
β|(m+ 1) (αν j = 0) είτε β|m ‰ β|(m+ 1) (αν j = 1). Επομένως η v διαφέρει από τα
um˚(0) και um˚(1), συνεπώς τα επεκτείνει γνήσια. Ειδικότερα |v| ě |um|+2 = |um+1|.

Η τελευταία περίπτωση β(m) = 1 αντιμετωπίζεται όμοια παίρνοντας um+1 = um˚

(1, 1). Αυτό ολοκληρώνει το Επαγωγικό Βήμα, και άρα έχουμε αποδείξει ότι η φ˚ είναι
επιμορφισμός.

Τέλος δείχνουμε ότι η φ˚ είναι μονομορφισμός. Θεωρούμε α1, α2 P 2
N με α1 ‰ α2

και παίρνουμε m τον ελάχιστο φυσικό με α1(m) ‰ α2(m).
Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότια1(m) = 0 καια2(m) =

1. Θέτουμε u0 = α1|m = α2|m. Θα βρούμε u1, u2 με u0 ˚ (0) Ď u1 Ď α1, u0 ˚ (1) Ď

u2 Ď α2 και οι φ(u1), φ(u2) είναι ασύμβατες.
Αν u0 = Λ τότε παίρνουμε u1 = (0) Ď α1 και u2 = (1, α2(1)) Ď α2, έτσι που

φ(u1) = (0) και φ(u2) = (1) ή (2) ανάλογα με την τιμή του α2(1).
Στη συνέχεια θεωρούμε ότι u0 ‰ Λ. Αν φ(u0) ‰ φ(u´

0 ) τότε παίρνουμε u1 =
u0˚(0) = α1|(m+1) καιu2 = u0˚(1, α2(m+1)) = α2|(m+2). Τότεφ(u1) = φ(u0)˚(0)
και φ(u0 ˚ (1)) = φ(u0), άρα

φ(u2) = φ(u0˚(1, α2(m+1))) = φ(u0˚(1))˚(α2(m+1)+1) = φ(u0)˚(α2(m+1)+1).

Οπότε οι φ(u1), φ(u2) είναι ασύμβατες.
Τέλος αν φ(u0) = φ(u´

0 ) παίρνουμε u1 = u0˚(0) = α1|(m+1) και u1 = u0˚(1) =
α2|(m + 1). Τότε φ(u1) = φ(u0) ˚ (1) και φ(u2) = φ(u0) ˚ (2). Βλέπουμε λοιπόν
ότι πάλι ότι οι φ(u1), φ(u2) είναι ασύμβατες. Έχουμε δείξει επομένως ότι η φ˚ είναι
μονομορφισμός.

Κεφάλαιο 3

Άσκηση 3.2.11. Αν έχουμε έναν Πολωνικό χώρο X και P P Γ|(X ˆ N) τότε P =
t(x0, n0)u για κάποια x0 P X και n0 P N. Επομένως DNP = tx0u P Γ|X και η Γ είναι
κλειστή ως προς DN.

Από την άλλη είναι σαφές ότι η κλάση Γ δεν είναι κλειστή ως προς
Ž

N γιατί η
άπειρη ένωση μονοσυνόλων προφανώς μπορεί να περιέχει τουλάχιστον δύο στοιχεία.

Άσκηση 3.2.12.Αν έχουμε έναν Πολωνικό χώροX και (Pn)nPN μια ακολουθία υπο-
συνόλων τουX που ανήκουν στη Γ τότε το P0 και συνεπώς η ένωση

Ť

nPN Pn περιέχουν
τουλάχιστον δύο στοιχεία. Δηλαδή

Ť

nPN Pn P Γ|X και η Γ είναι κλειστή ως προς
Ž

N .
Στη συνέχεια παίρνουμε X = R και P = t

?
2u ˆ N Ď R ˆ N. Τότε το P έχει

τουλάχιστον δύο στοιχεία και συνεπώς P P Γ|(Rˆ N). Από την άλλη

x P DNP ðñ x =
?
2.

Βλέπουμε λοιπόν ότι το DNP αποτελείται από ακριβώς ένα στοιχείο και επομένως
δεν ανήκει στην Γ|R. Άρα η Γ δεν είναι κλειστή ως προς DN.

Άσκηση 3.2.13. Θεωρούμε τα σύνολα An Ď X ˆN και Bm Ď X ˆN, n,m P N με

(x, α) P An ðñ x = fn(α)

(x, α) P Bm ðñ gm(x, α) = 0.

Παρατηρούμε ότι τοAn είναι το γράφημα της fn και τοBm είναι το σύνολο g´1
m [t0u].

Άρα τα An και Bm είναι κλειστά σύνολα. Επιπλέον για κάθε x P X και n P N,

@m (x = fn(α) _ gm(x, α) = 0) ðñ @m ((x, α) P An _ (x, α) P Bm)

ðñ @m (x, α) P An YBm.
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Επομένως ορίζουμε για κάθε n P N το σύνολο

Cn =
Ş

mPN(An YBm)

έτσι που
@m (x = fn(α) _ gm(x, α) = 0) ðñ (x, α) P Cn.

Προφανώς τα σύνολα Cn είναι κλειστά. Έπειτα θεωρούμε τη συνάρτηση της προ-
βολής pr : X ˆN Ñ X : pr(x, α) = x και έχουμε

Dα (x, α) P Cn ðñ x P pr[Cn].

Στη συνέχεια υπολογίζουμε

x P P ðñ @n Dα @m (x = fn(α) _ gm(x, α) = 0)

ðñ @n Dα (x, α) P Cn

ðñ @n x P pr[Cn]

ðñ x P
Ş

nPN pr[Cn].

Με άλλα λόγια
P =

Ş

nPN pr[Cn]

δηλαδή το P είναι αριθμήσιμη τομή συνόλων που είναι προβολές κλειστών συνόλων.

Άσκηση 3.2.14. Για κάθε x P X έχουμε

x P Au ðñ @n Dw (|w| ě n & w P T (x))

ðñ @n Dw (|w| ě n & (x,w) P T ).

Επειδή το σύνολο NăN είναι αριθμήσιμο μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το “Dw” πα-
ραπέμπει στον τελεστή DN. Για την ακρίβεια θεωρούμε τη φυσική απαρίθμηση (us)sPN
του NăN. Τότε σύμφωνα με τα ποιο πάνω έχουμε

x P Au ðñ @n Ds (|us| ě n & (x, us) P T ).

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι οι συναρτήσεις f = ((x, n, s) ÞÑ |us| ´ n) και
g = ((x, n, s) ÞÑ (x, us)) είναι συνεχείς. Επομένως το σύνολο

C = t(x, n, s) P X ˆ N2 | |us| ą nu = t(x, n, s) P X ˆ N2 | f(x, n, s) ě 0u

είναι κλειστό.
Όμοια το σύνολο

L = t(x, n, s) P X ˆ N2 | g(x, n, s) P T u

είναι κλειστό.
Συμβολίζουμε μεΓ την κλάση των κλειστών συνόλων, η οποία είναι κλειστή ως προς

&. Εκτιμούμε την πολυπλοκότητα του Au διαγραμματικά με βάση τα προηγούμενα,

x P Au ðñ @n Ds ( |us| ě n
looomooon

κλειστό = Γ

& (x, us) P T
looooomooooon

κλειστό = Γ

)

looooooooooooooomooooooooooooooon

Γ
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

DNΓ
loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

@NDNΓ

.

Άρα το Au ανήκει στη @NDNΓ.

Άσκηση 3.2.15. Θεωρούμε τη φυσική απαρίθμηση (us)sPN του NăN. Τότε έχουμε

(x, u) P T ðñ @v P J @n P I με n ď |u| (x R Vn & v Ę u)

ðñ @v @n ď |u| (v R J _ n R I _ (x R Vn & v Ę u))

ðñ @s @n ď f(n) (us R J _ (x R Vn & us Ę u))
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όπου f : NăN Ñ N : f(u) = |u|. Αφού οι χώροι NăN και N είναι διακριτοί η f είναι
συνεχής.

Συμβολίζουμε με Γ0 και Γ1 τις κλάσεις των κλειστών και Fσ συνόλων αντίστοιχα.
Αφού η αντίστροφη εικόνα κλειστού συνόλου μέσω συνεχούς συνάρτησης είναι κλειστό
σύνολο, έχουμε ότι η Γ0 είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση. Με χρήση της
Παρατήρησης 3.1.6 υπολογίζουμε διαγραμματικά

(x, u) P T ðñ @s @n ď f(u) (us R J _ (x R Vn & us Ę u))
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

Γ0
looooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon

@ďΓ0ĎΓ0
looooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooon

@NΓ0ĎΓ0

.

Άρα το T ανήκει στην κλάση Γ0 δηλαδή είναι κλειστό. Για τα σύνολα Pu,w έχουμε
x P Pu,w ðñ u P f(x) & w R f(x)

ðñ (x, u) P T
loooomoooon

κλειστό = Γ0 Ď Γ1

& (x,w) R T
loooomoooon

ανοικτό ĎFσ=Γ1
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

Γ1

,

όπου πιο πάνω χρησιμοποιήσαμε ότι η τομή δύο Fσ συνόλων είναι Fσ σύνολο.
Τέλος θεωρούμε ότι τα Vn είναι κλειστά-ανοικτά και δείχνουμε ότι κάθε Pu,w είναι

ανοικτό σύνολο. Από τον πιο πάνω υπολογισμό αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε u P NăN

το σύνολο
Gu = tx P X | (x, u) P T u

είναι ανοικτό.
Ο ποσοδείκτης @v P J στον ορισμό του T είναι προβληματικός όσον αφορά το

να δείξουμε πως το Gu είναι ανοικτό σύνολο. Από την άλλη όμως παρατηρούμε ότι οι
μεταβλητές x και v εμπλέκονται σε διαφορετικά σημεία της σύζευξης στον ορισμό του
T . Από αυτό προκύπτει ότι

(x, u) P T ðñ @v P J v Ę u & @n P I με n ď |u| x R Vn.

Άρα για σταθερό u P NăN είτε η συνθήκη @v P J v Ę u δεν ικανοποιείται και άρα
Gu =H που είναι ανοικτό σύνολο, είτε η προηγούμενη συνθήκη ικανοποιείται όποτε

x P Gu ðñ @n P I με n ď |u| x R Vn

ðñ @n ď f(n) (n R I _ x P X z Vn).

Αφού τοX z Vn είναι ανοικτό σύνολο προκύπτει από την τελευταία ισοδυναμία ότι
το Gu είναι ανοικτό.

Άσκηση 3.3.11. Η ισότηταΣ
r

0
n = cΠ

r

0
n είναι σαφής από τον ορισμόΠ

r

0
n = cΣ

r

0
n και

την ισότητα cX (cXP ) = P .
Έπειτα δείχνουμε τη συμπερίληψη Π

r

0
n+1 Ď

Ź

N Σ
r

0
n. θεωρούμε P P Π

r

0
n+1(X ),

τότε cXP P Σ
r

0
n+1 και επομένως υπάρχει ακολουθία (Qi)iPN από Π

r

0
n υποσύνολα του

X με cXP =
Ť

iPN Qi. Τότε P = cX (
Ť

iPN Qi) =
Ş

iPN cXQi. Είναι σαφές ότι cXQi P

Σ
r

0
n(X ) και άρα P P

Ź

N Σ
r

0
n.

Αντίστροφα για να δείξουμε ότι
Ź

N Σ
r

0
n Ď Π

r

0
n+1 παίρνουμε P =

Ş

iPN Qi όπου
Qi P Σ

r

0
n(X ) για κάθε i. Τότε έχουμε cXP =

Ť

iPN cXQi P
Ž

N Π
r

0
n(X ) = Σ

r

0
n+1(X ).

Άρα P = cX (cXP ) P Π
r

0
n+1(X ).

Άσκηση 3.3.12.ΑφούΠ
r

0
k Ď Π

r

0
k+1 για κάθε k ě 1 (Πρόταση 3.3.3) έχουμε

Ť

kďn Π
r

0
k =

Π
r

0
n για κάθε n ě 1. Άρα Σ

r

0
n+1 =

Ž

N Π
r

0
n =

Ž

N
(
Ť

kďn Π
r

0
k

)
.

Άσκηση 3.3.13. Αν P =
Ť

iPN Qi όπου Qi P Π
r

0
n(X ) για κάθε i P N, θέτουμε

Pi =
Ť

kďi Qi για κάθε i P N. Τότε Pi Ď Pi+1 και αφού η κλάση Π
r

0
n είναι κλειστή
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ως προς πεπερασμένες ενώσεις (Θεώρημα 3.3.8) έχουμε ότι κάθε Pi ανήκει στην κλάση
Π
r

0
n. Τέλος είναι σαφές ότι

Ť

iPN Pi =
Ť

iPN Qi = P .

Άσκηση 3.3.14. Όπως έχουμε δει στη λύση της Άσκησης 3.2.14 ισχύει

x P Au ðñ @n Dw (|w| ě n & (x,w) P T ).

Η σχέση μέσα στις παρενθέσεις ορίζει έναΠ
r

0
1 σύνολο, συνεπώς το Au ανήκει στην

κλάση
@NDN

ăN
Π
r

0
1 Ď @

NDN
ăN
Σ
r

0
2 = @NΣ

r

0
2 = Π

r

0
3,

όπου πιο πάνω χρησιμοποιήσαμε την κλειστότητα της κλάσης Σ
r

0
2 ως προς DN

ăN
.

Άσκηση 3.3.15. Έχουμε ότι ένα δένδρο T P Tr είναι πεπερασμένης διακλάδωσης
αν και μόνο αν

@u P T Dn0, . . . , nk´1 @v P T [(u Ď v & |v| = |u|+ 1)ÐÑ Di ă k v = u ˚ (ni) ]

ðñ @u Dn0, . . . , nk´1 @v [ u R T _ v R T

_ (u Ď v & |v| = |u|+ 1)ÐÑ Di ă k v = u ˚ (ni) ]

ðñ @u Dw @v [ u R T _ v R T

_ (u Ď v & |v| = |u|+ 1)ÐÑ Di ă |w| v = u ˚ (w(i)) ].

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η σχέση μέσα στις αγκύλες ορίζει ένα κλειστό σύ-
νολο. Συνεπώς το σύνολο όλων των δένδρων πεπερασμένης διακλάδωσης ανήκει στην
κλάση

@N
ăN
DN

ăN
@N

ăN
Π
r

0
1 = @N

ăN
DN

ăN
Π
r

0
1 Ď @

NăN
DN

ăN
Σ
r

0
2 = @N

ăN
Σ
r

0
2 Ď @

NăN
Π
r

0
3 = Π

r

0
3.

Άσκηση 3.3.16. Η βασική παρατήρηση είναι ότι

y = f 1(x) ðñ @r ą 0 Ds ą 0 @t P (´s, s) z t0u
(
t´1 ¨ (f(x+ t)´ f(x)) ă r

)
ðñ @n Dm @q P Q (0 ă |q| ă 2´m ÝÑ q´1 ¨ (f(x+ q)´ f(x)) ď 2´n)

ðñ @n Dm @q P Q (|q| ě 2´m _ q = 0 _ q´1 ¨ (f(x+ q)´ f(x)) ď 2´n)

όπου στη δεύτερη ισοδυναμία χρησιμοποιούμε τη συνέχεια της f . Είναι σαφές ότι η
συνθήκη της τελευταίας ισοδυναμίας ορίζει ένα Π

r

0
3 υποσύνολο του R2.

Για το δεύτερο ζητούμενο παρατηρούμε ότι το όριο lim
tÑ0

g(t) υπάρχει στο R (όπου
g συνεχής συνάρτηση) αν και μόνο αν για κάθε δύο ακολουθίες (pn)nPN, (qn)nPN μη
μηδενικών ρητών αριθμών που συγκλίνουν στο 0 έχουμε lim

nÑ8
|g(pn) ´ g(qn)| = 0. Η

τελευταία συνθήκη μπορεί να αναδιατυπωθεί χωρίς την επίκληση ακολουθιών έτσι που

υπάρχει η παράγωγος της f στο x

ðñ υπάρχει το όριο lim
tÑ0

f(x+ t)´ f(x)

t
στο R

ðñ @n Dm @p, q P Q ( 0 ă |p|, |q| ă 2´m

ÝÑ
ˇ

ˇp´1 ¨ (f(x+ p)´ f(x))´ q´1 ¨ (f(x+ q)´ f(x))
ˇ

ˇ ď 2´n )

ðñ @n Dm @p, q P Q ( p = 0 _ q = 0 _ |p| ě 2´m _ |q| ě 2´m

_
ˇ

ˇp´1 ¨ (f(x+ p)´ f(x))´ q´1 ¨ (f(x+ q)´ f(x))
ˇ

ˇ ď 2´n ).

Η συνθήκη της τελευταίας ισοδυναμίας ορίζει ένα Π
r

0
3 υποσύνολο του R.
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Άσκηση 3.3.17. Για κάθε Σ
r

0
n σύνολο Q Ď X ˆ N έχουμε

x P DNQ ðñ Di (x, i) P Q

ðñ Di x P Qi

όπου Qi = tx P X | (x, i) P Qu P Σ
r

0
n|X από την Παρατήρηση 3.3.5. Άρα P =

Ť

iPN Qi P Σ
r

0
n|X από την κλειστότητα της Σ

r

0
n ως προς

Ž

N .

Άσκηση 3.3.18. Θεωρούμε P Ď X ˆ N που ανήκει στην κλάση Σ
r

0
n και για κάθε

i P N ορίζουμε τα σύνολα Pi, Qi, Ri Ď X με

Pi = tx P X | (x, i) P P u

Qi =
Ť

jďi Pj

Ri =
Ş

jďi Pj .

Από την Παρατήρηση 3.3.5 κάθε Pi ανήκει στηΣ
r

0
n. Από την κλειστότητα της κλά-

σης Σ
r

0
n ως προς πεπερασμένη ένωση και πεπερασμένη τομή έχουμε ότι τα σύνολα Qi,

Ri ανήκουν επίσης στη Σ
r

0
n. Από το Λήμμα 3.3.6 τα σύνολα Q,R Ď X ˆ N με

(x, i) P Q ðñ x P Qi και (x, i) P R ðñ x P Ri

ανήκουν στην κλάση Σ
r

0
n. Επιπλέον

(x, i) P DďP ðñ Dj ď i (x, j) P P

ðñ Dj ď i x P Pj

ðñ x P Qi

ðñ (x, i) P Q.

Άρα DďP = Q P Σ
r

0
n|(X ˆ N) και όμοια @ďP = R P Σ

r

0
n|(X ˆ N).

Άσκηση 3.3.19. Για κάθε y P [0, 1] ορίζουμε το σύνολο

Vy =

#

X , αν y ď 2´1,

H, αλλιώς.

Είναι σαφές ότι κάθε Vy είναι ανοικτό υποσύνολο τουX . Από την άλλη αν πάρουμε
το σύνολο

(x, y) P V ðñ x P Vy

τότε

V = X ˆ [0, 2´1]

που δεν είναι ανοικτό υποσύνολο του X ˆ [0, 1].

Άσκηση 3.3.20. Για κάθε (xi)iPN P X =
ś

iPN Xi,

(xi)iPN P
ś

iPN Ai ðñ @i xi P Ai

ðñ @i pri((xk)kPN) P Ai,

όπου pri : X Ñ Xi είναι η συνάρτηση της προβολής στην i-συντεταγμένη. Αφού κάθε
Ai είναι Σ

r

0
n σύνολο προκύπτει από την τελευταία ισοδυναμία ότι το σύνολο

ś

iPN Ai

ανήκει στην κλάση @NΣ
r

0
n = Π

r

0
n+1.

Από την άλλη αν κάθε Ai είναι Π
r

0
n σύνολο τότε από την τελευταία ισοδυναμία το

ś

iPN Ai ανήκει στην κλάση @NΠ
r

0
n = Π

r

0
n.

Για την περίπτωση του πεπερασμένου γινομένου έχουμε όπως πριν

(x0, . . . , xm) P A0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAm ðñ @i ď m pri(x0, . . . , xm) P Ai.
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Οπότε αν κάθε Ai είναι Σ
r

0
n σύνολο το πεπερασμένο γινόμενο A0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Am εί-

ναι επίσης Σ
r

0
n λόγω της κλειστότητας της Σ

r

0
n ως προς τον φραγμένο καθολικό ποσο-

δείκτη. Εδώ κάνουμε χρήση της Παρατήρησης 3.1.6 με f(x0, . . . , xm) = m (σταθερή
συνάρτηση). Όμοια αν κάθε Ai είναι Π

r

0
n σύνολο τότε το A0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Am είναι επίσης

Π
r

0
n.

Άσκηση 3.3.21. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή στο n ě 1 ταυτόχρονα για τις
κλάσειςΣ

r

0
n καιΠ

r

0
n. Για n = 1 ο ισχυρισμός είναι γνωστός: τα ανοικτά υποσύνολα του

G είναι ακριβώς ταGXU όπου του U είναι ανοικτό στον X και τα κλειστά υποσύνολα
του G είναι ακριβώς τα GX F όπου το F είναι κλειστό στον X .

Υποθέτουμε ότι ο ισχυρισμός ισχύει για κάποιο n ě 1 και δείχνουμε το ίδιο για το
n + 1. Παίρνουμε ένα A Ď G. Αν το A P Σ

r

0
n+1(G) τότε υπάρχει ακολουθία συνόλων

(Ai)iPN με Ai P Π
r

0
n(G) για κάθε i P N και A =

Ť

iPN Ai. Από την Επαγωγική Υπόθεση
για την Π

r

0
n κάθε Ai είναι της μορφής GXBi όπου Bi P Π

r

0
n(X ). Επομένως

A =
Ť

i Ai =
Ť

i(GXBi) = GX (
Ť

i Bi) = GXB

όπου B =
Ť

i Bi P Σ
r

0
n+1(X ).

Αντίστροφα ανA = GXB όπουB P Σ
r

0
n+1(X ) επιλέγουμε μια ακολουθία συνόλων

(Bi)iPN με Bi P Π
r

0
n(X ) για κάθε i P N και B =

Ť

iPN Bi. Από την Επαγωγική Υπόθεση
για τηνΠ

r

0
n έχουμεGXBi P Π

r

0
n(G) για κάθε i. Όπως πιο πάνω A = GXB =

Ť

i(GX
Bi) P Σ

r

0
n+1(G).

Η απόδειξη για την Π
r

0
n+1 παίρνοντας τα συμπληρώματα, για την ακρίβεια ισχύει

A = GXB αν και μόνο αν G z A = GX (X zB) για κάθε A Ď G και A Ď X .
Τέλος ο ισχυρισμός για την ∆

r

0
n έχει ως εξής:

A P∆
r

0
n(G) ðñ DB P Σ

r

0
n(X ) DC P Π

r

0
n(X ) A = GXB = GX C.

Δεν μπορούμε να υποθέσουμε ότι τα B, C είναι συμπληρωματικά στον X ώστε να
συμπεράνουμε ότι το A P∆

r

0
n(G) είναι η τομή του G με ένα ∆

r

0
n υποσύνολο του X .

Άσκηση 3.4.10. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X . Όπως έχουμε αναφέρει η από-
δειξη γίνεται με επαγωγή στο n ě 1 και η περίπτωση n = 1 είναι το Λήμμα 3.4.3.

Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι για κάποιο n ě 1 ισχύει Σ
r

0
n(X ) Ď ∆

r

1
1(X ), ισοδύ-

ναμαΠ
r

0
n(X ) Ď∆

r

1
1(X ). ΠαίρνουμεP P Σ

r

0
n+1(X ) και θεωρούμε μια ακολουθία (Pi)iPN

από Π
r

0
n υποσύνολα του X με P =

Ť

iPN Pi. Από την επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι
Pi P ∆

r

1
1(X ), δηλαδή Pi P Σ

r

1
1(X ) και Pi P Π

r

1
1(X ) για κάθε i P N. Αφού οι κλάσεις

Σ
r

1
1 καιΠ

r

1
1 είναι κλειστές ως προς τον τελεστή της αριθμήσιμης ένωσης

Ž

N (Θεώρημα
3.4.6) έχουμε ότι το P είναι Σ

r

1
1 και Π

r

1
1 υποσύνολο του X . Επομένως P P∆

r

1
1(X ).

Άσκηση 3.4.11.Από το Πόρισμα 3.4.8 το δοσμένοΣ
r

1
n σύνολο είναι συνεχής εικόνα

Π
r

1
n´1 συνόλου. Εφόσον η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση,

προκύπτει ότι η συνεχής εικόνα του δοσμένουΣ
r

1
n συνόλου είναι συνεχής εικόναΠ

r

1
n´1

συνόλου, και πάλι από το Πόρισμα 3.4.8 είναι Σ
r

1
n σύνολο.

Άσκηση 3.4.12. Οι ισοδυναμίες μεταξύ των τελεστών κλειστότητας είναι άμεσες
από το Λήμμα 3.4.5, το Πόρισμα 3.2.9 και την Πρόταση 3.2.10 δεδομένου ότι οι προβο-
λικές κλάσεις είναι κλειστές ως προς συνεχή αντικατάσταση.

Άσκηση 3.4.13. Η κατεύθυνση (iii) ùñ (i) είναι σαφής αφού οι προβολές είναι
συνεχείς συναρτήσεις και άρα αν μια κλάση είναι κλειστή ως προς συνεχείς εικόνες
είναι τότε κλειστή και ως προς τον τελεστή DN .

Για την κατεύθυνση (i) ùñ (ii) θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο Y και έναν συνεχή
επιμορφισμό π : N ↠ Y . Τότε για κάθε P Ď X ˆ Y που ανήκει στη Γ, (όπου X
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Πολωνικός χώρος), και κάθε x P X έχουμε

x P DYP ðñ Dy (x, y) P P

ðñ Dα (x, π(α)) P P,

όπου στην τελευταία ισοδυναμία χρησιμοποιήσαμε ότι η π είναι επιμορφισμός.
Αφού η Γ είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση προκύπτει από τις πιο πάνω

ισοδυναμίες ότι το σύνολο DYP ανήκει στην κλάση DNΓ Ď Γ.
Έπειτα ασχολούμαστε με την κατεύθυνση (ii) ùñ (iii). Θεωρούμε Πολωνικούς

χώρους X , Y , μια συνεχή συνάρτηση f : Y Ñ X και ένα σύνολο P P Γ|Y . Τότε για
κάθε x P X έχουμε

x P f [P ] ðñ Dy P P f(y) = x

ðñ Dy (y P P & (y, x) P Graph(f)).

Το P ανήκει στη Γ από την υπόθεση και το γράφημαGraph(f) της f είναι κλειστό
σύνολο αφού η f είναι συνεχής. Από τις ιδιότητες κλειστότητας της Γ το σύνολο Q με

(y, x) P Q ðñ y P P & (y, x) P Graph(f)

ανήκει στη Γ και το σύνολο f [P ] = DYQ ανήκει στη DYΓ Ď Γ.
Ο ισχυρισμός σχετικά με τηνΣ

r

1
n είναι άμεσος από τα πιο πάνω αφού ηΣ

r

1
n περιέχει

τα κλειστά σύνολα, και είναι κλειστή ως προς συνεχή αντικατάσταση και &, όπουn ě 1.

Άσκηση 3.4.14. Όπως στα Λήμματα 3.3.4 και 3.4.2.

Άσκηση 3.4.15. Όμοια με τη λύση της Άσκησης 3.3.21. Η μόνη μη τετριμμένη δια-
φορά βρίσκεται στο Επαγωγικό Βήμα όπου δείχνουμε τον ισχυρισμό για την Σ

r

1
n+1 με

βάση αυτόν για τη Π
r

1
n. Εδώ είναι απαραίτητο στην Επαγωγική Υπόθεση να έχουμε τον

ισχυρισμό για κάθε χώρους X , G.
Θεωρούμε λοιπόν A Ď G που ανήκει στην Σ

r

1
n+1, τότε υπάρχει Q Ď G ˆ N το

οποίο ανήκει στηνΠ
r

1
n καιA = DNQ. Από την Επαγωγική Υπόθεση εφαρμοσμένη στους

χώρουςXˆN καιGˆN υπάρχειP Ď XˆN που ανήκει στηνΠ
r

1
n μεQ = (GˆN )XP .

Παίρνουμε το B = DNP P Σ
r

1
n+1(X ) και για κάθε x P G έχουμε

x P A ðñ Dα (x, α) P Q ðñ Dα (x, α) P P ðñ x P B.

Καταλήγουμε ότι A = GXB.
Αντίστροφα αν τοB Ď X ανήκει στηνΣ

r

1
n+1 τότε υπάρχει P Ď X ˆN που ανήκει

στηΠ
r

1
n μεB = DNP . Από την Επαγωγική Υπόθεση εφαρμοσμένη στους χώρουςXˆN

καιGˆN το σύνολοQ = (GˆN )XP ανήκει στηΠ
r

1
n(GˆN ) και επομένως το DNQ

ανήκει στη DNΠ
r

1
n(G) = Σ

r

1
n+1(G). Όπως πιο πάνω έχουμε ότι G X B = DNQ άρα το

GXB ανήκει στη Σ
r

1
n+1(G).

Άσκηση 3.5.2. Άμεσο από την Παρατήρηση 3.5.2 χρησιμοποιώντας ότι οι κλάσεις
Σ
r

0
n και Σ

r

1
n είναι κλειστές ως προς

Ž

N .

Άσκηση 3.5.9.Άμεση από την Παρατήρηση 3.5.2 καθώς οι κλάσειςΣ
r

0
n καιΣ

r

1
n είναι

κλειστές ως προς
Ž

N .

Άσκηση 3.5.10.Αν ηχA είναιΣ
r

0
n-μετρήσιμη συνάρτηση τότε τοA = χ´1

A [(2´1, 1+

2´1)] είναι Σ
r

0
n υποσύνολο του X και επίσης το X z A = χ´1

A [(´2´1, 2´1)] είναι Σ
r

0
n

υποσύνολο του X . Άρα A P∆
r

0
n(X ).
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Αντίστροφα υποθέτουμε ότι A P∆
r

0
n(X ). Για κάθε ανοικτό U Ď R έχουμε

χ´1
A [U ] =

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

A, αν 1 P U και 0 R U

X z A, αν 1 R U και 0 P U

H, αν 0, 1 R U

X , αν 0, 1 P U.

Βλέπουμε ότι σε κάθε περίπτωση το χ´1
A [U ] είναι Σ

r

0
n υποσύνολο του X και άρα η

χA είναι Σ
r

0
n-μετρήσιμη συνάρτηση.

Άσκηση 3.5.11.Θεωρούμε ένα ανοικτόU Ď R και θέτουμε I = tk P N | 2´k P Uu.
Αρχικά θεωρούμε ότι 0 R U . Τότε για κάθε x P X ,

x P f´1[U ] ðñ f(x) P U

ðñ Dk P I f(x) = 2´k

ðñ Dk P I (x P Bk & @m ă k x R Bm)

ðñ Dk (k P I & x P Bk & @m ă k x R Bm)

απ’ όπου προκύπτει εύκολα ότι f´1[U ] P Σ
r

0
n. (Ένας τρόπος να το δει κανείς είναι με

χρήση του διαγραμματικού συλλογισμού.)
Αν 0 P U τότε υπάρχει k0 έτσι ώστε για κάθε k ě k0 ισχύει 2´k P U . Επομένως

έχουμε για κάθε x P X ,
x R f´1[U ] ðñ f(x) R U

ðñ Dk ă k0 (k R I & f(x) = 2´k)

ðñ Dk ă k0 (k R I & x P Bk & @m ă k x R Bm).

Επομένως το σύνολο X z f´1[U ] είναι ∆
r

0
n υποσύνολο του X και άρα f´1[U ] P

∆
r

0
n(X ) Ď Σ

r

0
n(X ). Καταλήγουμε ότι η f είναι Σ

r

0
n-μετρήσιμη.

Παίρνοντας την ένωση κατάλληλα μικρών ανοικτών διαστημάτων με κέντρα τα 2´k

για κάθε k P N, βρίσκουμε ένα ανοικτό U0 Ď R με 2´k P U0 για κάθε k P N και 0 R U0.
Είναι τότε σαφές ότι f´1[U0] = A, επομένως αν A R Π

r

0
n(X ) τότε η f δεν είναι Π

r

0
n-

μετρήσιμη.

Άσκηση 3.5.12. Η συνεπαγωγή (i) ùñ (ii) είναι προφανής. Για τη (ii) ùñ (iii)
θεωρούμε ένα A P Σ

r

0
2(Y). Τότε το A είναι η αριθμήσιμη ένωση ακολουθίας κλειστών

υποσυνόλων του Y . Εφόσον η f αντιστρέφει τα ανοικτά σε Π
r

0
n σύνολα, αντιστρέφει

τα κλειστά σε Σ
r

0
n υποσύνολα του X . Άρα το f´1[A] είναι η αριθμήσιμη ένωση Σ

r

0
n

υποσυνόλων του X και επομένως είναι Σ
r

0
n σύνολο.

Τέλος για τη συνεπαγωγή (iii) ùñ (i) θεωρούμε ένα ανοικτό U Ď Y . Τότε το U
είναιΣ

r

0
2 και επομένως f´1[U ] P Σ

r

0
n(X ). Επιπλέον το συμπλήρωμα Y z U είναι κλειστό

και άρα Σ
r

0
2, επομένως

X z f´1[U ] = f´1[Y z U ] P Σ
r

0
n(X ).

Καταλήγουμε ότι f´1[U ] P∆
r

0
n(X ) και η f είναι ∆

r

0
n-μετρήσιμη.

Άσκηση 3.5.13. Αν οι f, g : X Ñ R είναι Borel-μετρήσιμες τότε από την Άσκηση
4.2.17 η συνάρτηση

H : X Ñ R2 : H(x) = (f(x), g(x))

είναι επίσης Borel-μετρήσιμη.
Επειδή η συνάρτηση της πρόσθεσης + : R2 Ñ R είναι συνεχής, πάλι από την

Άσκηση 4.2.17 έχουμε ότι η σύνθεση
+ ˝H : X Ñ R : x ÞÑ f(x) + g(x),
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δηλαδή η συνάρτηση f + g, είναι Borel-μετρήσιμη. Ο ισχυρισμός για τη μετρησιμότητα
των υπόλοιπων συναρτήσεων αποδεικνύεται όμοια. Υπενθυμίζεται ότι

maxtf, gu =
f + g + |f ´ g|

2
, mintf, gu =

f + g ´ |f ´ g|

2
.

Άσκηση 3.5.14. Για κάθε s P N θέτουμε Rf
s = f´1[Vs] έτσι που η f είναι Γ-

μετρήσιμη αν και μόνο αν Rf
s P Γ(X ) (Άσκηση 3.5.9). Από τα Λήμματα 3.3.6 και 3.4.5

είναι σαφές ότι το Rf ανήκει στη Γ αν και μόνο αν για κάθε s P N το Rf
s ανήκει στη Γ.

Άσκηση 3.5.15. Θεωρούμε μια αριθμήσιμη βάση tVs | s P Nu για την τοπολογία
του Y . Τότε για κάθε x P X έχουμε

x P f´1[A] ðñ f(x) P A

ðñ Dy ( (x, y) P Graph(f) & y P A ).

Από την Πρόταση 3.5.4 το Graph(f) είναι ∆
r

1
n υποσυνόλο του X ˆ Y .

Στην περίπτωση όπου Γ = Σ
r

1
n τότε το A είναι Σ

r

1
n υποσύνολο του Y . Με βάση

την τελευταία από τις προηγούμενες ισοδυναμίες και το ότι Graph(f) P ∆
r

1
n(X ˆ Y)

έχουμε ότι το f´1[A] είναι DYΣ
r

1
n Ď Σ

r

1
n υποσύνολο του X .

Στην περίπτωση όπου Π
r

1
n εφαρμόζουμε τις ακόλουθες ισοδυναμίες,

x P f´1[A] ðñ f(x) P A

ðñ @y( (x, y) P Graph(f) ÝÑ y P A )

ðñ @y( (x, y) R Graph(f) _ y P A).

Εφόσον το A ανήκει στην Π
r

1
n έχουμε ότι και το f´1[A] είναι Π

r

1
n υποσύνολο X .

Άσκηση 3.5.16. Εφόσον ο X είναι υπεραριθμήσιμος από το Θεώρημα 3.5.8 υπάρχει
Σ
r

0
2-μετρήσιμη επί συνάρτηση g : X ↠ N και από το Θεώρημα 2.3.7 υπάρχει συνεχής

επιμορφισμός π : N ↠ Y . Επομένως η σύνθεση f : X ↠ Y : f = π ˝ g είναι επί
και από την Πρόταση 3.5.6 είναι Σ

r

0
2-μετρήσιμη ως σύνθεση συνεχούς συνάρτησης με

Σ
r

0
2-μετρήσιμη.

Άσκηση 3.5.17. Θεωρούμε μια συμβατή μετρική d στον Y και ένα αριθμήσιμο και
πυκνό σύνολο D = trs | s P Nu. Για κάθε s P N και κάθε q P Q+ παίρνουμε το
σύνολο B(rs, q) = ty P Y | d(y, rs) ă qu έτσι που η οικογένεια V = tB(rs, q) | s P
N & q P Q+u αποτελεί βάση για τον Y . Από την Παρατήρηση 3.5.2 αρκεί να δείξουμε
ότι f´1[B(rs, q)] P Σ

r

0
n(X ) για κάθε s P N και q P Q+.

Αφού η ακολουθία (fi)iPN συγκλίνει ομοιόμορφα στην f μπορούμε να υποθέσουμε
ότι suptd(fi(x), f(x)) | x P X u ă 8 για κάθε i P N, δηλαδή αφαιρούμε τα ενδεχό-
μενα i P N για τα οποία suptd(fi(x), f(x)) | x P X u = 8, τα οποία είναι το πολύ
πεπερασμένα. Στη συνέχεια για κάθε i θέτουμε

ai = suptd(fi(x), f(x)) | x P X u ă 8
έτσι που ai Ñ 0.

Παίρνουμε s P N και q P Q+ και ισχυριζόμαστε ότι για κάθε x P X ισχύει
d(f(x), rs) ă q ðñ Dk, i P N ( ai ă 2´k & d(fi(x), rs) ă q ´ 2´k ).(‹2)

Για την απόδειξη της ευθείας κατεύθυνσης της προηγούμενης ισοδυναμίας θεω-
ρούμε x P X με d(f(x), rs) ă q. Παίρνουμε ένα k P N με 2 ¨ 2´k ă q ´ d(f(x), rs) και
ένα i P N με ai ă 2´k. Τότε έχουμε

d(f(x), rs) + 2´k ă q ´ 2´k

και
d(fi(x), rs) ď d(fi(x), f(x)) + d(f(x), rs) ď ai + d(f(x), rs) ă 2´k + q ´ 2´k = q.
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Αντίστροφα αν έχουμε ai ă 2´k και d(fi(x), rs) ă q ´ 2´k για κάποια i, k τότε

d(f(x), rs) ď d(f(x), fi(x)) + d(fi(x), rs) ď ai + d(fi(x), rs) ă 2´k + q ´ 2´k = q.

Από την (‹2) είναι άμεσο ότι

x P f´1[B(rs, q)] ðñ Dk, i P N Dp P Q

(ai ă 2´k & p = q ´ 2´k & x P f´1
i [B(rs, p)])

για κάθε x P X .
Επειδή κάθε fi είναι Σ

r

0
n-μετρήσιμη έχουμε ότι το σύνολο f´1

i [B(rs, p) είναι Σ
r

0
n.

Προκύπτει από την τελευταία ισοδυναμία και τις ιδιότητες κλειστότητας της κλάσης
Σ
r

0
n ότι το f´1[B(rs, q)] υποσύνολο του X και επομένως η f είναι Σ

r

0
n-μετρήσιμη. (Θε-

ωρούμε το Q με τη διακριτή μετρική.)
Σχόλιο. Ο λόγος που ζητάμε ai P R για κάθε i είναι για να μπορέσουμε να εφαρ-

μόσουμε τον διαγραμματικό συλλογισμό στην τελευταία ισοδυναμία: στην ουσία θεω-
ρούμε την ακολουθία (ai)iPN P RN και τις προβολές σε κάθε συντεταγμένη ai.

Άσκηση 3.6.8. Αν πάρουμε X = N τότε κάθε υποσύνολο του X είναι ανοικτό, δη-
λαδή P(X ) = Σ

r

0
1(X ). Αφού όλα τα στοιχεία των υπόλοιπων κλάσεων είναι ειδικότερα

υποσύνολα του X έχουμε

Σ
r

0
n(X ) = Π

r

0
n(X ) = ∆

r

0
n(X ) = Σ

r

1
m(X ) = Π

r

1
m(X ) = ∆

r

1
m(X ) = P(X ).

Δηλαδή όλες οι κλάσεις είναι ίσες μεταξύ τους, ή όπως λέμε διαφορετικά η ιεραρχία
καταρρέει.

Άσκηση 3.6.9. Από το Θεώρημα 3.6.7 και το Πόρισμα 3.4.7 έχουμε

Σ
r

0
n(X ) Ĺ∆

r

0
n+1(X ) Ď Σ

r

0
n+1(X ) Ď∆

r

1
1(X ),

άρα Σ
r

0
n(X ) Ĺ∆

r

1
1(X ).

Άσκηση 3.6.10. Σύμφωνα με το Λήμμα 3.6.6 αν υπήρχε σύνολο G Ď N ˆ N που
είναι X -καθολικό για την ∆

r

0
n(X ) τότε θα είχαμε c∆

r

0
n(X ) ‰∆

r

0
n(X ), που είναι άτοπο

γιατί ένα σύνολο A Ď X ανήκει στην ∆
r

0
n αν και μόνο αν το X z A ανήκει στην ∆

r

0
n.

(Παρατηρούμε ότι το ίδιο ισχύει ακόμα και αν ο X είναι αριθμήσιμο σύνολο.)
Στη συνέχεια υποθέτουμε προς άτοπο ότι υπάρχει ένα H Ď 2N ˆ X που είναι 2N-

καθολικό για την ∆
r

0
n+1(X ). Αφού ο X είναι υπεραριθμήσιμος υπάρχει ένας συνεχής

μονορφισμός τ : 2N ↣ X . Όπως και στην απόδειξη της Πρότασης 3.6.5 το σύνολο
H 1 Ď X ˆ X με

(y, x) P H 1 ðñ y P τ [2N] & (τ´1(y), x) P H

θα ήταν X -καθολικό για την∆
r

0
n+1(X ), που είναι άτοπο από τα προηγούμενα. Εδώ χρη-

σιμοποιούμε ότι το σύνολο τ [2N] ως κλειστό ανήκει στην ∆
r

0
n+1(X ).

Τέλος για την κατασκευή του ζητούμενου J θεωρούμε το σύνολο A = tα P 2N |
α(0) ‰ 0u. Τότε τοA είναι κλειστό-ανοικτό υποσύνολο του 2N, επομένως το J = AˆR
είναι κλειστό-ανοικτό υποσύνολο του 2N ˆR, δηλαδή J P∆

r

0
1(R). Παρατηρούμε ότι

Jα =

#

H, α(0) = 0

R, α(0) = 1.

Αν το P Ď R είναι κλειστό ανοικτό υποσύνολο του R, υπάρχουν ακριβώς δύο περι-
πτώσεις: α) P = H οπότε P = J0⃗, όπου 0⃗ = (0, 0, 0, . . . ) και β) P = R οπότε P = J1⃗,
όπου 1⃗ = (1, 1, 1, . . . ). Επομένως το J είναι 2N-καθολικό για την ∆

r

0
1(R).

Άσκηση 3.6.11. Θεωρούμε έναν συνεχή μονομορφισμό τ : 2N ↣ X και ένα G Ď

2N ˆ X που είναι 2N-καθολικό για την Σ
r

0
n(X ).
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Το σύνολο τ [2N] είναι Πολωνικός χώρος. Ορίζουμε το H Ď τ [2N]ˆ X ως εξής:

(y, x) P H ðñ (τ´1(y), x) P G.

Το H είναι Σ
r

0
n υποσύνολο του τ [2N] ˆ X γιατί είναι η εικόνα του G μέσω του

τοπολογικού ισομορφισμού

(α, x) P 2N ˆ X ↣Ñ (τ(α), x) P τ [2N]ˆ X .

Εφόσον ο τ [2N] ˆ X είναι υπόχωρος του X ˆ X από την Άσκηση 3.3.21 υπάρχει
ένα Σ

r

0
n υποσύνολο J του X ˆ X με H = J X τ [G]ˆ X .

Όπως στο Λήμμα 3.6.6 ορίζουμε το σύνολο

A = tx P X | (x, x) R Ju.

Τότε τοA ανήκει στηνΠ
r

0
n(X ). Έστω προς άτοπο ότιΣ

r

0
n(X ), οπότε υπάρχεια P 2N

με A = Gα. Έχουμε εύκολα ότι Gα = Hτ(α). Επομένως

τ(α) P A ðñ (τ(α), τ(α)) R J

ðñ (τ(α), τ(α)) R H (γιατί (τ(α), τ(α)) P τ [2N]ˆ X )
ðñ τ(α) R Hτ(α) = Gα

ðñ τ(α) R A,

που είναι άτοπο. Άρα A R Σ
r

0
n(X ).

Άσκηση 3.6.12. Λόγω των γνωστών εγκλεισμών μεταξύ των κλάσεων αρκεί να δεί-
ξουμε ότι για κάθε n ě 1 ισχύει Σ

r

0
n(X ) ďc 2N. Σταθεροποιούμε ένα n ě 1. Από την

Πρόταση 3.6.4 υπάρχει ένα σύνολοG Ď 2NˆX που είναι 2N-καθολικό για τηνΣ
r

1
n(X ).

Επομένως για κάθε P P Σ
r

1
n(X ) υπάρχει ένα εP P 2N με P = GεP . Από το Αξίωμα

Επιλογής υπάρχει συνάρτηση

P P Σ
r

1
n(X ) ÞÑ εP P 2N

όπου το εP είναι όπως πιο πάνω. Αυτή η συνάρτηση είναι ένα-προς-ένα γιατί αν έχουμε
P,Q P Σ

r

1
n(X ) με P ‰ Q τότε P = GεP ‰ GεQ = Q και ειδικότερα εP ‰ εQ.

Τέλος έχουμε
Ť

ně1 Σ
r

1
n(N ) ďc Nˆ 2N =c 2

N =c N ăc P(N ).

Επομένως το
Ť

ně1 Σ
r

1
n(N ) είναι γνήσιο υποσύνολο του P(N ) και άρα υπάρχει

A Ď N με A R
Ť

ně1 Σ
r

1
n(N ).

Άσκηση 3.6.13.Υποθέτουμε προς άτοπο ότι υπάρχει κάποιοn0 ě 1 μεP P Π
r

1
n0
(N ).

Τότε P P Π
r

1
n(N ) για κάθε n ě n0. Ορίζουμε την ακολουθία (Pn)ně1 υποσυνόλων του

N ως εξής:

Pn =

#

H, n ă n0,

P, n ě n0,

έτσι που P =
Ť

ně1 Pn.
Όπως έχουμε δει στην απόδειξη του Λήμματος 3.6.3 το συμπλήρωμα cNˆNGn είναι

N -καθολικό για την Π
r

1
n(N ). Για κάθε n ě 1 έχουμε προφανώς Pn P Π

r

1
n(N ) και

άρα υπάρχει αn P N έτσι ώστε το Pn να είναι ίσο με την αn-τομή (cNˆNGn)αn
του

cNˆNGn, η οποία είναι εύκολα ίση με το συμπλήρωμα cNGn
αn

της αn-τομής του Gn.
Έχουμε επομένως Pn = cNGn

αn
για κάθε n ě 1.
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Παίρνουμε α P N με (α)n = αn για κάθε n ě 1. Τότε

α P P ðñ α P
Ť

ně1 Pn

ðñ Dn ě 1 α P Pn

ðñ Dn ě 1 α R Gn
αn

ðñ Dn ě 1 (αn, α) R G
n

ðñ Dn ě 1 ((α)n, α) R G
n

ðñ α R P,

που είναι άτοπο, όπου στην τελευταία ισοδυναμία χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό του P .
Άρα το P δεν είναι προβολικό σύνολο.

Άσκηση 3.7.12. Θεωρούμε το σύνολο P Ď 2N όλων των τελικά μηδενικών ακο-
λουθιών, το οποίο από το Λήμμα 3.7.10 είναι Σ

r

0
2-πλήρες. Το σύνολο P είναι εύκολα

αριθμήσιμο. Αν για κάθε Σ
r

0
2 σύνολο A Ď N υπήρχε ένα-προς-ένα συνεχής αναγωγή f

από το A στο P , τότε θα ήταν ισοπληθικό με το P και άρα θα ήταν αριθμήσιμο. Αυτό
όμως είναι άτοπο, γιατί υπάρχουνΣ

r

0
2 σύνολα που είναι υπεραριθμήσιμα, ο ίδιος ο χώρος

του Baire για παράδειγμα.
Σχόλιο.Προκύπτει από ένα αποτέλεσμα του Steel?? ότι ηΣ

r

0
n-πληρότητα όπου n ě

3, επαληθεύεται από μία ένα-προς-ένα συνεχή αναγωγή.

Άσκηση 3.8.8. Θεωρούμε μια αριθμήσιμη βάση V = tVn | n P Nu της τοπολογίας
του X που αποτελείται από κλειστά-ανοικτά σύνολα. Τότε το U γράφεται ως αριθμή-
σιμη ένωση

Ť

iPN Vki . Επαναλαμβάνουμε την απόδειξη της Πρότασης 3.8.2 με το Vki

στη θέση του Qi και το U στη θέση του P .
Οι επόμενοι ισχυρισμοί είναι άμεσοι από τις Προτάσεις 3.8.4 και 3.8.6.

Άσκηση 3.8.9. Θεωρούμε μια αριθμήσιμη βάση V = tVn | n P Nu του X που
αποτελείται από κλειστά-ανοικτά σύνολα.

Επειδή F1 X F2 = H έχουμε για κάθε x P X ότι x R F1 ή x R F2. Αφού τα F1, F2

είναι κλειστά για κάθε x P X υπάρχει n P N με x P Vn και

Vn X F1 =H ή Vn X F2 =H.

Θέτουμε nx = το ελάχιστο n P N όπως πιο πάνω και I = tnx P N | x P X u. Για
κάθε n P I ορίζουμε

Un = Vn z
Ť

măn,mPI Vm,

έτσι που κάθε Un είναι κλειστό-ανοικτό υποσύνολο του Vn, Un X Um = H για κάθε
m ‰ n με m,n P I , και

Ť

nPI Un =
Ť

nPI Vn = X , όπου στην τελευταία ισότητα
χρησιμοποιούμε ότι x P Vnx

για κάθε x. Ειδικότερα για κάθε x P X υπάρχει μοναδικό
n P I με x P Un.

Στη συνέχεια θέτουμε J = tn P I | Un X F1 ‰ Hu και

C =
Ť

nPJ Un.

Ισχυριζόμαστε ότι το C είναι το ζητούμενο σύνολο.
Αν x P F1 θεωρούμε το μοναδικό n P I με x P Un, οπότε Un XF1 ‰ H. Άρα n P J

και αφού x P Un συμπεραίνουμε ότι x P C. Επομένως F1 Ď C.
Αν x P C τότε υπάρχει n P J με x P Un. Επειδή n P J έχουμε Un X F1 ‰ H και

αφού Un Ď Vn ισχύει επίσης VnXF1 ‰ H. Από την επιλογή των στοιχείων του I ισχύει
VnXF1 =H ή VnXF2 =H. (Το n P J Ď I είναι της μορφής ny για κάποιο y P X που
δεν είναι απαραίτητα το ίδιο με το x). Αφού δεν είμαστε στην περίπτωση VnXF1 =H
θα είμαστε αναγκαστικά στην VnXF2 =H. Επειδή x P Un Ď Vn προκύπτει ότι x R F2.
Συνεπώς C X F2 =H.
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Μέχρι στιγμής έχουμε αποδείξει ότι το C διαχωρίζει το F1 από το F2. Απομένει
να δείξουμε ότι το C είναι κλειστό-ανοικτό σύνολο. Από τον ορισμό του είναι ανοικτό
σύνολο ως ένωση ανοικτών. Για να δείξουμε ότι είναι κλειστό ισχυριζόμαστε ότι

x R C ðñ Dn R J x P Un

για κάθε x P X , απ’ όπου προκύπτει ότι το συμπλήρωμα του C είναι ένωση ανοικτών
συνόλων και επομένως ανοικτό. Επομένως αν δείξουμε την προηγούμενη ισοδυναμία θα
έχουμε ότι το C είναι κλειστό σύνολο.

Για την ευθεία κατεύθυνση θεωρούμε x R C και το μοναδικό n με x P Un. Αν ήταν
n P J τότε από τον ορισμό του C θα είχαμε x P C, άτοπο. Άρα n R J . Αντίστροφα αν
x P Un για κάποιο n R J τότε για κάθε m P J ισχύει n ‰ m και άρα Un X Um = H.
Επομένως x R Um για κάθε m P J , δηλαδή x R C.

Κεφάλαιο 4

Άσκηση 4.1.9.Πρέπει να δείξουμε ότι η κλειστότητα ως προς την αριθμήσιμη ένωση
υποσυνόλων του X είναι ισοδύναμη με την κλειστότητα ως προς την αριθμήσιμη τομή
(υποσυνόλων του X) παρουσία των άλλων δύο ιδιοτήτων της σ-άλγεβρας.

Θεωρούμε ότι ηA είναι σ-άλγεβρα και παίρνουμε μια ακολουθία (An)nPN από υπο-
σύνολα του X που ανήκουν στην A. Τότε

X z
Ş

nPN An =
Ť

nPN X z An.

Αφού An P A έχουμε ότι X z An P A για κάθε n P N, και από την κλειστότητα ως
προς αριθμήσιμη ένωση έχουμε ότι

Ť

nPN X zAn P A. Προκύπτει ότιX z
Ş

nPN An P A
και άρα

Ş

nPN An P A. Καταλήγουμε ότι ηA είναι κλειστή ως προς των αριθμήσιμη τομή
υποσυνόλων του X .

Η αντίστροφη κατεύθυνση αποδεικνύεται όμοια.

Άσκηση 4.1.10. Ορίζουμε τις οικογένειες F1,F2,F3,F4 ως εξής

F1 = tA Ď P(X) | η A είναι σ-άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του Xu

F2 = tA Ď P(X) | η A είναι σ-άλγεβρα που περιέχει τα κλειστά υποσύνολα του Xu

F3 = tA Ď P(X) | η A είναι κλειστή ως προς αριθμήσιμες ενώσεις/τομές και
περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του Xu

F4 = tA Ď P(X) | η A είναι κλειστή ως προς αριθμήσιμες ενώσεις/τομές και
περιέχει τα κλειστά υποσύνολα του Xu.

Πρέπει να δείξουμε ότι
Ş

F1 =
Ş

F2 =
Ş

F3 =
Ş

F4. Είναι εύκολο να δει κανείς
ότι η τομή κάθε μίας από αυτές τις οικογένειες ικανοποιεί την αντίστοιχη ιδιότητα της
οικογένειας, δηλαδή ισχύει

Ş

Fi P Fi για κάθε i = 1, 2, 3, 4.
Κάθε σ-άλγεβρα A στο X που περιέχει τα ανοικτά σύνολα περιέχει επίσης και τα

κλειστά. Αυτό συμβαίνει γιατί κάθε κλειστό σύνολο είναιGδ και ειδικότερα είναι αριθ-
μήσιμη τομή στοιχείων τηςA. ΗA ως σ-άλγεβρα είναι κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες
τομές (Άσκηση 4.1.9).

Επομένως κάθε στοιχείο τηςF1 είναι και στοιχείο τηςF2. Αντίστροφα αν ηA είναι
σ-άλγεβρα που περιέχει τα κλειστά σύνολα, τότε περιέχει και τα ανοικτά, γιατί κάθε
ανοικτό σύνολο είναι Fσ και άρα αριθμήσιμη ένωση στοιχείων της A. Προκύπτει ότι
F1 = F2 και άρα

Ş

F1 =
Ş

F2.
Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο δείχνει κανείς ότιF3 = F4 και επομένως

Ş

F3 =
Ş

F4.
Απομένει να δείξουμε ότι

Ş

F1 =
Ş

F3. Από την Άσκηση 4.1.9 κάθε σ-άλγεβρα
είναι κλειστή ως προς αριθμήσιμες ενώσεις και αριθμήσιμες τομές, άρα F1 Ď F3 και
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επομένως
Ş

F3 Ď
Ş

F1 = B|X . Για την αντίστροφη συμπερίληψη θεωρούμε την οικο-
γένεια

A0 =
č

F3

č

tA Ď X | X z A P F3u

και δείχνουμε ότι η A0 είναι σ-άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά σύνολα. Από αυτό
προκύπτει ότι B|X Ď A0 και άρα

č

F1 = B|X Ď A0 Ď
č

F3.

Αν το V είναι ανοικτό υποσύνολο του X τότε προφανώς ανήκει στην
Ş

F3. Επι-
πλέον το C = X z V είναι κλειστό σύνολο και άρα Gδ , δηλαδή αριθμήσιμη τομή ανοι-
κτών συνόλων. Ειδικότερα το C είναι αριθμήσιμη τομή στοιχείων της

Ş

F3 και αφού
Ş

F3 P F3 (ειδικότερα η
Ş

F3 είναι κλειστή ως προς αριθμήσιμες τομές) έχουμε ότι
C = X z V P

Ş

F3. Συνεπώς V P A0.
Είναι σαφές ότι ηA0 είναι κλειστή ως προς το συμπλήρωμα και ότι τα σύνολαH, X

(ως ανοικτά) ανήκουν στην A0. Θεωρούμε μια ακολουθία (An)nPN στοιχείων της A0.
Πρέπει να δείξουμε ότι

Ť

nPN An P A0.
ΈχουμεAn P

Ş

F3 για κάθεn P N και εφόσον η τελευταία οικογένεια είναι κλειστή
ως προς αριθμήσιμες ενώσεις έχουμε

Ť

nPN An P
Ş

F3. Επιπλέον X z An P
Ş

F3 για
κάθε n P N και εφόσον η τελευταία οικογένεια είναι κλειστή ως προς αριθμήσιμες τομές
έχουμε

Ş

nPN X z An = X z
Ť

nPN An P
Ş

F3.

Αφού
Ť

nPN An P
Ş

F3 καιX z
Ť

nPN An P
Ş

F3 έχουμε
Ť

nPN An P A0. Καταλή-
γουμε ότι η A0 είναι σ-άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του X .

Άσκηση 4.1.11. Όπως η λύση της Άσκησης 3.6.13.

Άσκηση 4.2.14. Για κάθε σύνολο U Ď Y έχουμε

f´1[U ] =
(
f´1
1 [U ]XB

)
Y

(
f´1
2 [U ]X (X z B)

)
.

Αν το U είναι ανοικτό τότε τα σύνολα f´1
1 [U ], f´1

2 [U ] είναι Borel υποσύνολα του
X . Επιπλέον εφόσον το B είναι Borel και η B|X είναι σ-άλγεβρα έχουμε ότι τα σύνολα

X z B, f´1
1 [U ]XB, f´1

2 [U ]X (X z B),(
f´1
1 [U ]XB

)
Y

(
f´1
2 [U ]X (X z B)

)
= f´1[U ]

είναι Borel.

Άσκηση 4.2.15. Θεωρούμε μετρικούς χώρους X , Y , Z και Borel-μετρήσιμες συ-
ναρτήσεις

f : X Ñ Y, g : Y Ñ Z.

Τότε για κάθε ανοικτό U Ď Z το σύνολο g´1[U ] είναι Borel υποσύνολο του Y και
από την Πρόταση 4.2.2 η αντίστροφη εικόνα

f´1[g´1[U ]] = (g ˝ f)´1[U ]

είναι Borel υποσύνολο του X .

Άσκηση 4.2.16. Για κάθε (xi)iPN P
ś

iPN Xi έχουμε

(xi)iPN P
ź

iPN
Bi ðñ @n xn P Bn ðñ @n prn((xi)iPN) P Bn

όπου prn :
ś

iPN Xi Ñ Xn είναι η προβολή (xi)iPN ÞÑ xn, η οποία είναι προφανώς
συνεχής.

Από την κλειστότητα της κλάσης των Borel συνόλων ως προς συνεχή αντικατά-
σταση και τον τελεστή @N προκύπτει το ζητούμενο.
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Η απόδειξη του ισχυρισμού για πεπερασμένα το πλήθος Borel σύνολα B0, . . . , Bn

είναι όμοια.

Άσκηση 4.2.17. Θεωρούμε τις προβολές

prn :
ź

iPN
Yi Ñ Yn : (yi)iPN ÞÑ yn

όπου n P N έτσι που για κάθε συνάρτηση

f : X Ñ
ź

nPN
Yn : f = (fn)nPN

έχουμε fn = prn ˝ f για κάθε n.
Αν η f είναι Borel-μετρήσιμη τότε από την Άσκηση 4.2.15 κάθε σύνθεση prn ˝ f =

fn είναι Borel-μετρήσιμη.
Αντίστροφα υποθέτουμε ότι κάθε fn είναι Borel-μετρήσιμη συνάρτηση. Θεωρούμε

ένα βασικό ανοικτό W Ď
ś

nPN Yn. Εφόσον το U είναι ανοικτό, υπάρχουν ανοικτά
σύνολα Ui Ď Yi, i = . . . , n (για κάποιο n P N) ώστε

W = U0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Un ˆ Yn+1 ˆ Yn+2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ . . . .

Τότε για κάθε x P X έχουμε
x P f´1[W ] ðñ (fn(x))nPN PW

ðñ @k ď n fk(x) P Uk

ðñ x P
Ş

kďn f
´1
k [Uk].

Εφόσον κάθε fk είναι Borel-μετρήσιμη το σύνολα f´1
0 [U0], . . . , f

´1
n [Un] είναι Borel.

Προκύπτει από τα προηγούμενα ότι το f´1[W ] είναι επίσης Borel.
Αν τώρα τοW είναι τυχαίο ανοικτό υποσύνολο του

ś

nPN Yn τότε είναι αριθμήσιμη
ένωση βασικών ανοικτών συνόλων Wi, i P N. Επομένως το σύνολο

f´1[W ] = f´1[
Ť

iPN Wi] =
Ť

iPN f´1[Wi]

είναι Borel.
Η απόδειξη του ισχυρισμού για συναρτήσεις της μορφής f = (f0, . . . , fn) είναι

όμοια.

Άσκηση 4.2.18. Αν οι f, g : X Ñ R είναι Borel-μετρήσιμες τότε από την Άσκηση
4.2.17 η συνάρτηση

H : X Ñ R2 : H(x) = (f(x), g(x))

είναι επίσης Borel-μετρήσιμη.
Επειδή η συνάρτηση της πρόσθεσης + : R2 Ñ R είναι συνεχής, πάλι από την

Άσκηση 4.2.17 έχουμε ότι η σύνθεση
+ ˝H : X Ñ R : x ÞÑ f(x) + g(x),

δηλαδή η συνάρτηση f + g, είναι Borel-μετρήσιμη. Ο ισχυρισμός για τη μετρησιμότητα
των υπόλοιπων συναρτήσεων αποδεικνύεται όμοια. Υπενθυμίζεται ότι

maxtf, gu =
f + g + |f ´ g|

2
, mintf, gu =

f + g ´ |f ´ g|

2
.

Άσκηση 4.2.19. Θεωρούμε Πολωνικούς χώρους X , Y και μια Borel-μετρήσιμη συ-
νάρτηση f : X Ñ Y . Όπως στην απόδειξη της Πρότασης 3.5.4 έχουμε

(x, y) P Graph(f) ðñ @s (y P Vs ÝÑ f(x) P Vs)

ðñ @s (y R Vs _ f(x) P Vs).

Είναι τότε σαφές από τις ιδιότητες κλειστότητας της κλάσης των Borel συνόλων
ότι το Graph(f) είναι Borel υποσύνολο του X ˆ Y .
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Άσκηση 4.2.20. Άμεση από την Άσκηση 3.5.15 εφόσον κάθε Borel-μετρήσιμη συ-
νάρτηση είναι και ∆

r

1
n μετρήσιμη για κάθε n ě 1.

Άσκηση 4.3.5. Θεωρούμε έναν Πολωνικό χώρο X και ένα υπεραριθμήσιμο Borel
B Ď X . Από τηνΠρόταση 4.3.4 υπάρχει ένα κλειστόF Ď N και μια συνεχής συνάρτηση
π : N Ñ X έτσι ώστε ο περιορισμός π|F είναι ένα-προς-ένα και π[F ] = B.

Αν τοF ήταν αριθμήσιμο σύνολο τότε και τοB = π[F ] θα ήταν αριθμήσιμο, άτοπο.
Επομένως το F είναι υπεραριθμήσιμο και αφού είναι Πολωνικός χώρος (ως κλειστό
υποσύνολο του N ) υπάρχει ένας συνεχής μονομορφισμός τ : 2N ↣ F . Παίρνουμε
P = (π ˝ τ)[2N] έτσι που P Ď π[F ] = B και το P είναι η συνεχής ένα-προς-ένα εικόνα
του συμπαγούς χώρου 2N. Επομένως το P είναι τοπολογικά ισομορφικό με τον 2N. Το
P είναι φυσικά τέλειο υποσύνολο του B.

Άσκηση 4.3.6. Θεωρούμε το σύνολοG όλων των σημείων x P R στα οποία υπάρχει
η παράγωγος της f στο R. Τότε από την Άσκηση 3.3.16 τοG είναιΠ

r

0
3, ειδικότερα είναι

Borel. Συνεχίζουμε όπως στη λύση της Άσκησης 4.3.5 με B = G.

Άσκηση 4.3.7. Εφόσον T Ď T 1 τότε κάθε σ-άλγεβρα που περιέχει τα T 1-ανοικτά
περιέχει και τα T -ανοικτά. Επομένως αν συμβολίσουμε με A1 και A τις οικογένειες
όλων των σ-αλγεβρών που περιέχουν τα T 1-ανοικτά και T -ανοικτά αντίστοιχα έχουμε
A1 Ď A. Άρα η τομή

Ş

A είναι υποσύνολο της τομής
Ş

A1, δηλαδή

B(X , T ) =
Ş

A Ď
Ş

A1 = B(X , T ).

Με άλλα λόγια κάθε T -Borel σύνολο είναι και T 1-Borel.
Για την αντίστροφη κατεύθυνση θεωρούμε την ταυτοτική συνάρτηση id : (X , T 1)Ñ

(X , T ) η οποία είναι προφανώς ένα-προς-ένα και συνεχής επειδή T Ď T 1. Από το Θε-
ώρημα 4.3.3 έχουμε ότι για κάθε T 1-Borel σύνολο B Ď X η εικόνα id[B] = B είναι
T -Borel.

Άσκηση 4.3.8. Θεωρούμε έναν μηδενοδιάστατο Πολωνικό χώρο X και ένα Gδ σύ-
νολο P Ď X . Το P με τη σχετική τοπολογία είναι επίσης μηδενοδιάστατος τοπολογικός
χώρος. Για να το δούμε αυτό θεωρούμε μια βάση V για τον X που αποτελείται από
κλειστά-ανοικτά σύνολα. Για κάθε V P V το σύνολο V XP είναι κλειστό-ανοικτό υπο-
σύνολο του P . Επιπλέον αν τοW είναι ανοικτό στον P τότε υπάρχει ανοικτό U στον X
μεW = U XP και για κάθε x PW υπάρχει V P V με x P V Ď U , άρα x P V XP ĎW .
Αυτό δείχνει ότι η οικογένεια VP = tV X P | V P Vu κλειστών-ανοικτών υποσυνόλων
του P είναι βάση για τον P .

Εφόσον το P είναι Gδ από το Θεώρημα 2.1.8 το P είναι Πολωνικός χώρος. Επομέ-
νως από το Θεώρημα 2.6.10 ο P είναι τοπολογικά ισομορφικός με ένα κλειστό C Ď N .
Ας συμβολίσουμε με g τον τοπολογικό ισομορφισμό από το C στο P . Πρέπει να επε-
κτείνουμε την g σε όλο τον N . Από την Άσκηση 2.5.24 υπάρχει συνεχής f : N Ñ C
με f(α) = α για κάθε α P C. Προκύπτει ότι η π : N Ñ X : π = g ˝ f είναι συνεχής,
ένα-προς-ένα στο C και ικανοποιεί π[C] = g[C] = P . Με άλλα λόγια το P είναι η συ-
νεχής ένα-προς-ένα εικόνα ενός κλειστού υποσυνόλου του N . Μάλιστα η αντίστροφη
π´1 : P Ñ C είναι η ίδια με την g´1 που είναι και αυτή συνεχής.

Άσκηση 4.3.9.

Άσκηση 4.4.10.

Άσκηση 4.4.11.

Άσκηση 4.4.12. Θεωρούμε το σύνολο P της Άσκησης 4.1.11,

α P P ðñ @n((α)n, α) P G
n,
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όπου το Gn Ď N ˆN που είναι N -καθολικό για την Σ
r

0
n(N ). Όπως έχει δειχθεί στην

πιο πάνω άσκηση το P δεν ανήκει στην Σ
r

0
n(N ) για κάθε n ě 1.

Αν για κάθε n ě 1 θέσουμε Pn = tα | ((α)n, α) P Gnu τότε το Pn είναι Σ
r

0
n

υποσύνολο του N και P =
Ş

ně1 Pn. Επομένως το P είναι Π
r

0
ω υποσύνολο του N .

Το συμπλήρωμα Q = N z P είναι Σ
r

0
ω υποσύνολο του N . Αν είχαμε Q P Σ

r

0
n(N )

για κάποιο n ě 1 τότε θα είχαμε επίσης Q P Π
r

0
n+1(N ) και επομένως P P Σ

r

0
n+1(N ),

που είναι άτοπο. Άρα τοQ είναιΣ
r

0
ω υποσύνολο τουN που δεν ανήκει στηνΣ

r

0
n(N ) για

κάθε n ě 1.

Κεφάλαιο 5

Άσκηση 5.1.7. Έχουμε για κάθε y P Y ,

y P f [A] ðñ Dx (x P A & (x, y) P Graph(f)).

Από την Άσκηση 4.2.19 το γράφημα της f είναι Borel σύνολο και από το Πόρισμα
4.1.7 είναι και Σ

r

1
n. Από τις ιδιότητες κλειστότητας της Σ

r

1
n έχουμε ότι το f [A] είναι

Σ
r

1
n σύνολο.

Άσκηση 5.1.8.

Άσκηση 5.2.5.

Άσκηση 5.2.6.

Άσκηση 5.2.7.Θεωρούμε Πολωνικούς χώρουςX ,Y και μια συνάρτηση f : X Ñ Y .
Αν η f είναι Borel-μετρήσιμη τότε είναι και Σ

r

1
1-μετρήσιμη καθώς κάθε Borel σύνολο

είναι και Σ
r

1
1 σύνολο. Αν η f είναι Σ

r

1
1-μετρήσιμη τότε από την Πρόταση 3.5.3 είναι και

∆
r

1
1-μετρήσιμη. Επομένως η αντίστροφη εικόνα f´1[U ] κάθε ανοικτού U Ď Y είναι

∆
r

1
1 υποσύνολο του X . Από το Θεώρημα του Souslin το f´1[U ] είναι Borel σύνολο και

επομένως η f είναι Borel-μετρήσιμη.

Άσκηση 5.2.8.

Άσκηση ??.

Άσκηση ??.

Άσκηση ??.

Άσκηση ??.

Άσκηση ??.

Άσκηση ??.

Άσκηση ??.

Άσκηση ??.

Άσκηση ??.
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Κεφάλαιο ??

Άσκηση ??.

Κεφάλαιο ??

Άσκηση ??.

Κεφάλαιο ??

Άσκηση ??.
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