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07/09/2022

ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2 Ω

ΘΕΜΑ 1: (1,5 μ.) Δίνεται η συνάρτηση u(x, y) = e−y cosx + 3x2y − y3, x, y ∈ R. Να
βρείτε ολόμορφη συνάρτηση f : C → C ώστε Ref = u, f(0) = 1− i.

ΘΕΜΑ 2: (1,5 μ.) Να αναπτύξετε σε σειρά Laurent γύρω από το σημείο z0 = 1 τη συνάρτηση

f(z) =
1

z2
− 1

3− z
,

στο δακτύλιο ∆ = { z ∈ C : 1 < |z − 1| < 2 }.

ΘΕΜΑ 3: (i) ( 1 μ.) ΄Εστω f : C → C ολόμορφη και z0 ∈ C με f(z0) = 0. Να δείξετε ότι
υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση φ : C → C τέτοια ώστε

f(z) = (z − z0)φ(z), ∀z ∈ C, φ(z0) = f ′(z0), φ′(z0) = f ′′(z0)/2.

(ii)( 2 μ.) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα

∫
γ

z

(ez − e−z)2
dz , όπου γ(t) = 4eit, t ∈ [0, 2π].

ΘΕΜΑ 4 : (1,5 μ.) Με αποκλειστική χρήση Μιγαδικής Ανάλυσης να δείξετε ότι∫ 2π

0

dt

(2 + cos t)2
=

4π

3
√
3
.

ΘΕΜΑ 5 : (i)( 1,5 μ.) ΄Εστω f ολόμορφη και φραγμένη στον τρυπημένο ανοικτό δίσκο
D(z0, r) \ {z0}, z0 ∈ C, 0 < r ≤ ∞. Να δείξετε ότι το z0 είναι αιρόμενο ανώμαλο σημείο της f .
[Υπόδειξη: Να χρησιμοποιήσετε τους ολοκληρωτικούς τύπους για τους συντελεστές του αναπτύγματος

Laurent.]

(ii)( 1 μ.) ΄Εστω f : C \ {0} → C ολόμορφη τέτοια ώστε

|f(z)| ≥ 1

|z|
, ∀ z ∈ C \ {0}, f(1) = 1.

Να δείξετε ότι f(z) =
1

z
, ∀ z ∈ C \ {0}.
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