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Άζθεζε 4 

Πξνζδηνξηζκόο ηνπ κέηξνπ ζηξέςεο πιηθνύ 

κε ηε κέζνδν ηνπ ζηξνθηθνύ εθθξεκνύο 

 
4.1.  θνπόο 

θνπφο ηεο άζθεζεο είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ηνπ κέηξνπ ζηξέςεο πιηθνχ κε ηε κέζνδν ηνπ 

ζηξνθηθνχ εθθξεκνχο. 

 

4.2.  Δηζαγσγή 

4.2.1.  Σα κέηξα ειαζηηθόηεηαο ησλ ζηεξεώλ 

Έλα ζψκα ππφ ηελ επίδξαζε εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ παξακνξθψλεηαη. Οη παξακνξθψζεηο 

απηέο, εθ‟ φζνλ δελ ππεξβαίλνπλ νξηζκέλα φξηα, παχνπλ λα ππάξρνπλ ακέζσο κφιηο πάςνπλ 

λα επηδξνχλ νη δπλάκεηο, νπφηε ην ζψκα επαλέξρεηαη ζηελ αξρηθή ηνπ θαηάζηαζε. Σέηνηνπ 

είδνπο παξακνξθψζεηο νλνκάδνληαη ειαζηηθέο. 

        Ζ ειαζηηθφηεηα ελφο ζψκαηνο εθδειψλεηαη:  

(α) θαηά ηνλ εθειθπζκφ θαη ζιίςε, 

(β) θαηά ηε δηάηκεζε θαη ζηξέςε, 

(γ) θαηά ηελ νκνηφκνξθε ζπκπίεζε απφ φιεο ηηο δηεπζχλζεηο. 

        Κάζε είδνο παξακφξθσζεο ραξαθηεξίδεηαη απφ έλα κέγεζνο πνπ εμαξηάηαη απφ ην 

πιηθφ. 

        Ζ ειαζηηθφηεηα ελφο ζψκαηνο δηέπεηαη απφ ηνλ ζεκειηψδε λφκν ηνπ Hooke. Καηά ηνλ 

λφκν απηφλ νη ειαζηηθέο παξακνξθψζεηο πνπ αλαπηχζζνληαη ζε έλα ζψκα είλαη αλάινγεο 

ησλ εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ πνπ ηηο πξνθαινχλ, εθ‟ φζνλ απηέο είλαη κηθξέο. Δίλαη ζθφπηκν ηα 

ηξία είδε παξακνξθψζεσλ λα κειεηεζνχλ ρσξηζηά. 

 

(α) Δθειθπζκόο  

Έζησ κηα ξάβδνο κε κήθνο l θαη δηάκεηξν  2r << l, ην αξηζηεξφ άθξν ηεο νπνίαο είλαη 

ζηεξεσκέλν, φπσο θαίλεηαη ζην ρ. 4.1. 

        Ζ ξάβδνο δέρεηαη ηελ επίδξαζε κηαο δχλακεο  F θαηά κήθνο ηνπ άμνλά ηεο.  Καηά ηνλ 

εθειθπζκφ, ν λφκνο ηνπ Hooke έρεη ηελ αθφινπζε κνξθή: 
 

l F

l S



                                                              (4.1) 

 

φπνπ Γl είλαη ε επηκήθπλζε ηεο ξάβδνπ θαη S ην εκβαδφλ ηεο δηαηνκήο ηεο.  

 
ρήκα 4.1. 
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        Ζ Δμ. (4.1) δειψλεη φηη ε ζρεηηθή επηκήθπλζε, Γl/l, είλαη αλάινγε πξνο ηελ ηάζε, F/S, 

πνπ ηελ πξνθαιεί. 

        ηε ζρέζε 4.1, ν ζπληειεζηήο α νλνκάδεηαη ζπληειεζηήο εθειθπζκνύ ηνπ πιηθνύ ηεο 

ξάβδνπ, ελψ ην κέγεζνο Δ = 1/α είλαη γλσζηφ σο κέηξν ειαζηηθόηεηαο ή κέηξν ηνπ Young. 

 

(β) Γηάηκεζε θαη ζηξέςε  

Καηά ηε δηάηκεζε (ρ. 4.2), ζχκθσλα κε ην λφκν ηνπ Hooke, έρνπκε 
 

F

S
                                                                (4.2) 

 

δειαδή ε γσλία δηάηκεζεο, θ, είλαη αλάινγε πξνο ηε δηαηκεηηθή ηάζε, F/S.  

 

 
ρήκα 4.2. 

 

 

ηε ζρέζε 4.2, β είλαη ν ζπληειεζηήο δηάηκεζεο ή ζηξέςεο ηνπ πιηθνχ, ελψ ην αληίζηξνθφ 

ηνπ G=l/β  είλαη γλσζηφ σο κέηξν δηάηκεζεο ή ζηξέςεο. 

 

(γ) Οκνηόκνξθε ζπκπίεζε  

Καηά ηελ νκνηφκνξθε ζπκπίεζε ηνπ ζψκαηνο απφ φιεο ηηο δηεπζχλζεηο, ν λφκνο ηνπ Hooke 

έρεη ηελ αθφινπζε κνξθή: 
 

V
p

V



                                                              (4.3) 

 

φπνπ V είλαη ν φγθνο ηνπ ζψκαηνο, ΓV ε κεηαβνιή ηνπ φγθνπ, πνπ νθείιεηαη ζηε κεηαβνιή 

Γp ζηελ πίεζε, θαη θ ν ζπληειεζηήο ειαζηηθόηεηαο όγθνπ, ελψ ην κέγεζνο Β = 1/θ 

νλνκάδεηαη κέηξν ειαζηηθόηεηαο όγθνπ.  

 

Λόγνο ηνπ Poisson. Γηα ξάβδν κε ζρεηηθά κεγάιε δηάκεηξν, κπνξεί θαλείο λα παξαηεξήζεη 

ηε κεηαβνιή ηεο εγθάξζηαο δηαηνκήο ηεο, Γd, πνπ ζπλνδεχεη ηελ επηκήθπλζή ηεο θαηά Γl, 

(ρ. 4.3). 

        Γηα κηθξέο παξακνξθψζεηο ε ζρεηηθή κεηαβνιή ηεο εγθάξζηαο δηαηνκήο είλαη αλάινγε 

πξνο ηε ζρεηηθή επηκήθπλζε, δειαδή: 
 

d l

d l


 
 

 
                                                           (4.4) 
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Ο ιφγνο  
 

d d

l l



 


                                                        (4.5) 

 

είλαη γλσζηφο σο ιόγνο ηνπ Poisson.  
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        Ο ζπληειεζηήο εθειθπζκνχ, α, ν ζπληειεζηήο δηάηκεζεο, β, θαη ν ιφγνο ηνπ Poisson, κ, 

ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε ηε ζρέζε: 
 

β = 2α(1+κ)                                                           (4.6) 
 

        Δπνκέλσο γηα ηα ηζφηξνπα ζψκαηα αξθεί λα γλσξίδνπκε ηνπο δχν απφ ηνπο ηξεηο απηνχο 

ζπληειεζηέο. 

 

4.2.2.  Η θαηεπζύλνπζα ξνπή ζύξκαηνο 
 

Έζησ έλα ζχξκα κήθνπο l θαη αθηίλαο r, ην έλα άθξν ηνπ νπνίνπ είλαη παθησκέλν ελψ ζην 

άιιν ηνπ άθξν αζθείηαη ξνπή ζηξέςεο, Μ. Ζ γσλία ζηξέςεο, θ, ηνπ ειεχζεξνπ άθξνπ είλαη 

αλάινγε ηεο ξνπήο ζηξέςεο θαη ηζρχεη ε ζρέζε 
 

Μ = Dθ                                                              (4.7) 
 

φπνπ ν ζπληειεζηήο D είλαη γλσζηφο σο θαηεπζχλνπζα ξνπή ηνπ ζχξκαηνο, απφ ην πιηθφ θαη 

ηηο δηαζηάζεηο ηνπ νπνίνπ θαη εμαξηάηαη. 

        Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ D, ζπλαξηήζεη ησλ δηαζηάζεσλ ηνπ ζχξκαηνο θαη ηνπ κέηξνπ 

ζηξέςεο, G, ηνπ πιηθνχ, ην ζχξκα ζεσξείηαη φηη απνηειείηαη απφ πνιινχο πνιχ ιεπηνχο 

θπιηλδξηθνχο ρηηψλεο. Αο ζεσξήζνπκε έλαλ ηέηνην ρηηψλα κε αθηίλα x θαη πάρνο dx (ρ. 4.4). 

        Αλ ζην ειεχζεξν άθξν ηνπ αζθεζεί δεχγνο δπλάκεσλ dF, πνπ ηζνδπλακεί κε ξνπή 

ζηξέςεο dM = 2xdF, ηφηε απηφ ην άθξν ζα ζηξαθεί θαηά γσλία θ, πνπ ηζνδπλακεί κε ζηξνθή 

ηεο γελέηεηξαο ΓΑ θαηά ηε γσλία γ. 

        χκθσλα κε ην λφκν ηνπ Hooke (Δμ. 4.2), ε γσλία γ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 
 

2

2

2

dF dM dM

dS xdS x dx
   


                                             (4.8) 

 

        Γηα κηθξέο γσλίεο, γ, ην ηφμν ΑΒ είλαη 
 

AB y l x                                                            (4.9) 
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θαη επνκέλσο 

x

l


                                                               (4.10) 

 

        Αληηθαζηζηψληαο ηελ Δμ. (4.10) ζηελ (4.8), παίξλνπκε 
 

32 x dx
dM

l

 


                                                        (4.11) 

 

        Γηα φινπο ηνπο ρηηψλεο κε αθηίλεο κεηαμχ x = 0 θαη x = r, ε γσλία ζηξέςεο, θ, έρεη ηελ 

ίδηα ηηκή θαη επνκέλσο ε νιηθή ξνπή πνπ απαηηείηαη γηα ηε ζηξέςε ηνπ ζχξκαηνο είλαη  
 

4
3

0 0

2

2

M r r
M dM x dx

l l

 


 
                                         (4.12) 

 

        Ζ θαηεπζχλνπζα ξνπή ηνπ ζχξκαηνο, D = M/θ, είλαη 
 

4

2

r
D

l




                                                           (4.13) 

 

ή ηειηθά 
 

4

2

r
D G

l


                                                          (4.14) 

 

φπνπ G ην κέηξν ζηξέςεο ηνπ πιηθνχ ηνπ ζχξκαηνο. 

 

 

 



 53 

 

4.3.  Μέζνδνο 
 

Απφ ηελ Δμ. (4.14) πξνθχπηεη φηη, αλ πξνζδηνξηζηεί πεηξακαηηθά ε θαηεπζχλνπζα ξνπή ηεο 

ζχξκαηνο κε γλσζηέο δηαζηάζεηο, εχθνια ππνινγίδεηαη ην κέηξν ζηξέςεο ηνπ πιηθνχ ηνπ 

ζχξκαηνο. 

 

 
 

ρήκα 4.5. 

 

 

Έηζη, αλ ην ζχζηεκα ηνπ ρ. 4.5, ζην νπνίν έλα αμνληθά ζπκκεηξηθφ ζηεξεφ ζψκα είλαη 

ζπλδεδεκέλν κε ην ζχξκα πνπ κειεηάηαη έηζη ψζηε ν άμνλάο ηνπ λα ζπκπίπηεη κε ην ζχξκα, 

ζηξαθεί θαηά γσλία θ απφ ηε ζέζε ηζνξξνπίαο, ε ξνπή επαλαθνξάο πνπ αζθεί ην ζχξκα είλαη 
 

M D                                                            (4.15)  
 

φπνπ ην αξλεηηθφ πξφζεκν δείρλεη φηη ε θνξά ηεο Μ είλαη αληίζεηε ηεο γσλίαο ζηξέςεο, θ. 

        Αλ ην ζψκα αθεζεί λα εθηειέζεη ειεχζεξεο ζηξνθηθέο ηαιαληψζεηο, ε δηαθνξηθή 

εμίζσζε πνπ δηέπεη απηέο ηεο ηαιαληψζεηο είλαη 
 

2

2

d
I M
dt


                                                          (4.16) 

 

πνπ ζεκαίλεη φηη ην γηλφκελν ηεο ξνπήο αδξάλεηαο, Η, ηνπ ζψκαηνο επί ηελ γσληαθή ηνπ 

επηηάρπλζε d
2
θ/dt

2
 είλαη ίζν κε ηε ξνπή, Μ, πνπ αζθεί ην ζχξκα πάλσ ζην ζψκα. Δπνκέλσο 

απφ ηεο Δμ. (4.15) θαη (4.16), πξνθχπηεη φηη 
 

2

2
0

d
I D
dt


                                                       (4.17) 

ή  
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2
2

2
0

d

dt


                                                         (4.18) 

φπνπ 
 

D

I
                                                            (4.19) 

 

είλαη ε γσληαθή ζπρλφηεηα ησλ απιψλ αξκνληθψλ ζηξνθηθψλ ηαιαληψζεσλ. Ζ ιχζε ηεο Δμ. 

(4.18) έρεη ηε κνξθή 
 

0 cos( )t                                                         (4.20) 
 

φπνπ θ0 είλαη ην πιάηνο ηεο ηαιάλησζεο θαη ζ κηα ζηαζεξά, γλσζηή σο ζηαζεξά θάζεο. Σα 

θ0 θαη ζ εμαξηψληαη απφ ηεο αξρηθέο ζπλζήθεο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

        Ο ρξφλνο γηα κηα πιήξε ηαιάλησζε, δειαδή ε πεξίνδνο, Σ, είλαη 
 

2
I

T
D

                                                          (4.21) 

 

απφ ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο νπνίαο θαη ηε γλσζηή ηηκή ηεο ξνπήο αδξαλείαο, Η, ππνινγίδεηαη ε 

D θαη επνκέλσο θαη ε G. 

        ηελ πξάμε, επεηδή ην ζχζηεκα αλάξηεζεο ηνπ ζψκαηνο έρεη πεξίπινθν γεσκεηξηθφ 

ζρήκα θαη ν ππνινγηζκφο ηεο νιηθήο ξνπήο αδξάλεηαο, Η, είλαη πνιχ δχζθνινο, ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί κηα κέζνδνο εχξεζεο ηνπ D ε νπνία δελ απαηηεί γλψζε ηνπ Η. 

        Σν πεξηζηξεθφκελν ζψκα απνηειείηαη απφ κηα νξηδφληηα ξάβδν θαη ην ζχζηεκα 

αλάξηεζήο ηεο ζηα ζχξκαηα (ρ. 4.5). 

        Γχν φζν ην δπλαηφ παλνκνηφηππεο κάδεο Μ1 θαη Μ2 ηνπνζεηνχληαη πάλσ ζηε ξάβδν, 

ζπκκεηξηθά σο ηεο ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο θαη ζε απφζηαζε R απφ απηφλ. 

        Αλ Η0 είλαη ε ξνπή αδξάλεηαο ηνπ ζψκαηνο (ρσξίο ηεο κάδεο Μ1 θαη Μ2), σο πξνο ηνλ 

άμνλα ηνπ ζχξκαηνο, Η1 θαη Η2 είλαη νη ξνπέο αδξάλεηαο ησλ Μ1 θαη Μ2 αληίζηνηρα, σο πξνο 

άμνλεο παξάιιεινπο πξνο ην ζχξκα πνπ πεξλάλε απφ ηα θέληξα κάδαο ηεο, ηφηε ε νιηθή 

ξνπή αδξάλεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ησλ παξαιιήισλ αμφλσλ 

(Steiner), 
 

 
2 2

0 1 2 1 2I I I I M R M R                                              (4.22) 
 

        Αλ Μ1 = Μ2 θαη Μ1 + Μ2 = Μ, ελψ Η0 + Η1 + Η2 = Η΄, ηφηε απφ ηελ Δμ. (4.21), πνπ κπνξεί 

λα γξαθεί θαη σο 
 

2

24

T I

D
                                                          (4.23) 

πξνθχπηεη ηειηθά φηη  
 

2
2

24

T I΄ M
R

D D
                                                    (4.24) 

 

θαη επνκέλσο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ κεγέζνπο y = T
2
/4π

2
 σο ζπλάξηεζεο ηνπ x =R

2
 είλαη 

επζεία, κε θιίζε Μ/D, πνπ ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ y ζην ζεκείν y = Η΄/D.  

        Ζ κέηξεζε ηεο πεξηφδνπ ησλ ζηξνθηθψλ ηαιαληψζεσλ γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

απφζηαζεο, R, θάλεη δπλαηφ ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ D θαη επνκέλσο θαη ηνπ G. 
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4.4.  Πεηξακαηηθή δηάηαμε 
 

Ζ πεηξακαηηθή δηάηαμε απνηειείηαη απφ δχν φκνηα ζχξκαηα, ησλ νπνίσλ ην G ζέινπκε λα 

πξνζδηνξίζνπκε θαη κηα νξηδφληηα ξάβδν (νδεγφ) ζηεξεσκέλε ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα 

πεξηζηξνθήο, φπσο θαίλεηαη ζην ρ. 4.5. Γχν, φζν ην δπλαηφλ φκνηεο κάδεο Μ1 θαη Μ2 

κπνξνχλ λα ζηεξεσζνχλ πάλσ ζηε ξάβδν, ζε δηάθνξεο απνζηάζεηο απφ ην ζχξκα. Οη 

πεξίνδνη ησλ ζηξνθηθψλ ηαιαληψζεσλ κεηξνχληαη κε ηε βνήζεηα ρξνλνκέηξνπ. Οη κάδεο Μ1 

θαη Μ2 κπνξνχλ λα αθαηξεζνχλ απφ ηνπο νδεγνχο γηα λα δπγηζηνχλ. 
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4.5.  Δθηέιεζε 
 

1. Μεηξήζηε ηα κήθε l1 θαη l2 ησλ δχν ζπξκάησλ ηεο ζπζθεπήο θαζψο θαη ηε δηάκεηξφ ηνπο 

2r. 

2. Αθαηξέζηε ηηο δχν κάδεο απφ ηνπο νδεγνχο ηνπο θαη δπγίζηε ηηο μερσξηζηά θαη βξείηε ηελ 

νιηθή ηνπο κάδα Μ. 

3. Σνπνζεηήζηε πάιη ηηο κάδεο ζηνπο νδεγνχο ηνπο ζε ίζεο απνζηάζεηο R απφ ηνλ άμνλα 

πεξηζηξνθήο θαη πξνθαιψληαο ζηξνθηθέο ηαιαληψζεηο ζην ζχζηεκα, κεηξήζηε ηνλ ρξφλν γηα 

10 πιήξεηο ηαιαληψζεηο, πξνζδηνξίδνληαο έηζη ηελ πεξίνδν, Σ, ηεο ηαιάλησζεο.  

4. Δπαλαιάβεηε ηε δηαδηθαζία γηα 10 ζπλνιηθά δηαθνξεηηθέο απνζηάζεηο R, θαηαγξάθνληαο 

ηηο κεηξήζεηο ζαο ζηνλ πίλαθα: 

 

 

 

A/A 

 

 

R 

(m) 

 

10T 

(s) 

 

T 

(s) 

 

x = R
2
 

(m
2
) 

 

y = T
2
/4π

2
 

(s
2
/rad

2
) 

1 

2 

3 

… 

     

 

 

4.6.  Δπεμεξγαζία ησλ κεηξήζεσλ 
 

1. ρεδηάζηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ y = T
2
/4π

2
 σο ζπλάξηεζε ηνπ x = R

2
. 

2. Απνθαζίζηε αλ θάπνην πεηξακαηηθφ ζεκείν απέρεη πνιχ απφ ηελ αλακελφκελε επζεία, 

ψζηε λα πξέπεη λα αγλνεζεί ζηελ επεμεξγαζία πνπ ζα αθνινπζήζεη. 

3. Υξεζηκνπνηήζηε ηε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ γηα λα βξείηε ηελ θαιχηεξε 

επζεία y = a + bx πνπ αληηζηνηρεί ζηα πεηξακαηηθά ζεκεία. 

4. Απφ ηελ θιίζε ηεο επζείαο θαη ην ζθάικα ηεο, b ± δb, φπσο πξνθχπηνπλ απφ ηε κέζνδν 

ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, θαη απφ ηε ζπλνιηθή κάδα, Μ, ππνινγίζηε ηελ θαηεπζχλνπζα 

ξνπή ηνπ ζχξκαηνο D ± δD, δεδνκέλνπ φηη D = M/b. 

5. Απφ ηελ Δμ. (4.14) θαη ηα γλσζηά D, r θαη l, ππνινγίζηε ην κέηξν ζηξέςεο G ± δG ηνπ 

πιηθνχ ηνπ ζχξκαηνο. Λάβεηε ππφςε φηη ε ρ. (4.14) αλαθέξεηαη ζε έλα ζύξκα ηνπ νπνίνπ ην 

έλα άθξν είλαη παθησκέλν θαη ην άιιν ειεχζεξν, ελψ ζηε ζπζθεπή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε 

ππήξραλ δχν ηέηνηα ζχξκαηα, θαη ζπλεπψο ε πεηξακαηηθά κεηξνχκελε θαηεπζχλνπζα ξνπή, 

D, είλαη ην άζξνηζκα ησλ θαηεπζπλνπζψλ ξνπψλ ησλ 2 ζπξκάησλ. 


