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Άζθεζε 16 
Ρνπή αδξάλεηαο ζηεξεώλ ζσκάησλ 

 

16.1 .  θνπόο  

ηελ άζθεζε απηή εμεηάδεηαη ε έλλνηα ηεο ξνπήο αδξάλεηαο θαη κεηξνχληαη νη ξνπέο 

αδξάλεηαο ηεζζάξσλ ζηεξεψλ ζσκάησλ: ελφο δίζθνπ, κηαο ζθαίξαο, ελφο θπιηλδξηθνχ 

ζσιήλα θαη ελφο ζπκπαγνχο  θπιίλδξνπ. 

16.2.  Δηζαγσγή 

16.2.1.  Κηλεηηθή ελέξγεηα πεξηζηξεθόκελνπ ζηεξενύ ζώκαηνο-Ρνπή αδξάλεηαο. 

Αο εμεηάζνπκε έλα ζηεξεφ ζψκα (ρ. 16.1), ην νπνίν πεξηζηξέθεηαη γχξσ απφ έλα ζηαζεξφ 

άμνλα Α. Γελ είλαη απαξαίηεην ν άμνλαο λα δηαπεξλά ην ζψκα.  

 

 

        Αλ θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή ην ζψκα έρεη γσληαθή ηαρχηεηα σ, έλα κηθξφ ζηνηρείν κάδαο 

im , πνπ απέρεη απφζηαζε ir  απφ ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο, ζα έρεη ζηηγκηαία ηαρχηεηα ii r   

       Ζ θηλεηηθή ηνπ ελέξγεηα ζα είλαη επνκέλσο 
2

2
1 )( iii rmK  . Αζξνίδνληαο γηα φια ηα 

ζηνηρεία κάδαο πνπ απνηεινχλ ην ζψκα, έρνπκε γηα ηελ θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζψκαηνο, 

ιφγσ ηεο πεξηζηξνθήο ηνπ: 
 

 
i

ii

i

ii rmrmK 22

2
122

2
1                                            (16.1) 

        Σν άζξνηζκα ζηελ Δμ. (16.1) εμαξηάηαη κφλν απφ ηε γεσκεηξηθή θαηαλνκή ηεο κάδαο 

ηνπ ζψκαηνο σο πξνο ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο. Tν άζξνηζκα απηφ νλνκάδεηαη ξνπή 

αδξάλεηαο ηνπ ζώκαηνο σο πξνο ηνλ άμνλα IA, θαη νξίδεηαη σο   

  
i

iirmI 2

A  (16.2) 

φπνπ ν δείθηεο Α ππνδειψλεη ηνλ άμνλα σο πξνο ηνλ νπνίνλ ππνινγίδεηαη ε ξνπή αδξάλεηαο. 

Δπνκέλσο ε θηλεηηθή ελέξγεηα ελφο ζηεξενχ ζψκαηνο, ιφγσ ηεο πεξηζηξνθήο ηνπ γχξσ απφ 
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ηνλ άμνλα Α κε γσληαθή ηαρχηεηα σ, είλαη 

  
2

A2
1 IK   (16.3) 

        Ζ νκνηφηεηα ηεο Δμ. (16.3) κε ηε γλσζηή ζρέζε 2

2
1 mK   γηα ηε κεηαθνξηθή θίλεζε, 

δείρλεη φηη ζηελ πεξηζηξνθηθή θίλεζε, φπσο ε γσληαθή ηαρχηεηα παίδεη ην ξφιν πνπ παίδεη ε 

ηαρχηεηα ζηε κεηαθνξηθή θίλεζε, έηζη θαη ε ξνπή αδξάλεηαο παίδεη ην ξφιν πνπ παίδεη ε 

κάδα. 

        Οη ξνπέο αδξάλεηαο πνιιψλ ζηεξεψλ ζσκάησλ σο πξνο θάπνηνπο ραξαθηεξηζηηθνχο 

άμνλεο ππνινγίδνληαη εχθνια (βι. Βηβιηνγξαθία, αλαθνξά 2). ην φξην dmmi  , ην 

άζξνηζκα ζηελ Δμ. (16.2) κεηαηξέπεηαη ζε  νινθιήξσκα  
 

  

ζψκα

2dmrI

 

 (16.4) 

 

        ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί δίλνληαη νη ξνπέο αδξάλεηαο κεξηθψλ ζηεξεψλ, σο πξνο 

δηάθνξνπο άμνλεο.  

ΠΙΝΑΚΑ Ι 

Ρνπέο αδξάλεηαο κεξηθώλ θνηλώλ ζηεξεώλ ζσκάησλ 

 

 

 

 

Οκνγελέο ζώκα κάδαο Μ 

 

 

 

 

 

Άμνλαο 

 

 

Ρνπή 

αδξάλεηαο 
 

 

 

 

Ράβδνο κήθνπο L 

 

 

Κάζεηνο ζηε ξάβδν, ζην θέληξν ηεο 

 

 

 

 

Κάζεηνο ζηε ξάβδν, ζην έλα ηεο άθξν 
 

 

 

 

 

 

Κπθιηθφο δαθηχιηνο αθηίλαο R 

 

 

 

 

Κάζεηνο ζηo επίπεδν ηνπ δαθηπιίνπ, ζην θέληξν ηνπ 
 

 

 

 

 

 

 

Μηα δηάκεηξνο ηνπ δαθηπιίνπ 
 

 

 

 

 

 

Κπθιηθφο δίζθνο αθηίλαο R 

 

Κάζεηνο ζην επίπεδν ηνπ δίζθνπ, ζην θέληξν ηνπ 
 

 

 

 

 

Μηα δηάκεηξνο ηνπ δίζθνπ 
 

 

 
 

 

πκπαγήο ζθαίξα αθηίλαο R 

 

Μηα δηάκεηξνο ηεο ζθαίξαο 
 

 

 

 

 

πκπαγήο θχιηλδξνο αθηίλαο R 
 

 

Ο άμνλαο ηνπ θπιίλδξνπ 

 

 

 

 

Λεπηφηνηρνο ζσιήλαο αθηίλαο R 

 

 

Ο άμνλαο ηνπ ζσιήλα 

 

 

 

 

 

 

16.2.2. Γπλακηθή ελέξγεηα ζπεηξνεηδνύο ειαηεξίνπ 

Αλ ην έλα άθξν ελφο ζπεηξνεηδνχο ειαηεξίνπ δηαηεξείηαη αθίλεην, ελψ ζην άιιν αζθείηαη κηα 

δχλακε, ην δεχηεξν απηφ άθξν ζα πεξηζηξαθεί γχξσ απφ ηνλ άμνλα ηνπ ειαηεξίνπ. Έζησ φηη 

ην εμσηεξηθφ άθξν ηνπ ειαηεξίνπ δηαηεξείηαη αθίλεην, ελψ ζην άιιν ζπλδέεηαη έλαο 

κνρινβξαρίνλαο (ξάβδνο), ν νπνίνο κπνξεί λα πεξηζηξαθεί γχξσ απφ άμνλα πνπ πεξλά απφ 

ην θέληξν ηνπ ειαηεξίνπ θαη είλαη θάζεηνο ζην επίπεδφ ηνπ (ρ. 16.2). Αλ κηα δχλακε F, 

αζθεζεί θάζεηα ζην ειεχζεξν άθξν ηνπ κνρινβξαρίνλα, ην νπνίν απέρεη απφζηαζε L απφ ηνλ 

άμνλα πεξηζηξνθήο, ν κνρινβξαρίνλαο ζα πεξηζηξαθεί θαηά γσλία θ, αλάινγε ηεο δχλακεο.  

2
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1 ML

2

3
1ML

2MR

2

2
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2

2
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πγθεθξηκέλα, 

D

FL
                               (16.5) 

φπνπ D είλαη κηα ζηαζεξά ηνπ ειαηεξίνπ, γλσζηή σο θαηεπζύλνπζα ξνπή. 

        Αθξηβέζηεξα, ιέκε φηη ε δχλακε F αζθεί ζην ειαηήξην ξνπή ε νπνία έρεη, σο πξνο ην 

θέληξν ηνπ ειαηεξίνπ, κέηξν ίζν κε  

  FLNF   (16.6) 

        Σν άθξν ηνπ ειαηεξίνπ πεξηζηξέθεηαη θαηά γσλία θ, ηφζε ψζηε ην ειαηήξην λα 

αληηδξάζεη αζθψληαο ίζε θαη αληίζεηε ξνπή επαλαθνξάο, FNN  , φπνπ 

  DN   (16.7) 

        Απηή ε ζρέζε είλαη ν λόκνο ηνπ Hooke γηα ην ζπεηξνεηδέο ειαηήξην.  

        Ζ Δμ. (16.5) κπνξεί λα γξαθεί θαη κε ηε κνξθή  

  
L

D
F   (16.8) 

        Αλ ηψξα πεξηζηξέςνπκε ην άθξν ηνπ ειαηεξίνπ θαηά νιηθή γσλία θ0, κπνξνχκε εχθνια 

λα απνδείμνπκε φηη ην έξγν πνπ παξάγνπκε είλαη ίζν κε 

  
2

02
1 DW 

 
 (16.9) 

Απηή είλαη θαη ε δπλακηθή ελέξγεηα πνπ απνζεθεχεηαη ζην ζπεηξνεηδέο ειαηήξην 

(ζπγθξίλεηε κε ηε δπλακηθή ελέξγεηα 
2

2
1 kx  ηνπ γξακκηθνχ ειαηεξίνπ). 

16.3.  Μέζνδνο 

Έζησ φηη έλα ζηεξεφ ζψκα κπνξεί λα πεξηζηξαθεί γχξσ απφ έλαλ άμνλα. ηελ πεξηζηξνθή 

ηνπ ζψκαηνο αληηζηέθεηαη ζπεηξνεηδέο ειαηήξην, ην νπνίν αζθεί ξνπή επαλαθνξάο αλάινγε 

ηεο γσλίαο πεξηζηξνθήο ηνπ ζψκαηνο απφ ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ (βι. δηάηαμε ηνπ ρ. 16.3). 

Σν ζχζηεκα απηφ απνηειεί έλαλ ζηξνθηθό αξκνληθό ηαιαλησηή, ν νπνίνο αλ πεξηζηξαθεί 
θαηά κία γσλία θαη αθεζεί ειεχζεξνο, ζα εθηειέζεη ζηξνθηθέο ηαιαληψζεηο. 

        χκθσλα κε φζα αλαπηχρζεθαλ πην πάλσ, αλ ην ζψκα έρεη πεξηζηξαθεί θαηά γσλία θ 

απφ ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ θαη έρεη γσληαθή ηαρχηεηα πεξηζηξνθήο γχξσ απφ ηνλ άμνλα ίζε 
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κε  , ζα έρεη δπλακηθή ελέξγεηα 
2

2
1 DU 

 
ππνζεθεπκέλε ζην ειαηήξην θαη θηλεηηθή 

ελέξγεηα 2

2
1 IK 

 
ιφγσ ηεο πεξηζηξνθήο ηνπ ζψκαηνο. Ζ νιηθή ελέξγεηα ηνπ ηαιαλησηή ζα 

είλαη ίζε κε 

  
2

2
12

2
1  DIE          (16.10) 

        Αλ νη ηξηβέο κπνξνχλ λα αγλνεζνχλ, ε Δ ζα παξακέλεη ζηαζεξή. Δπνκέλσο ν ξπζκφο 

κεηαβνιήο ηεο Δ σο πξνο ην ρξφλν ζα είλαη ίζνο κε κεδέλ:  

 0
d

d

d

d
0)(

d

d
)(

d

d
0

d

d 2

2
12

2
1 

t
D

t
ID

t
I

tt

E 



  (16.11) 

        Όκσο ε γσλία θ θαη ε γσληαθή ηαρχηεηα σ ζπλδένληαη κέζσ ηεο ζρέζεο   

  
dt

d
  (16.12) 

        Δπνκέλσο ε Δμ. (16.11) γξάθεηαη σο 

0 


D
dt

d
I       ή        0

2

2

 


D
dt

d
I  

ή αθφκε 

  02

2

2

 


k
dt

d
      φπνπ      

I

D
k 

    
 (16.13) 

        Απηή είλαη ε γλσζηή εμίζσζε θίλεζεο ηνπ απινχ αξκνληθνχ ηαιαλησηή γηα ειεχζεξεο 

ηαιαληψζεηο, ε γεληθή ιχζε ηεο νπνίαο είλαη 

  )(cos)( 0   tkt  (16.14) 

φπνπ θ0 είλαη ην πιάηνο ηεο ηαιάλησζεο (ζε αθηίληα) θαη ζ κηα γσληαθή ζηαζεξά (επίζεο ζε 

αθηίληα), γλσζηή σο ζηαζεξά θάζεο. Ζ γσληαθή ζπρλφηεηα ησλ ηαιαληψζεσλσ, είλαη 

πξνθαλψο ίζε κε k (ζε αθηίληα αλά δεπηεξφιεπην, rad/s). Οη ζηαζεξέο θ0 θαη ζ θαζνξίδνληαη 

απφ ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ή θάπνηεο άιιεο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 Απφ ηε γλσζηή ζρέζε Σ = 2π/k, ε πεξίνδνο ησλ ζηξνθηθψλ ηαιαληψζεσλ βξίζθεηαη ίζε κε 

  
D

I
T 2  (16.15) 

        Δπνκέλσο ε ξνπή αδξάλεηαο ηνπ ζψκαηνο κπνξεί λα ππνινγηζηεί απφ ηελ πεξίνδν ησλ 

ηαιαληψζεψλ ηνπ σο 

  
2

2

4

DT
I   (16.16) 

ζρέζε ε νπνία απνηειεί θαη ηε βάζε γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ξνπψλ αδξάλεηαο ζηελ 

παξνχζα άζθεζε. 

 

16.4.  Πεηξακαηηθή δηάηαμε 

Όπσο είδακε ζηε πξνεγνχκελε παξάγξαθν, ζηελ πεξηζηξνθηθή θίλεζε ε ξνπή αδξάλεηαο ηνπ 

ζψκαηνο παίδεη ηνλ ίδην ξφιν πνπ παίδεη ε κάδα ζηε κεηαθνξηθή θίλεζε. Έηζη ε γλψζε ηνπ 

κεγέζνπο απηνχ απνθηά ηδηαίηεξε ζεκαζία φηαλ ην ζψκα πεξηζηξέθεηαη ή εθηειεί 

ηαιαληψζεηο. ηα ζψκαηα πνπ έρνπλ απιή γεσκεηξία, ν ππνινγηζκφο ηεο ξνπήο αδξάλεηαο 
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δελ παξνπζηάδεη θάπνηα ηδηαίηεξε δπζθνιία. Αληίζεηα, ζηα ζψκαηα κε πεξίπινθν ζρήκα, 

είλαη πξνηηκφηεξν ε ξνπή αδξάλεηαο λα κεηξεζεί πεηξακαηηθά. 

        Μία απφ ηηο ζπζθεπέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη επξχηαηα γηα ηε κέηξεζε ηεο ξνπήο 

αδξάλεηαο ησλ ζσκάησλ είλαη ν ζηξνθηθφο ηαιαλησηήο, ν νπνίνο εηθνλίδεηαη ζην ρ. 16.3. 

 

 

ρήκα 16.3   ηξνθηθφο ηαιαλησηήο 

 

       ηε ζπζθεπή απηή ην ζψκα εθηειεί ζηξνθηθέο ηαιαληψζεηο γχξσ απφ θαηαθφξπθν 

άμνλα. Ζ ξνπή επαλαθνξάο παξέρεηαη απφ έλα ζπεηξνεηδέο ειαηήξην. Ζ ζηαζεξά απηνχ ηνπ 

ειαηεξίνπ (ε θαηεπζχλνπζα ξνπή D), κπνξεί λα κεηξεζεί κε έλα δπλακφκεηξν θαη έλα 

κνρινβξαρίνλα (Ράβδνο), ην κήθνο ηνπ νπνίνπ (εγθνπή-άμνλαο πεξηζηξνθήο) πξέπεη λα 

κεηξεζεί. Ζ ξάβδνο απηή ηνπνζεηείηαη θάζεηα ζηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη 

έηζη κεηαηξέπεηαη ζε έλα κνριφ πνπ κπνξεί λα αζθήζεη κεηξήζηκε ξνπή ζην ειαηήξην θαη λα 

ην πεξηζηξέςεη.  Οη πεξίνδνη ησλ ζηξνθηθψλ ηαιαληψζεσλ ησλ ζσκάησλ κεηξνχληαη κε ηε 

βνήζεηα ελφο ςεθηαθνχ ρξνλνκέηξνπ ρεηξφο. ηε δηάηαμε πνπ ρξεζηκνπνηνχκε νη κάδεο θαη 
νη ραξαθηεξηζηηθέο δηαζηάζεηο ησλ ζσκάησλ αλαγξάθνληαη επάλσ ζηηο επηθάλεηέο ηνπο.  
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16.5.  Δθηέιεζε 
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16.5.1.  Μέηξεζε ηεο ζηαζεξάο επαλαθνξάο  

1. Δηζάγεηε ζηελ ππνδνρή ηε ιεπηή ξάβδν, πνπ ζα είλαη έηζη θάζεηε ζηνλ άμνλα 

πεξηζηξνθήο ηνπ ζπζηήκαηνο, θαη ζθίμηε ηε βίδα πνπ βξίζθεηαη ζην πιεπξφ ηεο ππνδνρήο. 

2. Πάξηε ην δπλακφκεηξν θαη κε πξνζνρή θνξέζηε ηε ζειηά ηνπ ζηε ξάβδν, ζην ζεκείν 

εγθνπήο. Σν δπλακφκεηξν θαη ε ξάβδνο πξέπεη ζε θάζε κέηξεζε λα ζρεκαηίδνπλ νξζή γσλία.   

3. Σξαβήμηε ην δπλακφκεηξν θάζεηα πξνο ηε ξάβδν, έσο φηνπ ε ξάβδνο πεξηζηξαθεί θαηά 

γσλία θ, ίζε κε 45 κνίξεο. εκεηψζηε ηελ έλδεημε ηνπ δπλακφκεηξνπ (ζε Newton, Ν). 

4. Δπαλαιάβεηε ην βήκα 3 γηα ηηο γσλίεο 90, 135, 180, 225, 270, 315 θαη 360 κνίξεο θαη 

ζπκπιεξψζηε ηνλ Πίλαθα ΗΗ. 

 

Πίλαθαο ΙΙ 

 

θ (κνίξεο) 
 

F (Ν) 

  

  

  

 

 

16.5.2. Μέηξεζε ησλ πεξηόδσλ ησλ ηαιαληώζεσλ  

1. Αθαηξέζηε ηε ξάβδν απφ ηελ ππνδνρή θαη ζηε ζέζε ηεο ηνπνζεηήζηε ηνλ δίζθν. θίμηε 

ηε βίδα πνπ βξίζθεηαη ζην πιεπξφ ηεο ππνδνρήο.   

2. ηξέςηε ηνλ δίζθν θαηά πεξίπνπ 45 κνίξεο θαη αθήζηε ηνλ λα εθηειέζεη ζηξνθηθέο 

ηαιαληψζεηο. Μεηξήζηε ην ζπλνιηθφ ρξφλν γηα 20 ηαιαληψζεηο,  6  θνξέο δηαδνρηθά. 

3. Δπαλαιάβεηε ηε δηαδηθαζία απηή γηα ηνλ ζπκπαγή θχιηλδξν, ηνλ θπιηλδξηθφ ζσιήλα θαη 

ηε ζθαίξα, ζπκπιεξψλνληαο ηνλ Πίλαθα ΗΗΗ. 

4. εκεηψζηε ηηο κάδεο θαη ηηο δηαζηάζεηο ησλ ζσκάησλ απηψλ. 

Πίλαθαο  ΙΙΙ 
 

 
 

 

Α/Α 

 

Μέηξεζεο 

 

Γίζθνο 

 
 

πκπαγήο 

θχιηλδξνο 

 

 
 

Κπιηλδξηθφο 

ζσιήλαο 

 

θαίξα 

 

 

Υξφλνο γηα 20 πιήξεηο ηαιαληψζεηο,  Σ20  (s) 

 

 
 

1     

2     

3     
        …. 

    

 

 

Μέζε ηηκή 

 

      s 

        s 

 

 

    s 

     s 

 

 

   s 

    s 

 

 

    s 

    s 

 

 

20T

T

20T

T

20T

T

20T

T
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16.6.  Δπεμεξγαζία ησλ κεηξήζεσλ 

16.6.1.  Έιεγρνο ηεο γξακκηθόηεηαο θαη βαζκνλόκεζε ηνπ ειαηεξίνπ 

1. Απφ ηηο ηηκέο ηνπ Πίλαθα ΗΗ, ζρεδηάζηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο δχλακεο επαλαθνξάοF 

(ζε Ν), ζπλαξηήζεη ηεο γσλίαο πεξηζηξνθήο θ ηνπ ειαηεξίνπ (ζε αθηίληα, rad).  

2. Γηαπηζηψζηε αλ ε ζρέζε F = f (θ) είλαη γξακκηθή Δμ. (16.8), πξνζδηνξίζηε, γξαθηθά, ηελ 

θιίζε ηεο επζείαο D/L, θαη ην ζθάικα ηεο (Παξάγξ. Γ.7) θαη απφ απηήλ ππνινγίζηε ηελ 

θαηεπζχλνπζα ξνπή D, θαη ην ζθάικα ηεο δD.  

16.6.2. Τπνινγηζκόο ηεο ξνπήο αδξάλεηαο ηνλ ζσκάησλ 

1. Απφ ηηο ηηκέο ηεο κέζεο πεξηφδνπ 20/20TT  , πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηνλ Πίλαθα ΗΗΗ, ηελ ηηκή 

D πνπ κεηξήζαηε θαη ηελ Δμ. (16.16), ππνινγίζηε ηελ πεηξακαηηθή ηηκή ηεο ξνπήο αδξάλεηαο 

Η: ηνπ δίζθνπ, ηνπ ζπκπαγνχο θπιίλδξνπ, ηνπ θπιηλδξηθνχ ζσιήλα θαη ηεο ζθαίξαο, θαζψο 

θαη ηα αληίζηνηρα ζθάικαηα δΗ, θαη ζπκπιεξψζηε ηελ πξψηε γξακκή ηνπ Πίλαθα ΗV. 

2. Απφ ηηο ζρέζεηο πνπ δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα Η, ππνινγίζηε ηηο ζεσξεηηθέο ηηκέο ησλ ξνπψλ 

αδξάλεηαο ησλ ζσκάησλ απηψλ κε βάζε ηηο κάδεο ηνπο θαη ηηο δηαζηάζεηο ηνπο θαη 

ζπκπιεξψζηε ηε δεχηεξε γξακκή ηνπ Πίλαθα ΗV.  

3. Τπνινγίζηε ηηο ζρεηηθέο δηαθνξέο δΗ/Η = (Ηζ – Ηπ)/Ηζ, αλάκεζα ζηηο ζεσξεηηθέο θαη ηηο 

πεηξακαηηθέο ηηκέο ηεο ξνπήο αδξάλεηαο γηα ηηο δηάθνξεο πεξηπηψζεηο θαη θαηαγξάςηε ηηο 

ζηελ ηξίηε γξακκή ηνπ Πίλαθα ΗV. Δίλαη νη δηαθνξέο απηέο ζεκαληηθέο; Αλ λαη, ζε ηη θαηά ηε 

γλψκε ζαο κπνξεί λα νθείινληαη; Βξίζθνληαη κέζα ζηα φξηα ηνπ πεηξακαηηθνχ ζθάικαηνο;  
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