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ΔΙΑΓΧΓΗ 
 

 

Α.   Γεληθέο νδεγίεο γηα ηε δηεμαγσγή ησλ Δξγαζηεξηαθώλ Αζθήζεσλ 
 

A.1  Πξνεηνηκαζία ησλ αζθήζεσλ 

 

ηελ αξρή θάζε εμακήλνπ αλαθνηλψλνληαη νη κέξεο θαη νη ψξεο δηεμαγσγήο ησλ αζθήζεσλ 

γηα θάζε ρνιή, θαζψο θαη ε θαηαλνκή ησλ Αζθήζεσλ γηα θάζε θνηηεηή  γηα φιν ην εμάκελν. 

ε θάζε θνηηεηή αληηζηνηρεί έλαο αξηζκφο θαηαιφγνπ (Α/Α), πνπ αλαγξάθεηαη πξηλ απφ ην 

φλνκά ηνπ ζηελ θαηαλνκή. Δπίζεο ζηελ θαηαλνκή αλαθέξεηαη θαη ε ζέζε (αίζνπζα θαη 

φξνθνο) θαζψο θαη ην φλνκα ηνπ επηβιέπνληα γηα θάζε άζθεζε θαη γηα θάζε ρνιή. 

Οη θαηαλνκέο θαη νη ζρεηηθέο αλαθνηλψζεηο ππάξρνπλ ζην ηζφγεην ηνπ θηηξίνπ Φπζηθήο θαη 

ζηελ ηζηνζειίδα ηνπ Σνκέα Φπζηθήο www.physics.ntua.gr/gr/ergasthria.htm 

        Οη θνηηεηέο πξέπεη λα έρνπλ πξνεηνηκαζηεί γηα ηελ Άζθεζε πνπ πξφθεηηαη λα 

εθηειέζνπλ, έρνληαο δηαβάζεη πξνζεθηηθά ην αληίζηνηρν θείκελν, γηα λα κπνξέζνπλ λα 

δνπιέςνπλ ζην εξγαζηήξην κε ηθαλνπνηεηηθφ ηξφπν θαη ρσξίο δπζθνιίεο θαη γηα λα είλαη ζε 

ζέζε λα απαληήζνπλ ζηηο εξσηήζεηο ηνπ επηβιέπνληα θαηά  ηελ δηεμαγσγή ηεο άζθεζεο, νη 

νπνίεο  ζα ιεθζνχλ ππ‟ φςε ζηελ ηειηθή βαζκνινγία ηνπ Δξγαζηεξίνπ. 

 

 

Α.2  Γηεμαγσγή ησλ αζθήζεσλ 

 

Πξηλ γίλεη νπνηαδήπνηε ζχλδεζε ησλ νξγάλσλ ζα πξέπεη νη θνηηεηέο λα αλαγλσξίζνπλ φιεο 

ηηο ζπζθεπέο θαη λα θαηαιάβνπλ ηνλ ηξφπν ιεηηνπξγίαο ηνπο. 

        Ζ ζπλδεζκνινγία ηνπ θπθιψκαηνο γίλεηαη ζχκθσλα κε ηηο νδεγίεο πνπ δίλνληαη ζηελ 

εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο θαη κε ηνπο θαλφλεο αζθαιείαο πνπ αλαθέξνληαη πην θάησ. Πξηλ 

απφ ηε ζχλδεζε ησλ ζπζθεπψλ κε ηα 220 V, ην θχθισκα πξέπεη λα ειεγρζεί απφ ηνλ 

επηβιέπνληα  ηεο άζθεζεο. 

        Πάξηε ηηο απαξαίηεηεο κεηξήζεηο αθνινπζψληαο ηα ζηάδηα κε ηε ζεηξά ηνπο θαη 

θαηαρσξήζηε ηα απνηειέζκαηά ζαο ζπζηεκαηηθά θαη ηαθηηθά ζηνπο αληίζηνηρνπο Πίλαθεο.  

        Γηα ηνλ ηξφπν θαηαρψξεζεο ησλ απνηειεζκάησλ, θαζψο θαη ησλ αληίζηνηρσλ 

ζθαικάησλ ζπκβνπιεπηείηε ην Γ΄ Κεθάιαην «Αλάιπζε θαη Παξνπζίαζε ησλ Πεηξακαηηθψλ 

Απνηειεζκάησλ». Γηα νπνηαδήπνηε απνξία λα απεπζχλεζηε ζηνλ επηβιέπνληα ηεο άζθεζεο. 

        Όηαλ ηειεηψζεηε ηηο κεηξήζεηο θαη πξηλ απνζπλδέζεηε ηα θπθιψκαηα, ζπκβνπιεπηείηε 

ηνλ επηβιέπνληα γηα λα εμαθξηβψζεηε αλ νη πεηξακαηηθέο ζαο ηηκέο βξίζθνληαη κέζα ζηα 

ινγηθά φξηα θαη φηη δελ έρεηε θάπνην ιάζνο ζηηο κεηξήζεηο. Οη ζειίδεο κε ηα απνηειέζκαηα 

ησλ κεηξήζεσλ πξέπεη λα ππνγξάθνληαη απφ ηνλ επηβιέπνληα ηεο Άζθεζεο θαη λα 

ζπλππνβάιινληαη κε ηελ εξγαζηεξηαθή ζαο Έθζεζε. 

        βήζηε ηηο ζπζθεπέο θαη απνζπλδέζηε ην θχθισκα, ηνπνζεηψληαο ηα θαιψδηα θαη φια 

ηα εμαξηήκαηα ηνπ θπθιψκαηνο ζηηο ζέζεηο ηνπο. 

        Σέινο, πξηλ θχγεηε, βεβαησζείηε φηη έρεηε θαηαιάβεη θαιά ηελ δηαδηθαζία πνπ πξέπεη λα 

αθνινπζήζεηε ζηελ Δπεμεξγαζία ησλ κεηξήζεσλ. 
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Α.3  ύληαμε, παξάδνζε θαη δηόξζσζε ηεο Έθζεζεο 

 

Oη εξγαζηεξηαθέο εθζέζεηο ζα πξέπεη λα γξάθνληαη ζε ζειίδεο Α4 σο εμήο: 

ηελ θνξπθή ηεο πξψηεο ζειίδαο ζα πξέπεη νπσζδήπνηε λα αλαγξάθνληαη: 

 Σν νλνκαηεπψλπκν ηνπ θνηηεηή, ε ρνιή  θαη ην Σκήκα ηνπ. 

 Ο αξηζκφο θαη ν ηίηινο ηεο Άζθεζεο. 

 Ο αξηζκφο θαηαιφγνπ ηνπ θνηηεηή ζηελ θαηαλνκή ησλ αζθήζεσλ. 

 Σν φλνκα ηνπ ή ησλ ζπλεξγαηψλ ηνπ ζηελ άζθεζε. 

 Σν φλνκα ηνπ ππεχζπλνπ ηεο άζθεζεο. 

 Ζ εκεξνκελία δηεμαγσγήο ηεο άζθεζεο. 

        Θα αθνινπζνχλ 30-40 πεξίπνπ γξακκέο, ζηηο νπνίεο ζα πεξηγξάθεηαη ζπλνπηηθά θαη ζε 

πεξίιεςε ν ζθνπφο ηεο άζθεζεο, ην ζέκα, ε κέζνδνο, ε πεηξακαηηθή δηάηαμε θαη ε 

δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε. Μέξε ηνπ θεηκέλνπ πνπ αληηγξάθνληαη απφ ην εξγαζηεξηαθφ 

βηβιίν δε ιακβάλνληαη ππφςε θαη είλαη απνξξηπηέα. 

        Πξνρσξήζηε ζηελ αλάιπζε ησλ απνηειεζκάησλ αθνινπζψληαο δηαδνρηθά ηα ζηάδηα 

πνπ αλαθέξνληαη ζηελ «επεμεξγαζία ησλ κεηξήζεσλ» θαη κε ηελ βνήζεηα ηνπ Κεθαιαίνπ 

«Αλάιπζε θαη παξνπζίαζε ησλ πεηξακαηηθψλ απνηειεζκάησλ». Πξνζπαζήζηε λα 

απαληήζεηε ζηηο εξσηήζεηο ζχκθσλα κε ηε δηθή ζαο θξίζε. Σέινο λα κελ μερλάηε λα 

επηζπλάπηεηε ηηο ππνγεγξακκέλεο απφ ηνλ επηβιέπνληα κεηξήζεηο   

        Οη εξγαζηεξηαθέο ζαο εθζέζεηο ζα παξαδίλνληαη ζπκπιεξσκέλεο ζηνλ αληίζηνηρν 

επηβιέπνληα ηεο άζθεζεο, ζηελ ακέζσο επφκελε άζθεζε ηνπ ίδηνπ ηκήκαηνο. Θα 

δηνξζψλνληαη απφ ηνλ επηβιέπνληα θαη ζα επηζηξέθνληαη δηνξζσκέλεο θαη βαζκνινγεκέλεο 

ζηνπο θνηηεηέο ηελ επφκελε θνξά. ε πεξίπησζε πνπ αληί γηα βαζκφ αλαγξάθεηαη ε ιέμε 

«Γηφξζσζε», ε άζθεζε ζα πξέπεη λα δηνξζσζεί ζχκθσλα κε ηηο νδεγίεο πνπ αλαθέξνληαη θαη 

λα παξαδνζεί ηελ επφκελε θνξά, ψζηε λα βαζκνινγεζεί. 

Β.  Καλόλεο Αζθαιείαο 

Γηα ιφγνπο αζθαιείαο, δηθήο ζαο, ησλ ζπλαδέιθσλ ζαο θαη ησλ ζπζθεπψλ ηνπ εξγαζηεξίνπ,  

αθνινπζείηε πάληα ηνπο παξαθάησ θαλφλεο 

 Με βάδεηε πνηέ αληηθείκελα, κεηαιιηθά ή κνλσηηθά, κέζα ζηηο ειεθηξηθέο ππνδνρέο ηνπ 

πίλαθα ηξνθνδνζίαο θαη ησλ ζπζθεπψλ. 

 Με βξαρπθπθιψλεηε πνηέ κπαηαξίεο, πεγέο ζπλερψλ ηάζεσλ ή γελλήηξηεο. 

 πλδέζηε πξψηα φια ηα φξγαλα ηνπ θπθιψκαηνο κεηαμχ ηνπο θαη κεηά ηελ ειεθηξηθή 

πεγή ησλ 220 V. Ζ ζχλδεζε κε ηα 220 V γίλεηαη πάληα ηειεπηαία, εθφζνλ πξψηα ην 

θχθισκα ειεγρζεί από ηνλ επηβιέπνληα. 

 Αλαθέξεηε νπνηαδήπνηε βιάβε ή αλσκαιία ζηε ιεηηνπξγία ησλ νξγάλσλ, κφιηο ηελ 

παξαηεξήζεηε. 

 Πνηέ κελ απνζπλδέεηε ή ηξνπνπνηείηε έλα θχθισκα κε ηελ ειεθηξηθή πεγή αλακκέλε. 

πλεζίζηε λα πηάλεηε ηα θαιψδηα απφ ην κνλσκέλν βχζκα θαη πνηέ απφ ην κεηαιιηθφ 

άθξν. 

 Πξηλ ζβήζεηε κηα πεγή θαηεβάδεηε πξψηα βαζκηαία ηελ ηάζε εμφδνπ ηεο ζην κεδέλ. 

 Όηαλ βγάδεηε ηηο πξίδεο ή ηα θαιψδηα απφ ηηο ππνδνρέο, λα ηα ηξαβάηε απφ ηελ ίδηα ηελ 

πξίδα ή ην βχζκα θαη πνηέ απφ ην θαιψδην. Κηλδπλεχεη λα ζαο κείλεη ζην ρέξη. 
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Γ. Αλάιπζε θαη παξνπζίαζε πεηξακαηηθώλ απνηειεζκάησλ 

Γ.1.  Δηζαγσγή  

Ζ Μέηξεζε ζπλίζηαηαη ζηνλ θαζνξηζκφ ηνπ κεγέζνπο ή κέηξνπ κηαο θπζηθήο πνζφηεηαο ζε 

ζρέζε κε κηα νξηζκέλε κεηξηθή κνλάδα. Σν απνηέιεζκα επνκέλσο ηεο κέηξεζεο κηαο 

θπζηθήο πνζφηεηαο εθθξάδεηαη κε έλαλ αξηζκφ (πνπ δίλεη ηε ζρέζε κεηαμχ ηνπ κεγέζνπο πνπ 

κεηξήζεθε θαη εθείλνπ πνπ ιακβάλεηαη σο κνλάδα) θαη κε ηελ αληίζηνηρε κνλάδα. Δπηπιένλ, 

ζηελ πεξίπησζε δηαλπζκαηηθνχ κεγέζνπο (π.ρ. ηαρχηεηα, δχλακε, έληαζε πεδίνπ), ε κέηξεζε 

νξίδεη θαη ηε δηεχζπλζε θαη θνξά ηνπ κεηξνχκελνπ κεγέζνπο. 

        Σν απνηέιεζκα ηεο κέηξεζεο δελ αλακέλεηαη, ελ γέλεη, λα ζπκπέζεη κε ηελ πξαγκαηηθή 

ηηκή ηνπ κεγέζνπο, ε νπνία είλαη άγλσζηε. Δμάιινπ, ε επαλάιεςε ηεο κέηξεζεο νδεγεί 

γεληθά ζε δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο απνηειέζκαηα. Δίλαη επνκέλσο εμίζνπ ζεκαληηθφ λα 

βξεζεί θαη λα δνζεί έλα κέηξν αμηνπηζηίαο ηνπ απνηειέζκαηνο. 

       Ζ δηαθνξά κεηαμχ ηνπ απνηειέζκαηνο κηαο κέηξεζεο θαη ηεο πξαγκαηηθήο ηηκήο ηνπ 

κεηξνχκελνπ κεγέζνπο νλνκάδεηαη ζθάικα ηεο κέηξεζεο. Ζ ζεσξία ησλ ζθαικάησλ δίλεη 

ηνπο θαλφλεο εθηίκεζεο θαη ππνινγηζκνχ ηνπ ζθάικαηνο κηαο κέηξεζεο, ηφζν γηα άκεζα 

κεηξνχκελα κεγέζε φζν θαη γηα κεγέζε πνπ ππνινγίδνληαη έκκεζα απφ ηα απνηειέζκαηα 

κεηξήζεσλ άιισλ κεγεζψλ. 

        Δίλαη, ηέινο, πνιχ ζεκαληηθή ε παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ ησλ κεηξήζεσλ κε 

ηξφπν πνπ λα πεξηέρεη θαη λα κεηαδίδεη φιεο ηηο πιεξνθνξίεο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο 

κεηξήζεηο. 

Οη βαζηθέο αξρέο ηεο αλάιπζεο θαη παξνπζίαζεο πεηξακαηηθψλ απνηειεζκάησλ δίλνληαη 

ακέζσο πην θάησ. 

Γ.2. Θεσξία θαικάησλ 

Σα ζθάικαηα ησλ κεηξήζεσλ δηαθξίλνληαη, αλάινγα κε ηελ πξνέιεπζε ηνπο, ζε δχν 

θαηεγνξίεο, ηα ζπζηεκαηηθά θαη ηα ηπραία ή ζηαηηζηηθά ζθάικαηα. 

 

Γ.2.1.  πζηεκαηηθά ζθάικαηα 

 

πζηεκαηηθά είλαη ηα ζθάικαηα πνπ παξακέλνπλ ακεηάβιεηα ζε δηαδνρηθέο κεηξήζεηο ή πνπ 

κεηαβάιινληαη κε θάπνην ζπζηεκαηηθφ ηξφπν κε ηνλ ρξφλν ή θάπνηαλ άιιε παξάκεηξν. 

Μπνξεί λα νθείινληαη ζε αηέιεηεο ηνπ νξγάλνπ, ζηε κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ή θαη ζηνλ 

ίδην ηνλ παξαηεξεηή. Μεξηθά παξαδείγκαηα είλαη ηα αθφινπζα: 

 Σν «ζθάικα κεδελφο» είλαη έλα πνιχ θνηλφ ζπζηεκαηηθφ ζθάικα. Αλ, γηα παξάδεηγκα, ν 

δείθηεο ελφο νξγάλνπ έρεη κεηαηνπηζηεί ζε ζρέζε κε ηελ θιίκαθα ηνπ, ηφηε νη ελδείμεηο ηνπ 

ζα δηαθέξνπλ απφ ηηο ζσζηέο θαηά κηα ζηαζεξή πνζφηεηα. 

 Αλ κεηξάκε κήθε κε έλαλ «ράξαθα ηνπ ελφο κέηξνπ» πνπ έρεη πξαγκαηηθφ κήθνο  99,9 

cm, ηα απνηειέζκαηα πνπ ζα πξνθχπηνπλ ζα είλαη ζπζηεκαηηθά κεγαιχηεξα ησλ 

πξαγκαηηθψλ θαηά 0,1%. 

 Έλα φξγαλν πνπ ρξεηάδεηαη έλα νξηζκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα γηα λα θηάζεη ζε κία 

θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο (π.ρ. ζεξκηθήο), ελδέρεηαη λα δίλεη ζπζηεκαηηθά ιαλζαζκέλεο 

ελδείμεηο ζηε δηάξθεηα ηεο κεηαβαηηθήο πεξηφδνπ. 

 Οη ζπλήζεηεο ησλ δηαθφξσλ παξαηεξεηψλ δηαθέξνπλ θαη έρεη ηεθκεξησζεί επαξθψο, 

θπξίσο απφ αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο, φηη θάπνηα ζπζηεκαηηθά ζθάικαηα είλαη 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ παξαηεξεηή. 

 Αλ ζηελ επεμεξγαζία ησλ απνηειεζκάησλ ρξεζηκνπνηεζεί κηα ιαλζαζκέλε ζηαζεξά ή θαη 

κηα πξνζεγγηζηηθή ζεσξεηηθή ζρέζε κεηαμχ δχν ή πεξηζζνηέξσλ κεγεζψλ, ηφηε ζα 

πξνθχςνπλ ζπζηεκαηηθά ζθάικαηα ζηα εμαγφκελα απνηειέζκαηα. 
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Σα ζπζηεκαηηθά ζθάικαηα είλαη δχζθνιν λα αληρλεπηνχλ θαη ζπρλά είλαη ηα ζεκαληηθφηεξα 

ζθάικαηα. Ζ πείξα ηνπ παξαηεξεηή είλαη ν θπξηφηεξνο παξάγνληαο γηα ηελ απνθπγή θαη ηε 

δηφξζσζε ηνπο. Ο πην θνηλφο ηξφπνο αλίρλεπζεο ησλ ζπζηεκαηηθψλ ζθαικάησλ είλαη ε 

δηαθξίβσζε ησλ νξγάλσλ ηεο πεηξακαηηθήο δηάηαμεο δειαδή ε ζχγθξηζε ησλ νξγάλσλ ή θαη 

νιφθιεξνπ ηνπ ζπζηήκαηνο κέηξεζεο κε άιια πνπ έρνπλ κεγαιχηεξε αθξίβεηα θαη πνπ είλαη 

δηαπηζησκέλν φηη έρνπλ ακειεηέα ζπζηεκαηηθά ζθάικαηα.  

Γ.2.2.  Σπραία ή ζηαηηζηηθά ζθάικαηα 

 

Σπραία ή ζηαηηζηηθά είλαη ηα ζθάικαηα πνπ νθείινληαη ζε πνιινχο απξφβιεπηνπο 

παξάγνληεο, κεηαβάιινληαη κε ηνλ ρξφλν θαηά αθαλφληζην ηξφπν θαη είλαη εμίζνπ πηζαλφ λα 

είλαη ζεηηθά ή αξλεηηθά. Ζ επίδξαζε ησλ παξαγφλησλ απηψλ πξνθαινχλ κηθξέο ή κεγάιεο 

ηπραίεο δηαθπκάλζεηο ηνπ κεηξνχκελνπ κεγέζνπο γχξσ απφ κηα κέζε ηηκή.  

      ε κεηξήζεηο φπνπ νη ηπραίεο δηαθπκάλζεηο ηνπ κεγέζνπο είλαη ακειεηέεο, φπσο είλαη ε 

κέηξεζε ηνπ κήθνπο ή ηεο θαιά ζηαζεξνπνηεκέλεο ζπλερνχο ηάζεο, ε κέηξεζε γίλεηαη κόλν 

κία θνξά, ελψ γηα ζθάικα κέηξεζεο ιακβάλεηαη ην ζθάικα ηνπ νξγάλνπ, ην νπνίν ζηα 

αλαινγηθά φξγαλα είλαη φζν ε ηηκή ηεο ειάρηζηεο ππνδηαίξεζεο ηεο θιίκαθάο ηνπ, ελψ ζηα 

ςεθηαθά δίλεηαη ζπλήζσο ζε πνζνζηηαία κνξθή. 

        Κιαζηθφ παξάδεηγκα ηπραίσλ ζθαικάησλ είλαη απηά πνπ νθείινληαη ζηνλ ειεθηξηθφ 

ζφξπβν ησλ ειεθηξνληθψλ νξγάλσλ, φηαλ γίλεηαη κέηξεζε κίαο ζρεηηθά κηθξήο ηάζεο. Ο 

ζφξπβνο απηφο πξνέξρεηαη απφ ηελ ηπραία ζεξκηθή θίλεζε ησλ ειεθηξνλίσλ κέζα ζε 

αληηζηάζεηο θαη ζε άιια ελεξγά ζηνηρεία ηνπ νξγάλνπ, ε νπνία πξνθαιεί εκθάληζε κηθξψλ 

δηαθνξψλ δπλακηθνχ ζηα άθξα ηνπο. Σα ειεθηξηθά απηά ζήκαηα, αθνχ ππνζηνχλ ηελ 

επεμεξγαζία ζηελ νπνία ηα ππνβάιιεη ην ίδην ην φξγαλν, εκθαλίδνληαη ζηελ έμνδφ ηνπ σο 

ηπραίεο απμνκεηψζεηο ηεο ηάζεο ζηελ έλδεημε ηνπ νξγάλνπ. Τπάξρνπλ βεβαίσο ηξφπνη 

ειαρηζηνπνίεζεο απηνχ ηνπ ζνξχβνπ, είλαη φκσο πξαθηηθά θαη ζεσξεηηθά αδχλαην λα 

κεδεληζηεί. 

      Ζ βαζηθή ηδηφηεηα ησλ ηπραίσλ ζθαικάησλ λα είλαη κε ίζεο πηζαλφηεηεο ζεηηθά ή 

αξλεηηθά, θαζψο θαη ην γεγνλφο φηη κηθξέο απνθιίζεηο απφ ηελ πξαγκαηηθή ηηκή είλαη πην 

πηζαλέο απφ ηηο κεγάιεο, θάλνπλ δπλαηφ ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο αβεβαηφηεηαο ζηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ελφο κεγέζνπο κε ηελ επαλάιεςε ηεο κέηξεζεο πνιιέο θνξέο, ψζηε θαηά 

κέζνλ φξν ηα ηπραία ζθάικαηα λα αιιειναλαηξνχληαη ζε θάπνην βαζκφ. 

        ηελ πξάμε είλαη δχζθνιν λα γίλεη δηαρσξηζκφο ησλ ζπζηεκαηηθψλ ζθαικάησλ απφ ηα 

ηπραία. Δμάιινπ, ζε πνιιά πεηξάκαηα ηα ζθάικαηα είλαη ζπλδπαζκφο ησλ δχν ηχπσλ. 

Τπάξρνπλ φκσο θαη θαηαζηάζεηο φπνπ ν έλαο απφ ηνπο δχν ηχπνπο είλαη ακειεηένο.  

       Ζ ζχληνκε πεξίιεςε ηεο ζεσξίαο ησλ ζθαικάησλ πνπ ζα αθνινπζήζεη ζα αλαθέξεηαη 

κόλν ζε ηπραία ζθάικαηα. Γελ πξέπεη φκσο λα μερλάκε φηη νη κεηξήζεηο ελδερνκέλσο λα 

πεξηέρνπλ ζπζηεκαηηθά ζθάικαηα πνιχ κεγαιχηεξα ησλ ηπραίσλ θαη επνκέλσο θαζνξηζηηθά 

γηα ηελ αμηνπηζηία ηνπ απνηειέζκαηνο. 

 

Γ.3.  Η ζεσξία ζθαικάησλ ησλ ηπραίσλ ηηκώλ 
 

        Έζησ φηη ζέινπκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ ηηκή ελφο θπζηθνχ κεγέζνπο x, ηνπ νπνίνπ ε 

πξαγκαηηθή ηηκή x0 καο είλαη άγλσζηε. Μηα κέηξεζε ηνπ κεγέζνπο απηνχ ζα δψζεη 

απνηέιεζκα x1 πνπ, ιφγσ ησλ ηπραίσλ ζθαικάησλ πνπ εηζέξρνληαη ζηηο κεηξήζεηο, ζα 

δηαθέξεη γεληθά απφ ηελ x0, έζησ θαηά πνζφηεηα e1 = x1-x0 πνπ νλνκάδεηαη ζθάικα κέηξεζεο 

(ρ. Γ.1α θαη 1β). Δπεηδή ην x0 κάο είλαη άγλσζην, ην e1 καο είλαη επίζεο άγλσζην.  

        Μηα δεχηεξε κέηξεζε, θάησ απφ φζν ην δπλαηφλ ίδηεο ζπλζήθεο, δίλεη απνηέιεζκα x2 

(ρ. Γ.1γ) κε ζθάικα e2 = x2 − x0 πνπ γεληθά δηαθέξεη απφ ην e1, κηα ηξίηε κέηξεζε δίλεη 

απνηέιεζκα x3 θ.ν.θ. (ρ. Γ.1δ). Αλ εθηειέζνπκε ηε κέηξεζε ζπλνιηθά n θνξέο, ζα έρνπκε n 

απνηειέζκαηα φπσο ζην ρ. Γ.1ε. 
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       ρήκα Γ.1.  Ζ δηαζπνξά ησλ απνηειεζκάησλ n κεηξήζεσλ γχξσ απφ ηελ πξαγκαηηθή ηηκή x0. 

 

        Όπσο βιέπνπκε, ππάξρεη κηα δηαζπνξά ησλ απνηειεζκάησλ γχξσ απφ ηελ πξαγκαηηθή 

ηηκή x0. Απηή αλαδεηθλχεηαη θαιχηεξα αλ θαηαζθεπάζνπκε έλα ηζηφγξακκα ησλ κεηξήζεσλ 

καο κε ηνλ αθφινπζν ηξφπν. Υσξίδνπκε ηνλ άμνλα ησλ x ζηελ πεξηνρή ησλ απνηειεζκάησλ 

καο ζε ίζα δηαζηήκαηα θάπνηνπ Γx (ρ. Γ.2α), κεηξάκε ηνλ αξηζκφ ησλ κεηξήζεσλ ni, ζην 

θάζε δηάζηεκα, θαη πςψλνπκε ζε θάζε δηάζηεκα ζηήιε κε χςνο αλάινγν ηνπ ni (ρ. Γ.2β). 

Με βάζε ην ηζηφγξακκα ησλ κεηξήζεσλ ζα νξίζνπκε κεξηθά ραξαθηεξηζηηθά κεγέζε. 

 

 

ρήκα Γ.2.  Σν ηζηφγξακκα ησλ απνηειεζκάησλ n κεηξήζεσλ ηνπ κεγέζνπο x, πνπ έρεη πξαγκαηηθή ηηκή x0.  
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Γ.3.1.  Μέζε ηηκή ησλ κεηξήζεσλ 

 

Έρνληαο θάλεη n κεηξήζεηο κε απνηειέζκαηα xi (i = 1, 2,..., n) κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηε 

κέζε ηηκή, x , κηαο ζεηξάο κεηξήζεσλ, 

 

 ̅  
          

 
 

 

 
∑  

 

   

                                               

 

Δπεηδή            έρνπκε 

 

 ̅  
 

 
∑       

 

   

    
 

 
∑  

 

   

                                             

 

        Γεδνκέλνπ φηη ηα ζθάικαηα ησλ κεηξήζεσλ, ei, είλαη εμίζνπ πηζαλφ λα είλαη ζεηηθά ή 

αξλεηηθά, πεξηκέλνπκε φηη γηα απμαλφκελν n, ην άζξνηζκα ησλ ζθαικάησλ δηαηξνχκελν δηα 

ηνπ n ζα ηείλεη ζην κεδέλ θαη ε κέζε ηηκή ζα πιεζηάδεη ηελ πξαγκαηηθή, x0. Βιέπνπκε ινηπφλ 

πνηνηηθά θάηη πνπ κπνξεί λα απνδεηρηεί θαη κε κεγαιχηεξε απζηεξφηεηα, φηη δειαδή ε x

είλαη ε θαιχηεξε εθηίκεζε πνπ κπνξνχκε λα έρνπκε γηα ηελ πξαγκαηηθή ηηκή x0 κεηά απφ n 

κεηξήζεηο. 

 

 

Γ.3.2.  Σππηθή απόθιηζε ησλ κεηξήζεσλ 

 

Γηα θάζε κέηξεζε, xi, νξίδνπκε ηελ απφθιηζε απφ ηε κέζε ηηκή σο di = xi − x . ε αληίζεζε 

κε ηα  ei, ηα di είλαη γλσζηά. 

        Ωο κέηξν ηεο δηαζπνξάο ησλ ηηκώλ xi γχξσ απφ ηελ x νξίδνπκε ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα 

ηεο κέζεο ηηκήο ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ απνθιίζεσλ 

 

  √
∑      ̅   

   

 
                                                             

 

ηελ νπνία νλνκάδνπκε ηππηθή απόθιηζε κηαο ζεηξάο κεηξήζεσλ. 

 

 

Γ.3.3.  Η θαλνληθή θαηαλνκή 

 

Αλ ζεσξήζνπκε φηη ν αξηζκφο ησλ κεηξήζεσλ, n, γίλεηαη νινέλα θαη κεγαιχηεξνο, είκαζηε ζε 

ζέζε λα πξνζδηνξίζνπκε κε κεγαιχηεξε αθξίβεηα ην ηζηφγξακκα (ή ηελ θαηαλνκή) ησλ 

κεηξήζεψλ καο. Μπνξνχκε λα θάλνπκε νινέλα θαη πην κηθξφ ην δηάζηεκα Γx ηνπ ρ. Γ.2β, 

φπσο θαίλεηαη ζην ρ. Γ.2γ, θξνληίδνληαο ην νιηθφ εκβαδφλ ηνπ ηζηνγξάκκαηνο λα παξακέλεη 

ζηαζεξφ θαη ίζν κε ηε κνλάδα, κε θαηάιιειε επηινγή ηεο θιίκαθαο ησλ ni. Απηφ έρεη σο 

ζπλέπεηα ην εκβαδφλ θάησ απφ ην ηζηφγξακκα κεηαμχ δχν ηηκψλ x1 θαη x2 λα καο δίλεη ηελ 

πηζαλφηεηα ην απνηέιεζκα κηαο κέηξεζεο λα βξίζθεηαη αλάκεζα ζε απηέο ηηο δχν ηηκέο. 

        Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ s (Δμ. Γ.3), βιέπνπκε φηη γηα θάζε επηπξφζζεηε κέηξεζε πνπ 

θάλνπκε, ην άζξνηζκα ζηνλ αξηζκεηή απμάλεη θαηά έλαλ φξν di
2
 αιιά θαη ν παξνλνκαζηήο, n, 

απμάλεη θαηά κία κνλάδα. Βεβαίσο ην di έρεη ζηαηηζηηθέο δηαθπκάλζεηο, αιιά ζην φξην, γηα 

πνιχ κεγάια n, ε ηαπηφρξνλε αχμεζε αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή έρεη σο απνηέιεζκα ε ηηκή 

ηνπ s λα ηείλεη λα ζηαζεξνπνηεζεί ζε κηα ηηκή, ζ0, πνπ νξίδνπκε σο 
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 √
∑      ̅   

   

 
    

   
 √

∑         
 
   

 
                         

 

θαη πνπ νλνκάδεηαη ηππηθή απόθιηζε ηεο θαηαλνκήο. Βεβαίσο, φπσο θαη ε x0, έηζη θαη ε ζ0 

καο είλαη άγλσζηε θαη κφλνλ εθηηκήζεηο κπνξνχκε λα θάλνπκε γηα ηελ ηηκή ηεο, φηαλ έρνπκε 

ηνλ πεπεξαζκέλν αξηζκφ ησλ n κεηξήζεσλ. 

        Καζψο Γx → 0 θαη n → ∞, ε κέζε ηηκή x → x0, θαη ην ηζηφγξακκα ησλ κεηξήζεσλ 

γίλεηαη κηα ζπλερήο θακπχιε f(x), φπσο θαίλεηαη ζην ρ. Γ.2δ. Ζ ζπλάξηεζε f(x) νλνκάδεηαη 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. Δίλαη θαλνληθνπνηεκέλε, ην νιηθφ εκβαδφλ δειαδή θάησ απφ ηελ 

θακπχιε είλαη ίζν κε ηε κνλάδα. 

        Δίλαη δπλαηφλ λα πξνβιεθζεί ζεσξεηηθά ε κνξθή ηεο θακπχιεο f(x) θάησ απφ 

νξηζκέλεο ππνζέζεηο. Απηφ έγηλε απφ ηνλ De Moivre ην 1733 θαη αξγφηεξα απφ ηνπο Laplace 

θαη Gauss. Τπνζέηνληαο φηη ην ηειηθφ ζθάικα ζε κηα κέηξεζε είλαη απνηέιεζκα ελφο 

κεγάινπ αξηζκνχ πνιχ κηθξψλ απνθιίζεσλ, πνπ νθείινληαη ζε αλεμάξηεηα αίηηα θαη νη 

νπνίεο είλαη εμίζνπ πηζαλφλ λα είλαη ζεηηθέο ή αξλεηηθέο, ν Laplace ην 1783 έδεημε φηη ε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ κεηξήζεσλ δίλεηαη απφ ηελ 

 

     
 

  √  
        

    
 ⁄                                                      

 

        Ο Gauss βξήθε ηελ ίδηα θαηαλνκή βαζηδφκελνο ζηελ ππφζεζε φηη ε πην πηζαλή ηηκή ελφο 

κεηξνχκελνπ κεγέζνπο είλαη ε κέζε ηηκή ελφο αξηζκνχ εμίζνπ αμηφπηζησλ κεηξήζεσλ. Ζ 

θαηαλνκή είλαη γλσζηή σο θαηαλνκή Gauss ή γθανπζηαλή. Δπίζεο νλνκάδεηαη θαη θαλνληθή, 

παξφιν φηη δελ έρεη θαζνιηθή ηζρχ. Αθφκε φκσο θαη ζηηο πεξηπηψζεηο φπνπ παξαηεξνχληαη 

απνθιίζεηο απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή, ην γεγνλφο φηη είλαη καζεκαηηθψο πνιχ εχρξεζηε, 

θαη είλαη κηα πνιχ θαιή πξνζέγγηζε ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο, έρεη νδεγήζεη ζηελ 

πηνζέηεζή ηεο ζηε ζεσξία ζθαικάησλ ησλ ηπραίσλ ηηκψλ. 

        Ζ κνξθή ηεο γθανπζηαλήο θαηαλνκήο θαίλεηαη ζην ρ. Γ.3α. Έρεη κέγηζην γηα x =x0, 

πξάγκα πνπ ζεκαίλεη φηη ηηκέο θνληά ζην x0 είλαη πην πηζαλέο, ελψ κεηξήζεηο κε κεγάιεο 

απνθιίζεηο απφ ην x0 είλαη πην ζπάληεο. Ζ θακπχιε είλαη ζπκκεηξηθή σο πξνο x =x0, θαη απηφ 

πξνθχπηεη απφ ηελ ππφζεζε φηη νη ζεηηθέο θαη νη αξλεηηθέο απνθιίζεηο απφ ην x0 είλαη εμίζνπ 

πηζαλέο. Ζ θακπχιε ηείλεη αζπκπησηηθά ζην κεδέλ γηα x = ± ∞. Σν πιάηνο ηεο θαζνξίδεηαη 

απφ ηελ παξάκεηξν ζ0 (ρ. Γ.3α). Σα ζεκεία x = x0 ± ζ0 είλαη ζεκεία θακπήο. Ζ γθανπζηαλή 

θαηαλνκή (Γ.5) είλαη θαλνληθνπνηεκέλε, ην νινθιήξσκα ηεο δειαδή κεηαμχ x = − ∞ θαη x = 

∞ είλαη ίζν κε ηε κνλάδα. Έηζη, ε πηζαλφηεηα κηα κέηξεζε ηνπ x λα δψζεη απνηέιεζκα 

κεηαμχ x θαη x + dx είλαη f(x)dx. Δπίζεο, ην εκβαδφλ θάησ απφ ηελ θακπχιε κεηαμχ ησλ 

ηηκψλ x1 θαη x2 δίλεη ηελ πηζαλφηεηα κηα κέηξεζε ηνπ x λα δψζεη απνηέιεζκα κεηαμχ x1 θαη x2 

(ρ. Γ.3β). 

 

ρήκα Γ.3.  Ζ γθανπζηαλή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. 
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Τπνινγίδνληαο ηα εκβαδά, βξίζθνπκε φηη ε πηζαλφηεηα λα βξίζθεηαη κηα κέηξεζε 

 

κεηαμχ       θαη       είλαη 68,3 % 

>>        >>        >> 95,4 % 

>>        >>        >> 99,8 % 

 
 

       Γειαδή, κφλν κία κέηξεζε πεξίπνπ ζηηο 3 ζα δηαθέξεη απφ ηελ πξαγκαηηθή ηηκή θαηά 

πεξηζζφηεξν απφ 1ζ0 (κία ηππηθή απφθιηζε) ελψ κφλν κία ζηηο 400 κεηξήζεηο ζα δηαθέξεη 

πεξηζζφηεξν απφ 3ζ0. 

        Ζ ηππηθή απφθιηζε, ζ0, δίλεη ινηπφλ έλα κέηξν ηεο δηαζπνξάο ησλ κεηξήζεσλ. Μεγάιν 

ζ0 ζεκαίλεη κεγάιε δηαζπνξά (ρ. Γ.3α). Δίλαη επνκέλσο ε ζ0 έλα κέηξν ηεο αθξίβεηαο ηεο 

κεζφδνπ κέηξεζεο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε. 

 

 

Γ.3.4.  Σππηθή απόθιηζε κίαο κέηξεζεο 

 
Απφ κηα ζεηξά κεηξήζεσλ έρνπκε κφλν έλαλ πεπεξαζκέλν αξηζκφ ηηκψλ ηνπ κεηξνχκελνπ 

κεγέζνπο. Γη' απηφλ ηνλ ιφγν κφλνλ εθηηκήζεηο κπνξνχκε λα θάλνπκε γηα ηηο πην πηζαλέο 

ηηκέο ησλ x0 θαη ζ0. Έρνπκε ήδε εμεγήζεη γηαηί ε θαιχηεξε εθηίκεζε γηα ην x0 είλαη ε κέζε 

ηηκή x  ησλ n κεηξήζεσλ. Μπνξεί λα απνδεηρηεί φηη ε πην πηζαλή ηηκή γηα ην ζ0 είλαη ε 

 

  √
 

   
                                                                       

 

 

φπνπ s είλαη ε ηππηθή απφθιηζε ησλ n κεηξήζεσλ [Δμ. (Γ.3)]. Ζ ηηκή 

 

  √
∑      ̅   

 ቖ 

   
                                                             

 

 

νλνκάδεηαη ηππηθή απόθιηζε ηεο κίαο κέηξεζεο θαη είλαη ε θαιχηεξε εθηίκεζε πνπ 

κπνξνχκε λα θάλνπκε γηα ηελ (άγλσζηε) ζ0. 

 

 

Γ.3.5.  Σππηθή απόθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο - θάικαηα 
 

Ζ ηππηθή απφθιηζε ηεο κίαο κέηξεζεο καο δίλεη έλα κέηξν ηεο δηαζπνξάο ησλ κεηξήζεσλ 

γχξσ απφ ηελ πξαγκαηηθή ηηκή x0. Δίλαη βέβαηα έλα ρξήζηκν κέγεζνο γηα λα αμηνινγεζεί ε 

αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ κέηξεζεο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε. Πεξηζζφηεξν καο ελδηαθέξεη λα 

έρνπκε κηα εθηίκεζε ηεο απφθιηζεο ηεο κέζεο ηηκήο, x , απφ ηελ πξαγκαηηθή, x0.  

        Αλ ππνζέζνπκε φηη ε ζεηξά ησλ n κεηξήζεσλ επαλαιακβάλεηαη πνιιέο θνξέο, ζα έρνπκε 

γηα θάζε ζεηξά κεηξήζεσλ κηα δηαθνξεηηθή κέζε ηηκή, x k. Ζ κέζε ηηκή απηψλ ησλ x k ζα 

ηείλεη πξνο ην x0 γηα ηνπο ίδηνπο ιφγνπο πνπ αλαθέξακε φηαλ εμεηάδακε ηελ x . Θα ππάξρεη 

φκσο κηα δηαζπνξά ησλ x k γχξσ απφ ηελ x0, ε νπνία ζα ραξαθηεξίδεηαη απφ κηα ηππηθή 

απφθιηζε ζκ, κηθξφηεξε ηεο ζ0, πνπ νλνκάδνπκε ηππηθή απόθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο. 

        Απνδεηθλχεηαη φηη      √ ⁄    δειαδή 

 

   √
∑      ̅   

 

      
                                                                

i=

i=



 13 

 

 

        Αο εμεηάζνπκε ηε θπζηθή ζεκαζία απηήο ηεο παξακέηξνπ. Αλ ππνζέζνπκε φηη νη κέζεο 

ηηκέο, x k, είλαη θαηαλεκεκέλεο γχξσ απφ ηελ πξαγκαηηθή ηηκή, x0, ζχκθσλα κε κηα 

γθανπζηαλή θαηαλνκή 

 

   ̅  
 

  √  
    ̅    

    
 ⁄                                                   

 

πνπ έρεη ηππηθή απφθιηζε ζκ, ηφηε κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηελ πηζαλφηεηα ε κέζε ηηκή x

κηαο ζεηξάο n κεηξήζεσλ λα δηαθέξεη απφ ηελ πξαγκαηηθή, x0, θαηά κηα νξηζκέλε πνζφηεηα. 

χκθσλα κε φζα εηπψζεθαλ ζην εδάθην Γ.3.3, ππάξρεη πηζαλφηεηα 68,3% ε x  λα δηαθέξεη 

απφ ηελ x0 θαηά κηα πνζφηεηα κηθξφηεξε απφ ζκ. 

        Ζ θπζηθή ζεκαζία ηεο ζκ είλαη φηη δίλεη έλα κέηξν ηνπ πηζαλνχ ζθάικαηνο πνπ θάλνπκε 

ππνζέηνληαο φηη ε x  είλαη ε ηηκή ηνπ κεγέζνπο πνπ έρεη πξαγκαηηθή ηηκή x0. 

     Γεδνκέλνπ φηη ην s θαη επνκέλσο θαη ην ζ είλαη, φπσο έρνπκε εμεγήζεη, νπζηαζηηθά 

αλεμάξηεηα απφ ηνλ αξηζκφ ησλ κεηξήζεσλ, n, γηα κεγάια n, βιέπνπκε φηη ην ζκ κεηψλεηαη κε 

απμαλφκελν n. Καιή γλψζε ηνπ x0 ζεκαίλεη ινηπφλ κηθξή ηηκή ηνπ ζκ θαη επνκέλσο φζν ην 

δπλαηφλ κεγαιχηεξν αξηζκφ κεηξήζεσλ n. Δπεηδή φκσο, φπσο θαίλεηαη απφ ηε ζρέζε ζκ = ζ /

n , γηα λα βειηησζεί ε αθξίβεηα (δειαδή λα κεησζεί ε ζκ) θαηά έλαλ παξάγνληα πεξίπνπ 3, 

πξέπεη πεξίπνπ λα δεθαπιαζηάζνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ κεηξήζεσλ, είλαη ζπλήζσο επθνιφηεξν 

λα πξνζπαζήζνπκε λα κεηψζνπκε ηε δηαζπνξά ησλ κεηξήζεσλ, λα κεηψζνπκε δειαδή ηελ ζ, 

πξάγκα πνπ κπνξεί λα επηηεπρζεί κε βειηίσζε ηεο κεζφδνπ κέηξεζεο. 

        Ζ ηππηθή απφθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο ζκ, ζπκβνιίδεηαη θαη κε ζ x  φηαλ αλαθέξεηαη ζηελ 

ηηκή x , θ.ν.θ. Ολνκάδεηαη θαη ηππηθό ζθάικα ή απιψο ζθάικα ηεο κέηξεζεο ηνπ κεγέζνπο 

x θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε δx. Δπνκέλσο 

 

     ̅  √
∑      ̅   

   

      
                                                        

 

        Δμαηηίαο ηεο ζπνπδαηφηεηαο ηνπ ζθάικαηνο δx, ην απνηέιεζκα κηαο ζεηξάο κεηξήζεσλ 

δίλεηαη πάληνηε κε ηε κνξθή: 

 

   ̅                                                                          
 

       Μεξηθέο θνξέο είλαη ρξήζηκν λα αλαθεξζεί θαη ν αξηζκφο ησλ κεηξήζεσλ, n. 

        Έλα παξάδεηγκα ππνινγηζκνχ ησλ x  θαη δx γηα n = 7 ππνζεηηθέο κεηξήζεηο κήθνπο 

δίλεηαη ζηνλ Πίλαθα I. Σν ηειηθφ απνηέιεζκα δίλεηαη σο: 

 

x = 969,7 ± 0,7  mm    (7 κεηξήζεηο). 

 

        Δθηφο απφ ην ηππηθφ ζθάικα ή ζθάικα ή απφιπην ζθάικα      ̅ ηεο κέζεο ηηκήο  ̅, 

νξίδεηαη θαη ε ζρεηηθή ηππηθή απόθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο ή ην ζρεηηθό ζθάικα ηεο  ̅, σο 

 

    
  

 ̅
                                                                             

 

πνπ κπνξεί λα εθθξαζηεί θαη σο πνζνζηφ επί ηνηο εθαηφ, 

 

        
  

 ̅
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        Γηα ην παξάδεηγκα ηνπ Πίλαθα I, 

 

        
   

     
                                                                       

 

Πίλαθαο Ι 

Αξηζκεηηθό παξάδεηγκα ππνινγηζκνύ ησλ κεγεζώλ  ̅, ζ θαη δx 

γηα     ππνζεηηθέο κεηξήζεηο κήθνπο 

 

                   ̅           
       ̅            

1 968,1 -1,59 2,53 

2 972,3 2,61 6,81 

3 970,5 0,81 0,66 

4 969,0 -0,69 0,48 

5 967,2 -2,49 6,20 

6 971,1 1,41 1,99 

7 969,6 -0,09 0,01 

∑  

 

   

           ∑  

 

   

   ∑  
 

 

   

           

 

 ̅  
      

 
                                               

 

  √
     

     
                                                                   

 

   
 

√ 
 √

     

   
                                                                  

 

Απνηέιεζκα: x = 969,7 ± 0,7 mm (7 κεηξήζεηο). 

 

(Βιέπε παξάγξαθν Γ.4.1 γηα ηνλ αξηζκφ ησλ ζεκαληηθψλ ςεθίσλ πνπ δηαηεξνχληαη ζην 

απνηέιεζκα). 

 

θάικα αλάγλσζεο 

 

Όηαλ κεηξάκε έλα κέγεζνο κε ηε βνήζεηα ελφο νξγάλνπ, ππάξρνπλ φξηα ζηελ αθξίβεηα κε ηελ 

νπνία κπνξνχκε λα δηαβάζνπκε ηελ έλδεημε ηνπ νξγάλνπ, ή κε ηελ νπνία ην φξγαλν κπνξεί 

λα δψζεη ηελ έλδεημε. Σελ αβεβαηφηεηα κε ηελ νπνία δηαβάδνπκε ηελ έλδεημε ελφο νξγάλνπ, 

νλνκάδνπκε ζθάικα αλάγλσζεο. 

        Γηα έλα φξγαλν κε ςεθηαθή έλδεημε, ην ηειεπηαίν ςεθίν πξέπεη λα ζεσξείηαη αβέβαην. 

Δπεηδή ζπλήζσο δελ γλσξίδνπκε αλ ην φξγαλν απηφ ζηξνγγπιεχεη ην απνηέιεζκα ζην 

ηειεπηαίν ςεθίν, ή αλ απιψο αγλνεί ηα ππφινηπα ςεθία, ζα πξέπεη λα παίξλνπκε σο ζθάικα 

αλάγλσζεο κία κνλάδα ζην ηειεπηαίν ςεθίν ηεο έλδεημεο. Γηα παξάδεηγκα ε έλδεημε 3,43 

πξέπεη λα ζεσξείηαη φηη έρεη ζθάικα αλάγλσζεο ± 0,01. Πξνθαλψο ην ζθάικα απηφ είλαη 

πνιχ πηζαλφλ λα είλαη θάπσο κεγαιχηεξν ηνπ πξαγκαηηθνχ. Δίλαη φκσο πάληνηε πξνηηκφηεξν 

λα ππεξεθηηκνχκε έλα ζθάικα παξά αληηζηξφθσο. 

        Γηα αλαινγηθά φξγαλα, έλαο παξάγνληαο ππνθεηκεληθφηεηαο ππεηζέξρεηαη ζηελ 

εθηίκεζε ηνπ ζθάικαηνο αλάγλσζεο. Ωο γεληθφο θαλφλαο κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη ην ζθάικα 
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αλάγλσζεο είλαη ίζν κε απηφ πνπ αληηζηνηρεί ζε κηζή ππνδηαίξεζε ηεο θιίκαθαο. ε έλα 

ράξαθα κε ππνδηαηξέζεηο 1 mm ην ζθάικα αλάγλσζεο ζα ήηαλ ± 0,5 mm. Αλ ζπιινγηζηεί 

φκσο θαλείο φηη ε κέηξεζε κήθνπο πξνυπνζέηεη αλάγλσζε θαη ζηα δχν άθξα ηνπ 

κεηξνχκελνπ αληηθεηκέλνπ, έλα ζθάικα αλάγλσζεο ±1 mm ζα ήηαλ νξζφηεξν. ε έλα 

ρξνλφκεηξν κε ππνδηαηξέζεηο 1/5 ηνπ δεπηεξνιέπηνπ απηφ ζα είλαη ην ζθάικα αλάγλσζεο, 

φπσο είλαη πξνθαλέο αλ ιεθζεί ππ' φςε φηη ν δείθηεο δελ κεηαθηλείηαη ζπλερψο, αιιά κε 

πεδήκαηα ηνπ 1/5 sec. ε κεξηθά φξγαλα, νη ππνδηαηξέζεηο πνπ είλαη ραξαγκέλεο είλαη ηφζν 

αξαηέο κεηαμχ ηνπο πνπ κηα εθηίκεζε κε ην κάηη κπνξεί λα δψζεη θαιχηεξε αθξίβεηα ζηελ 

αλάγλσζε. ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο ην ζθάικα κεηψλεηαη αλαιφγσο, ρσξίο βεβαίσο λα 

ππεξεθηηκνχκε ηηο δπλαηφηεηεο καο. 

        Σν ζθάικα αλάγλσζεο πξέπεη λα ζεσξείηαη σο ην θαηψηαην φξην ζην ζθάικα κέηξεζεο 

ελφο κεγέζνπο. Δπαλάιεςε ηεο κέηξεζεο πνιιέο θνξέο δελ ζα νδεγήζεη ζε γλψζε ηνπ 

κεγέζνπο κε ζθάικα κηθξφηεξν ηνπ ζθάικαηνο αλάγλσζεο. ε έλα θαιά ζρεδηαζκέλν 

πείξακα, ζα πξέπεη ην ζθάικα αλάγλσζεο λα είλαη κηθξφηεξν απφ ηηο δηαθπκάλζεηο πνπ 

παξαηεξνχληαη ζε δηαδνρηθέο κεηξήζεηο ελφο κεγέζνπο. 

       Μία εηδηθή πεξίπησζε πνπ πξέπεη λα πξνζερζεί αλαθνξηθά κε ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

ζθάικαηνο είλαη απηή ζηελ νπνία φιεο νη κεηξήζεηο έρνπλ δψζεη ην ίδην απνηέιεζκα. Δίλαη 

ιάζνο λα ζεσξεζεί φηη ε ηππηθή απφθιηζε είλαη ίζε κε κεδέλ. Π.ρ. ε κέηξεζε ελφο κήθνπο 
κπνξεί λα δψζεη: 
 

156   156   156   156   156 mm. 
 

        Δίλαη ιάζνο λα πνχκε φηη   = 156 ± 0  mm. Απηφ πνπ ζπκβαίλεη εδψ είλαη φηη δελ 

δηαιέμακε ην θαηάιιειν επαίζζεην φξγαλν γηα ηε κέηξεζε, ψζηε λα γίλνπλ θαλεξέο νη 

δηαθπκάλζεηο ή νη δηαθνξέο ζηηο εθηηκήζεηο απφ κέηξεζε ζε κέηξεζε. ην ζπγθεθξηκέλν 

παξάδεηγκα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηνχκε έλα ράξαθα κε ππνδηαηξέζεηο 1 mm απνθεχγνληαο 

(πνιχ ζσζηά!) λα θάλνπκε εθηίκεζε ηνπ θιάζκαηνο ηνπ mm ζην κήθνο. ηηο πεξηπηψζεηο 

απηέο σο ζθάικα ηεο κέζεο ηηκήο πξέπεη λα παίξλνπκε ηε δηαθξηηηθή ηθαλφηεηα ηνπ 

κεηξεηηθνχ νξγάλνπ ή ην ζθάικα αλάγλσζεο. ην παξάδεηγκά καο ε αθξίβεηα αλάγλσζεο 

ηνπ κήθνπο είλαη 1 mm θαη επνκέλσο ην ηειηθφ απνηέιεζκα πξέπεη λα δνζεί σο  = 156 ± 1 

mm. 

 

Γ.3.6.  Γηάδνζε ζθαικάησλ 

 
Πνιχ ζπρλά ην κέγεζνο πνπ καο ελδηαθέξεη δελ κεηξάηαη απεπζείαο, αιιά ππνινγίδεηαη 

έκκεζα απφ ηηο κεηξήζεηο άιισλ κεγεζψλ ησλ νπνίσλ είλαη ζπλάξηεζε. Γηα παξάδεηγκα, ην 

εκβαδφλ ελφο θχθινπ δελ κεηξηέηαη άκεζα αιιά ππνινγίδεηαη απφ κεηξήζεηο ηεο αθηίλαο ηνπ 

r, απφ ηε ζρέζε S = πr
2
. Ζ ειεθηξηθή αληίζηαζε, R, ππνινγίδεηαη σο ν ιφγνο R = U/I δχν 

κεηξνχκελσλ κεγεζψλ, ηεο δηαθνξάο δπλακηθνχ, U, θαη ηεο έληαζεο ηνπ ξεχκαηνο, I. 

        Γηα ηε ζρέζε S = πr
2
, κε παξαγψγηζε έρνπκε dS = 2πrdr πνπ κπνξεί λα εξκελεπζεί σο ε 

ζρέζε πνπ δίλεη ηελ (απεηξνζηή) κεηαβνιή, dS, ηνπ εκβαδνχ ηνπ θχθινπ γηα κεηαβνιή, dr, 

ηεο αθηίλαο ηνπ. Γηα κηθξή κεηαβνιή dr ζε ζρέζε κε ην r, δειαδή γηα δr/r << l, κπνξνχκε λα 

έρνπκε, πξνζεγγηζηηθά, δS 2πrδr. Απηή ε ζρέζε κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη δίλεη ην ζθάικα δS 

ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ S γηα έλα κηθξφ ζθάικα, δr, ζηελ αθηίλα. Δπνκέλσο δS (dS/dr)δr. 

ηνλ ππνινγηζκφ ηεο (dS/dr) ρξεζηκνπνηνχκε ηελ θαιχηεξε εθηίκεζε πνπ έρνπκε γηα ηελ 

ηηκή ηεο r, δειαδή ηε κέζε ηηκή, r , ησλ κεηξήζεσλ ηεο αθηίλαο.  

        Γηα ζπλαξηήζεηο ƒ(u,π,σ,...) πεξηζζφηεξσλ ηεο κηαο αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ u, π, σ, 

θιπ., ηζρχεη πξνθαλψο 

 

   (
  

  
)    (

  

  
)    (

  

  
)                                              
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φπνπ dƒ ζεσξείηαη ε κεηαβνιή ηνπ ƒ γηα κεηαβνιέο du, dπ, dσ, θιπ. ησλ κεηαβιεηψλ. Ζ 

uf  /  είλαη ε κεξηθή παξάγσγνο ηεο ƒ σο πξνο u, αλ ζεσξήζνπκε ηηο ππφινηπεο κεηαβιεηέο  

ζηαζεξέο, θ.ν.θ. Ζ ζρέζε απηή είλαη κηα θαιή πξνζέγγηζε γηα ην ζθάικα δƒ ζηνλ ππνινγηζκφ 

ηεο ƒ γηα κηθξά ζθάικαηα δu, δπ, δσ,  θιπ., κε ηελ πξνυπφζεζε φηη νη πνζνζηηαίεο ηηκέο δu/u, 

δπ/π, δσ/σ, θιπ. είλαη πνιχ κηθξφηεξεο ηεο κνλάδαο. 

        Έζησ ηψξα φηη γλσξίδνπκε ηα κεγέζε 

 

   ̅                        ̅                         ̅           
 

απφ κεηξήζεηο πνπ θάλακε θαη ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ην παξάγσγν κέγεζνο    ̅    . 

Απφ ηε ζεσξία ησλ ζθαικάησλ πξνθχπηεη φηη ε πην πηζαλή ηηκή ηεο   ̅ ππνινγίδεηαη, αλ 

ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηε ζρέζε γηα ην ƒ (u, π, σ,...) νη πην πηζαλέο ηηκέο ησλ u, π, σ ..., δειαδή 

 

 ̅     ̅  ̅  ̅                                                                         

 

πνπ είλαη ε ηηκή ηεο ƒ πνπ πξνθχπηεη αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο κέζεο ηηκέο, ,,, u ... ησλ 

κεηαβιεηψλ. 

        Πνην είλαη ηψξα ην ζθάικα ή ε ηππηθή απφθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο  ,̅ δειαδή ην   ; Αλ 

γλσξίδακε ηφζν ην κέγεζνο φζν θαη ην πξφζεκν ησλ ζθαικάησλ δu, δπ, δσ ,... ζηα ,,, u ... 

ζα είρακε 

 

   (
  

  
)    (

  

  
)    (

  

  
)                                              

 

γηα ην ζθάικα    ζην  .̅ Απηφ φκσο καο είλαη αδχλαην, γηαηί γλσξίδνπκε κφλν ηα ηππηθά 

ζθάικαηα      ̅       ̅ θιπ, πνπ κφλν ζηαηηζηηθέο πξνβιέςεηο καο επηηξέπνπλ λα 

θάλνπκε. 

        Τπνζέηνληαο γθανπζηαλέο θαηαλνκέο γηα ηα ζθάικαηα, κε ηππηθέο απνθιίζεηο 

   ̅       ̅     θ.ιπ., θαη φηη ηα ζθάικαηα ζηα         είλαη αλεμάξηεηα κεηαμχ ηνπο, 

πξνθχπηεη φηη ε θαιχηεξε εθηίκεζε γηα ηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο   ̅είλαη 
 

  ̅      √(
  

  
  )

 

 (
  

  
  )

 

 (
  

  
  )

 

                                    

 

        Καη πάιη ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηηκψλ ησλ κεξηθψλ παξαγψγσλ ρξεζηκνπνηνχληαη νη 

κέζεο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ  ̅  ̅  ̅   

        ηνλ Πίλαθα II παξαζέηνπκε κεξηθά ρξήζηκα απνηειέζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ 

εθαξκνγή ηνπ θαλφλα απηνχ, θπξίσο γηα ζπλαξηήζεηο κίαο ή δχν κεηαβιεηψλ. 
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Πίλαθαο ΙΙ 

Γηάδνζε ζθαικάησλ. Τπνινγηζκόο ηππηθώλ απνθιίζεσλ (ζθαικάησλ) 

ζπλαξηήζεσλ f κηαο ή πεξηζζνηέξσλ κεηαβιεηώλ u, π, … 

Απνηειέζκαηα κεηξήζεσλ:    ̅           ̅       

Σα α θαη k είλαη γλσζηέο ζηαζεξέο 

               Τ                               

Γεληθή ρέζε              
     ̅  √(

  

  
  )

 

 (
  

  
  )

 

 (
  

  
  )

 

   

Άζξνηζκα                √        

Γηαθνξά                 √        

Γεληθά                     √              

Πνιι. κε ζηαζεξά              

Γηλφκελν           
    ̅ ̅√(

  

 ̅
)
 

 (
  

 ̅
)
 

 

Λφγνο            
 

 
 

   
 ̅

 ̅
√(

  

 ̅
)
 

 (
  

 ̅
)
 

 

Γχλακε                | |  ̅       

Λνγάξηζκνο          
  

 
 

Δθζεηηθφ               ̅   

 

Σα παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνχλ δείρλνπλ ηε ρξήζε ησλ απνηειεζκάησλ ζε αξηζκεηηθνχο 

ππνινγηζκνχο. Σα ηειηθά απνηειέζκαηα δίλνληαη κε ηφζα ζεκαληηθά ςεθία φζα πξνθχπηνπλ 

απφ ηνπο θαλφλεο πνπ παξαηίζεληαη ζηελ παξάγξαθν Γ.4.1.3. 

1. Μηα ζεηξά κεηξήζεσλ ηεο αθηίλαο ελφο θχθινπ έδσζε r = 9,73 ± 0,01 m. Σν κήθνο 

ηεο πεξηθέξεηαο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε   = 2πr θαη επνκέλσο  = 2π r = 2π  9,73 = 

61,135 m  θαη δ  = 2πδr = 2π0,01 = 0,06 m. Δπνκέλσο   = (61,14 ±0,06) m.       Σν 

εκβαδφλ ηνπ θχθινπ S = πr
2
 ππνινγίδεηαη σο S  = π 9,73

2
 = 297,42 m

2
. Σν ζθάικα 

ζην S  είλαη δS = (  S/ r)δr = 2π r δr. Δπνκέλσο δS = 2π9,730,01 = 0,6 m
2
. 

Σειηθά, S = 297,4 ± 0,6 m
2
. 

 

2. Σν ξεχκα κέζα απφ κηα αληίζηαζε είλαη                 θαη ε δηαθνξά 

δπλακηθνχ ζηα άθξα ηεο είλαη                      Δπνκέλσο 

 ̅  
 ̅

 ̅
 

      

        
           

         ̅√(
  

 ̅
)
 

 (
  

 ̅
)
 

       √(
    

    
)
 

 (
      

      
)
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3. Έζησ φηη ε ζρέζε    

   
   

  
 

 

δίλεη ηελ εμάξηεζε ηνπ κεγέζνπο ƒ απφ ηε ζηαζεξά k θαη ηηο κεηαβιεηέο u, π θαη w, ησλ 

νπνίσλ νη ηηκέο κεηξήζεθαλ σο   ̅      ̅           ̅    , αληίζηνηρα. Σφηε, 

 

  

  
  

  

  
 

 

 
 

 

  

  
   

   

  
  

 

 
 

 

  

  
    

   

  
   

 

 
 

 

Αληηθαζηζηψληαο ζηελ Δμ. (Γ. 17), βξίζθνπκε ην ζθάικα ζην ƒ: 

 

   [(
 ̅

 ̅
  )

 

 ( 
 ̅

 ̅
  )

 

 (  
 ̅

 ̅
  )

 

]

  ⁄

 

 

           (
  

 ̅
)

 

 (
  

 ̅
)
 

 (  
  

 ̅
)
 

 (  
  

 ̅
)
 

 

 

Σν ζρεηηθφ ζθάικα ζην ƒ είλαη επνκέλσο ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ 

ηεηξαγψλσλ ησλ ζρεηηθψλ ζθαικάησλ ησλ u, π
5
 θαη w

3
. 

 

Γ.4.   ΠΑΡΟΤΙΑΗ ΣΧΝ ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΧΝ 

 

Θα δψζνπκε κεξηθέο ρξήζηκεο πιεξνθνξίεο γηα ηελ παξνπζίαζε απνηειεζκάησλ ζε 

αξηζκεηηθή κνξθή θαη κε ηε κνξθή γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ. 

 

Γ.4.1. Παξνπζίαζε αξηζκεηηθώλ απνηειεζκάησλ 

 

Σν απνηέιεζκα κηαο ζεηξάο κεηξήζεσλ παξνπζηάδεηαη πάληνηε ζηε κνξθή: 

(Φπζηθό κέγεζνο) = (Μέζε ηηκή ± Σππηθή απόθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο) (Μνλάδεο) 

        Μεξηθέο θνξέο δίλεηαη θαη ν αξηζκφο ησλ κεηξήζεσλ πνπ έγηλαλ. Γειαδή 

        (κνλάδεο)  (n κεηξήζεηο) 

π.ρ.                 m      (12 κεηξήζεηο) 
 

        Υξεηάδεηαη πξνζνρή ζηνλ αξηζκφ ζεκαληηθψλ ςεθίσλ πνπ δίλνληαη ζηα αξηζκεηηθά 

απνηειέζκαηα θαη ην ζέκα απηφ ζα ζπδεηεζεί παξαθάησ. 
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Γ.4.1.1. εκαληηθά ςεθία. ηξνγγπινπνίεζε αξηζκώλ 

 

εκαληηθά ςεθία ελφο αξηζκνχ ιέγνληαη φια ηνπ ηα ςεθία εθηφο απφ ηα ζπλερφκελα 

κεδεληθά πνπ ελδερνκέλσο λα ππάξρνπλ ζηελ αξρή ηνπ αξηζκνχ, αλ απηφο είλαη δεθαδηθφο. Ζ 

ζέζε ηεο ππνδηαζηνιήο (δειαδή ν αξηζκφο ησλ δεθαδηθψλ ςεθίσλ) ή θαη έλαο εθζέηεο ηνπ 

10 σο πνιιαπιαζηαζηηθφο παξάγνληαο θαζνξίδνληαη απφ ηελ επηινγή ηεο κνλάδνο θαη 

επνκέλσο   δελ επεξεάδνπλ ηνλ αξηζκφ ησλ ζεκαληηθψλ ςεθίσλ. 

Μεξηθά παξαδείγκαηα δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα III. 

 

Πίλαθαο ΙΙΙ 

Παξαδείγκαηα αξηζκώλ κε δηαθνξεηηθό αξηζκό ζεκαληηθώλ ςεθίσλ 

Αξηζκφο ζεκαληηθψλ ςεθίσλ 
1 2 3 4 

2 15 100 2400 

0,3 0,18 0,243 0,8900 

0,004 0,020 0,00140 0,03051 

4×10
-3

 2,0×10
-3

 1,40×10
-3

 3,401×10
-2

 

8×10
7
 0,99×10

6
 4,05×10

9
 1,300×10

6
 

 

Γηα ηελ ζηξνγγπινπνίεζε ηζρχνπλ ηα εμήο: 

     Αλ ην δεμηφηεξν ςεθίν είλαη 0, 1, 2, 3 ή 4, απιψο παξαιείπεηαη. Αλ είλαη 5, 6, 7, 8 ή 9, 

παξαιείπεηαη, θαη ην ακέζσο πξνεγνχκελν (ην ηειεπηαίν) ζεκαληηθφ ςεθίν απμάλεηαη θαηά 

κία κνλάδα. 

        Παξαδείγκαηα: 1,42 ~ 1,4 θαη 1,46 ~ 1,5. 

        Γηα λα ζηξνγγπιεχζνπκε αθέξαηνπο, ηνπο κεηαηξέπνπκε πξψηα ζε δεθαδηθνχο κε κηα 

δχλακε ηνπ 10 σο πνιιαπιάζην θαη ζηξνγγπιεχνπκε ηνλ δεθαδηθφ. 

        Παξαδείγκαηα: 1432 = 1,432×10
3
 ~ 1,43×10

3
 θαη 1506 ~ 1,51×10

3
. 

        Θα ήηαλ ιάζνο λα πνχκε φηη 1432 ~ 1430 θιπ., γηαηί ζε απηή ηελ πεξίπησζε ην 

ηειεπηαίν κεδεληθφ ζα ζεσξείην ζεκαληηθφ ςεθίν, πξάγκα πνπ δελ είλαη αιεζέο. 

        Τπάξρνπλ κεξηθέο πξνβιεκαηηθέο πεξηπηψζεηο φζνλ αθνξά ηνλ αξηζκφ ησλ ζεκαληηθψλ 

ςεθίσλ. Αλ γηα παξάδεηγκα ζέινπκε λα δψζνπκε ηνλ αξηζκφ 1200 m κε δχν κφλν ζεκαληηθά 

ςεθία, κπνξνχκε λα γξάςνπκε 1,2×10
3
 m ή 1,2 km. Όκσο είλαη θάπσο αζπλήζηζην λα 

δψζνπκε ην 40 κε έλα ζεκαληηθφ ςεθίν σο 4×10. ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο κπνξεί, αλ 

ρξεηάδεηαη, λα αλαθεξζεί ξεηά πνηνο είλαη ν αξηζκφο ησλ ζεκαληηθψλ ςεθίσλ γηα λα κελ 

ππάξρεη αβεβαηφηεηα. Αλ δελ αλαθέξεηαη ην ζθάικα ζηελ γξαθή κηαο κέηξεζεο ηφηε 

ζεσξνχκε ην ηειεπηαίν ζεκαληηθφ αβέβαην θαηά κία κνλάδα. 
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Γ.4.1.2. Αβεβαηόηεηα ζηελ ηηκή ηνπ ζθάικαηνο 

 

Ζ ηππηθή απφθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο, σο απνηέιεζκα ελφο πεπεξαζκέλνπ αξηζκνχ κεηξήζεσλ, 

δελ είλαη γλσζηή κε απφιπηε αθξίβεηα. Πξνθχπηεη απφ ηε ζεσξία φηη ην ηππηθφ ζθάικα ζηελ 

ηηκή ηεο ηππηθήο απφθιηζεο ηεο κέζεο ηηκήο ζκ (δειαδή ην ζθάικα ηνπ ζθάικαηνο) είλαη 

 
  

√      
 

Όπνπ n ν αξηζκφο ησλ κεηξήζεσλ. Βιέπνπκε έηζη φηη, 

γηα n=9 κεηξήζεηο, ην ηππηθφ ζθάικα ζηελ    είλαη 25 % 

>> n=51 >> 10 % 

>> n=200 >> 5 % 

>> n=5000 >> 1 % 

        Δίλαη ινηπφλ ζαθέο φηη, γηα ηνλ ζπλήζε αξηζκφ κεηξήζεσλ πνπ ζπλαληά θαλείο ζε έλα 

εθπαηδεπηηθφ εξγαζηήξην, ε αβεβαηφηεηα ζηελ ηηκή ηεο ζκ δελ δηθαηνινγεί λα δίλνληαη 

ηειηθέο ηηκέο ζθαικάησλ κε πεξηζζφηεξα ηνπ ελφο ζεκαληηθά ςεθία. ηελ επηζηεκνληθή 

έξεπλα φκσο, ν αξηζκφο ησλ κεηξήζεσλ είλαη ζπλήζσο αξθεηά κεγάινο ψζηε λα δηθαηνινγεί 

κεγαιχηεξε αθξίβεηα ζην ζκ. Γηα ην ιφγν απηφ είλαη επηζπκεηφ λα ζπλεζίζεη θαλείο ζην λα 

δίλεη ηηο ηηκέο ησλ ζθαικάησλ κε δχν ζεκαληηθά ςεθία. 

 

Γ.4.1.3. Παξνπζίαζε αξηζκεηηθώλ απνηειεζκάησλ 

χκθσλα κε φζα είπακε πην πάλσ, ζα εμεηάζνπκε ηψξα ηελ αθξίβεηα κε ηελ νπνία 

παξνπζηάδνληαη ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα. 

Έλα θνηλφ ιάζνο πνπ γίλεηαη είλαη ε παξνπζίαζε απνηειεζκάησλ κε αδηθαηνιόγεηα κεγάιν 

αξηζκό ζεκαληηθώλ ςεθίσλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ ε δηάκεηξνο ελφο δίζθνπ βξέζεθε λα είλαη  

D = 2,3 cm (αγλννχκε ην ζθάικα πξνο ην παξφλ), είλαη ιάζνο λα δψζνπκε ην εκβαδφλ ηεο 

επηθάλεηαο ηνπ σο S = πD
2
/4 = 4,154756285 cm

2
 επεηδή έηζη εκθαλίζηεθε ην απνηέιεζκα 

ζηελ νζφλε ηνπ ππνινγηζηή. Σέηνηα αθξίβεηα ζην S είλαη αδηθαηνιφγεηε δεδνκέλνπ φηη ην D 

είλαη γλσζηφ κε δχν ζεκαληηθά ςεθία, ην ηειεπηαίν απφ ηα νπνία κπνξεί λα είλαη θαη 

αβέβαην. Αλ γηα παξάδεηγκα είρακε D = 2,29 cm ηφηε  ζα ήηαλ S = 4,12 cm
2
, ελψ γηα 

          ζα είρακε S = 4,19 cm
2
. Βιέπνπκε ινηπφλ φηη δπν ζεκαληηθά ςεθία ζην S είλαη 

ηα κφλα γηα ηα νπνία κπνξνχκε λα είκαζηε ζίγνπξνη. Γεληθά ην απνηέιεζκα ην δίλνπκε κε 

ηφζα ζεκαληηθά φζα έρεη ην κέγεζνο κε ηα ιηγφηεξα ζεκαληηθά. 

 

        Οη θαλφλεο γηα ηελ παξνπζίαζε ελφο ηειηθνχ αξηζκεηηθνχ απνηειέζκαηνο είλαη νη εμήο: 
 

1. Σν ηειηθό ζθάικα ζην κεηξνχκελν κέγεζνο δίλεηαη κε έλα ζεκαληηθό ςεθίν. 

2. Γεχηεξν ζεκαληηθφ ζην ζθάικα επηηξέπεηαη κόλν εάλ ε κέηξεζε έρεη πξνθχςεη απφ 

κεγάιν αξηζκφ (n) κεηξήζεσλ θαη ην πξψην ζεκαληηθφ είλαη κηθξφηεξν ηνπ 3. 

3. Απφ ηε ζηηγκή πνπ έρνπκε απνθαζίζεη γηα ηελ ηηκή ηνπ ζθάικαηνο, ε κέζε ηηκή δίλεηαη κε 

ηελ ίδηα αθξίβεηα κε ηελ νπνία δφζεθε ην ζθάικα. Παξαδείγκαηα: 
 

3,1 ± 0,3             128 ± 7         (4,1 ± 0,4)×10
6
 

4,20 ± 0,13          43,3 ± 2,4     (8,12 ± 0,22)×10
5
 

 

        Πξέπεη φκσο λα ζεκεησζεί φηη, γηα λα απνθεπρζεί ε ζπζζψξεπζε ζθαικάησλ απφ ηελ 

ζηξνγγπινπνίεζε πνιιψλ αξηζκψλ, ζηνλ ππνινγηζκφ ελδηακέζσλ απνηειεζκάησλ (δειαδή 

φισλ εθηφο ηνπ ηειηθνχ) ηα ζθάικαηα θαηαρσξνχληαη κε δχν ζεκαληηθά ςεθία θαη νη κέζεο 

ηηκέο φπσο θαη νη ελδείμεηο ησλ νξγάλσλ κε ηελ ίδηα αθξίβεηα. Αλ δελ αλαθέξεηαη ην ζθάικα 

ζηελ γξαθή κηαο κέηξεζεο ηφηε ζεσξνχκε ην ηειεπηαίν ζεκαληηθφ ςεθίν αβέβαην θαηά κία 

κνλάδα. 
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Γ.4.2. Γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

Ζ απεηθφληζε ησλ απνηειεζκάησλ κε ηε κνξθή γξαθηθήο παξάζηαζεο κπνξεί λα 

ππαγνξεχεηαη απφ ηνπιάρηζηνλ έλαλ απφ ηνπο αθφινπζνπο ιφγνπο: 

(α) Γηα λα δνζεί κε επνπηηθφ ηξφπν ε ζρέζε κεηαμχ δχν κεγεζψλ, αλαδεηθλχνληαο 

ραξαθηεξηζηηθά πνπ δελ ζα γίλνληαλ εκθαλή ζε έλαλ πίλαθα αξηζκεηηθψλ ηηκψλ 

(β) Γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο θιίζεο ή ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ελφο άμνλα, 

θπξίσο ζηελ πεξίπησζε φπνπ ε ζρέζε κεηαμχ ησλ δχν κεγεζψλ είλαη γξακκηθή 

(γ) Γηα λα δηεξεπλεζεί ε κνξθή ηεο ζρέζεο κεηαμχ δχν κεγεζψλ (γξακκηθή, εθζεηηθή θ.ιπ.) 

πνπ κπνξεί αθνινχζσο λα δηαηππσζεί ζε καζεκαηηθή κνξθή γηα κεγαιχηεξε αθξίβεηα 

(δ) Γηα ηελ επαιήζεπζε κηαο ζεσξεηηθήο ζρέζεο κεηαμχ δχν κεγεζψλ κε ηε ζχγθξηζε ηεο 

ζεσξεηηθήο θακπχιεο κε ηα πεηξακαηηθά ζεκεία 

(ε) Γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί σο θακπχιε βαζκνλφκεζεο ελφο νξγάλνπ ή γεληθά γηα λα είλαη 

δπλαηή ε εχξεζε ηεο ηηκήο ηεο κηαο κεηαβιεηήο πνπ αληηζηνηρεί ζε θάπνηα ηηκή ηεο άιιεο γηα 

ηελ νπνία δελ ππάξρνπλ πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο. 

        Οη θπξηφηεξνη θαλφλεο γηα ηελ θαιχηεξε παξνπζίαζε πεηξακαηηθψλ απνηειεζκάησλ ζε 

γξαθηθή κνξθή ζα δνζνχλ παξαθάησ. 

 

Γ.4.2.1. Η επηινγή ησλ αμόλσλ 

 

Σν κέγεζνο πνπ ζεσξείηαη σο αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ζρεδηάδεηαη σο ηεηκεκέλε (άμνλαο ησλ 

x), ελψ ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή σο ηεηαγκέλε (άμνλαο ησλ y). Ζ δηάθξηζε δελ είλαη πάληνηε 

δπλαηή. Γεληθά, αλ ζην πείξακα εκείο θαζνξίδνπκε ηηο ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο (π.ρ. ηελ ηάζε 

ζηα άθξα κηαο αληίζηαζεο), ηφηε απηή ζεσξείηαη ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, ελψ ην 

απνηέιεζκα (π.ρ. ην ξεχκα κέζα απφ ηελ αληίζηαζε) είλαη ε εμαξηεκέλε. Απηφ φκσο δελ 

πξέπεη λα ζεσξείηαη σο απαξάβαηνο θαλφλαο. Ζ θξάζε «θαηαγξάςεηε ην κέγεζνο V σο 

ζπλάξηεζε ηνπ t» δειψλεη φηη ε t είλαη ε αλεμάξηεηε θαη ε V ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. 

        Αθνχ ραξαρηνχλ νη άμνλεο, αλαγξάθνληαη δίπια ηνπο ηα κεγέζε πνπ αληηπξνζσπεχνπλ 

θαη κέζα ζε παξέλζεζε νη κνλάδεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη, π.ρ. t (s) ή h (cm), ρ. Γ.4α. 

Δπηιέγεηαη ε θιίκαθα ηνπ θάζε άμνλα θαη ραξάζζνληαη πάλσ ζε απηφλ νη αξηζκεηηθέο ηηκέο 

ηεο θιίκαθαο. Κάζε ππνδηαίξεζε ηνπ ραξηηνύ αληηζηνηρεί ζε 1, 2 ή 5 κνλάδεο ή ζηα 

αληίζηνηρα πνιιαπιάζηα κηαο δύλακεο ηνπ 10, αλάινγα κε ηελ πεξηνρή ηηκώλ πνπ ζα 

θαιπθζεί. Απηφ γίλεηαη γηα λα είλαη εχθνιε ηφζν ε θαηαγξαθή φζν θαη ε αλάγλσζε ησλ 

αξηζκεηηθψλ ηηκψλ (ζε έλα ραξηί κηιηκεηξέ κε ππνδηαηξέζεηο ζε cm θαη mm ζα ήηαλ θάπσο 

άβνιν λα αληηζηνηρήζνπκε έλα cm ηεο θιίκαθαο ζε 70 κνλάδεο ηεο κεηαβιεηήο, γηα 

παξάδεηγκα). ηνλ άμνλα αλαγξάθνληαη νη αξηζκεηηθέο ηηκέο ζε έλα ινγηθφ αξηζκφ ζεκείσλ 

ψζηε ε εχξεζε ελδηάκεζσλ ηηκψλ λα είλαη εχθνιε, ρσξίο φκσο λα παξαθνξηψλεηαη ε θιίκαθα 

κε αξηζκνχο πνπ ζα κπνξνχζαλ λα πξνθαιέζνπλ ζχγρπζε ελψ δελ πξνζθέξνπλ ηίπνηε. ηνπο 

άμνλεο κπνξεί λα ππάξρνπλ θαη ππνδηαηξέζεηο γηα ηηο νπνίεο δελ δίλνληαη νη αληίζηνηρεο 

αξηζκεηηθέο ηηκέο, αλ απηέο κπνξνχλ εχθνια λα βξεζνχλ απφ ηηο ηηκέο πνπ αλαγξάθνληαη, ρ. 

Γ.4β. 

        Γελ είλαη απαξαίηεην νη θιίκαθεο λα αξρίδνπλ απφ ην 0 αιιά κπνξνχλ λα θαιχπηνπλ 

κφλν ηελ πεξηνρή γηα ηελ νπνία ππάξρνπλ πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα (ρ. Γ.4γ) εθηφο αλ ην 

0 απνηειεί ζεκαληηθφ ή ρξήζηκν ζεκείν ηεο θακπχιεο. 

        Οη θιίκαθεο δελ είλαη απαξαίηεην λα είλαη γξακκηθέο σο πξνο ηα κεγέζε πνπ 

κεηξήζεθαλ. Αλ αλακέλεηαη, γηα παξάδεηγκα, φηη ε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην h θαη ην t ζην ρ. 

Γ.4α είλαη h = gt
2
/2 ηφηε, αλ θαηαγξαθεί ε h σο ζπλάξηεζε ηνπ t

2
 φπσο ζην ρ. Γ.4δ, ηα 

ζεκεία ζα πξέπεη λα βξίζθνληαη θνληά ζηελ επζεία πνπ πεξλά απφ ην (0, 0) θαη έρεη θιίζε 

g/2. Ζ επζεία απηή είλαη εχθνιν λα ζρεδηαζηεί, αιιά θαη ε γξακκηθή ζρέζε πην εχθνιν λα 

δηαπηζησζεί αληί ηεο παξαβνιηθήο ηνπ ρ. Γ.4α. Άιια παξαδείγκαηα επηινγήο κεηαβιεηψλ 

ψζηε λα πξνθχςεη γξακκηθή ζρέζε δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα IV. 
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ρήκα 4.  Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο. Δπηινγή θαη ζρεδίαζε αμφλσλ. 

 

Πίλαθαο ΙV 

Παξαδείγκαηα αιιαγήο ησλ κεηαβιεηώλ ώζηε λα 

γξακκηθνπνηεζνύλ κε γξακκηθέο ζρέζεηο 

 

Με γξακκηθή ζρέζε Νέεο κεηαβιεηέο Γξακκηθή ζρέζε πνπ πξνθχπηεη 

 x y  

     
 

 
       h      
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Γ.4.2.2. Απεηθόληζε ησλ πεηξακαηηθώλ ζεκείσλ 

 

ε θάζε δεχγνο ηηκψλ ηεο αλεμάξηεηεο θαη ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο αληηζηνηρεί έλα 

ζεκείν ζηε γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε. Σν ζεκείν πξέπεη λα είλαη επδηάθξηην θαη γη' απηφ ή 

ζρεδηάδνπκε κηα αξθεηά κεγάιε θνπθίδα ή έλα ζεκείν κε έλα κηθξφ θχθιν γχξσ ηνπ, ρ. 

Γ.5α. Σα ζεκεία πξέπεη λα είλαη αξθεηά κεγάια ψζηε λα κελ θαιχπηνληαη απφ ηελ θακπχιε 

πνπ ζα ζρεδηαζηεί γηα απηά θαη λα κε ζπγρένληαη κε ηπραία ζεκάδηα ζην ραξηί. Δπίζεο, αλ 

γηα λα ζρεδηαζηεί κηα θακπχιε πνπ πξνβιέπεηαη απφ ηε ζεσξία ρξεηαζηεί λα ζεκεησζνχλ ζην 

ραξηί θάπνηα ζεκεία απφ ηνπο ππνινγηζκνχο, απηά πξέπεη κεηά λα ζβήλνληαη γηα λα κελ 

εθιακβάλνληαη σο πεηξακαηηθά ζεκεία 

 

 
 

ρήκα 5.  Ζ απεηθφληζε πεηξακαηηθψλ ζεκείσλ ζε γξαθηθέο παξαζηάζεηο. 

 

      Αλ, γηα ηελ ηηκή x ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο, ε αληίζηνηρε ηηκή ηεο εμαξηεκέλεο είλαη 

y ± δy, αλ δειαδή είλαη γλσζηφ θαη ην ζθάικα ζηελ y, ηφηε εθηφο απφ ηελ ηειεία ζην ζεκείν 

(x, y) ζεκεηψλεηαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε θαη ην ζθάικα φπσο θαίλεηαη ζην ρ. Γ.5 (β), κε 

ηε ζρεδίαζε απφ ην ζεκείν (x, y) επζεηψλ κήθνπο δy ζηηο θαηεπζχλζεηο ± y. ηηο πεξηπηψζεηο 

πνπ θαη ε κεηαβιεηή x είλαη γλσζηή κε ην ζθάικα ηεο, δx, ην ίδην γίλεηαη θαη κε απηφ, φπσο 

θαίλεηαη ζην ρ. 5γ. 

ε πεξηπηψζεηο φπνπ ρξεηάδεηαη λα ζρεδηαζηνχλ δχν ή πεξηζζφηεξεο ζεηξέο κεηξήζεσλ ζην 

ίδην δηάγξακκα, ρξεζηκνπνηνχληαη δηαθνξεηηθά ζχκβνια γηα ηα ζεκεία ηεο θάζε ζεηξάο  (π.ρ. 

θχθινη, ζηαπξνί, ηξίγσλα θιπ.) γηα λα μερσξίδνπλ. εκεηψλεηαη δε ζην ζρήκα ζε ηη 

αληηζηνηρνχλ νη δηάθνξεο ζεηξέο κεηξήζεσλ. 

Σέινο, αο ζεκεησζεί φηη ζηνπο άμνλεο δελ πξέπεη λα ζεκεηψλνληαη νη ηηκέο ησλ πεηξακαηηθψλ 

ζεκείσλ, αιιά κφλνλ νη αξηζκνί πνπ αλαθέξνληαη ζηε βαζκνινγία ησλ αμφλσλ φπσο έρεη ήδε 

πεξηγξαθεί. 

 

Γ.4.2.3. Υάξαμε ηεο θακπύιεο 

 

Αθνχ ζεκεησζνχλ ζην δηάγξακκα φια ηα ζεκεία καδί κε ηα ζθάικαηά ηνπο (αλ 

ππάξρνπλ), ραξάζζεηαη ε θαιχηεξε θακπχιε πνπ αληηζηνηρεί ζε απηά. 

Ο φξνο «θαιχηεξε θακπχιε» έρεη δηαθνξεηηθφ λφεκα αλάινγα κε ηελ πεξίπησζε πνπ 

εμεηάδεηαη. Καη‟ αξρήλ πξέπεη λα ηνληζηεί φηη ε θακπχιε δελ πξέπεη θαη' αλάγθε λα πεξλά 

απφ φια ηα πεηξακαηηθά ζεκεία (ρ. 6α, θαη 6β). Κάηη ηέηνην, ζηηο ζπάληεο πεξηπηψζεηο 

πνπ κπνξεί λα ζπκβεί, πξέπεη λα είλαη πνιχ θαιά ηεθκεξησκέλν. 

        Αλ ε κνξθή ηεο θακπχιεο είλαη γλσζηή απφ ηε ζεσξία, ηφηε θαη απηή ιακβάλεηαη σο 

δεδνκέλε. Γηα παξάδεηγκα, κπνξεί λα είλαη γλσζηφ φηη ε ζρέζε είλαη γξακκηθή ή φηη ε 

επζεία ή ε θακπχιε πξέπεη λα πεξλά απφ ην κεδέλ ή απφ θάπνην άιιν ζεκείν. 
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ρήκα 6. Λαλζαζκέλε ράξαμε θακπχιεο. 

 

 Ζ θακπχιε πξέπεη λα είλαη ε νκαιφηεξε θακπχιε πνπ πεξλά αλάκεζα ζηα ζεκεία. Απφθιηζε 

απφ ηελ νκαιή θακπχιε (ή θαη ηελ επζεία) δηθαηνινγείηαη κφλν αλ ππάξρνπλ αξθεηά 

αμηφπηζηα πεηξακαηηθά ζεκεία ζηελ πεξηνρή. ηε ράξαμε ηεο θακπχιεο, ζεκαληηθφηαην ξφιν 

παίδνπλ θαη ηα ζθάικαηα πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα πεηξακαηηθά ζεκεία. Όπνπ είλαη δπλαηφλ, ε 

θακπχιε πξέπεη λα επηδηψθεηαη λα πεξλά κέζα απφ ηα φξηα ησλ ζθαικάησλ. Γελ πξέπεη φκσο 

λα μερλάκε φηη ζεκεία πνπ απέρνπλ απφ ηελ θακπχιε θαηά πεξηζζφηεξν απφ κία ηππηθή 

απφθιηζε δελ απνθιείνληαη απφ ηε ζεσξία. Αλ βεβαίσο έλα ζεκείν απέρεη πνιχ απφ ηελ 

θακπχιε, πξέπεη λα επαλεμεηάδεηαη θαη λα απνξξίπηεηαη, αλ δελ βξεζνχλ ζνβαξνί ιφγνη γηα 

λα γίλεη δεθηφ σο ζσζηφ πεηξακαηηθφ απνηέιεζκα. 

        Έρνληαο ππφςε φζα εηπψζεθαλ, κπνξνχκε λα δνχκε φηη ηα ζεκεία ηνπ ρ. 7α δελ 

δηθαηνινγνχλ ηε ράξαμε άιιεο θακπχιεο απφ ηελ επζεία πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα. Αλ φκσο, 

παξά ηα κεγάια ζθάικαηα, ηα πεηξακαηηθά ζεκεία παξνπζηάδνπλ κηα ζπζηεκαηηθή 

ζπκπεξηθνξά φπσο ζην ρ. 7β, ηφηε ε ράξαμε κηαο θακπχιεο, αληί ηεο επζείαο, 

δηθαηνινγείηαη. 

 
ρήκα 7. Ζ ζρεδίαζε ηεο θαιχηεξεο θακπχιεο πξέπεη λα ιακβάλεη ππφςε ηφζν ηα ζθάικαηα ησλ 

πεηξακαηηθψλ ζεκείσλ φζν θαη ηελ ηπρφλ ζπζηεκαηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπο. 

 

        Ζ ζπζηεκαηηθή ζπκπεξηθνξά ελφο ηφζν κεγάινπ αξηζκνχ ζεκείσλ, καο θάλεη λα 

ζπκπεξάλνπκε φηη γηα θάπνην ιφγν ηα ζθάικαηα έρνπλ ππεξεθηηκεζεί. 

        ηελ πεξίπησζε ηνπ ρ. 8 είλαη πξνθαλέο φηη ε ζρέζε δελ είλαη επζχγξακκε. Ζ ζέζε 

ησλ ζεκείσλ θαη ην κέγεζνο ησλ ζθαικάησλ ππαγνξεχνπλ ηε ράξαμε κηαο θακπχιεο φπσο 

θαίλεηαη ζην ζρήκα. Βεβαίσο ε αθξηβήο ζέζε θαη ε κνξθή ηεο θακπχιεο δελ είλαη 

κνλνζήκαληα θαζνξηζκέλεο. Δπίζεο είλαη πξνθαλέο φηη ην ζεκείν Α ζην ρ. 8 πξέπεη λα 

αγλνεζεί, εθηφο αλ επηπξφζζεηεο κεηξήζεηο ζε απηήλ ηελ πεξηνρή δείμνπλ φηη ππάξρεη 

πξάγκαηη κηα απφθιηζε απφ ηελ θακπχιε πνπ ραξάρηεθε. 
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        ηα δχν παξαξηήκαηα πνπ αθνινπζνχλ πεξηγξάθεηαη ν ηξφπνο ππνινγηζκνχ ηεο θιίζεο 

κηαο επζείαο ή κηαο θακπχιεο ζε θάπνην ζεκείν θαη ε κέζνδνο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 

γηα ηελ εχξεζε ηεο θαιχηεξεο επζείαο πνπ πεξλά αλάκεζα απφ θάπνηα δεδνκέλα πεηξακαηηθά 

ζεκεία. 

 
ρήκα 8. Ζ ράξαμε θακπχιεο θαη φρη επζείαο δηθαηνινγείηαη απφ ηηο ζέζεηο ησλ πεηξακαηηθψλ 

ζεκείσλ θαη ηα ζθάικαηά ηνπο. Σν ζεκείν Α είλαη πνιχ πηζαλφλ φηη πξέπεη λα αγλνεζεί. 

 

Γ.5. ΤΠΟΛΟΓΙΜΟ ΣΗ ΚΛΙΗ ΔΤΘΔΙΑ Ή ΚΑΜΠΤΛΗ 

 

Πνιχ ζπρλά, έρνληαο ραξάμεη κηα επζεία φπσο απηή πξνθχπηεη απφ ηα πεηξακαηηθά ζεκεία 

(ρ. 9α), ρξεηαδφκαζηε λα βξνχκε ηελ θιίζε ηεο. ηε ζρέζε y = α + βx, πνπ ππνζέηνπκε φηη 

ζπλδέεη ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή x κε ηελ εμαξηεκέλε y, δεηείηαη ην β. 

 
ρήκα 9. Ο ππνινγηζκφο ηεο θιίζεο επζείαο ή θακπχιεο ζε έλα ζεκείν. 

 

        Πξνθαλψο ηζρχεη φηη dy/dx = β. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο θιίζεο β, παίξλνπκε δχν ζεκεία 

Α θαη Β πάλσ ζηελ επζεία, κε ζπληεηαγκέλεο (xΑ, yΑ) θαη (xΒ, yΒ) ζηηο θαηάιιειεο κνλάδεο 

ησλ x θαη y. Ζ θιίζε δίλεηαη απφ ην ιφγν 
 

  
  

  
 

  

  
 

     

     
                                                        

Οη κνλάδεο ηνπ β βξίζθνληαη απφ ηε ζρέζε: 
 

[κνλάδεο ηεο θιίζεο] = [κνλάδεο ηνπ y]/[κνλάδεο ηνπ x]. 
 

Γηα αθξηβέζηεξν απνηέιεζκα, ηα ζεκεία Α θαη Β πξέπεη λα απέρνπλ φζν ην δπλαηφλ 

πεξηζζφηεξν κεηαμχ ηνπο. 
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        Έλα ιάζνο πνπ γίλεηαη ζπρλά είλαη λα ρξεζηκνπνηνχληαη σο ζεκεία Α θαη Β δχν 

πεηξακαηηθά ζεκεία. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα λα αγλννχληαη φια ηα πεηξακαηηθά ζεκεία 

εθηφο ησλ δχν πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ. Δπίζεο ιαλζαζκέλε είλαη ε άπνςε φηη θιίζε ηεο 

επζείαο είλαη ε εθ(ζ), φπνπ ζ είλαη ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε επζεία κε ηνλ άμνλα ησλ x. Απηφ 

ηζρχεη κφλν ζηελ πεξίπησζε πνπ νη άμνλεο x θαη y έρνπλ ηηο ίδηεο κνλάδεο θαη ηηο ίδηεο 

θιίκαθεο θαη ζε θακηά άιιε πεξίπησζε. 

        Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο θιίζεο κηαο θακπχιεο ζε έλα ηεο ζεκείν (έζησ Ρ ζην ρ. 9β), ε 

δηαδηθαζία πνπ αθνινπζείηαη είλαη ε εμήο: Αθνχ ζρεδηαζηεί ε θακπχιε, ζρεδηάδνπκε κηα 

επζεία ΑΒ εθαπηνκέλε ηεο θακπχιεο ζην ζεκείν Ρ ζην νπνίν ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ 

θιίζε. Ζ δεηνχκελε θιίζε (dy/dx)P είλαη ε θιίζε ηεο επζείαο ΑΒ πνπ ππνινγίδεηαη φπσο 

πεξηγξάςακε πην πάλσ. 

 

Γ.6. Η ΜΔΘΟΓΟ ΣΧΝ ΔΛΑΥΙΣΧΝ ΣΔΣΡΑΓΧΝΧΝ 

 

Γηα ηελ αθξηβέζηεξε εχξεζε ηεο επζείαο ή θακπχιεο πνπ αληηζηνηρεί ζε θάπνηα πεηξακαηηθά 

ζεκεία ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Θα πεξηγξάςνπκε ηε κέζνδν 

γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ππνζέηνπκε κηα γξακκηθή ζρέζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ x θαη y. 

        Έζησ φηη ηα n πεηξακαηηθά ζεκεία (xi, yi) έρνπλ ζρεδηαζηεί φπσο ζην ρ. Γ.10. 

Τπνζέηνπκε φηη ε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα x θαη y είλαη ε  

  y=α+βx                                                             (Γ.19) 

 
ρήκα Γ.10. Ζ κέζνδνο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. 

 

        Εεηείηαη ν πξνζδηνξηζκφο ηνπ ζεκείνπ (0, a) ζην νπνίν ε επζεία ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ y 

θαη ηεο θιίζεο β ηεο επζείαο. ηε κέζνδν πνπ ζα πεξηγξάςνπκε, ππνζέηνπκε φηη νη ηηκέο xi 

είλαη γλσζηέο κε ακειεηέα ζθάικαηα θαη φηη νη απνθιίζεηο ησλ πεηξακαηηθψλ ζεκείσλ απφ 

ηελ επζεία (Δμίζσζε Γ.19) νθείινληαη ζηηο απνθιίζεηο ησλ ηηκψλ yi  απφ ηηο πξαγκαηηθέο. 

Γηα ηελ ηηκή xi ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο, ε ηηκή ηνπ y πνπ αλακέλεηαη απφ ηελ Δμίζσζε 

(Γ.19) είλαη a + βxi. Αληί απηήο, ε παξαηεξνχκελε ηηκή είλαη yi. Ζ απφθιηζε ηνπ ζεκείνπ (xi, 

yi) απφ ηελ επζεία είλαη επνκέλσο 
 

 

                                                                      
 

φπσο θαίλεηαη ζην ρ. Γ.10. 
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        Απνδεηθλχεηαη ζεσξεηηθά φηη ε πηζαλφηεξε επζεία πνπ αληηζηνηρεί ζηα πεηξακαηηθά 

ζεκεία είλαη απηή πνπ δίλεηαη απφ εθείλεο ηηο ηηκέο ηνπ a θαη β πνπ ειαρηζηνπνηνχλ ην 

άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ di γηα φια ηα πεηξακαηηθά ζεκεία. Δίλαη δειαδή 

 

  ∑  
 

 

   

 ∑          
 

 

   

                                                         

 

Οη αλαγθαίεο ζπλζήθεο γηα ειάρηζην S είλαη 

 

  

  
       

  

  
                                                                             

 

Απφ ηηο νπνίεο πξνθχπηνπλ νη ζρέζεηο 

 

    ∑  

 

   

 ∑  

 

   

                                                                          

 

θαη  

 ∑  

 

   

  ∑  
 

 

   

 ∑    

 

   

                                                               

 

Απηέο κπνξνχλ λα ιπζνχλ σο πξνο a θαη β: 

 

  
[ ][  ]  [ ][  ]

 [  ]  [ ] 
                                                                    

 

  
 [  ]  [ ][ ]

 [  ]  [ ] 
                                                                    

 

Όπνπ έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη ην ζπκβνιηζκφ 

 

[ ]  ∑  

 

   

 [  ]  ∑  
 

 

   

 [  ]  ∑    

 

   

                                

 

 

        Tα ζθάικαηα δa θαη δβ ησλ a θαη β κπνξνχλ επίζεο λα πξνζδηνξηζηνχλ. Έρνληαο βξεη 

ηηο ηηκέο ησλ a θαη β ππνινγίδνπκε ηηο απνθιίζεηο di = yi – a – βxi γηα θάζε πεηξακαηηθφ 

ζεκείν θαη ην άζξνηζκα [d
2
]. Σφηε: 

 

   √
 

   
 

[  ][  ]

 [  ]  [ ] 
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     √
 

[  ]
                                                                         

 

θαη έρνπκε ηηο ηειηθέο ηηκέο а ± δа θαη β ± δβ. 

        ηελ πξάμε, πξηλ εθαξκνζηεί ε κέζνδνο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, πξέπεη λα 

ζρεδηαζηνχλ ηα ζεκεία ψζηε λα δηαπηζησζεί φηη κηα γξακκηθή ζρέζε ζα ήηαλ πξάγκαηη δεθηή 

θαη γηα λα απνξξηθζνχλ ζεκεία πνπ ηπρφλ απνθιίλνπλ πνιχ απφ ηελ αλακελφκελε γξακκηθή 

ζρέζε. 

        Έλα αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα ηεο εθαξκνγήο ηεο κεζφδνπ ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 

δίλεηαη ζηνλ Πίλαθα V, γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ζρέζεο y = a + βx.  

 

Πίλαθαο V 

Αξηζκεηηθό παξάδεηγκα  εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ ησλ ειαρίζησλ 

Σεηξαγώλσλ ζηελ πεξίπησζε y = a + βx 

(γηα απιφηεηα παξειείθζεθαλ νη κνλάδεο ησλ κεγεζψλ) 

xi yi xiyi xi
2
 di di

2
 

0,0 4,6 0,0 0,0 -0,04 0,0016 

1,0 7,1 7,1 1,0 0,14 0,0196 

2,0 9,5 19,0 4,0 0,22 0,0484 

3,0 11,5 34,5 9,0 -0,10 0,0100 

4,0 13,7 54,8 16,0 -0,22 0,0484 

5,0 15,9 79,5 25,0 -0,34 0,1156 

6,0 18,6 111,6 36,0 0,04 0,0016 

7,0 20,9 146,3 49,0 0,02 0,0004 

8,0 23,5 188,0 64,0 0,30 0,0900 

9,0 25,4 228,6 81,0 -0,12 0,0144 

45,0=[x] 150,7=[y] 869,4=[xy] 285,0=[x
2
]  0,3500=[d

2
] 

n=10 

  
                  

          
            

                 

          
       

 

   √
 

 
 

          

          
        

 

         √
  

   
        

 

Δπνκέλσο                                   
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Γ.7.  Γξαθηθή κέζνδνο ππνινγηζκνύ ησλ παξακέηξσλ a θαη β κίαο επζείαο y = a + βx.  

 θαη ησλ ζθαικάησλ ηνπο δa θαη δβ, από πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο (yi, xi ). 
 

εκείσζε: 

Η κέζνδνο απηή κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί αληί ηεο Μεζόδνπ ησλ Διαρίζησλ Σεηξαγώλσλ 
 

Παξνπζηάδεηαη εδψ κηα γξαθηθή κέζνδνο, απινχζηεξε απφ ηε αλαιπηηθή κέζνδν ησλ 

ειάρηζησλ ηεηξαγψλσλ, γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ παξακέηξσλ a θαη β ηεο επζείαο y = a + βx 

θαη ησλ ζθαικάησλ ηνπο, δa θαη δβ. Παξ‟ φιν πνπ ζηε κέζνδν απηή ππεηζέξρνληαη αξθεηέο 

ππνθεηκεληθέο θξίζεηο, ηα απνηειέζκαηά ηεο είλαη ηθαλνπνηεηηθά ζηηο πεξηζζφηεξεο ησλ 

πεξηπηψζεσλ. Θα πξέπεη φκσο λα έρνπκε ππφςε φηη νη ηηκέο ησλ ζθαικάησλ πνπ πξνθχπηνπλ 

κε ηε κέζνδν απηή έρνπλ αβεβαηφηεηεο ηεο ηάμεο ηνπ 50% ή θαη πεξηζζφηεξν. 

        Έρνληαο ζρεδηάζεη ηελ θαιχηεξε επζεία γηα ηα δεδνκέλα ζεκεία, πξνζδηνξίδνπκε, 

γξαθηθά, ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ β, απφ ηελ θιίζε ηεο επζείαο, θαη ηελ ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ a, απφ ην ζεκείν ηνκήο ηεο επζείαο κε ηνλ άμνλα ησλ y. ηε ζπλέρεηα 

αθνινπζνχκε ηελ εμήο δηαδηθαζία γηα ηελ εχξεζε ησλ ζθαικάησλ απηψλ ησλ παξακέηξσλ  

δa θαη δβ  (βι. ρ. Γ.11): 
 

1. ρεδηάδνπκε ηελ θαιχηεξε επζεία πνπ πεξλά αλάκεζα ζε εθείλα ηα ζεκεία πνπ βξίζθνληαη 

πάλσ απφ ηελ θχξηα επζεία ζην αξηζηεξφ ηεο ηκήκα θαη θάησ απφ απηήλ ζην δεμηφ ηεο 

ηκήκα. Ζ επζεία πνπ ζρεδηάδνπκε έηζη έρεη εμίζσζε y = a1 + β1x θαη απφ ηελ θιίζε ηεο θαη 

απφ ην ζεκείν ζην νπνίν απηή ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ y πξνζδηνξίδνπκε ηηο ηηκέο β1 θαη a1, 

αληίζηνηρα.  

2. ρεδηάδνπκε ηελ θαιχηεξε επζεία πνπ πεξλά αλάκεζα ζε εθείλα ηα ζεκεία πνπ βξίζθνληαη 

θάησ απφ ηελ θχξηα επζεία ζην αξηζηεξφ ηεο ηκήκα θαη πάλσ απφ απηήλ ζην δεμηφ ηεο 

ηκήκα. Ζ επζεία πνπ ζρεδηάδνπκε έηζη έρεη εμίζσζε y = a2 + β2x θαη, απφ ηελ θιίζε ηεο θαη 

ην ζεκείν ζην νπνίν απηή ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ y, πξνζδηνξίδνπκε ηηο ηηκέο β2  θαη a2, 

αληίζηνηρα. Ηθαλνπνηεηηθέο εθηηκήζεηο γηα ηα ζθάικαηα ζηα a θαη β είλαη νη ηηκέο 

 

   
 

 
               

 

 
                                                          

 
ρήκα Γ.11.   Ζ εχξεζε, κε γξαθηθή κέζνδν, ησλ ζθαικάησλ ζηελ 

θιίζε κηαο επζείαο θαη ζηα ζεκεία ηνκήο ησλ αμφλσλ απφ απηήλ. 
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Παξάδεηγκα 

 

Να βξεζνχλ νη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ a θαη β θαη ησλ ζθαικάησλ ηνπο δa θαη δβ γηα ηελ 

επζεία y = a + βx ηνπ ρ. Γ.11. 

        ην ρ. Γ.12 μαλαζρεδηάδνπκε ην ρ. Γ.11 κε αξηζκεηηθέο θιίκαθεο. ρεδηάδνπκε θαη' 

εθηίκεζε ηελ θαιχηεξε επζεία πνπ αληηζηνηρεί ζηα πεηξακαηηθά ζεκεία (θχξηα επζεία, β 

γξακκή ζην ζρήκα). ρεδηάδνπκε θαη ηηο δχν αθξαίεο επζείεο, β1 θαη β2 ζην ζρήκα, ζχκθσλα 

κε ηε κέζνδν πνπ πεξηγξάςακε πην πάλσ. 

        Δπηιέγνπκε λα βξνχκε ηηο ηεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ησλ ηξηψλ επζεηψλ πνπ αληηζηνηρνχλ 

ζηηο ηηκέο x = 0 θαη x = 13. Οη ηηκέο απηέο πξνζδηνξίδνληαη γξαθηθά θαη είλαη: 

Κχξηα επζεία: (x = 0    y = l,7)      (x = 13,0   y = 10,3) 

Δπζεία 1: (x = 0   y = 2,2)      (x = 13,0    y = 9,6) 

Δπζεία 2: (x = 0   y = 1,2)     (x = 13,0   y = 10,7) 

Θεσξνχκε φηη ηα κεγέζε απηά είλαη αδηάζηαηα θαη έηζη δελ ρξεηάδεηαη λα δψζνπκε κνλάδεο. 

Σα ζεκεία ηνκήο ηνπ άμνλα ησλ y είλαη επνκέλσο: 

a = 1,7,     a1 = 2,2,      a2=1,2 

 
ρήκα Γ.12.  Παξάζηαζε αξηζκεηηθνχ παξαδείγκαηνο γηα ηελ εχξεζε, κε γξαθηθή κέζνδν, ησλ 

ζθαικάησλ ζηελ θιίζε κηαο επζείαο θαη ζηα ζεκεία ηνκήο ησλ αμφλσλ απφ απηήλ  

Καη νη θιίζεηο ησλ επζεηψλ  

  
        

      
 

   

    
      

 

    
       

      
 

   

    
                                

        

      
 

   

    
      

 

 

χκθσλα κε ηηο Δμηζψζεηο (Γ.30), ηα ζθάικαηα είλαη 
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ΤΝΟΦΙΗ ΣΧΝ ΚΤΡΙΟΣΔΡΧΝ ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΧΝ 

 

Αλ n κεηξήζεηο ελφο κεγέζνπο x δψζνπλ απνηειέζκαηα  xi (i=1,2,…n), νξίδνληαη σο: 

 

                                          ̅  
 

 
∑  

 

   

                                                               

 

Τ                                             ̅     √
∑      ̅   

   

      
              

 

Σν αξηζκεηηθφ απνηέιεζκα ηεο κέηξεζεο παξνπζηάδεηαη σο 

 

    ̅                                                       (Γ.33) 

 

Σν ζθάικα δx δίλεηαη ηειηθά κε έλα (1) ζεκαληηθφ ςεθίν θαη ε κέζε ηηκή  ̅ κε ηελ ίδηα 

αθξίβεηα. 

Γηα ζχλζεηα κεγέζε             πνπ ππνινγίδνληαη απφ ηηο κεηξήζεηο ησλ κεγεζψλ 

        , ηα απνηειέζκαηα ησλ νπνίσλ είλαη  ̅      ̅       θ.ν.θ. ε πην πηζαλή ηηκή 

είλαη ε 

 

 ̅      ̅   ̅  ̅    

 

θαη ην ζθάικα ηεο είλαη 

 

   √ 
  

  
      

  

  
                                                       

 

Ζ εχξεζε ησλ παξακέηξσλ a θαη β κηαο επζείαο       , πνπ αληηζηνηρεί ζε κηα ζεηξά 

πεηξακαηηθψλ κεηξήζεσλ        , θαζψο θαη ησλ αληηζηνίρσλ ζθαικάησλ ηνπο, δa θαη δβ, 

γίλεηαη κε ηελ κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ (Παξάγξαθνο Γ.6) ή κε ηελ γξαθηθή 

κέζνδν (Παξάγξαθνο Γ.7). 
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