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Εξερεύνηση Γραφημάτων

Γράφοσ κοινωνικών επαφών 

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Ποιοί μπορεί να κολλήςουν covid-19; Πόςο γρήγορα; 
Ποιούσ πρέπει να ειδοποιήςουμε πρώτα;

Εξερεύνηση Γραφημάτων

Γράφοσ κοινωνικών επαφών 



Κύριο ερώτημα: δεδομένου γράφου και κόμβου s, ποιοί κόμβοι  του 
γράφου είναι προςβάςιμοι από τον s και πώσ; 

Γνωςτό και ωσ πρόβλημα προςβαςιμότητασ/διάςχιςησ/αναζήτηςησ

Εξερεύνηση Γραφημάτων

Γράφοσ κοινωνικών επαφών 



Εξερεύνηση Γραφημάτων
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o Ορύζεται τόςο ςε μη κατευθυνόμενα (undirected) όςο και ςε 

κατευθυνόμενα (directed) γραφόματα

o Δύο βαςικϋσ μϋθοδοι:

• Εξερεύνηςη κατά Πλάτοσ -- Breadth-First Search (BFS)

• Εξερεύνηςη κατα Βάθοσ -- Depth-First Search (DFS)

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Εξερεύνηση Γραφημάτων

Εξερεύνηςη BFS

Εξερεύνηςη DFS



ds(x) : ελϊχιςτη απόςταςη του κόμβου xV από τον s

Έςτω G = (V, E) ϋνασ γρϊφοσ και sV ϋνασ κόμβοσ
εκκύνηςησ

Βαςική Ιδέα BFS 

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS

Βαςική Ιδέα BFS 

Ο κόμβοσ x εξερευνϊται πριν τον y ςε μια BFS, εϊν ds(x) < ds(y), 
δηλαδό η BFS εξερευνϊ πρώτα τουσ πληςιϋςτερουσ κόμβουσ
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O αλγόριθμοσ BFS εξερευνϊ κϊθε κόμβο x του G  για τον
οπούο υπϊρχει μονοπϊτι :   s  …  x

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Σημαντικϊ ςυςτατικϊ: 

o χρόςη ουράσ (FIFO) για αποδοτικότητα

o χρόςη δείκτη ςε προηγούμενο κόμβο



Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα



π(s)=nil

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα



π(s)=nil

π(w)=s π(r)=s

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα

u  head(Q) = s  :



π(s)=nil

π(w)=s  π(r)=s  π(t)=w π(x)=w

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα

u  head(Q) = w  :



π(s)=nil

π(w)=s  π(r)=s  π(t)=w  π(x)=w  π(p)=r

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα

u  head(Q) = r  :



π(s)=nil

π(w)=s  π(r)=s  π(t)=w  π(x)=w  π(p)=r  π(z)=t

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα

u  head(Q) = t  :



π(s)=nil

π(w)=s  π(r)=s  π(t)=w  π(x)=w  π(p)=r  π(z)=t  π(y)=x

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα

u  head(Q) = x  :



π(s)=nil

π(w)=s  π(r)=s  π(t)=w  π(x)=w  π(p)=r  π(z)=t  π(y)=x

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα

u  head(Q) = p  :



π(s)=nil

π(w)=s  π(r)=s  π(t)=w  π(x)=w  π(p)=r  π(z)=t  π(y)=x

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα

u  head(Q) = z  :
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Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Παρϊδειγμα

π(s)=nil

π(w)=s  π(r)=s  π(t)=w  π(x)=w  π(p)=r  π(z)=t  π(y)=x

u  head(Q) = y  :



Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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BFS = (s, w, r, t, x, p, z, y)

Παρϊδειγμα

π(s)=nil

π(w)=s  π(r)=s  π(t)=w  π(x)=w  π(p)=r  π(z)=t  π(y)=x

u  head(Q) = nil  :



Εξερεύνηση κατά Πλάτος (BFS): αλγόριθμος

BFS-Help(r)
status[r]   VISITED;  push(Q, r)          // Q: ουρά (FIFO)
while  nonempty(Q)

u   head(Q); pop(Q); 
for each vertex  x adj(u) do

if status[x] = UNVISITED
status[x]   VISITED;  π(x)  u
push(Q, x)

status[u]  EXPLORED; //  όχι πϊντα απαραύτητη

Η βαςική διαδικαςία



BFS(G=(V,E))
1. for each vertex vV do
2. status[v]   UNVISITED ;  π(v)  nil
3. while ∃ s with status[s]=UNVISITED do
4. BFS-Help(s)

Εξερεύνηση κατά Πλάτος (BFS): αλγόριθμος

BFS-Help(r)
status[r]   VISITED;  push(Q, r)          // Q: ουρά (FIFO)
while  nonempty(Q)

u   head(Q); pop(Q); 
for each vertex  x adj(u) do

if status[x] = UNVISITED
status[x]   VISITED;  π(x)  u
push(Q, x)

status[u]  EXPLORED; //  όχι πϊντα απαραύτητη



Κϊθε κόμβοσ vV ειςϋρχεται ςτην ουρϊ Q ακριβώσ 1 φορϊ και
διαγρϊφεται από αυτό ακριβώσ 1 φορϊ.

Κϊθε Ειςαγωγό /Διαγραφό απαιτεύ χρόνο O(1) .

Συνολικόσ χρόνοσ για όλεσ τισ λειτουργύεσ τησ Q:   O(|V|) = O(n)







Άρα, πολυπλοκότητα BFS : 

O(|V|+|Ε|)  =  O(n+m)



Η λύςτα γειτνύαςησ adj(v) κϊθε κόμβου vV εξερευνϊται 1 μόνο
φορϊ όταν ο κόμβοσ v εξϊγεται από Q, κόςτοσ Ο(deg(v)).



O(|E|) =  O(m) χρόνοσ για
εξερεύνηςη
όλων των λιςτών.

Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS

Πολυπλοκότητα BFS

Σ uV deg(u)= O(|E|)



class Graph {

public:

Graph(int n);

void addEdge(int u, int v);

bool hasEdge(int u, int v) const;

int vertices() const;

const list<int> & edges(int u) const;

};

Βάςη: Αναπαράςταςη γράφου με λίςτα γειτνίαςησ

Προςοχό: υπϊρχουν και ϊλλοι τρόποι υλοπούηςησ, επιλϋξτε αυτόν που 
ςασ εύναι πιο κατανοητόσ

Εξερεύνηση κατά Πλάτος (BFS): υλοποίηση



enum state { UNVISITED, VISITED, EXPLORED };

void bfs(const Graph &g, vector<int> &p) {

int N = g.vertices();

vector<state> status(N);

for (int u = 0; u < N; ++u) {

p[u] = -1; status[u] = UNVISITED;

}

for (int u = 0; u < N; ++u)

if (status[u] == UNVISITED)

bfs_help(u, g, p, status);

}

Προςοχό: υπϊρχουν και ϊλλοι τρόποι υλοπούηςησ, επιλϋξτε αυτόν που 
ςασ εύναι πιο κατανοητόσ

Εξερεύνηση κατά Πλάτος (BFS): υλοποίηση



void bfs_help(int u, const Graph &g,

vector<int> &p, vector<state> &status) {

queue<int> Q;

status[u] = VISITED; Q.push(u);

while (!Q.empty()) {

int u = Q.front();

Q.pop(); 

for (int v: g.edges(u))

if (status[v] == UNVISITED) {

status[v] = VISITED; p[v]= u; Q.push(v);

}

status[u] = EXPLORED;

}

}

Προςοχό: υπϊρχουν και ϊλλοι τρόποι υλοπούηςησ, επιλϋξτε αυτόν που 
ςασ εύναι πιο κατανοητόσ

Εξερεύνηση κατά Πλάτος (BFS): υλοποίηση



Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Εξερεύνηση κατά Πλάτος - BFS
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Εφαρμογές BFS: συντομότερες διαδρομές

d(s,z) = 3

ςυντομότερη 
διαδρομή s  z: 

s w t z
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Εφαρμογές BFS: εντοπισμός κύκλων

μη δενδρικές ακμές
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Εφαρμογές BFS: εντοπισμός κύκλων

μη δενδρικές ακμέςΑποςτϊςεισ από κόμβο s



Η DFS προςπαθεύ να εξερευνόςει πρώτα κόμβουσ ςε όςο 
γύνεται μεγαλύτερη απόςταςη («βάθοσ») από ϋναν αρχικό 
κόμβο s  V

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

Βαςική Ιδέα DFS 

Εϊν  γείτονεσ του s που δεν ϋχουν εξερευνηθεύ, τότε επιλϋγει ϋναν 
από αυτούσ και ςυνεχύζει την εξερεύνηςη από εκεύ αναδρομικά

rpwx

s tzy



Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

Βαςική Ιδέα DFS 

Η αναδρομό τησ DFS ςταματϊ όταν εξερευνηθούν όλοι οι
προςβάςιμοι από τον s κόμβοι x του G :  s ...  x

rpwx

s tzy

Όταν όλοι οι γεύτονεσ ενόσ κόμβου v ϋχουν εξερευνηθεύ, η DFS 
«επιςτρέφει»  ςτον γονέα u του v, και ςυνεχύζει ςε τυχόν 
ανεξερεύνητουσ γεύτονεσ του u



Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

Βαςική Ιδέα DFS 

Εϊν  κόμβοι που δεν ϋχουν εξερευνηθεύ, τότε επιλϋγεται νϋοσ
μη-εξερευνημϋνοσ s’  V και τύθεται ωσ νϋοσ κόμβοσ εκκίνηςησ: 
s  s’

s s = t z

rpwx

y

Η αναδρομό τησ DFS ςταματϊ όταν εξερευνηθούν όλοι οι
προςβάςιμοι από τον s κόμβοι x του G :  s ...  x



Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

Βαςική Ιδέα DFS 

s s = t z

rpwx

y

Η αναδρομό τησ DFS ςταματϊ όταν εξερευνηθούν όλοι οι
προςβάςιμοι από τον s κόμβοι x του G :  s  . . .  x

a(x)/t(x)

a(x) χρόνοσ πρώτησ

επύςκεψησ, και

t(x) χρόνοσ τελευταύασ
επύςκεψησ του x

Εϊν  κόμβοι που δεν ϋχουν εξερευνηθεύ, τότε επιλϋγεται νϋοσ
μη-εξερευνημϋνοσ s’  V και τύθεται ωσ νϋοσ κόμβοσ εκκίνηςησ: 
s  s’



Παρϊδειγμα
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Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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16

ϋξοδοσ DFS = {(s, z, y, x, w), (t, p, r)}

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

εμφϊνιςη κατϊ ςειρϊ πρώτησ επύςκεψησ



Εξερεύνηση κατά Βάθος – DFS: χωρίς χρόνους επίσκεψης

DFS-Help(u)
status[u]   VISITED
Α[u]  time  time+1
for each vertex v  adj(u) do

if status[v] = UNVISITED
π(v)  u ;  DFS-Help(v)

status[u]   EXPLORED
Τ[u]  time  time+1

Η μορφό αυτό 
αρκεύ για 
εύρεςη όλων 
προςβϊςιμων 
κόμβων

VISITED: η 
εξερεύνηςη 
του κόμβου 
ξεκύνηςε

Η βαςική διαδικαςία



Εξερεύνηση κατά Βάθος – DFS: χωρίς χρόνους επίσκεψης

DFS-Help(u)
status[u]   VISITED
Α[u]  time  time+1
for each vertex v  adj(u) do

if status[v] = UNVISITED
π(v)  u ;  DFS-Help(v)

status[u]   EXPLORED
Τ[u]  time  time+1

Η βαςική διαδικαςία

VISITED: η 
εξερεύνηςη 
του κόμβου 
ξεκύνηςε

EXPLORED: η 
εξερεύνηςη 
του κόμβου 
ϋχει 
ολοκληρωθεύ
(χρόςιμη για 
εύρεςη κύκλων 
& τοπολογικό 
ταξινόμηςη)



Εξερεύνηση κατά Βάθος – DFS: χωρίς χρόνους επίσκεψης

DFS(G=(V,E))
1. for each vertex vV do
2. status[v]  UNVISITED ;  π(v)  nil
3. time   0
4. while ∃ s with status[s] = UNVISITED do
5. DFS-Help(s)

DFS-Help(u)
status[u]   VISITED
Α[u]  time  time+1
for each vertex v  adj(u) do

if status[v] = UNVISITED
π(v)  u ;  DFS-Help(v)

status[u]   EXPLORED
Τ[u]  time  time+1

VISITED: η 
εξερεύνηςη 
του κόμβου 
ξεκύνηςε

EXPLORED: η 
εξερεύνηςη 
του κόμβου 
ϋχει 
ολοκληρωθεύ
(χρόςιμη για 
εύρεςη κύκλων 
& τοπολογικό 
ταξινόμηςη)



Εξερεύνηση κατά Βάθος – DFS: με χρόνους επίσκεψης

DFS(G=(V,E))
1. for each vertex vV do
2. status[v]  UNVISITED ;  π(v)  nil
3. time   0
4. while ∃ s with status[s] = UNVISITED do
5. DFS-Help(s)

DFS-Help(u)
status[u]   VISITED 
Α[u]  time  time+1
for each vertex v  adj(u) do

if status[v] = UNVISITED
π(v)  u ;  DFS-Help(v)

status[u]   EXPLORED
Τ[u]  time  time+1

VISITED: η 
εξερεύνηςη 
του κόμβου 
ξεκύνηςε

EXPLORED: 
δεν εύναι 
απαραύτητη 
(πληροφορύα 
υπϊρχει ςε 
Τ[u] )



 Τα βόματα 1 και 4 
εκτελούνται ςε χρόνο Ο(|V|)

Η διαδικαςύα DFS-Help( ) 
καλεύται 1 φορϊ για v  V



Τo βόμα 3 ςε O(1)

Η DFS-Help(u) εκτελεύ
deg(u)=|adj(u)| ελϋγχουσ.  

Σ uV deg(u)= 2|E| = O(|E|) (μη κατ.)
Σ uV deg(u)= |E| = O(|E|)  (κατευθ.)



Άρα, πολυπλοκότητα DFS : 

O(|V|+|E|)=O(n+ m)

Πολυπλοκότητα DFS

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

DFS-Help(u)
status[u]   VISITED
Α[u]  time  time+1
for each vertex v  adj(u) do

if status[v] = UNVISITED
π(v)  u ;  DFS-Help(v)

status[u]   EXPLORED // ςυχνϊ παραλεύπεται

Τ[u]  time  time+1

DFS(G=(V,E))
1. for each vertex vV do
2. status[v]  UNVISITED ;  π(v)  nil
3. time   0
4. while ∃ s with status[s] = UNVISITED do
5. DFS-Help(s)



T :  Δενδρικϋσ ακμϋσ (tree-edges)

B : Oπιςθο-ακμϋσ ό ανιούςεσ (back-edges) 

F : Εμπρόςθιεσ ακμϋσ ό κατιούςεσ (forward-edges) 

C : Διαςχύζουςεσ ό εγκϊρςιεσ ακμϋσ (cross-edges) 

Κατηγορύεσ ακμών κατϊ την DFS

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

1/

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ
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rpwx

y

2/ 1/
T

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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rpwx

y

2/ 1/3/
TT

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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rpwx
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2/ 1/3/

4/

TT

T

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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rpwx
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4/

TT

T B

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

B

TT

T

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

B

TT

T

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/

B

TT

T T

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/

B

TT

T T

C

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

B

TT

T T

C

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9

B

TT

T T

C

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ
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rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9

B

TT

T T F

C

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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T T F

C

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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rpwx
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2/ 1/3/

4/ 5
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7/ 8

9 10 11/

12/

B

TT

T T F T

C

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9 10 11/

12/

B

TT

T T F T
C

CC

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9 10 11/

12/ 13

B

TT

T T F T
C

CC

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9 10 11/

12/ 13 14/
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TT

T T F T
C

C

T

C

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS
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rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9 10 11/

12/ 13 14/

B

TT

T T F T
C

C

TB

CC

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9 10 11/

12/ 13 14/ 15

B

TT

T T F T
C

C

TB

CC

Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



Παρϊδειγμα

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9 10 11/

12/ 13 14/ 15

16

B

TT

T T F T
C

C

TB

CC

T & F :   a(u) < a(v) < t(v) < t(u) 

B :   a(v) < a(u) < t(u) < t(v) 

C :   a(v) < t(v) < a(u) < t(u) 

Τύπος ακμής (u,v) 

Μη κατευθ/νοι

γρϊφοι: 

μόνο T και Β



2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9 10 11/

12/ 13 14/ 15

16

B

TT

T T F T
C

C

TB

CC

s tz

rpwx

y

s tz

rpwx

y

DFS-δϋνδρο (δϊςοσ)

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/ 5

6

7/ 8

9 10 11/

12/ 13 14/ 15

16
TT

T T T
T

s tz

rpwx

y
DFS-δϋνδρο (δϊςοσ)

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



s tz

rpwx

y

s tz

rpwx

y
DFS-δϋνδρο (δϊςοσ)

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s t

z
rp

w

x

y

s tz

rpwx

y

DFS-δϋνδρο (δϊςοσ)

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



s t

z
rp

w

x

y

s tz

rpwx

y

T

T T

T

T T

B

B
C

C

C

C

F

DFS-αναπαρϊςταςη

Εξερεύνηση κατά Βάθος - DFS



Εφαρμογές DFS: εντοπισμός κύκλων

s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/5

6

7/8

9 10 11/

12/13 14/15

16

B

TT

T T F T
C

C

TB

CC

T & F :  a(u) < a(v) < t(v) < t(u) 

B :   a(v) < a(u) < t(u) < t(v) 

C :   a(v) < t(v) < a(u) < t(u) 

Τύπος ακμής (u,v) 

Μη κατευθ/νοι

γρϊφοι: 

μόνο T και Β



Αναγκαία και ικανή ςυνθήκη για ύπαρξη κύκλου ςε γρϊφο G=(V, E): 
η εξερεύνηςη DFS βρύςκει back edges.

Εφαρμογές DFS: εντοπισμός κύκλων

s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/5

6

7/8

9 10 11/

12/13 14/15

16

B

TT

T T F T
C

C

TB

CC

T & F :   a(u) < a(v) < t(v) < t(u) 

B :   a(v) < a(u) < t(u) < t(v) 

C :   a(v) < t(v) < a(u) < t(u) 

Τύπος ακμής (u,v) 

Μη κατευθ/νοι

γρϊφοι: 

μόνο T και Β



Αναγκαία και ικανή ςυνθήκη για ύπαρξη κύκλου ςε γρϊφο G=(V, E): 
η εξερεύνηςη DFS βρύςκει back edges.

Εφαρμογές DFS: εντοπισμός κύκλων

s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/5

6

7/8

9 10 11/

12/13 14/15

16

B

TT

T T F T
C

C

TB

CC



Αναγκαία και ικανή ςυνθήκη για ύπαρξη κύκλου ςε γρϊφο G=(V, E): 
η εξερεύνηςη DFS βρύςκει back edges.

Εφαρμογές DFS: εντοπισμός κύκλων

s tz

rpwx

y

2/ 1/3/

4/5

6

7/8

9 10 11/

12/13 14/15

16

B

TT

T T F T
C

C

TB

CC

Ικανή : εύκολο!

Αναγκαία : ϋςτω κύκλοσ C και u ο πρώτοσ κόμβοσ του C που θα 
επιςκεφθεύ η DFS. Σκεφτεύτε τι θα κϊνει η DFS κατϊ την εξερεύνηςη 
του u.



Μη-κυκλικό Κατευθυνόμενο Γρϊφημα (DAG) ονομϊζεται το γρϊφημα
G=(V, E) το οπούο δεν ϋχει κατευθυνόμενουσ κύκλουσ.

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Μια Τοπολογικό Ταξινόμηςη ενόσ DAG  G=(V, E) εύναι μια
ακολουθύα TS=(u1, u2, …, un) των κόμβων του V(G) τϋτοια ώςτε:

ui, uj  V(G)  εϊν ui, uj  E(G) τότε
ο κόμβοσ ui προηγεύται του uj ςτην ακολουθύα TS 

 Μϋθοδοσ In-degree

 Μϋθοδοσ DFS

Τπολογιςμόσ TS

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση



Μϋθοδοσ In-degree

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση



7

Μϋθοδοσ In-degree

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση



7 3

Μϋθοδοσ In-degree

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση



7 3 8

Μϋθοδοσ In-degree

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση



7 3 8 5 11 2 10 9

Μϋθοδοσ In-degree

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



7 3 8 5 11 2 10 9

Μϋθοδοσ In-degree

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση
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2/9

7/8

15/16 12/13

11/14

5/6

3/4

7 3 8 5 11 2 10 9

3/47/8 5/62/91/1012/1311/1415/16

Μϋθοδοσ DFS

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση



7 3 8 5 11 2 10 9

Μϋθοδοσ DFS

Εφαρμογές DFS: Τοπολογική Ταξινόμηση
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E Πρωινό Ντύςιμο

Εφαρμογές Tοπολογικής Ταξινόμησης: scheduling
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Εφαρμογές TS



Σο Πρόβλημα του Βαρκάρη

Πωσ εύναι δυνατόν ο βοςκόσ να τα 
περϊςει απϋναντι, ϋτςι ώςτε να μην 

φϊει το πρόβατο το χορτϊρι, ό                   
ο λύκοσ το πρόβατο ;

Ένασ βαρκϊρησ θϋλει να περϊςει ςτην
απϋναντι όχθη ενόσ ποταμού
ϋναν Λύκο, ϋνα Πρόβατο και ϋνα 
Λάχανο ό Χορτάρι !

Και λίγο παιχνίδι!



Ο Λύκοσ, το Πρόβατο και το Χορτάρι

Το Πρόβλημα του Βαρκάρη



Χ Π Λ - Β | | Β – Λ Π Χ

Αρχικό 
Κατϊςταςη

Τελικό
Κατϊςταςη

Επίλυςη με γράφο (διάγραμμα) καταςτάςεων

1    ΛΠΧ-Β |
2    ΠΧ-Β  | Λ
3    ΛΧ-Β  | Π
4    ΛΠ-Β  | Χ
5    Π-Β   | ΛΧ
6    ΛΧ    | Β-Π
7    Χ     | Β-ΛΠ
8    Π     | Β-ΛΧ
9    Λ     | Β-ΠΧ
10          | Β-ΛΠΧ

ΕΠΙΣΡΕΠΣΕ΢ ΚΑΣΑ΢ΣΑ΢ΕΙ΢

Το Πρόβλημα του Βαρκάρη: μετατροπή σε εξερεύνηση



ΛΠΧ-Β |

ΛΧ | B-Π

ΠΧ | B-Λ

ΛΠ | B-Χ

ΛΠΧ | B

ΛΧ-Β | Π

Λ | B-ΠΧ

Χ | B-ΛΠ

ΠΧ-Β | Λ

ΛΠ-Β | Χ

Χ-Β | ΛΠ

Λ-B | ΠΧ

ΠΧ | B-Λ

Π | B-ΛΧ

ΛΠ | B-Χ

Π-Β | ΛΧ

| Β-ΛΠΧ

1    ΛΠΧ-Β |
2    ΠΧ-Β  | Λ
3    ΛΧ-Β  | Π
4    ΛΠ-Β  | Χ
5    Π-Β   | ΛΧ
6    ΛΧ    | Β-Π
7    Χ     | Β-ΛΠ
8    Π     | Β-ΛΧ
9    Λ     | Β-ΠΧ
10          | Β-ΛΠΧ

Το Πρόβλημα του Βαρκάρη: μετατροπή σε εξερεύνηση

Πρόβλημα Βαρκάρη =  Εύρεςη διαδρομήσ ςε γράφο

ΕΠΙΣΡΕΠΣΕ΢ ΚΑΣΑ΢ΣΑ΢ΕΙ΢



ΛΠΧ-Β |

ΛΧ | B-Π

ΠΧ | B-Λ

ΛΠ | B-Χ

ΛΠΧ | B

ΛΧ-Β | Π

Λ | B-ΠΧ

Χ | B-ΛΠ

ΠΧ-Β | Λ

ΛΠ-Β | Χ

Χ-Β | ΛΠ

Λ-B | ΠΧ

ΠΧ | B-Λ

Π | B-ΛΧ

ΛΠ | B-Χ

Π-Β | ΛΧ

| Β-ΛΠΧ

1    ΛΠΧ-Β |
2    ΠΧ-Β  | Λ
3    ΛΧ-Β  | Π
4    ΛΠ-Β  | Χ
5    Π-Β   | ΛΧ
6    ΛΧ    | Β-Π
7    Χ     | Β-ΛΠ
8    Π     | Β-ΛΧ
9    Λ     | Β-ΠΧ
10          | Β-ΛΠΧ

Το Πρόβλημα του Βαρκάρη : μετατροπή σε εξερεύνηση

Πρόβλημα Βαρκάρη =  Εύρεςη διαδρομήσ ςε γράφο

ΕΠΙΣΡΕΠΣΕ΢ ΚΑΣΑ΢ΣΑ΢ΕΙ΢



ΛΠΧ-Β |

ΛΧ | B-Π

ΠΧ | B-Λ

ΛΠ | B-Χ

ΛΠΧ | B

ΛΧ-Β | Π

Λ | B-ΠΧ

Χ | B-ΛΠ

ΠΧ-Β | Λ

ΛΠ-Β | Χ

Χ-Β | ΛΠ

Λ-B | ΠΧ

ΠΧ | B-Λ

Π | B-ΛΧ

ΛΠ | B-Χ

Π-Β | ΛΧ

| Β-ΛΠΧ

1    ΛΠΧ-Β |
2    ΠΧ-Β  | Λ
3    ΛΧ-Β  | Π
4    ΛΠ-Β  | Χ
5    Π-Β   | ΛΧ
6    ΛΧ    | Β-Π
7    Χ     | Β-ΛΠ
8    Π     | Β-ΛΧ
9    Λ     | Β-ΠΧ
10          | Β-ΛΠΧ

Το Πρόβλημα του Βαρκάρη : μετατροπή σε εξερεύνηση

Πρόβλημα Βαρκάρη =  Εύρεςη διαδρομήσ ςε γράφο

ΕΠΙΣΡΕΠΣΕ΢ ΚΑΣΑ΢ΣΑ΢ΕΙ΢



ΛΠΧ-Β |

ΛΧ | B-ΠΠΧ | B-Λ ΛΠ | B-ΧΛΠΧ | B

ΛΧ-Β | Π

Λ | B-ΠΧ Χ | B-ΛΠ

ΠΧ-Β | ΛΛΠ-Β | Χ Χ-Β | ΛΠΛ-B | ΠΧ

ΠΧ | B-ΛΠ | B-ΛΧΛΠ | B-Χ

Π-Β | ΛΧ

| Β-ΛΠΧ

1    ΛΠΧ-Β |
2    ΠΧ-Β  | Λ
3    ΛΧ-Β  | Π
4    ΛΠ-Β  | Χ
5    Π-Β   | ΛΧ
6    ΛΧ    | Β-Π
7    Χ     | Β-ΛΠ
8    Π     | Β-ΛΧ
9    Λ     | Β-ΠΧ
10          | Β-ΛΠΧ

Το Πρόβλημα του Βαρκάρη : μετατροπή σε εξερεύνηση

ΕΠΙΣΡΕΠΣΕ΢ ΚΑΣΑ΢ΣΑ΢ΕΙ΢

Πρόβλημα Βαρκάρη =  Εύρεςη διαδρομήσ ςε γράφο



ΛΠΧ-Β |

ΛΧ | B-ΠΠΧ | B-Λ ΛΠ | B-ΧΛΠΧ | B

ΛΧ-Β | Π

Λ | B-ΠΧ Χ | B-ΛΠ

ΠΧ-Β | ΛΛΠ-Β | Χ Χ-Β | ΛΠΛ-B | ΠΧ

ΠΧ | B-ΛΠ | B-ΛΧΛΠ | B-Χ

Π-Β | ΛΧ

| Β-ΛΠΧ

1    ΛΠΧ-Β |
2    ΠΧ-Β  | Λ
3    ΛΧ-Β  | Π
4    ΛΠ-Β  | Χ
5    Π-Β   | ΛΧ
6    ΛΧ    | Β-Π
7    Χ     | Β-ΛΠ
8    Π     | Β-ΛΧ
9    Λ     | Β-ΠΧ
10          | Β-ΛΠΧ

Το Πρόβλημα του Βαρκάρη : μετατροπή σε εξερεύνηση

Μπορούμε να εφαρμόςουμε και ςε άλλα προβλήματα;

ΕΠΙΣΡΕΠΣΕ΢ ΚΑΣΑ΢ΣΑ΢ΕΙ΢



Το Πρόβλημα της Γέφυρας

 4 φύλοι (οι Α, Β, Γ, και Δ) 
 θϋλουν να διαςχύςουν μια γϋφυρα
 Η γϋφυρα αντϋχει μόνο 2 ϊτομα κϊθε φορϊ
 Εύναι νύχτα, και ϋχουν μόνο ϋναν φακό
 Ο καθϋνασ χρειϊζεται διαφορετικό χρόνο να περϊςει

τη γϋφυρα: 1, 2, 5, και 10 λεπτϊ εύναι ο χρόνοσ για τον
Α, Β, Γ, και Δ αντύςτοιχα.

 Πόςο γρόγορα μπορούν να περϊςουν τη γϋφυρα;
 Ιδϋα: φτιϊξτε τον γρϊφο καταςτϊςεων!



o DFS: Ιςχυρϊ ςυνεκτικϋσ ςυνιςτώςεσ (SCCs)

o DFS: Σημεύα ϊρθρωςησ (articulation points) και
γϋφυρεσ (bridges)

o BFS: Χωροθϋτηςη υπηρεςιών

o DFS & BFS: Λαβύρινθοι

Επιπλέον εφαρμογές DFS - BFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Ιςχυρό ςυνεκτικότητα: υπϊρχει διαδρομό από κϊθε 
κόμβο ςε κϊθε ϊλλο κόμβο

s tz

rpwx

y

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

Πώσ ελϋγχουμε αν ο γρϊφοσ μασ εύναι 
ιςχυρϊ ςυνεκτικόσ;

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



s tz

rpwx

y

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

Μύα ςυνεκτικό ςυνιςτώςα

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



s tz

rpwx

y

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

... κι ϊλλη μύα!

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

DAG of connected components

s tz

rpwx

y

Πώσ θα τισ βρούμε όλεσ;

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

 Από πού πρϋπει να ξεκινόςει η εξερεύνηςη;
 από ςυνιςτώςα-προοριςμό (sink)

 Πώσ μπορούμε να βρούμε sink;
 μπορούμε να βρούμε ςυνιςτώςα-πηγό (source)... με DFS!
 δουλεύουμε με αντεςτραμμϋνο γρϊφο!!

s tz

rpwx

y

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

 Εκτϋλεςη DFS ςτον αντεςτραμμϋνο γρϊφο GR

 Ταξινόμηςη κόμβων κατϊ φθύνουςα ςειρϊ χρόνου 
αναχώρηςησ tR(v)

 Εκτϋλεςη DFS ςτον G, επιλϋγοντασ κόμβουσ εκκύνηςησ
με βϊςη την παραπϊνω ταξινόμηςη

s tz

rpwx

y

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Παρϊδειγμα εκτϋλεςησ

s tz

rpwx

y

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

s tz

rpwx

y

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



Παρϊδειγμα εκτϋλεςησ

s tz

rpwx

y

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

s tz

rpwx

y

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ

1/

2/

3/

4/



Παρϊδειγμα εκτϋλεςησ

s tz

rpwx

y

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

s tz

rpwx

y

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ

1/8

2/7

3/6

4/5



Παρϊδειγμα εκτϋλεςησ

s tz

rpwx

y

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

s tz

rpwx

y

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ

1/8

2/7

3/6

4/5

9/16

10/15 11/12

13/14



Παρϊδειγμα εκτϋλεςησ

s tz

rpwx

y

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

s tz

rpwx

y

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ

1/8

2/7

3/6

4/5

9/16

10/15 11/12

13/14

Διάταξη κατά φθίνον tR :   z x y w s p t r



Παρϊδειγμα εκτϋλεςησ

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

s tz

rpwx

y

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ

s tz

rpw
x

y

1/8

2/7

3/6

4/5

9/16

10/15 11/12

13/14

Διάταξη κατά φθίνον tR :   z x y w s p t r



Παρϊδειγμα εκτϋλεςησ

Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (SCCs)

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ

s tz

rpw
x

y

1/8

2/7

3/6

4/5

9/16

10/15 11/12

13/14

Διάταξη κατά φθίνον tR :   z x y w s p t r

s tz

rpwx

y



E

Εφαρμογές DFS

Γϋφυρεσ (bridges): ακμϋσ που η αφαύρεςό τουσ 
αποςυνδϋει τον γρϊφο

Σημεύα ϊρθρωςησ (articulation points): κορυφϋσ 
που η αφαύρεςό τουσ αποςυνδϋει τον γρϊφο

1 3 5 7

2 4 6 8

Ορύζεται ςε μη κατευθυνόμενουσ γρϊφουσ

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E

Εφαρμογές DFS

Γϋφυρεσ (bridges): ακμϋσ που η αφαύρεςό τουσ 
αποςυνδϋει τον γρϊφο

Σημεύα ϊρθρωςησ (articulation points): κορυφϋσ 
που η αφαύρεςό τουσ αποςυνδϋει τον γρϊφο

1 3 5 7

2 4 6 8

1 εκτϋλεςη DFS αρκεύ !!

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E

Εφαρμογές DFS

Κριτόριο ςημεύων ϊρθρωςησ με βϊςη δϋνδρο DFS

1 3 5 7

2 4 6 8

Σημεύο ϊρθρωςησ εύναι:

• Η ρύζα αν ϋχει τουλϊχιςτον 2 παιδιϊ



E

Εφαρμογές DFS

Κριτόριο ςημεύων ϊρθρωςησ με βϊςη δϋνδρο DFS

1 3 5 7

2 4 6 8

Σημεύο ϊρθρωςησ εύναι:

• Η ρύζα αν ϋχει τουλϊχιςτον 2 παιδιϊ

• Κϊθε εςωτερικόσ κόμβοσ v που ϋχει τουλϊχιςτον ϋνα 
παιδύ με υποδϋνδρο που δεν ϋχει  back edges ςε κόμβουσ 
που προηγούνται του v

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E

Εφαρμογές DFS

Κριτόριο γϋφυρασ με βϊςη δϋνδρο DFS

1 3 5 7

2 4 6 8

Γϋφυρα εύναι μια ακμό (u,v) αν εύναι δενδρικό και:

• Το ϋνα ϊκρο τησ εύναι «φύλλο» ό

• Τα δύο ϊκρα τησ u,v εύναι ςημεύα ϊρθρωςησ

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E

Εφαρμογές DFS

Κριτόριο γϋφυρασ με βϊςη δϋνδρο DFS

1 3 5 7

2 4 6 8

Γϋφυρα εύναι μια ακμό (u,v) αν εύναι δενδρικό και:

• Το ϋνα ϊκρο τησ εύναι «φύλλο» ό

• Τα δύο ϊκρα τησ u,v εύναι ςημεύα ϊρθρωςησ και

ςτο ϊκρο που βρϋθηκε δεύτερο (ϋςτω v) κανϋνασ 
κόμβοσ του υποδϋνδρου του δεν ϋχει back edge προσ το 
ϊκρο που βρϋθηκε πρώτο (u)



E

Εφαρμογές DFS

Ιςοδύναμο κριτόριο γϋφυρασ με βϊςη δϋνδρο DFS

1 3 5 7

2 4 6 8

Γϋφυρα εύναι μια ακμό (u,v) αν εύναι δενδρικό και:

• Στο ϊκρο που βρϋθηκε δεύτερο (ϋςτω v) κανϋνασ 
κόμβοσ του υποδϋνδρου του δεν ϋχει back edge προσ το 
ϊκρο που βρϋθηκε πρώτο (u) ούτε ςε πρόγονο του u.

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E

Εφαρμογές BFS

Χωροθϋτηςη Υπηρεςιών και Λαβύρινθοι



E Χωροθϋτηςη Πυροςβεςτικού Τμόματοσ

Εφαρμογές BFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E Χωροθϋτηςη Πυροςβεςτικού Τμόματοσ

Εφαρμογές BFS



E

Ζητεύται ελϊχιςτη εκκεντρότητα (eccentricity)

Χωροθϋτηςη Πυροςβεςτικού Τμόματοσ

Εφαρμογές BFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E

BFS-δένδρο

Χωροθϋτηςη Πυροςβεςτικού Τμόματοσ

Εφαρμογές BFS



E Ξετυλύγοντασ τον Μύτο τησ Αριϊδνησ! 

Εφαρμογές BFS & DFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E Ξετυλύγοντασ τον Μύτο τησ Αριϊδνησ! 

Εφαρμογές BFS & DFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E Ξετυλύγοντασ τον Μύτο τησ Αριϊδνησ! 

Εφαρμογές BFS & DFS

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E Ξετυλύγοντασ τον Μύτο τησ Αριϊδνησ! 

Εφαρμογές BFS & DFS



s

E

DFS-εξερεύνηςη

s

Ξετυλύγοντασ τον Μύτο τησ Αριϊδνησ! 

Εφαρμογές BFS & DFS

DFS vs BFS ?
Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ


