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6. Διαφορικζσ Εξιςώςεισ Αναγόμενεσ ςε Πλήρεισ-Πολλαπλαςιαςτήσ Euler ή Ολοκληρώνων 

Παράγοντασ 

 Οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ που εμπίπτουν ςτθν κατθγορία των πλιρων ΔΕ δεν είναι πολλζσ διότι θ 

ςυνκικθ 𝑀𝑦 = 𝑁𝑥  επιβάλλει μία ιςχυρι ςυςχζτιςθ των ςυναρτιςεων 𝑀 και 𝛮. Όμωσ, όπωσ κα 

δοφμε ςτθν ενότθτα αυτι, θ διαδικαςία επίλυςθσ των πλιρων ΔΕ εφαρμόηεται και ςε μία ευρφτερθ 

κατθγορία εξιςϊςεων οι οποίεσ μποροφν να αναχκοφν ςε πλιρθ μορφι. 

Για παράδειγμα θ ΔΕ: 𝑦𝑑𝑥 + (𝑥2𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0 είναι εφκολο να διαπιςτϊςει κανείσ ότι δεν είναι 

πλιρθσ. Όμωσ αν πολλαπλαςιάςουμε τθ ΔΕ με τον παράγοντα  
1

𝑥2, υποκζτοντασ βζβαια ότι 𝑥 ≠ 0, 

προκφπτει μία ιςοδφναμθ ΔΕ θ οποία είναι πλιρθσ. Πράγματι για τθ προκφπτουςα ΔΕ: 

𝑦

𝑥2
𝑑𝑥 +  𝑦 −

1

𝑥
 𝑑𝑦 = 0 

ζχουμε  𝑀 𝑥,𝑦 =
𝑦

𝑥2 και 𝑁 𝑥,𝑦 = 𝑦 −
1

𝑥
 , οπότε  𝑀𝑦 =

1

𝑥2 = 𝑁𝑥 . 

Πολλζσ φορζσ επιτυγχάνεται, μζςω του πολλαπλαςιαςμοφ και των δφο μελϊν τθσ ΔΕ  

𝛭 𝑥,𝑦 + 𝑁 𝑥,𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷    (6.1) 

ι   

𝛭 𝑥,𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥,𝑦 𝑑𝑦 = 0, (𝑥,𝑦) ∈ 𝐷    (6.2) 

με ζνα κατάλλθλο παράγοντα 𝜇(𝑥,𝑦), (𝑥,𝑦) ∈ 𝐷, θ ΔΕ να γίνει πλιρθσ. Μία τζτοια ςυνάρτθςθ 

καλείται ολοκληρώνων παράγοντασ τθσ ΔΕ (6.1) ι (6.2). Μζκοδο εφρεςθσ τζτοιου παράγοντα 

ζδωςε πρϊτοσ ο Euler και γι αυτό το λόγο ο ολοκλθρϊνων παράγοντασ καλείται και 

πολλαπλαςιαςτθσ του Euler. 

Στθριηόμενοι ςτο κεϊρθμα 5.1 [Ζςτω θ ΔΕ: 𝛭 𝑥, 𝑦 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0 (1), όπου 𝛭,𝛮 ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ με 

ςυνεχείσ μερικζσ παραγϊγουσ ςτο απλά ςυνεκτικό πεδίο
(
*

)
 𝐷 ⊆ ℝ2. Τότε θ ΔΕ (1) είναι πλιρθσ εάν και μόνο εάν  

𝜕𝛭

𝜕𝑦
=

𝜕𝛮

𝜕𝑥
   

(2)+ εφκολα μπορεί να αποδειχκεί το παρακάτω κριτιριο (ικανι ςυνκικθ) για τθν φπαρξθ ενόσ  

πολλαπλαςιαςτι Euler. 

Θεώρημα 6.1 (κριτιριο υπάρξεωσ πολλαπλαςιαςτι Euler): Ζςτω θ ΔΕ: 𝛭 𝑥,𝑦 + 𝑁 𝑥,𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0 

(6.1) ι (6.2), όπου 𝛭,𝛮 ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ με ςυνεχείσ μερικζσ παραγϊγουσ ςτο απλά ςυνεκτικό 

πεδίο(*) 𝐷 ⊆ ℝ2. Μία ςυνάρτθςθ 𝜇(𝑥,𝑦), (𝑥,𝑦) ∈ 𝐷 με 𝜇𝑥(𝑥,𝑦) και 𝜇𝑦(𝑥,𝑦) ςυνεχείσ ςτο 𝐷 είναι 

ζνασ πολλαπλαςιαςτθσ Euler για τθ ΔΕ (6.1) ι (6.2), δθλαδι ανάγει τθν (6.1) ςε μία πλιρθ 

διαφορικι εξίςωςθ: 

 𝜇 𝑥,𝑦 𝛭 𝑥,𝑦 + 𝜇 𝑥, 𝑦 𝑁 𝑥,𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0, (𝑥,𝑦) ∈ 𝐷  (6.3) 

αντίςτοιχα τθν (6.2) ςτθν πλιρθ διαφορικι εξίςωςθ: 

𝜇 𝑥,𝑦 𝛭 𝑥,𝑦 𝑑𝑥 + 𝜇 𝑥,𝑦 𝑁 𝑥,𝑦 𝑑𝑦 = 0, (𝑥,𝑦) ∈ 𝐷  (6.4) 

εάν ιςχφει: 

1) 𝜇(𝑥,𝑦) ≠ 0, ∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝐷 και  

2) 𝑀 𝑥,𝑦 
𝜕𝜇 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑦
+ 𝜇 𝑥,𝑦 

𝜕𝑀 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥,𝑦 

𝜕𝜇 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑥
+ 𝜇 𝑥,𝑦 

𝜕𝑁 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑥
,  𝑥,𝑦 ∈ 𝐷   (6.5). 

Πράγματι ζχουμε τότε    
𝜕 𝜇 𝑥 ,𝑦 𝛭 𝑥 ,𝑦  

𝜕𝑦
=

𝜕 𝜇 𝑥 ,𝑦 𝛮 𝑥 ,𝑦  

𝜕𝑥
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷    (6.6) 

Άρα θ (6.3), αντίςτοιχα θ (6.4), είναι πλιρθσ διαφορικι εξίςωςθ. 

Επομζνωσ, υπάρχει ςυνάρτθςθ 𝐹 𝑥,𝑦  τζτοια ϊςτε: 
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝜇 𝑥,𝑦 𝛭 𝑥,𝑦  και   

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝜇 𝑥, 𝑦 𝑁 𝑥, 𝑦  

και το γενικό ολοκλιρωμα τθσ (6.3) ι (6.4) είναι:  𝐹 𝑥,𝑦 = 𝑐. 
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Εφόςον 𝜇 𝑥,𝑦 ≠ 0,∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝐷 οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ (6.1) και (6.3) είναι ιςοδφναμεσ , δθλαδι 

ζχουν τισ ίδιεσ ακριβϊσ λφςεισ. Πράγματι, αν 𝑦 𝑥  είναι λφςθ τθσ (6.1) τότε  

𝛭 𝑥,𝑦 + 𝑁 𝑥,𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0 ⇒ 𝜇 𝑥,𝑦 [𝛭 𝑥,𝑦 + 𝑁 𝑥,𝑦 𝑦′ 𝑥 ] = 0, δθλαδι θ 𝑦 𝑥  είναι λφςθ τθσ 

(6.3). Αντίςτροφα, αν 𝑦 𝑥  είναι λφςθ τθσ (6.3) τότε 

 𝜇 𝑥,𝑦 [𝛭 𝑥,𝑦 + 𝑁 𝑥,𝑦 𝑦′ 𝑥 ] = 0 ⇒ 𝛭 𝑥,𝑦 + 𝑁 𝑥,𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0, δθλαδι θ 𝑦 𝑥 είναι λφςθ τθσ 

(6.1). 

Αντίςτοιχα αποδεικνφεται ότι οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ (6.2) και (6.4) είναι ιςοδφναμεσ. 

Το πλήρεσ ολοκλήρωμα τησ αρχικήσ ΔΕ (6.1) ή (6.2) 

Για τθ ΔΕ (6.1) ζχουμε 

𝛭 𝑥,𝑦 + 𝑁 𝑥,𝑦 𝑦′ 𝑥 =
1

𝜇 𝑥,𝑦 
 𝜇 𝑥,𝑦 𝛭 𝑥,𝑦 + 𝜇 𝑥,𝑦 𝑁 𝑥,𝑦 𝑦′ 𝑥  =

1

𝜇 𝑥,𝑦 

𝑑𝐹

𝑑𝑥
= 0 

Ζτςι το πλιρεσ ολοκλιρωμα τθσ (6.1) είναι το γενικό ολοκλιρωμα τθσ (6.3) και τα ιδιάηοντα 

ολοκλθρϊματα που προκφπτουν από τθ ςχζςθ 𝜇 𝑥,𝑦(𝑥) −1 = 0. *Για τθ ΔΕ (6.2) τα ιδιάηοντα 

ολοκλθρϊματα μπορεί να προκφψουν από τισ ςχζςεισ 𝜇 𝑥, 𝑦(𝑥) −1 = 0, ή 𝜇 𝑥(𝑦), 𝑦 −1 = 0] 

Προςδιοριςμόσ του πολλαπλαςιαςτή Euler 

Το παραπάνω κριτιριο (κεϊρθμα 6.1) ανάγει τθν εφρεςθ ενόσ πολλαπλαςιαςτι Euler ςτον 

προςδιοριςμό μίασ λφςθσ μίασ διαφορικισ εξίςωςθσ πρϊτθσ τάξθσ με μερικζσ παραγϊγουσ, 

δθλαδι τθσ εξίςωςθσ (6.5), θ οποία γράφεται  

𝑁 𝑥,𝑦 
𝜕𝜇 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑥
−𝑀 𝑥, 𝑦 

𝜕𝜇 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑦
= 𝜇 𝑥,𝑦  

𝜕𝑀 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑥
    (6.7) 

Η επίλυςθ τζτοιων διαφορικϊν εξιςϊςεων (με μερικζσ παραγϊγουσ) είναι εν γζνει δυςκολότερο 

πρόβλθμα από τθν επίλυςθ ςυνικων διαφορικϊν εξιςϊςεων. Επειδι όμωσ δεν ενδιαφερόμαςτε να 

λφςουμε πλιρωσ τθν (6.7) αλλά να προςδιορίςουμε μία λφςθ τθσ, 𝜇 𝑥,𝑦 , μποροφμε να 

αναηθτιςουμε λφςεισ ειδικισ μορφισ.  

Ζςτω λοιπόν ότι  𝜇 𝑥,𝑦 = 𝜇 𝑢  όπου 𝑢 είναι κάποια ειδικι μορφι των 𝑥 και 𝑦, τότε  
𝜕𝜇 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑥
=

𝑑𝜇

𝑑𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 και 

𝜕𝜇 𝑥 ,𝑦 

𝜕𝑦
=

𝑑𝜇

𝑑𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

Ζτςι θ ςχζςθ (6.7) γράφεται 

𝑑𝜇

𝑑𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑁 𝑥,𝑦 −

𝑑𝜇

𝑑𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑀 𝑥,𝑦 = 𝜇 𝑢  

𝜕𝑀 𝑥,𝑦 

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁 𝑥,𝑦 

𝜕𝑥
 ⇒ 

 
1

𝜇

𝑑𝜇

𝑑𝑢
=

𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑁𝑢𝑥−𝑀𝑢𝑦
       (6.8). 

Στθ ςυνζχεια διακρίνουμε κάποιεσ απλζσ περιπτϊςεισ για το 𝑢. 

(i) Ζςτω ότι το  𝑢 = 𝑥, οπότε 𝜇 𝑥,𝑦 = 𝜇 𝑥  και 𝑢𝑥 = 1, 𝑢𝑦 = 0. Τότε θ ςχζςθ (6.8) γίνεται 
1

𝜇

𝑑𝜇

𝑑𝑥
=

𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑁
   (6.9) 

Αν θ ςυνάρτθςθ 
𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑁
 είναι ςυνάρτθςθ μόνο του 𝑥, δθλαδι 

𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑁
= 𝑓(𝑥), τότε υπάρχει 

πολλαπλαςιαςτισ Euler 𝜇 𝑥 , ο οποίοσ προςδιορίηεται επιλφοντασ τθν εξίςωςθ (6.9) (μία εξίςωςθ 

ομογενισ γραμμικι 1θσ τάξθσ). Η γενικι τθσ λφςθ είναι  

𝜇 𝑥 = 𝑐𝑒 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ     

Για λόγουσ απλότθτασ κζτουμε  𝑐 = 1 και κεωροφμε ωσ πολλαπλαςιαςτι Euler τθ ςυνάρτθςθ 

𝜇 𝑥 = 𝑒 𝑓 𝑥 𝑑𝑥     (6.10) 

(ii) Ζςτω ότι το  𝑢 = 𝑦, οπότε 𝜇 𝑥,𝑦 = 𝜇 𝑦  και 𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 1. Τότε θ ςχζςθ (6.8) γίνεται 
1

𝜇

𝑑𝜇

𝑑𝑦
=

𝛭𝑦−𝑁𝑥

−𝑀
   (6.11) 
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Αν θ ςυνάρτθςθ 
𝛭𝑦−𝑁𝑥

−𝑀
 είναι ςυνάρτθςθ μόνο του 𝑦, δθλαδι 

𝛭𝑦−𝑁𝑥

−𝑀
= 𝑔(𝑦), τότε υπάρχει 

πολλαπλαςιαςτισ Euler 𝜇 𝑦 , ο οποίοσ προςδιορίηεται επιλφοντασ τθν εξίςωςθ (6.11). Η γενικι τθσ 

λφςθ είναι  

𝜇 𝑦 = 𝑐𝑒 𝑔 𝑦 𝑑𝑦 , 𝑐 ∈ ℝ     

και για 𝑐 = 1 κεωροφμε ωσ πολλαπλαςιαςτι Euler τθ ςυνάρτθςθ 

𝜇 𝑦 = 𝑒 𝑔 𝑦 𝑑𝑦     (6.12) 

(iii) Ζςτω ότι το  𝑢 = 𝑥𝑦, οπότε 𝜇 𝑥, 𝑦 = 𝜇 𝑢  και 𝑢𝑥 = 𝑦, 𝑢𝑦 = 𝑥. Τότε θ ςχζςθ (6.8) γίνεται 
1

𝜇

𝑑𝜇

𝑑𝑢
=

𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑦𝑁−𝑥𝑀
   (6.13) 

Αν θ ςυνάρτθςθ  
𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑦𝑁−𝑥𝑀
  είναι ςυνάρτθςθ μόνο του 𝑢, δθλαδι  

𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑦𝑁−𝑥𝑀
= (𝑢), τότε υπάρχει 

πολλαπλαςιαςτισ Euler 𝜇 𝑢 , ο οποίοσ προςδιορίηεται επιλφοντασ τθν εξίςωςθ (6.13). Η γενικι τθσ 

λφςθ είναι  

𝜇 𝑢 = 𝑐𝑒  𝑢 𝑑𝑢 , 𝑐 ∈ ℝ     

και για 𝑐 = 1 κεωροφμε ωσ πολλαπλαςιαςτι Euler τθ ςυνάρτθςθ 

𝜇 𝑢 = 𝑒 𝑔 𝑢 𝑑𝑢    (6.14) 

Παράδειγμα 6.1: Να λυκεί θ ΔΕ: 3𝑥𝑦 + 𝑦2 + (𝑥2 + 𝑥𝑦)𝑦′ = 0 (1) 

Επίλυςθ: Για  𝑀 𝑥, 𝑦 = 3𝑥𝑦 + 𝑦2 και 𝑁 𝑥,𝑦 = 𝑥2 + 𝑥𝑦  ζχουμε 

𝑀𝑦 = 3𝑥 + 2𝑦 ≠ 𝑁𝑥 = 2𝑥 + 𝑦     

Άρα θ ΔΕ δεν είναι πλιρθσ. Παρατθροφμε ότι θ παράςταςθ    

𝛭𝑦 − 𝑁𝑥

𝑁
=

3𝑥 + 2𝑦 − 2𝑥 − 𝑦

𝑥2 + 𝑥𝑦
=

𝑥 + 𝑦

𝑥(𝑥 + 𝑦)
=

1

𝑥
= 𝑓(𝑥) 

είναι ςυνάρτθςθ μόνο του 𝑥. Επομζνωσ, υπάρχει πολλαπλαςιαςτισ Euler 

𝜇 𝑥 = 𝑒 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒 
1
𝑥
𝑑𝑥 = 𝑒𝑙𝑛  𝑥 =  𝑥  

Για 𝑥 > 0,  θ ςυνάρτθςθ 𝜇 𝑥 = 𝑥 αποτελεί  πολλαπλαςιαςτι Euler τθσ ΔΕ (1), ενϊ για 𝑥 < 0,  θ 

ςυνάρτθςθ 𝜇 𝑥 = −𝑥 αποτελεί  πολλαπλαςιαςτι Euler αυτισ. Και ςτισ δφο περιπτϊςεισ θ ΔΕ που 

προκφπτει πολλαπλαςιάηοντασ τθν (1) με 𝜇 𝑥  είναι θ ίδια 

3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + (𝑥3 + 𝑥2𝑦)𝑦′ = 0   (2) 

Η ΔΕ (2) είναι πλιρθσ διότι για  𝛭  𝑥,𝑦 = 3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 και 𝛮  𝑥,𝑦 = 𝑥3 + 𝑥2𝑦 

Ζχουμε 𝛭 𝑦 = 3𝑥2 + 2𝑥𝑦 = 𝛮 𝑥  

  ⇒   ∃ 𝐹 𝑥,𝑦 :
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭  𝑥,𝑦  (3) και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦  (4). Από τθν ςχζςθ (3) ζχουμε 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 ⇒ 𝐹 𝑥,𝑦 =   3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 𝑑𝑥 +  𝑦 ⇒ 

𝐹 𝑥,𝑦 = 𝑥3𝑦 +
𝑥2𝑦2

2
+  𝑦  

Παραγωγίηοντασ τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ 𝑦 και ςυνδυάηοντασ τθν με τθ ςχζςθ (4) προκφπτει 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦 ⇒ 𝑥3 + 𝑥2𝑦 + ′ 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥2𝑦 ⇒ ′ 𝑦 = 0 ⇒ (𝑦) = 𝑐1    

και  𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑥3𝑦 +
𝑥2𝑦2

2
+ 𝑐1 

Επομζνωσ το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ είναι  

𝐹 𝑥,𝑦 = 𝑐 ⇒ 𝑥3𝑦 +
𝑥2𝑦2

2
+ 𝑐1 = 𝑐 ⇒ 𝑥3𝑦 +

𝑥2𝑦2

2
= 𝑐 − 𝑐1 

2𝑥3𝑦 + 𝑥2𝑦2 = 𝐶  με 𝐶 = 2(𝑐 − 𝑐1). 
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Παράδειγμα 6.2: Να λυκεί θ ΔΕ: 𝑦 𝑥 + 𝑦 + 1 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑥 + 3𝑦 + 2 𝑑𝑦 = 0 (1) 

Επίλυςθ: Για  𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦 𝑥 + 𝑦 + 1  και 𝑁 𝑥,𝑦 = 𝑥 𝑥 + 3𝑦 + 2   ζχουμε 

𝑀𝑦 = 𝑥 + 2𝑦 + 1 ≠ 𝑁𝑥 = 2𝑥 + 3𝑦 + 2    

Άρα θ ΔΕ δεν είναι πλιρθσ. Παρατθροφμε ότι θ παράςταςθ 

 
𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑁
=

𝑥+2𝑦+1− 2𝑥+3𝑦+2 

𝑥 𝑥+3𝑦+2 
=

−(𝑥+𝑦+1)

𝑥 𝑥+3𝑦+2 
  δεν είναι ςυνάρτθςθ μόνο του 𝑥. Άρα δεν υπάρχει 

πολλαπλαςιαςτισ Euler 𝜇 = 𝜇(𝑥). 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ 

𝛭𝑦 −𝑁𝑥

−𝑀
=
𝑥 + 2𝑦 + 1 −  2𝑥 + 3𝑦 + 2 

−𝑦 𝑥 + 𝑦 + 1 
=

−(𝑥 + 𝑦 + 1)

−𝑦 𝑥 + 𝑦 + 1 
=

1

𝑦
= 𝑔(𝑦) 

θ οποία είναι ςυνάρτθςθ μόνο του 𝑦. Επομζνωσ, υπάρχει πολλαπλαςιαςτισ Euler 

𝜇 𝑦 = 𝑒 𝑔 𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒
 

1
𝑦
𝑑𝑦

= 𝑒𝑙𝑛  𝑦 =  𝑦  

Για 𝑦 > 0 θ ςυνάρτθςθ 𝜇 𝑦 = 𝑦 είναι ζνασ ολοκλθρϊνων παράγοντασ τθσ ΔΕ (1) και για 𝑦 < 0 θ 

ςυνάρτθςθ 𝜇 𝑦 = −𝑦 είναι επίςθσ ολοκλθρϊνων παράγοντασ τθσ ΔΕ (1). Πολλαπλαςιάηοντασ τθν 

(1) με 𝜇 𝑦 , και ςτισ δφο περιπτϊςεισ προκφπτει είναι θ ίδια ΔΕ 

𝑦2 𝑥 + 𝑦 + 1 𝑑𝑥 + 𝑦𝑥 𝑥 + 3𝑦 + 2 𝑑𝑦 = 0   (2) 

Η ΔΕ (2) είναι πλιρθσ διότι για  𝛭  𝑥,𝑦 = 𝑦2 𝑥 + 𝑦 + 1  και 𝛮  𝑥,𝑦 = 𝑦𝑥 𝑥 + 3𝑦 + 2  

ζχουμε 𝛭 𝑦 = 2𝑦𝑥 + 3𝑦2 + 2𝑦 = 𝛮 𝑥  . Επομζνωσ,   ∃ 𝐹 𝑥, 𝑦 :
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭  𝑥,𝑦  (3) και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦  (4).  

Από τθν ςχζςθ (3) ζχουμε 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝑦2 𝑥 + 𝑦 + 1 ⇒ 𝐹 𝑥,𝑦 =  𝑦2 𝑥 + 𝑦 + 1 𝑑𝑥 +  𝑦 ⇒ 

𝐹 𝑥, 𝑦 =
𝑥2𝑦2

2
+ 𝑦3𝑥 + 𝑦2𝑥 +  𝑦  

Παραγωγίηοντασ τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ 𝑦 και ςυνδυάηοντασ τθν με τθ ςχζςθ (4) προκφπτει 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦 ⇒ 𝑥2𝑦 + 3𝑦2𝑥 + 2𝑦𝑥 + ′ 𝑦 = 𝑥2𝑦 + 3𝑦2𝑥 + 2𝑦𝑥 ⇒ ′ 𝑦 = 0 ⇒ (𝑦) = 𝑐1    

και  𝐹 𝑥, 𝑦 =
𝑥2𝑦2

2
+ 𝑦3𝑥 + 𝑦2𝑥 + 𝑐1 

Επομζνωσ το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ είναι  

𝐹 𝑥,𝑦 =
𝑥2𝑦2

2
+ 𝑦3𝑥 + 𝑦2𝑥 + 𝑐1 = 𝑐 ⇒ 𝑥2𝑦2 + 2𝑦3𝑥 + 2𝑦2𝑥 = 2 𝑐 − 𝑐1  

𝑥𝑦2 𝑥𝑦 + 2𝑦 + 2 = 𝐶,  με  2 𝑐 − 𝑐1 = 𝐶 

Η ςυνάρτθςθ 𝜇−1 𝑦 ≠ 0,∀𝑦 ∈ ℝ, άρα δεν υπάρχουν ιδιάηουςεσ λφςεισ. 

Παράδειγμα 6.3: Να λυκεί θ ΔΕ: 1 +  
𝑥

𝑦
− 𝑠𝑖𝑛𝑦 𝑦′ = 0,   𝑦 ≠ 0 (1) 

Επίλυςθ: Για  𝑀 𝑥, 𝑦 = 1 και 𝑁 𝑥,𝑦 =
𝑥

𝑦
− 𝑠𝑖𝑛𝑦  ζχουμε: 𝑀𝑦 = 0 ≠ 𝑁𝑥 =

1

𝑦
 , άρα θ ΔΕ δεν είναι 

πλιρθσ. Παρατθροφμε ότι θ παράςταςθ    

𝛭𝑦 −𝑁𝑥

−𝑀
=
−

1
𝑦

−1
=

1

𝑦
= 𝑔(𝑦) 

είναι ςυνάρτθςθ μόνο του 𝑦. Επομζνωσ, υπάρχει πολλαπλαςιαςτισ Euler 

𝜇 𝑦 = 𝑒 𝑔 𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒
 

1
𝑦
𝑑𝑦

= 𝑒𝑙𝑛  𝑦 =  𝑦  

Πολλαπλαςιάηοντασ τθν (1) με 𝑦, ζχουμε 

𝑦 +  𝑥 − 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑦 𝑦′ = 0   (2) 

Η ΔΕ (2) είναι πλιρθσ διότι για  𝛭  𝑥,𝑦 = 𝑦 και 𝛮  𝑥,𝑦 = 𝑥 − 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑦 

Ζχουμε 𝛭 𝑦 = 1 = 𝛮 𝑥  
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  ⇒   ∃ 𝐹 𝑥,𝑦 :
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭  𝑥,𝑦  (3) και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦  (4). Από τθν ςχζςθ (3) ζχουμε 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝑦 ⇒ 𝐹 𝑥,𝑦 =  𝑦𝑑𝑥 +  𝑦 ⇒ 

𝐹 𝑥,𝑦 = 𝑦𝑥 +  𝑦  

Παραγωγίηοντασ τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ 𝑦 και ςυνδυάηοντασ τθν με τθ ςχζςθ (4) προκφπτει 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦 ⇒ 𝑥 + ′ 𝑦 = 𝑥 − 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑦 ⇒ ′ 𝑦 = −𝑦𝑠𝑖𝑛𝑦 ⇒  𝑦 = − 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑦𝑑𝑦 + 𝑐1 ⇒    

 𝑦 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑦 −  𝑐𝑜𝑠𝑦𝑑𝑦 + 𝑐1 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑦 − 𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑐1 

και  𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑥 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑦 − 𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑐1 

Επομζνωσ το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ (1) είναι  

𝑦𝑥 − 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑦 − 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 𝑐,𝑦 ≠ 0 

Η τετριμμζνθ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 0 είναι λφςθ τθσ ΔΕ (2), αλλά δεν είναι λφςθ τθσ (1). 

Παράδειγμα 6.4: Να λυκεί θ ΔΕ: 𝑦 +  2𝑥𝑦 − 𝑒−2𝑦 𝑦′ = 0 (1) 

Επίλυςθ: Για  𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦 και 𝑁 𝑥,𝑦 = 2𝑥𝑦 − 𝑒−2𝑦   ζχουμε 

𝑀𝑦 = 1 ≠ 𝑁𝑥 = 2𝑦    

Άρα θ ΔΕ δεν είναι πλιρθσ. Παρατθροφμε ότι θ παράςταςθ    

𝛭𝑦 −𝑁𝑥

−𝑀
=

1 − 2𝑦

−𝑦
= 𝑔(𝑦) 

είναι ςυνάρτθςθ μόνο του 𝑦. Επομζνωσ, υπάρχει πολλαπλαςιαςτισ Euler 

𝜇 𝑦 = 𝑒 𝑔 𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒
 

2𝑦−1
𝑦

𝑑𝑦
= 𝑒2𝑦−𝑙𝑛 𝑦 =

𝑒2𝑦

 𝑦 
 , 𝑦 ≠ 0 

Πολλαπλαςιάηοντασ τθν (1) με 
𝑒2𝑦

𝑦
 ζχουμε 

𝑒2𝑦 +  2𝑥𝑒2𝑦 −
1

𝑦
 𝑦′ = 0, 𝑦 ≠ 0   (2) 

Η ΔΕ (2) είναι πλιρθσ, διότι για  𝛭  𝑥, 𝑦 = 𝑒2𝑦  και 𝛮  𝑥,𝑦 = 2𝑥𝑒2𝑦 −
1

𝑦
 , ζχουμε 𝛭 𝑦 = 2𝑒2𝑦 = 𝛮 𝑥   

 επομζνωσ ∃ 𝐹 𝑥,𝑦 :
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭  𝑥,𝑦  (3) και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦  (4). Από τθν ςχζςθ (3) ζχουμε 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝑒2𝑦 ⇒ 𝐹 𝑥,𝑦 =  𝑒2𝑦 𝑑𝑥 +  𝑦 ⇒ 

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑥𝑒2𝑦 +  𝑦  

Παραγωγίηοντασ τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ 𝑦 και ςυνδυάηοντασ τθν με τθ ςχζςθ (4) προκφπτει 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦 ⇒ 2𝑥𝑒2𝑦 + ′(𝑦) = 2𝑥𝑒2𝑦 −

1

𝑦
⇒ ′(𝑦) = −

1

𝑦
⇒  𝑦 = −𝑙𝑛 𝑦 + 𝑐1    

και  𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑥𝑒2𝑦 − 𝑙𝑛 𝑦 + 𝑐1 

Άρα το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ είναι  

𝑥𝑒2𝑦 − 𝑙𝑛 𝑦 = 𝑐,𝑦 ≠ 0 

Η 𝑦 𝑥 = 0 είναι λφςθ τθσ εξίςωςθ:  𝜇−1 𝑦 =
𝑦

𝑒2𝑦 = 0, επομζνωσ το πλιρεσ ολοκλιρωμα τθσ (1) 

είναι 

𝑥𝑒2𝑦 − 𝑙𝑛 𝑦 = 𝑐,𝑦 ≠ 0, και 𝑦 𝑥 = 0. 

Η τετριμμζνθ ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 0 είναι ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ (1), αλλά δεν είναι λφςθ τθσ (2). 

Παράδειγμα 6.5: Να λυκεί το ΠΑΤ :  3𝑥 +
6

𝑦
 𝑑𝑥 +  

𝑥2

𝑦
+

3𝑦

𝑥
 𝑑𝑦 = 0,𝑦 1 = 1    (1) 

Επίλυςθ: Για  𝑀 𝑥, 𝑦 = 3𝑥 +
6

𝑦
 και 𝑁 𝑥, 𝑦 =

𝑥2

𝑦
+

3𝑦

𝑥
  ζχουμε 𝑀𝑦 = −

6

𝑦2  ≠ 𝑁𝑥 =
2𝑥

𝑦
−

3𝑦

𝑥2    

άρα θ ΔΕ δεν είναι πλιρθσ. Παρατθροφμε ότι  
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𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑁
=

−
6

𝑦2−
2𝑥

𝑦
+

3𝑦

𝑥2

𝑥2

𝑦
+

3𝑦

𝑥

=
−6𝑥2−2𝑦𝑥 3+3𝑦3

𝑦2𝑥2(
𝑥2

𝑦
+

3𝑦2

𝑥
)
≠ 𝑓(𝑥) και 

𝛭𝑦−𝑁𝑥

−𝛭
=

−6𝑥2−2𝑦𝑥 3+3𝑦3

−𝑦2𝑥2 3𝑥+
6

𝑦
 
≠ 𝑔(𝑦) 

Επομζνωσ δεν υπάρχει πολλαπλαςιαςτισ Euler 𝜇 = 𝜇 𝑥  ι  𝜇 = 𝜇 𝑦 .  

Δοκιμάηουμε αν υπάρχει πολλαπλαςιαςτισ Euler τθσ μορφισ 𝜇 = 𝜇 𝑢 ,𝑢 = 𝑥𝑦. Σφμφωνα με τθ 

ςχζςθ (6.13) κα πρζπει   
1

𝜇

𝑑𝜇

𝑑𝑢
=

𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑦𝑁−𝑥𝑀
= (𝑢)    

Η παράςταςθ  
𝛭𝑦−𝑁𝑥

𝑦𝑁−𝑥𝑀
=

−6𝑥2−2𝑦𝑥 3+3𝑦3

𝑦2𝑥2(𝑥2+
3𝑦2

𝑥
−3𝑥2−

6𝑥

𝑦
)

=
−6𝑥2−2𝑦𝑥 3+3𝑦3

𝑦2𝑥2(−2𝑥2+
3𝑦2

𝑥
−

6𝑥

𝑦
)

=
−6𝑥2−2𝑦𝑥 3+3𝑦3

𝑦𝑥 (−2𝑦𝑥 3+3𝑦3−6𝑥2)
=

1

𝑦𝑥
=

1

𝑢
    

είναι ςυνάρτθςθ μόνο του 𝑢 = 𝑥𝑦. Επομζνωσ υπάρχει πολλαπλαςιαςτισ Euler 

𝜇 𝑢 = 𝑒  𝑢 𝑑𝑢 = 𝑒 
1
𝑢
𝑑𝑢 = 𝑒𝑙𝑛  𝑢 =  𝑢 , 𝑢 ≠ 0 (𝑥 ≠ 0,𝑦 ≠ 0)    

Πολλαπλαςιάηοντασ τθν (1) με 𝑢 = 𝑥𝑦 ζχουμε 

 3𝑥2𝑦 + 6𝑥 𝑑𝑥 +  𝑥3 + 3𝑦2 𝑑𝑦 = 0     (2) 

Η ΔΕ (2) είναι πλιρθσ διότι, για 𝛭  𝑥,𝑦 = 3𝑥2𝑦 + 6𝑥 και 𝛮  𝑥,𝑦 = 𝑥3 + 3𝑦2, ζχουμε 𝛭 𝑦 = 3𝑥2 =

𝛮 𝑥  . Επομζνωσ, ∃ 𝐹 𝑥,𝑦 :
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭  𝑥,𝑦  (3) και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦  (4). Από τθν ςχζςθ (3) ζχουμε 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 3𝑥2𝑦 + 6𝑥 ⇒ 𝐹 𝑥,𝑦 =  3𝑥2𝑦 + 6𝑥 𝑑𝑥 +  𝑦 ⇒ 

𝐹 𝑥,𝑦 = 𝑥3𝑦 + 3𝑥2 +  𝑦  

Παραγωγίηοντασ τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ 𝑦 και ςυνδυάηοντασ τθν με τθ ςχζςθ (4) προκφπτει 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝛮  𝑥,𝑦 ⇒ 𝑥3 + ′(𝑦) = 𝑥3 + 3𝑦2 ⇒ ′(𝑦) = 3𝑦2 ⇒  𝑦 = 𝑦3 + 𝑐1    

και  𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑥3𝑦 + 3𝑥2 + 𝑦3 + 𝑐1 

Επομζνωσ το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ είναι  

𝑥3𝑦 + 3𝑥2 + 𝑦3 = 𝑐 

Εφαρμόηουμε τθν αρχικι ςυνκικθ 𝑦 1 = 1 και ζχουμε ότι 𝑐 = 5. 

Άρα το ειδικό ολοκλιρωμα είναι 

𝑥3𝑦 + 3𝑥2 + 𝑦3 = 5 

Παρατθρηςη 6.1: Αν θ διαφορικι εξίςωςθ μπορεί να γραφεί ςτθ μορφι 

𝑦 𝐴𝑥𝑝𝑦𝑞 + 𝐵𝑥𝑟𝑦𝑠 𝑑𝑥 + 𝑥 𝐶𝑥𝑝𝑦𝑞 + 𝐷𝑥𝑟𝑦𝑠 𝑑𝑦 = 0  (6.15) 

όπου 𝐴,𝛣,𝐶,𝐷 ςτακερζσ, τότε αποδεικνφεται ότι ο ολοκλθρϊνων παράγοντασ τθσ ΔΕ ζχει τθ μορφι 

𝜇 𝑥,𝑦 = 𝑥𝑎𝑦𝑏 , όπου οι εκκζτεσ 𝑎, 𝑏 είναι προςδιοριςτζεσ πραγματικζσ ςτακερζσ. 

Παράδειγμα 6.6: Να λυκεί θ ΔΕ:  6𝑥𝑦 + 5𝑦4 𝑑𝑥 +  4𝑥2 + 7𝑥𝑦3 𝑑𝑦 = 0  (1) 

Επίλυςθ: Η ΔΕ δεν είναι πλιρθσ, μπορεί όμωσ να γραφεί ςτθ μορφι τθσ ΔΕ (6.15) 

𝑦 6𝑥 + 5𝑦3 𝑑𝑥 + 𝑥 4𝑥 + 7𝑦3 𝑑𝑦 = 0 

Επομζνωσ, αναηθτοφμε πολλαπλαςιαςτι Euler τθσ μορφισ 𝜇 𝑥,𝑦 = 𝑥𝑎𝑦𝑏  με τον περιοριςμό 

𝑥 ≠ 0,𝑦 ≠ 0. Ζτςι πολλαπλαςιάηοντασ τθσ (1) με αυτόν το πολλαπλαςιαςτι Euler, προκφπτει θ ΔΕ: 

 6𝑥1+𝑎𝑦1+𝑏 + 5𝑥𝑎𝑦4+𝑏 𝑑𝑥 +  4𝑥2+𝑎𝑦𝑏 + 7𝑥1+𝑎𝑦3+𝑏 𝑑𝑦 = 0  (2) 

Η ΔΕ (2) είναι πλιρθσ αν ιςχφει 

𝑀𝑦 = 6(1 + 𝑏) 𝑥1+𝑎𝑦𝑏 + 5(4 + 𝑏)𝑥𝑎𝑦3+𝑏 = 𝑁𝑥 = 4 2 + 𝑎 𝑥1+𝑎𝑦𝑏 + 7(1 + 𝑎)𝑥𝑎𝑦3+𝑏  

Η παραπάνω ςχζςθ για να ιςχφει για κάκε 𝑥 ≠ 0,𝑦 ≠ 0, κα πρζπει  

6(1 + 𝑏) =  4 2 + 𝑎  και 5 4 + 𝑏 = 7(1 + 𝑎), δθλαδι 𝑎 = 4 και 𝑏 = 3 και θ ςυνάρτθςθ 

𝜇 𝑥,𝑦 = 𝑥4𝑦3 αποτελεί ζνα πολλαπλαςιαςτι Euler  τθσ  ΔΕ (1). Άρα θ ΔΕ (2) γίνεται 

 6𝑥5𝑦4 + 5𝑥4𝑦7 𝑑𝑥 +  4𝑥6𝑦3 + 7𝑥5𝑦6 𝑑𝑦 = 0  (3) 

𝐹 𝑥,𝑦 =   6𝑥5𝑦4 + 5𝑥4𝑦7 𝑑𝑥 +  𝑦 = 𝑥6𝑦4 + 𝑥5𝑦7 +  𝑦  
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𝐹𝑦 𝑥, 𝑦 = 4𝑥6𝑦3 + 7𝑥5𝑦6 ⇒ 4𝑥6𝑦3 + 7𝑥5𝑦6 + ′ 𝑦 = 4𝑥6𝑦3 + 7𝑥5𝑦6 ⇒ 

′ 𝑦 = 0 ⇒  𝑦 = 𝑘 

Το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ (1) είναι: 𝑥6𝑦4 + 𝑥5𝑦7 = 𝑐, 𝑥 ≠ 0,𝑦 ≠ 0 

Οι ςυναρτιςεισ 𝑥 𝑦 = 0 και 𝑦 𝑥 = 0 αποτελοφν επίςθσ λφςεισ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ (1). 

7. Διαφορική Εξίςωςη Bernoulli 

Η διαφορικι εξίςωςθ: 

𝑦′(𝑥) + 𝑝 𝑥 𝑦 𝑥 = 𝑔 𝑥 𝑦(𝑥)𝑛 ,𝑛 ∈ 𝑅    (7.1) 

ονομάηεται εξίςωςθ Bernoulli  τάξησ 𝒏. Είναι μία ςχεδόν γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ. 

Παρατθροφμε ότι για 𝑛 = 0 θ εξίςωςθ (7.1) είναι μθ ομογενισ γραμμικι, ενϊ για 𝑛 = 1, είναι 

γραμμικι ομογενισ. Υποκζτουμε λοιπόν ότι 𝑛 ≠ 0,1.  

Επίλυςθ: Η επίλυςθ τθσ (7.1) γίνεται με αλλαγι τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ-του τφπου- 

 𝑦 𝑥 = 𝑢(𝑥)
1

1−𝑛 ⇒ 𝑢 𝑥 = 𝑦(𝑥)1−𝑛     (7.2) 

Παραγωγίηοντασ τθν (7.2) ωσ προσ 𝑥 ζχουμε:  𝑢′ 𝑥 =  1 − 𝑛 𝑦 𝑥 −𝑛𝑦′(𝑥) 

Πολλαπλαςιάηουμε τθν εξίςωςθ (7.1) με  1 − 𝑛 𝑦 𝑥 −𝑛 , οπότε προκφπτει 

 1 − 𝑛 𝑦 𝑥 −𝑛𝑦′(𝑥) +  1 − 𝑛 𝑝 𝑥 𝑦 𝑥 1−𝑛 =  1 − 𝑛 𝑔 𝑥 ⇒ 

𝑢′ 𝑥 +  1 − 𝑛 𝑝 𝑥 𝑢 𝑥 =  1 − 𝑛 𝑔 𝑥            (7.3) 

Η μεταςχθματιςμζνθ εξίςωςθ (7.3) είναι μία μθ ομογενισ γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ 

ωσ προσ 𝑢 𝑥 , τθσ οποίασ θ γενικι λφςθ είναι: 

𝑢 𝑥 =
𝑐

𝜇(𝑥)
+

1

𝜇(𝑥)
   1 − 𝑛 𝑔 𝑥 𝜇 𝑥 𝑑𝑥 ,   𝜇 𝑥 = 𝑒 1−𝑛  𝑝 𝑥 𝑑𝑥   (7.4) 

Ζχοντασ προςδιορίςει τθν 𝑢 𝑥  επιλφουμε τθν εξίςωςθ (7.2) ωσ προσ 𝑦 𝑥  και βρίςκουμε τθ γενικι 

λφςθ τθσ εξίςωςθσ (7.1). 

Παράδειγμα 7.1: Να λυκεί το πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν: 𝑥𝑦′ = 𝑦 + 𝑥𝑦2 ,   𝑦 1 = 2  (1) 

Επίλυςθ: Η διαφορικι εξίςωςθ του ΠΑΤ είναι μία εξίςωςθ Bernoulli τάξθσ 2:   𝑦′ −
1

𝑥
𝑦 = 𝑦2 .  

Θζτουμε 𝑦 = 𝑢
1

1−2 ⇒ 𝑦 = 𝑢−1 ⇒  𝑢 = 𝑦−1 ⇒ 𝑢′ = −𝑦−2𝑦′ 

Πολλαπλαςιάηουμε τθν εξίςωςθ με −𝑦−2 και προκφπτει 

−𝑦−2𝑦′ +
1

𝑥
𝑦−1 = −1 

Άρα θ γραμμικι μθ ομογενισ είναι: 𝑢′ +
1

𝑥
𝑢 = −1, τθσ οποίασ θ γενικι λφςθ είναι: 

 𝑢 = −
𝑥

2
+

𝑐

𝑥
=

2𝑐−𝑥2

2𝑥
.  Άρα 𝑦 = 𝑢−1 =

2𝑥

2𝑐−𝑥2 είναι θ γενικι λφςθ τθσ αρχικισ εξίςωςθσ. 

Από τθν αρχικι ςυνκικθ ζχουμε: 𝑦 1 =
2

2𝑐−1
= 2 ⇒ 𝑐 = 1 

Άρα θ ειδικι λφςθ είναι 𝑦 𝑥 =
2𝑥

2−𝑥2   ,   𝑥 ∈ (− 2 , 2). 

Παράδειγμα 7.2: να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′ + 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦−3, 𝑦 ≠ 0 (1) 

Επίλυςθ: Η διαφορικι εξίςωςθ είναι μία εξίςωςθ Bernoulli τάξθσ -3. 

Θζτουμε 𝑦 = 𝑢
1

1+3 ⇒ 𝑦 = 𝑢
1

4 ⇒  𝑢 = 𝑦4 ⇒ 𝑢′ = 4𝑦3𝑦′ 

Πολλαπλαςιάηουμε τθν εξίςωςθ με 4𝑦3 και προκφπτει θ ΔΕ: 4𝑦3𝑦′ + 4𝑥𝑦4 = 4𝑥. Άρα θ γραμμικι 

μθ ομογενισ είναι: 𝑢′ + 4𝑥𝑢 = 4𝑥, τθσ οποίασ θ γενικι λφςθ είναι:  𝑢 𝑥 = 1 + 𝑐𝑒−2𝑥2
. Άρα θ 

γραμμικι μθ ομογενισ είναι: 𝑢′ + 4𝑥𝑢 = 4𝑥, θ γενικι λφςθ τθσ οποίασ είναι: 𝑢 𝑥 = 1 + 𝑐𝑒−2𝑥2
.  

Επομζνωσ,  𝑦4 = 𝑢 = 1 + 𝑐𝑒−2𝑥2
⇒ 𝑦 𝑥 = ± 1 + 𝑐𝑒−2𝑥24

 είναι θ γενικι λφςθ τθσ αρχικισ 

εξίςωςθσ. 
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Παράδειγμα 7.3: να βρεκεί θ πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑥2𝑦′ + 2𝑥𝑦 − 𝑦3 = 0, 𝑥 > 0  (1) 

Επίλυςθ: Η διαφορικι εξίςωςθ είναι μία εξίςωςθ Bernoulli τάξθσ 3 

𝑦′ +
2

𝑥
𝑦 = 𝑥−2𝑦3 

Πολλαπλαςιάηουμε τθν εξίςωςθ με 𝑦−3:    𝑦−3𝑦′ +
2

𝑥
𝑦−2 = 𝑥−2 (2)  

και κζτουμε  𝑢 = 𝑦−2 ⇒ 𝑢′ = −2𝑦−3𝑦′. Άρα από τθ (2) πολλαπλαςιάηοντασ με −2 ζχουμε : 

 −2𝑦−3𝑦′ −
4

𝑥
𝑦−2 = −2𝑥−2 ⇒ 𝑢′ −

4

𝑥
𝑢 = −2𝑥−2 (3) 

Η εξίςωςθ (3) είναι θ γραμμικι ΔΕ ωσ προσ 𝑢(𝑥), τθσ οποίασ θ γενικι λφςθ είναι: 

𝑢 𝑥 =
2

5𝑥
+ 𝑐𝑥4 , 𝑐 ∈ ℝ 

Επομζνωσ,  𝑦−2 = 𝑢 =
2

5𝑥
+ 𝑐𝑥4 ⇒ 𝑦 𝑥 = ± 

2

5𝑥
+ 𝑐𝑥4 

−
1

2
 είναι θ γενικι λφςθ τθσ αρχικισ 

εξίςωςθσ. H πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ (1) είναι θ γενικι λφςθ και θ μθδενικι ςυνάρτθςθ: 𝑦 𝑥 = 0 που 

επίςθσ ικανοποιεί τθν ΔΕ (1). 

Παράδειγμα 7.4: να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ:  2𝑥 + 𝑥2𝑦2 𝑦𝑦′ = 1,    (1) 

Επίλυςθ: Η διαφορικι εξίςωςθ (1) γράφεται: 

 2𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦3 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 ⇒ 2𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦3 =

𝑑𝑥

𝑑𝑦
⇒ 𝑥′ 𝑦 − 2𝑦𝑥(𝑦) = 𝑥2(𝑦)𝑦3  (2) 

θ οποία είναι μία εξίςωςθ Bernoulli τάξθσ 2 με άγνωςτθ ςυνάρτθςθ τθν 𝑥(𝑦). 

Πολλαπλαςιάηουμε τθν εξίςωςθ (2) με 𝑥−2:    𝑥−2𝑥′ − 2𝑦𝑥−1 = 𝑦3  (3)  

και κζτουμε  𝑢 = 𝑥−1 ⇒ 𝑢′ = −𝑥−2𝑥′ .  Άρα από τθ (3) πολλαπλαςιάηοντάσ τθν με -1 ζχουμε : 

 −𝑥−2𝑥′ + 2𝑦𝑥−1 = −𝑦3 ⇒ 𝑢′ + 2𝑦𝑢 = −𝑦3  (4) 

Η εξίςωςθ (4) είναι μία γραμμικι ΔΕ ωσ προσ 𝑢(𝑥), τθσ οποίασ ο ολοκλθρϊνων παράγοντασ είναι 

𝜇 𝑦 = 𝑒 2𝑦𝑑𝑦 = 𝑒𝑦
2
. Οπότε θ (4) γράφεται: 

 𝑒𝑦
2
𝑢 

′
= −𝑒𝑦

2
𝑦3 ⇒ 𝑒𝑦

2
𝑢 = − 𝑒𝑦

2
𝑦3𝑑𝑦 + 𝑐 = −

1

2
  𝑒𝑦

2
 
′
𝑦2𝑑𝑦 + 𝑐 = −

1

2
𝑦2𝑒𝑦

2
+

1

2
 𝑒𝑦

2
𝑦𝑑𝑦 + 𝑐 = 

= −
1

2
𝑦2𝑒𝑦

2
+

1

2
𝑒𝑦

2
+ 𝑐 ⇒ 𝑢 =

1

2
 1 − 𝑦2 + 𝑐𝑒−𝑦

2
 

  Άρα θ γενικι λφςθ τθσ (1) δίνεται ςε πεπλεγμζνθ μορφι: 

1

2
 1 − 𝑦2 + 𝑐𝑒−𝑦

2
=

1

𝑥
, 𝑐 ∈ ℝ 

8. Διαφορική Εξίςωςη Riccati 

Η διαφορικι εξίςωςθ: 

𝑦′ 𝑥 = 𝑓2 𝑥 𝑦
2 𝑥 + 𝑓1 𝑥 𝑦 𝑥 + 𝑓𝑜 𝑥     (8.1) 

ονομάηεται εξίςωςη Riccati και είναι μία ςχεδόν γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ. 

Παρατθροφμε ότι για 𝑓2 𝑥 = 0 θ εξίςωςθ (1) γίνεται γραμμικι μθ ομογενισ, ενϊ αν 𝑓𝑜 𝑥 = 0, θ 

(8.1) είναι εξίςωςθ Bernoulli. Θεωροφμε ότι οι 𝑓2 𝑥 ,  𝑓1 𝑥 , 𝑓𝜊 𝑥  είναι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ ςτο Ι.  

Επίλυςθ: Για τθν επίλυςθ τθσ (8.1) κα πρζπει να γνωρίηουμε μία ειδικι λφςθ τθσ, ζςτω 𝑦1 𝑥 . Τότε 

κάνουμε τον μεταςχθματιςμό: 

𝑦 𝑥 = 𝑦1 𝑥 +
1

𝑤 𝑥 
      (8.2) 

όπου 𝑤 𝑥  είναι μία άγνωςτθ ςυνάρτθςθ. Παραγωγίηοντασ τθν (8.2) ωσ προσ 𝑥 ζχουμε 

𝑦′ = 𝑦1′ −
𝑤′

𝑤2
 

και αντικακιςτϊντασ ςτθ (8.1) προκφπτει μία γραμμικι μθ ομογενισ διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ 

για τθν άγνωςτθ ςυνάρτθςθ 𝑤 𝑥  

𝑤 ′ +  2𝑓2 𝑦1 + 𝑓1 𝑤 = −𝑓2     (8.3) 
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Προςδιορίηουμε τθν γενικι λφςθ τθσ (8.3) κατά τα γνωςτά και αντικακιςτϊντασ ςτθν (8.2) ζχουμε 

τθν γενικι λφςθ τθσ (8.1). 

Η πλιρθσ λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ Riccati είναι θ γενικι λφςθ και θ ιδιάηουςα λφςθ 𝑦1 𝑥 .  

Αν δεν γνωρίηουμε κάποια ειδικι λφςθ τθσ (8.1) μποροφμε να αναηθτιςουμε λφςεισ τθσ μορφισ: 

 𝑦 = 𝑎𝑥𝑏  ι 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏, όπου 𝑎, 𝑏 προςδιοριςτζεσ ςτακερζσ. 

Παράδειγμα 8.1: Να λυκεί το πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν: 𝑥𝑦′ = 𝑦2 + 𝑦 − 2,   𝑦 1 = 3, 

αφοφ παρατθρθκεί ότι θ ςυνάρτθςθ 𝑦1 𝑥 = 1 είναι ειδικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ. 

Επίλυςθ: Η 𝑦1 𝑥 = 1 ικανοποιεί τθν διαφορικι εξίςωςθ διότι 𝑦1
′ (𝑥) = 0 και το 2ο μζλοσ 

μθδενίηεται για 𝑦1 𝑥 = 1. 

Θζτουμε 𝑦 𝑥 = 𝑦1 𝑥 +
1

𝑤 𝑥 
⇒ 𝑦′ 𝑥 = 𝑦1

′  𝑥 −
𝑤 ′  𝑥 

𝑤2 𝑥 
  και αντικακιςτοφμε ςτθν αρχικι διαφορικι 

εξίςωςθ. Μετά από τισ πράξεισ προκφπτει θ γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ: 

𝑤 ′ +
3

𝑥
𝑤 = −𝑥−1 

τθσ οποίασ θ γενικι λφςθ είναι: 𝑤 𝑥 = −
1

3
+

𝑐

𝑥3  , 𝑐 αυκαίρετθ ςτακερά. 

Επομζνωσ θ γενικι λφςθ τθσ αρχικισ εξίςωςθσ είναι: 𝑦 𝑥 = 1 +
1

−
1

3
+

𝑐

𝑥3

=
2𝑥3+𝑘

𝑘−𝑥3   , 𝑘 = 3𝑐 

Παρατθροφμε ότι θ 𝑦1 𝑥 = 1 δεν προκφπτει από τθν γενικι λφςθ για καμία τιμι τθσ ςτακεράσ 𝑘. 

Άρα θ πλιρθσ λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ είναι:  
𝑦 𝑥 =

2𝑥3+𝑘

𝑘−𝑥3

  𝑦 𝑥 = 1

  

Για να ικανοποιείται θ αρχικι ςυνκικθ, κα πρζπει 
2+𝑘

𝑘−1
= 3 ⇒ 𝑘 = 5/2 

Άρα θ ειδικι λφςθ που ικανοποιεί το πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν είναι: 𝑦 𝑥 =
4𝑥3+5

5−2𝑥3 . 

Παράδειγμα 8.2: Να βρεκεί θ πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′ = −𝑦2 +
2

𝑥2 (1). 

Επίλυςθ: Εφόςον δεν δίνεται κάποια λφςθ τθσ ΔΕ αναηθτοφμε λφςθ τθσ μορφισ 𝑦 = 𝑎𝑥𝑏 . 

Αντικακιςτϊντασ ςτθν (1) ζχουμε: 

𝑎𝑏𝑥𝑏−1 + 𝑎2𝑥2𝑏 =
2

𝑥2    (2) 

θ οποία ικανοποιείται για 𝑎 = 𝑏 = −1. Άρα μία λφςθ τθσ ΔΕ είναι 𝑦1 = −𝑥−1. 

Θζτουμε 𝑦 𝑥 = 𝑦1 𝑥 +
1

𝑤 𝑥 
⇒ 𝑦′ = 𝑥−2 −

𝑤 ′  𝑥 

𝑤2 𝑥 
  και αντικακιςτοφμε ςτθν αρχικι διαφορικι 

εξίςωςθ. Μετά από τισ πράξεισ προκφπτει θ γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ: 

𝑤 ′ +
2

𝑥
𝑤 = 1 

τθσ οποίασ θ γενικι λφςθ είναι: 𝑤 𝑥 =
𝑥

3
+

𝑐

𝑥2 =
𝑥3+3𝑐

3𝑥2   , 𝑐 αυκαίρετθ ςτακερά. 

Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ (1) είναι: 𝑦 𝑥 = −𝑥−1 +
3𝑥2

𝑥3+3𝑐
 , 𝑐 αυκαίρετθ ςτακερά. 

Η ειδικι λφςθ 𝑦1 = −𝑥−1 είναι ιδιάηουςα λφςθ διότι δεν προκφπτει από τθ γενικι λφςθ για καμία 

τιμι τθσ ςτακεράσ 𝑐. 

Η πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ (1) είναι θ γενικι λφςθ και θ ιδιάηουςα λφςθ 𝑦1 = −𝑥−1. 

Παρατθρηςη: Η εξίςωςθ (2) ικανοποιείται και για 𝑎 = 2, 𝑏 = −1. Άρα θ 𝑦2 = 2𝑥−1 είναι επίςθσ 

λφςθ τθσ ΔΕ (1). Επιλφοντασ τθ ΔΕ με τθ χριςθ τθσ 𝑦2, θ λφςθ 𝑦1 = −𝑥−1 προκφπτει από τθ γενικι 

λφςθ για κάποια πεπεραςμζνθ τιμι τθσ ςτακεράσ 𝑐, ενϊ θ 𝑦2 είναι ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ (1). 
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9. Διαφορικζσ Εξιςώςεισ ςε πεπλεγμζνη μορφή 

Οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ που μελετικθκαν μζχρι ςτιγμισ γράφονται ςε λυμζνθ μορφι 𝑦′ = 𝑓(𝑥,𝑦). 

Όμωσ αυτό δεν είναι πάντα εφικτό. Από το ςφνολο των πεπλεγμζνων διαφορικϊν εξιςϊςεων 

𝐹(𝑥,𝑦,𝑦′) = 0 κα μελετιςουμε κάποιεσ περιπτϊςεισ που ενϊ δεν ανάγονται ςτθν λυμζνθ μορφι, 

μποροφν εν τοφτοισ να επιλυκοφν. 

Διαφορική εξίςωςη Clairaut 

Η διαφορικι εξίςωςθ Clairaut είναι τθσ μορφισ: 𝑦 = 𝑥𝑦′ 𝑥 + 𝑔 𝑦′ 𝑥   (9.1)   

όπου θ ςυνάρτθςθ 𝑔(𝑦′) είναι μθ γραμμικι ωσ προσ τθ παράγωγο 𝑦′. 

Η επίλυςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ (9.1) γίνεται με αλλαγι τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ: 

𝑝 𝑥 = 𝑦′ . Όποτε προκφπτει θ ςχζςθ: 

𝑦 = 𝑥𝑝 + 𝑔 𝑝       (9.2)  

Παραγωγίηοντασ τθ ςχζςθ (2) ωσ προσ 𝑥 παίρνουμε  

𝑝 = 𝑝 + 𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+

𝑑𝑔

𝑑𝑝
 
𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒  𝑥 + 𝑔′(𝑝) 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0   (9.3)  

Από τθ ςχζςθ (9.3) ζχουμε δφο δυνατότθτεσ. Η πρϊτθ περίπτωςθ είναι ο μθδενιςμόσ του 
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

 𝛼     
 𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0 ⇒ 𝑝 𝑥 = 𝑐, 𝑐 αυκαίρετθ ςτακερά. 

Επομζνωσ από τθ ςχζςθ (9.2) οδθγοφμαςτε ςτθν μονοπαραμετρικι οικογζνεια λφςεων 

𝑦(𝑥) = 𝑥𝑐 + 𝑔 𝑐       (9.4) 

για τισ οποίεσ ιςχφει 𝑦′′(𝑥) = 0. 

Η (9.4) είναι μία οικογζνεια ευκειϊν και αποτελεί τθ γενικι λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ (9.1). 

Εναλλακτικά, θ ςχζςθ (9.3) ικανοποιείται όταν:   𝛽    𝑥 + 𝑔′(𝑝) = 0, θ οποία ςε ςυνδυαςμό με τθν 

εξίςωςθ (9.2) οδθγεί ςε μία λφςθ εκφραςμζνθ ςτθν ακόλουκθ παραμετρικι μορφι: 

𝑥 = −𝑔′(𝑝)       (9.5) 

𝑦 = −𝑝𝑔′(𝑝) + 𝑔 𝑝      (9.6) 

Υπάρχουν περιπτϊςεισ που θ παράμετροσ 𝑝 απαλείφεται. Πράγματι, αν θ ςυνάρτθςθ 𝑔′ 𝑝   

αντιςτρζφεται *δθλαδι αν 𝑔′ 𝑝  είναι γνθςίωσ μονότονθ+, τότε από τθν (9.5) ζχουμε  

𝑝 =  𝑔′ −1 −𝑥 = (𝑥) ςε κατάλλθλο διάςτθμα, και ζτςι προκφπτει άμεςα θ λφςθ (ςε καρτεςιανζσ 

ςυντεταγμζνεσ) 

𝑦 𝑥 = 𝑥 𝑔′ −1 −𝑥 + 𝑔  𝑔′ −1 −𝑥  = 𝑥 𝑥 + 𝑔  𝑥    (9.7) 

Η λφςθ (9.7) δεν αποτελεί μζλοσ τθσ οικογζνειασ ευκειϊν (9.4), είναι ιδιάζουςα λφςη και ζχει 

ιδιαίτερθ ςχζςθ με τθν μονοπαραμετρικι οικογζνεια ευκειϊν (9.4). 

Για τισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ Clairaut  αποδεικνφεται ότι θ ιδιάηουςα λφςθ αντιπροςωπεφει μία 

καμπφλθ γραμμι θ οποία είναι θ περιβάλλουςα τθσ οικογενείασ των ευκειϊν τθσ γενικισ λφςθσ. 

Ζςτω ότι μία οικογζνεια καμπυλϊν περιγράφεται από τθν εξίςωςθ 𝛷 𝑥,𝑦, 𝑐 = 0, όπου για κάκε 𝑐 

ανακφπτει ζνα διαφορετικό μζλοσ τθσ οικογζνειασ. Ζςτω ότι θ οικογζνεια αυτι διακζτει 

περιβάλλουςα  𝑓 𝑥,𝑦 = 0. Η περιβάλλουςα ζχει τθν ιδιότθτα ότι εφάπτεται ςε κάκε μζλοσ τθσ 

οικογενείασ καμπυλϊν και ότι κάκε ςθμείο τθσ είναι ςθμείο επαφισ με κάποιο μζλοσ τθσ 

οικογενείασ αυτισ. Για παράδειγμα, θ οικογζνεια καμπυλϊν: 𝛷 𝑥,𝑦, 𝑐 =  𝑥 − 𝑐 2 + 𝑦2 − 1 = 0, 

που είναι μία οικογζνεια κφκλων ακτίνασ 1, που τα κζντρα τουσ είναι πάνω ςτο άξονα 𝑥, ζχει 

περιβάλλουςεσ τισ ευκείεσ 𝑦 = 1 και 𝑦 = −1, όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα: 
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Η εξίςωςθ τθσ περιβάλλουςασ προκφπτει απαλείφοντασ τθν ςτακερά 𝑐 από τισ εξιςϊςεισ: 

𝛷 𝑥,𝑦, 𝑐 = 0,   
𝜕𝛷

𝜕𝑐
= 0 

Για το ςυγκεκριμζνο παράδειγμα ζχουμε: 
𝜕𝛷

𝜕𝑐
= 2 𝑥 − 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = 𝑥, οπότε αντικακιςτϊντασ ςτθν 

 𝑥 − 𝑐 2 + 𝑦2 − 1 = 0, ζχουμε 𝑦2 = 1 ⇒ 𝑦 = ±1. 

Είναι αναμενόμενο, θ περιβάλλουςα μιασ οικογζνειασ λφςεων μιασ διαφορικισ εξίςωςθσ να 

ικανοποιεί τθ διαφορικι εξίςωςθ, διότι κάκε ςθμείο τθσ ανικει ςε ζνα μζλοσ τθσ οικογζνειασ και θ 

κλίςθ τθσ ςτο ςθμείο αυτό ταυτίηεται με τθν αντίςτοιχθ κλίςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ καμπφλθσ τθσ 

οικογζνειασ ςτο ίδιο ςθμείο. 

Παράδειγμα 9.1: Να λυκεί θ διαφορικι εξίςωςθ 𝑦 = 𝑥𝑦′ +  𝑦′ 2    (1) 

Επίλυςθ: Θζτουμε  𝑦′ = 𝑝,  οπότε θ (1) γράφεται 𝑦 = 𝑥𝑝 + 𝑝2 (2).  

Παραγωγίηουμε τθ  (2) ωσ προσ 𝑥 και ζχουμε: 

 𝑝 = 𝑝 + 𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 2𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒  𝑥 + 2𝑝 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0   

=>  
  
𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0 ⇒ 𝑝 = 𝑐 ,             𝛼 

 𝑥 + 2𝑝 ⇒ 𝑥 = −2𝑝 ,  𝛽 

  

 𝛼  Θζτοντασ ςτθν εξίςωςθ (2) όπου 𝑝 = 𝑐 ζχουμε τθ γενικι λφςθ τθσ (1):  𝑦(𝑥) = 𝑥𝑐 + 𝑐2. 

 𝛽  Επιλφοντασ τθν  𝛽  ωσ 𝑝, ζχουμε ότι 𝑝 = −
𝑥

2
 , οπότε από τθν εξίςωςθ (2) προκφπτει θ λφςθ τθσ 

(1): 𝑦 𝑥 = −
𝑥2

4
 , θ οποία είναι ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ και περιβάλλουςα τθσ οικογενείασ ευκειϊν 

τθσ γενικισ λφςθσ. 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται οι ολοκλθρωτικζσ καμπφλεσ 𝑦(𝑥) = 𝑥𝑐 + 𝑐2 για κάποιεσ τιμζσ τθσ 

ςτακεράσ 𝑐 και θ περιβάλλουςα αυτϊν 𝑦 𝑥 = −
𝑥2

4
. 

 
 

Παράδειγμα 9.2: Να λυκεί θ διαφορικι εξίςωςθ 𝑦 = 𝑥𝑦′ +  1 +  𝑦′ 2    (1) 

Επίλυςθ: Θζτουμε  𝑦′ = 𝑝,  οπότε θ (1) γράφεται 𝑦 = 𝑥𝑝 +  1 + 𝑝2  (2).  

Παραγωγίηουμε τθ  (2) ωσ προσ 𝑥 και ζχουμε: 

 𝑝 = 𝑝 + 𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+

𝑝

 1+𝑝2

𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒  𝑥 +

𝑝

 1+𝑝2
 
𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0   

2 1 1 2
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=>

 
 

   
𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0 ⇒ 𝑝 = 𝑐                                     𝛼 

 𝑥 +
𝑝

 1 + 𝑝2
= 0 ⇒ 𝑥 = −

𝑝

 1 + 𝑝2
  (𝛽)

  

 𝛼  Θζτοντασ ςτθν εξίςωςθ (2) όπου 𝑝 = 𝑐 ζχουμε τθ γενικι λφςθ τθσ (1): 

𝑦 𝑥 = 𝑥𝑐 +  1 + 𝑐2 , 𝑐 ∈ ℝ   (3) 

(𝛽) Η εξίςωςθ (2) λόγω τθσ (𝛽) γράφεται  

𝑦 = −
𝑝2

 1 + 𝑝2
+  1 + 𝑝2 =

−𝑝2 + 1 + 𝑝2

 1 + 𝑝2
=

1

 1 + 𝑝2
 

Και ζτςι λαμβάνουμε τισ παραμετρικζσ εξιςϊςεισ:  

 
 
 

 
 𝑥 = −

𝑝

 1 + 𝑝2
  (𝑖)   

𝑦 =
1

 1 + 𝑝2
  (𝑖𝑖)

 ,𝑝 ∈ ℝ   

που ορίηουν παραμετρικά τθν ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ (1). Είναι δε πάντοτε 𝑥𝑝 ≤ 0.  

Δια απαλοιφισ τθσ παραμζτρου 𝑝 από τισ παραπάνω εξιςϊςεισ κα προκφψει θ ιδιάηουςα λφςθ ςτθ 

μορφι:  𝑦 𝑥 = 𝑥 𝑥 +  1 + (𝑥)2  όπου 𝑝 =  𝑥  είναι θ αντίςτροφοσ ςυνάρτθςθ τθσ  

𝑥 = −
𝑝

 1 + 𝑝2
 

Επιλφοντασ αυτιν ωσ προσ 𝑝, ζχουμε 

𝑥2 =
𝑝2

1+𝑝2 ⇒ 𝑥2 1 + 𝑝2 = 𝑝2 ⇒ 𝑝2 1 − 𝑥2 = 𝑥2 ⇒ 𝑝2 =
𝑥2

1−𝑥2 ⇒ 𝑝 = ± 
𝑥2

1−𝑥2  , 𝑥 ∈ (−1,1)    

Εδϊ κα πρζπει να κρατιςουμε το αρνθτικό πρόςθμο διότι 𝑥𝑝 ≤ 0. Επομζνωσ, θ αντίςτροφοσ τθσ 

 𝑖  είναι 𝑝(𝑥) = − 
𝑥2

1−𝑥2  , 𝑥 ∈ (−1,1) οπότε αντικακιςτϊντασ ςτθν (𝑖𝑖) ζχουμε: 𝑦 =
1

 1+𝑝2
=

1

 1+
𝑥2

1−𝑥2

=  1 − 𝑥2 , 𝑥 ∈ (−1,1).    

Η λφςθ αυτι είναι θ θμιπεριφζρεια, πάνω από τον άξονα 𝑥, κζντρου (0,0), ακτίνασ 1 και χωρίσ τα 

ςθμεία πάνω ςτον άξονα 𝑥.  

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται οι ολοκλθρωτικζσ καμπφλεσ 𝑦(𝑥) = 𝑥𝑐 +  1 + 𝑐2 , για κάποιεσ τιμζσ 

τθσ ςτακεράσ 𝑐 και θ περιβάλλουςα αυτϊν: 𝑦 𝑥 =  1 − 𝑥2 , 𝑥 ∈ (−1,1).    
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Διαφορική εξίςωςη D’ Alembert-Lagrange 

Η διαφορικι εξίςωςθ Lagrange είναι τθσ μορφισ: 𝑦 = 𝑥𝑓(𝑦′) + 𝑔 𝑦′   (9.8)  

όπου θ ςυνάρτθςθ 𝑓(𝑦′) ≠ 𝑦′.  

Αν 𝑓 𝑦′ = 𝑦′ τότε είναι θ εξίςωςθ Clairaut που μελετικθκε παραπάνω. 

Ο μεταςχθματιςμόσ 𝑝 𝑥 = 𝑦′  ςτθν (1) οδθγεί ςτθν εξίςωςθ: 𝑦 = 𝑥𝑓(𝑝)) + 𝑔 𝑝     (9.9) 

Mε ςυνεπακόλουκθ παραγϊγιςθ ωσ προσ 𝑥 ζχουμε τθ ςχζςθ: 

𝑝 − 𝑓 𝑝 =  𝑥𝑓′ 𝑝 + 𝑔′ 𝑝   
𝑑𝑝

𝑑𝑥
          (9.10) 

Η εξίςωςθ 𝑝 − 𝑓 𝑝 = 0, ενδζχεται να ζχει ζνα ςφνολο ριηϊν 𝑝𝑖 , 𝑖 = 1,2,…𝑛. Στθν περίπτωςθ αυτι 

οι ςτακερζσ ςυναρτιςεισ 𝑝 𝑥 = 𝑝𝑖  ικανοποιοφν τθν εξίςωςθ (9.10) και οδθγοφν-δια μζςου τθσ 

ςχζςθσ (9.9)- ςτισ λφςεισ 𝑦𝑖 𝑥 = 𝑥𝑓(𝑝𝑖)) + 𝑔 𝑝𝑖 , 𝑖 = 1,2,…𝑛, - ιδιάηουςεσ λφςεισ. 

Αν αποφφγουμε τισ ρίηεσ 𝑝𝑖  και κεωριςουμε τα υποδιαςτιματα όπου 𝑝 ≠ 𝑓 𝑝 , τότε θ ςυνάρτθςθ 

𝑝 𝑥  αντιςτρζφεται με παράγωγο ςυνάρτθςθ το αντίςτροφο τθσ 𝑝′ 𝑥  (
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

1
𝑑𝑝

𝑑𝑥

), οπότε από τθ 

ςχζςθ (9.10) προκφπτει πωσ 
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

𝑥𝑓 ′  𝑝 

𝑝−𝑓 𝑝 
+

𝑔′  𝑝 

𝑝−𝑓 𝑝 
⇒

𝑑𝑥

𝑑𝑝
+

𝑥𝑓 ′  𝑝 

𝑓 𝑝 −𝑝
𝑥 =

𝑔′  𝑝 

𝑝−𝑓 𝑝 
     (9.11) 

Η (9.11) είναι μια γραμμικι μθ ομογενισ διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ ωσ προσ 𝑥(𝑝) και θ οποία 

λφνεται κατά τα γνωςτά. Η λφςθ τθσ είναι τθσ μορφισ 𝑥 = 𝑥(𝑝, 𝑐) και μαηί με τθν (9.9) αποτελεί τθν 

γενικι λφςθ τθσ (1) ςε παραμετρικι μορφι: 

𝑥 = 𝑥 𝑝, 𝑐 

𝑦 = 𝑥(𝑝, 𝑐)𝑓(𝑝)) + 𝑔 𝑝 
      (9.12) 

Παράδειγμα 9.1: Να λυκεί θ διαφορικι εξίςωςθ 𝑦 = 2𝑥𝑦′ −  𝑦′ 2    (1) 

Επίλυςθ: Θζτουμε  𝑦′ = 𝑝,  οπότε θ (1) γράφεται 𝑦 = 2𝑥𝑝 − 𝑝2    (2).  

Παραγωγίηουμε τθ (2) ωσ προσ 𝑥 και ζχουμε: 

 𝑝 = 2𝑝 + 2𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
− 2𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒ −𝑝 =  2𝑥 − 2𝑝 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒ 𝑝 =  2𝑝 − 2𝑥 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
.  

Για 𝑝 ≠ 0, διαιροφμε με 𝑝 και ζχουμε 

1 =  2 − 2
𝑥

𝑝
 
𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒

𝑑𝑥

𝑑𝑝
= 2 −

2

𝑝
𝑥 ⇒

𝑑𝑥

𝑑𝑝
+

2

𝑝
𝑥 = 2,    𝑝 ≠ 0   (3) 

Η (3) είναι μία γραμμικι ομογενισ διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ και θ λφςθ τθσ είναι: 

𝑥 𝑝 =
2

3
𝑝 +

𝑐

𝑝2  ,   𝑝 ≠ 0     (4) 

θ οποία μαηί με τθν εξίςωςθ (2): 

𝑦 𝑝 = 2  
2

3
𝑝 +

𝑐

𝑝2 𝑝 − 𝑝2 =
𝑝2

3
+

2𝑐

𝑝
  (5) 

Οι εξιςϊςεισ (4) και (5) εκφράηουν τισ λφςεισ τθσ (1) ςε παραμετρικι μορφι με παράμετρο 𝑝. 

Στθν περίπτωςθ που το 𝑐 = 0, θ (4) επιλφεται ωσ προσ 𝑝, οπότε ζχουμε:  𝑝 =
3

2
𝑥 και 

αντικακιςτϊντασ ςτθ (2) βρίςκουμε τθ λφςθ: 𝑦(𝑥) =
3

4
𝑥2. 

Υποκζςαμε παραπάνω ότι 𝑝 ≠ 0. Για 𝑝 = 0, από τθν εξίςωςθ (2) προκφπτει θ ευκεία-λφςθ 𝑦 = 0 

τθσ ΔΕ(1), θ οποία εφάπτεται τθσ παραβολισ 𝑦(𝑥) =
3

4
𝑥2 ςτο ςθμείο 0. Η λφςθ αυτι είναι 

ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ (1). 

 Παράδειγμα 9.2: Να λυκεί θ διαφορικι εξίςωςθ 𝑦 = 𝑥 𝑦′ 2 +  𝑦′ 3    (1) 

Επίλυςθ: Θζτουμε  𝑦′ = 𝑝,  οπότε θ (1) γράφεται 𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝3    (2).  

Παραγωγίηουμε τθ (2) ωσ προσ 𝑥 και ζχουμε: 

 𝑝 = 𝑝2 + 2𝑥𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 3𝑝2 𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒ 𝑝 − 𝑝2 =  2𝑥 + 3𝑝 𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒ 𝑝(1 − 𝑝) =  2𝑥 + 3𝑝 𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
.  
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Για 𝑝 ≠ 0 και 𝑝 ≠ 1, ζχουμε 

1 =
 2+3𝑝 

(1−𝑝)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
⇒

𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

2

1−𝑝
𝑥 +

3𝑝

1−𝑝
⇒

𝑑𝑥

𝑑𝑝
+

2

𝑝−1
𝑥 = −

3𝑝

𝑝−1
,    𝑝 ≠ 0,𝑝 ≠ 1   (3) 

Η (3) είναι μία γραμμικι ομογενισ διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ και θ λφςθ τθσ είναι: 

𝑥 𝑝 =
1

 𝑝−1 2  𝑐 − 𝑝3 +
3

2
𝑝2  ,   (4) 

Από τθν εξίςωςθ (2) και (4) ζχουμε  

𝑦 𝑝 =
𝑝2

 𝑝−1 2  𝑐 − 𝑝3 +
3

2
𝑝2 + 𝑝3  (5) 

Οι εξιςϊςεισ (4) και (5), για 𝑝 ≠ 0 και 𝑝 ≠ 1, αποτελοφν τθν γενικι λφςθ τθσ ΔΕ (1) ςε παραμετρικι 

μορφι. 

(i) Για 𝑝 = 0 ⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0, ζχουμε τθν μθδενικι λφςθ τθσ ΔΕ (1): 𝑦 = 0, άλλθ ςυνάρτθςθ 𝑦 = 𝑐 ≠ 0 

δεν αποτελεί λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ. 

(ii) Για 𝑝 = 1 ⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1, ζχουμε από τθν εξίςωςθ (2) τθ λφςθ: 𝑦 = 𝑥 + 1. 

Οι παραπάνω λφςεισ είναι ιδιάηουςεσ λφςεισ τθσ ΔΕ (1). 

 


