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4. Ομογενείσ και Σχεδόν Ομογενείσ (Μη Γραμμικζσ) Διαφορικζσ Εξιςώςεισ 

A. Μθ Γραμμικζσ Ομογενείσ ΔΕ  

Οριςμόσ 4.1: Μία ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦  που ορίηεται ςτο κατάλλθλο χωρίο 𝐷 ⊆ ℝ2 [∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 και 

 ∀𝜆 > 0, (𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ∈ 𝐷] λζγεται ομογενισ βακμοφ 𝛼 αν 𝑓 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 = 𝜆𝛼𝑓(𝑥, 𝑦). 

Παραδείγματα: 

(i) Η ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥4 − 3𝑥2𝑦2 + 𝑦4, είναι ομογενισ 4ου βακμοφ διότι 

𝑓 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 = 𝜆4𝑓(𝑥, 𝑦). 

(ii) Η ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑥2+5𝑥𝑦

2𝑥−𝑦
 είναι ομογενισ 1ου βακμοφ διότι 𝑓 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 =

𝜆2𝑥2+5𝜆2𝑥𝑦

𝜆(2𝑥−𝑦)
= 𝜆𝑓(𝑥, 𝑦) 

(iii) Η ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛  
𝑥+2𝑦

2𝑥−3𝑦
 , είναι  ομογενισ μθδενικοφ βακμοφ διότι 

𝑓 𝜆𝑥, 𝜆𝑦 = 𝑠𝑖𝑛  
𝜆𝑥 +2𝜆𝑦

2𝜆𝑥−3𝜆𝑦
 = 𝑠𝑖𝑛  

𝑥+2𝑦

2𝑥−3𝑦
  

Όταν θ 𝑓 𝑥, 𝑦 είναι ομογενισ μθδενικοφ βακμοφ δεν εξαρτάται από τα 𝑥, 𝑦 χωριςτά, 

αλλά από το λόγο 𝑥/𝑦 

Οριςμόσ 4.2: Η μθ γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ  

𝑦′ 𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝑦 ,   (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷     (Α 4.1) 

ονομάηεται (μη γραμμική) ομογενήσ ΔΕ αν θ ςυνάρτθςθ  𝑓 𝑥, 𝑦  είναι ομογενισ μθδενικοφ 

βακμοφ. 

Ανάλογα ορίηεται και θ μθ γραμμικι ομογενισ ΔΕ όταν είναι τθσ μορφισ   

𝛭 𝑥, 𝑦 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0  ι 𝛭 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0   (Α 4.2) 

όπου τώρα οι ςυντελεςτζσ 𝛭 𝑥, 𝑦 , 𝑁 𝑥, 𝑦  είναι ομογενείσ ςυναρτιςεισ του ιδίου βακμοφ 𝛼. 

Επίλυςη τησ μη γραμμικήσ ομογενοφσ ΔΕ: Για τθν επίλυςθ μίασ μθ γραμμικισ ομογενοφσ ΔΕ (Α 4.1)  

κάνουμε τον μεταςχθματιςμό  

𝑦 𝑥 = 𝑥 𝑢(𝑥)        (Α 4.3) 

και θ ΔΕ μετατρζπεται ςε μία διαφορικι εξίςωςθ χωριηόμενων μεταβλθτών ωσ προσ 𝑢(𝑥), οπότε 

επιλφεται ςφμφωνα με τθ διαδικαςία τθσ Ενότθτασ ΙΙ.3. Πράγματι, εφαρμόηοντασ τον 

μεταςχθματιςμό (Α 4.3) θ ΔΕ (Α 4.1) γράφεται 

𝑢′𝑥 + 𝑢 = 𝐹 𝑢 ⇒ 𝑢′𝑥 = 𝐹 𝑢 − 𝑢  

όπου 𝑢 =
𝑦

𝑥
 . Yποκζτοντασ ότι  𝐹 𝑢 − 𝑢 ≠ 0, και 𝑥 ≠ 0 ζχουμε 

1

 𝐹 𝑢 −𝑢 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1

𝑥
⇒

𝑑𝑢

 𝐹 𝑢 −𝑢 
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒  

𝑑𝑢

 𝐹 𝑢 −𝑢 
= 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐  (Α 4.4) 

Επιλφουμε τθν (Α 4.4) ωσ προσ 𝑢(𝑥) και αντικακιςτοφμε το 𝑢 𝑥 =
𝑦(𝑥)

𝑥
 για να προςδιορίςουμε τθν 

άγνωςτθ ςυνάρτθςθ 𝑦(𝑥). 

Παράδειγμα Α 4.1: Να λυκεί θ ΔΕ:  𝑦′ =
𝑦2+2𝑥𝑦

𝑥2  (1) 

Επίλυςθ: Η 𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑦2+2𝑥𝑦

𝑥2  είναι ομογενισ ςυνάρτθςθ μθδενικοφ βακμοφ ωσ προσ 𝑥, 𝑦, κζτοντασ 

ςτθν (1), 𝑦 = 𝑥𝑢(𝑥), ζχουμε   

𝑢′𝑥 + 𝑢 = 𝑢2 + 2𝑢 ⇒ 𝑢′𝑥 = 𝑢2 + 𝑢 ⇒
𝑑𝑢

𝑢(𝑢+1)
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒

(𝑢+1−𝑢)𝑑𝑢

𝑢(𝑢+1)
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒

𝑑𝑢

𝑢
−

𝑑𝑢

(𝑢+1)
=

𝑑𝑥

𝑥
  

όπου κεωριςαμε ότι 𝑢 ≠ 0,  𝑢 + 1 ≠ 0 και 𝑥 ≠ 0. Ολοκλθρώνοντασ προκφπτει 

𝑙𝑛 𝑢 − 𝑙𝑛 𝑢 + 1 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 ⇒ 𝑙𝑛  
𝑢

𝑢 + 1
 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 ⇒  

𝑢

𝑢 + 1
 = 𝑒𝑐  𝑥 ⇒ 

𝑢

𝑢 + 1
= 𝑐𝑥, 𝑐 ∈ ℝ\ 0  



2 
 

Για 𝑢 =
𝑦

𝑥
 ζχουμε  

𝑦

𝑦 + 𝑥
= 𝑐𝑥 ⇒ 𝑦 𝑥 =

𝑐𝑥2

1 − 𝑐𝑥
, 𝑐 ∈ ℝ\ 0  

Από τουσ περιοριςμοφσ 𝑢 ≠ 0, και  𝑢 + 1 ≠ 0 προκφπτουν οι λφςεισ 𝑦 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ ℝ και 

𝑦 𝑥 = −𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ. Η ςυνάρτθςθ 𝑦 𝑥 = 0 προκφπτει από τθν γενικι λφςθ, για 𝑐 = 0, ενώ θ 

𝑦 𝑥 = −𝑥 είναι ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ. 

Επομζνωσ, θ πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ (1) είναι: 

 𝑦 𝑥 =
𝑐𝑥2

1 − 𝑐𝑥
, 𝑐 ∈ ℝ − γενική λύση

𝑦 𝑥 = −𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ − ιδιάζουσα λύση

  

Παράδειγμα Α 4.2: Να λυκεί το ΠΑΤ:  𝑥𝑦′ = 𝑦 𝑙𝑛𝑦 − 𝑙𝑛𝑥 + 1 , 𝑥 > 0, 𝑦 > 0  1 , 𝑦 1 = 2 

Επίλυςθ: Η 𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑦 𝑙𝑛𝑦 −𝑙𝑛𝑥 +1 

𝑥
=

𝑦

𝑥
 𝑙𝑛

𝑦

𝑥
+ 1  είναι ομογενισ ςυνάρτθςθ μθδενικοφ βακμοφ ωσ 

προσ 𝑥, 𝑦, κζτοντασ ςτθν (1), 𝑦 = 𝑥𝑢(𝑥), ζχουμε   

𝑢′𝑥 + 𝑢 = 𝑢 𝑙𝑛𝑢 + 1 ⇒ 𝑢′𝑥 = 𝑢𝑙𝑛𝑢 ⇒  για 𝑙𝑛𝑢 ≠ 0  

𝑑𝑢

𝑢𝑙𝑛𝑢
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒

𝑑𝑙𝑛𝑢

𝑙𝑛𝑢
=

𝑑𝑥

𝑥
⇒ 𝑙𝑛 𝑙𝑛𝑢 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 ⇒  𝑙𝑛𝑢 = 𝑒𝑐  𝑥 ⇒ 𝑙𝑛𝑢 = 𝑐𝑥 ⇒ 

𝑢 = 𝑒𝑐𝑥 ⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑥𝑒𝑐𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ\ 0  

Από τον περιοριςμό 𝑙𝑛𝑢 ≠ 0, ζχουμε τθ λφςθ 𝑦 𝑥 = 𝑥, 𝑥 > 0, θ οποία προκφπτει από τθ γενικι 

λφςθ για 𝑐 = 0. Άρα θ πλιρθσ λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑦 𝑥 = 𝑥𝑒𝑐𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ 

Ειδικι λφςθ: Από τθ γενικι λφςθ για 𝑥 = 1 και 𝑦 = 2, ζπεται ότι 2 = 𝑒𝑐 ⇒ 𝑐 = 𝑙𝑛2, οπότε 

θ λφςθ ςτο ΠΑΤ είναι 

𝑦 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥𝑙𝑛2 ⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑥 2𝑥 , 𝑥 > 0 

Παράδειγμα Α 4.3: Να λυκεί θ ΔΕ:   𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑥 − 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0 (1) 

Επίλυςθ: Η ΔΕ (1) δίνεται ςτθ διαφορικι μορφι: 𝛭 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0, όπου οι ςυναρτιςεισ 

 𝛭 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 και 𝑁 𝑥, 𝑦 = −𝑥𝑦 είναι ομογενείσ του ιδίου βακμοφ (2ου βακμοφ). 

Επομζνωσ, θ ΔΕ (1) είναι μθ γραμμικι ομογενισ. Θζτοντασ 𝑦 = 𝑥𝑢(𝑥), ζχουμε  𝑑𝑦 = 𝑥𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑥 και 

με αντικατάςταςθ ςτθ ΔΕ (1) προκφπτει 

 𝑥2 − 𝑥2𝑢 + 𝑥2𝑢2 𝑑𝑥 − 𝑥2𝑢 𝑥𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑥 = 0 ⇒ 𝑥2 1 − 𝑢 𝑑𝑥 − 𝑥3𝑢𝑑𝑢 = 0 ⇒ 

 1 − 𝑢 𝑑𝑥 = 𝑥𝑢𝑑𝑢 

Για 𝑢 ≠ 1, 𝑥 ≠ 0 ζχουμε 

𝑢𝑑𝑢

𝑢 − 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
⇒

(𝑢 − 1 + 1)𝑑𝑢

𝑢 − 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
⇒ 𝑑𝑢 +

𝑑𝑢

𝑢 − 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
⇒ 𝑢 + 𝑙𝑛 𝑢 − 1 = −𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 ⇒ 

𝑙𝑛 𝑢 − 1 + 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑐 − 𝑢 ⇒ 𝑙𝑛 𝑥 𝑢 − 1  = 𝑐 − 𝑢 ⇒  𝑥 𝑢 − 1  = 𝑒𝑐𝑒−𝑢 ⇒ 𝑥 𝑢 − 1 = 𝑐𝑒−𝑢 ⇒ 

𝑒
𝑦
𝑥 𝑦 − 𝑥 = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ\ 0 , 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 𝑥 

Από τον περιοριςμό 𝑢 ≠ 1, ζχουμε τθ λφςθ 𝑦 𝑥 = 𝑥, θ οποία προκφπτει από τθ γενικι λφςθ για 

𝑐 = 0. Άρα θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 

𝑒
𝑦
𝑥 𝑦 − 𝑥 = 𝑐,    𝑐 ∈ ℝ, 𝑥 ≠ 0  

Παρατιρθςθ Α 4.1: Αν ςτθ ΔΕ (1) κεωριςουμε ότι θ 𝑥(𝑦) είναι θ άγνωςτθ ςυνάρτθςθ τθσ 

ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ 𝑦, τότε  𝑥 𝑦 = 0, ∀𝑦 ∈ ℝ είναι ιδιάηουςα λφςθ τθσ ΔΕ (1) διότι τθν 

ικανοποιεί και δεν προκφπτει από τθ γενικι λφςθ για καμία τιμι τθσ ςτακεράσ 𝑐. 
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Παράδειγμα Α 4.4: Να λυκεί το ΠΑΤ:  𝑦′ = −
4𝑥+3𝑦

2𝑥+𝑦
, 𝑦 1 = 0   (1).  

Επίλυςθ: Η ΔΕ  είναι ομογενισ και κζτοντασ 𝑦 = 𝑥𝑢(𝑥), ζχουμε   

𝑢′𝑥 + 𝑢 = −
4+3𝑢

2+𝑢
⇒  

 𝑢+2 𝑑𝑢

 𝑢+1  𝑢+4 
= −

𝑑𝑥

𝑥
 ,  για 𝑢 ≠ −1, 𝑢 ≠ −4, 𝑥 ≠ 0   

 
 𝑢+2 

 𝑢+1  𝑢+4 
=

𝐴

 𝑢+1 
+

𝐵

 𝑢+4 
⇒ 𝐴 𝑢 + 4 + 𝐵 𝑢 + 1 = 𝑢 + 2 ⇒  𝐴 + 𝐵 𝑢 +  4𝐴 + 𝐵 = 𝑢 + 2 

 ⇒  
𝐴 + 𝐵 = 1

 4𝐴 + 𝐵 = 2
 ⇒

𝛢 = 1/3
𝛣 = 2/3

 

Επομζνωσ, θ ΔΕ γράφεται  

1

3

𝑑𝑢

 𝑢 + 1 
+

2

3

𝑑𝑢

 𝑢 + 4 
= −

𝑑𝑥

𝑥
⇒ ⋯ ⇒ 𝑙𝑛 𝑢 + 1 + 2𝑙𝑛 𝑢 + 4 = −3𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 ⇒ 

 𝑢 + 1  𝑢 + 4 2 = 𝑐 𝑥 −3, 𝑥 ≠ 0, 𝑐 > 0 

 𝑦 + 𝑥  𝑦 + 4𝑥 2 = 𝑐, 𝑥 ≠ 0, 𝑐 ≠ 0 

Για 𝑥 = 1 και 𝑦 = 0 προκφπτει ότι 𝑐 = 16. 

Άρα το ειδικό ολοκλιρωμα είναι (𝑦 + 𝑥) 𝑦 + 4𝑥 2 = 16 

Β. Μθ γραμμικζσ Σχεδόν Ομογενείσ ΔΕ 

Μθ γραμμικζσ διαφορικζσ εξιςώςεισ 1θσ τάξθσ οι οποίεσ με κατάλλθλο μεταςχθματιςμό μποροφν να 

αναχκοφν ςε ομογενείσ ονομάηονται ςχεδόν ομογενείσ (μη γραμμικζσ) διαφορικζσ εξιςώςεισ.  

Τυπικό παράδειγμα αποτελεί θ ΔΕ:  

𝑦′ = 𝑓  
𝛼1𝑥+𝛽1𝑦+𝛾1

𝛼2𝑥+𝛽2𝑦+𝛾2
      (Β 4.1) 

Διακρίνουμε τισ παρακάτω περιπτώςεισ: 

(i) Στθ περίπτωςθ που 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 ≠ 0, κεωροφμε τισ μεταβλθτζσ 𝑢, 𝑣, που ορίηονται από τισ 

ςχζςεισ  

𝑥 = 𝑢 + 𝑘, 𝑦 = 𝑣 + 𝑙    (Β 4.2) 

Τότε  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑(𝑣+𝑙)

𝑑𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 και θ ΔΕ (Β 4.1) παίρνει τθ μορφι 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
= 𝑓  

𝛼1𝑢+𝛽1𝑣+(𝛼1𝑘+𝛽1𝑙+𝛾1)

𝛼2𝑢+𝛽2𝑣+(𝛼2𝑘+𝛽2𝑙+𝛾2)
     (Β 4.3) 

Επιλζγουμε τα 𝑘, 𝑙 να είναι οι λφςεισ του ςυςτιματοσ 

𝛼1𝑘 + 𝛽1𝑙 + 𝛾1 = 0
𝛼2𝑘 + 𝛽2𝑙 + 𝛾2 = 0

    (Β 4.4) 

Εφόςον 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 ≠ 0 θ λφςθ του ςυςτιματοσ προςδιορίηεται μονοςιμαντα ωσ προσ 𝑘, 𝑙. 

 Ζτςι θ ΔΕ (Β 4.3) γράφεται ςτθν ομογενι μορφι 

  
𝑑𝑣

𝑑𝑢
= 𝑓  

𝛼1𝑢+𝛽1𝑣

𝛼2𝑢+𝛽2𝑣
     (Β 4.5) 

και επιλφεται ςφμφωνα με τθν μζκοδο τθσ υποενότθτασ Α. 

Παράδειγμα Β 4.1: Να λυκεί θ ΔΕ:  𝑦′ = −
4𝑥+3𝑦−5

2𝑥+𝑦−3
  (1).  

Επίλυςθ: Για τθν ΔΕ (1) ιςχφει: 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 = 4 1 − 2 3 = −2 ≠ 0.  Επομζνωσ, το ςφςτθμα  

4𝑘 + 3𝑙 − 5 = 0
2𝑘 + 𝑙 − 3 = 0

 

ζχει μοναδικι λφςθ ωσ προσ 𝑘 και 𝑙. Επιλφοντασ το αλγεβρικό ςφςτθμα βρίςκουμε 

𝑘 = 2 και  𝑙 = −1. 

Σφμφωνα με τθν παραπάνω κεωρία θ ΔΕ (1) για 𝑥 = 𝑢 + 2, 𝑦 = 𝑣 − 1 ανάγεται ςτθ ομογενι ΔΕ: 
𝑑𝑣

𝑑𝑢
= −

4𝑢+3𝑣

2𝑢+𝑣
  (2) 

Το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ (2) προςδιορίςκθκε ςτο παράδειγμα Α 4.4 ωσ ακολοφκωσ 
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(𝑣 + 𝑢) 𝑣 + 4𝑢 2 = 𝑐,   𝑐 ≠ 0 

Άρα για 𝑢 = 𝑥 − 2, 𝑣 = 𝑦 + 1, προςδιορίηουμε το γενικό ολοκλιρωμα ςυναρτιςει τθσ 𝑦 𝑥 . 

(𝑦 + 𝑥 − 1) 𝑦 + 4𝑥 − 7 2 = 𝑐,   𝑐 ≠ 0 

(ii) Στθ περίπτωςθ που 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 = 0 ⇒
𝛽1

𝛼1
=

𝛽2

𝛼2
, τότε κζτουμε: 

𝑣 =  𝛼1𝑥 + 𝛽1𝑦 𝛼1
−1 =  𝛼2𝑥 + 𝛽2𝑦 𝛼2

−1  (Β 4.6) 

Από τισ ςχζςεισ (Β 4.6) προκφπτει 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 1 +

𝛽1

𝛼1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
⇒

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝛼1

𝛽1
 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
− 1  

Και θ ΔΕ (Β 4.1) γράφεται 
𝛼1

𝛽1
 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
− 1 = 𝑓  

𝛼1𝑣+𝛾1

𝛼2𝑣+𝛾2
     (B 4.7) 

Η ΔΕ (Β 4.7) είναι μία ΔΕ χωριηόμενων μεταβλθτών, διότι μπορεί ν γραφεί ςτθ μορφι 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 1 +

α1

β1
𝑓  

𝛼1𝑣+𝛾1

𝛼2𝑣+𝛾2
 ⇒

𝑑𝑣

 1+
𝛼1
𝛽1

𝑓 
𝛼1𝑣+𝛾1
𝛼2𝑣+𝛾2

  
= 𝑑𝑥   (B 4.8) 

Παράδειγμα Β 4.2: Να λυκεί το ΠΑΤ:   2𝑥 + 3𝑦 − 1 𝑑𝑥 +  2𝑥 + 3𝑦 + 2 𝑑𝑦 = 0, 𝑦 1 = 3  (1).  

Επίλυςθ: Η ΔΕ (1) είναι τθσ μορφισ (Β 4.1) με 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 = 2 3 − 3 2 = 0. 

Επομζνωσ, κζτοντασ  𝑣 =
 2𝑥+3𝑦 

2
, ζχουμε  

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 1 +

3

2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
⇒

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2

3
 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
− 1  

Αντικακιςτώντασ ςτθ ΔΕ του ΠΑΤ (1) προκφπτει μία εξίςωςθ ωσ προσ 𝑣(𝑥) χωριηόμενων 

μεταβλθτών ωσ ακολοφκωσ 

2

3
 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
− 1 = −

 2𝑥 + 3𝑦 − 1 

 2𝑥 + 3𝑦 + 2 
= −

2𝑣 − 1

2𝑣 + 2
⇒

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 1 −

3

2
 

2𝑣 − 1

2𝑣 + 2
 =

7 − 2𝑣

4𝑣 + 4
⇒ 

 2𝑣 + 2 𝑑𝑣

 7 − 2𝑣 
=

1

2
𝑑𝑥 

Επιλφοντασ βρίςκουμε 

𝑣 +
9

2
𝑙𝑛 2𝑣 − 7 = −

1

2
𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ  

Η αντικατάςταςθ του 𝑣 =
 2𝑥+3𝑦 

2
  ςτθ παραπάνω εξίςωςθ, δίνει 

 2𝑥 + 3𝑦 

2
+

9

2
𝑙𝑛 2𝑥 + 3𝑦 − 7 = −

1

2
𝑥 + 𝑐 ⇒ 𝑥 + 3𝑦 + 9𝑙𝑛 2𝑥 + 3𝑦 − 7 = 2𝑐 = 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ 

που είναι το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ του ΠΑΤ (1). Από τθν αρχικι ςυνκικθ 𝑦 1 = 3 βρίςκουμε 

ότι 𝐶 = 4 + 3𝑙𝑛4. Άρα το ειδικό ολοκλιρωμα είναι  

𝑥 + 3𝑦 + 9𝑙𝑛 2x + 3y − 7 = 4 + 3𝑙𝑛4 
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5. Πλήρεισ (ή Ακριβείσ) Διαφορικζσ Εξιςώςεισ ή Εξιςώςεισ Ολικών Διαφορικών 

Στθν ενότθτα αυτι κα μελετιςουμε Διαφορικζσ Εξιςώςεισ τθσ μορφισ: 

𝛭 𝑥, 𝑦 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0    (5.1) 

ι   

𝛭 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0    (5.2) 

Οριςμόσ 5.1: Ζςτω 𝛭, 𝛮: 𝐷 ⊆ ℝ2 → ℝ ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ ςτο ανοικτό και απλά ςυνεκτικό πεδίο 

𝐷. Μία ΔΕ τθσ μορφισ (5.1) ι (5.2) καλείται πλήρησ ή ακριβήσ ή ολικού διαφορικού αν υπάρχει 

ςυνάρτθςθ 𝐹: 𝐷 ⊆ ℝ2 → ℝ με ςυνεχείσ μερικζσ παραγώγουσ ςτο 𝐷, ζτςι ώςτε 

𝐹𝑥 = 𝛭 𝑥, 𝑦  και 𝐹𝑦 = 𝑁 𝑥, 𝑦    (5.3) 

Τότε  

𝛭 𝑥, 𝑦 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0 ⇔ 𝐹𝑥 𝑥, 𝑦 + 𝐹𝑦 𝑥, 𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0 ⇔
𝑑𝐹 𝑥, 𝑦(𝑥) 

𝑑𝑥
= 0 ⇔ 

𝐹 𝑥, 𝑦(𝑥) = 𝑐    (5.4) 

Μπορεί εφκολα να αποδειχκεί ότι θ ςχζςθ (5.4) είναι το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ (1). 

Αντίςτοιχα για τθ ΔΕ (5.2) ζχουμε   

𝛭 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 ⇔ 𝐹𝑥 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝐹𝑦 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 ⇔ 𝑑𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑐 

Η ςυνάρτθςθ 𝐹(𝑥, 𝑦) ονομάηεται παράγουςα ι αρχικι τθσ ΔΕ (5.1) ι (5.2). 
(Στθ φυςικι ζνα διανυςματικό πεδίο 𝑣 =  𝛭, 𝛮  ονομάηεται πεδίο κλίςεων ι ςυντθρθτικό πεδίο όταν πθγάηει από κάποιο 

δυναμικό. Η ςυνάρτθςθ 𝐹 𝑥, 𝑦  ονομάηεται δυναμικό του διανυςματικοφ πεδίου). 

Επομζνωσ οι λφςεισ τθσ ΔΕ (5.1) ι (5.2), που είναι πλιρθσ, δίνονται από τθ (5.4) με τθν προχπόκεςθ 

ότι μποροφμε να προςδιορίςουμε μία παράγουςα τθσ ΔΕ. 

Προκφπτουν τα ακόλουκα ερωτιματα: 

α) Πωσ γνωρίηουμε αν μία ΔΕ είναι πλιρθσ; 

β) Πωσ προςδιορίηουμε τθν παράγουςα αν γνωρίηουμε ότι είναι πλιρθσ;  

Η απάντθςθ ςτα ερωτιματα αυτά δίνεται από το παρακάτω κεώρθμα.  

Θεώρημα 5.1: Ζςτω θ ΔΕ: 𝛭 𝑥, 𝑦 + 𝑁 𝑥, 𝑦 𝑦′ 𝑥 = 0 (1), όπου 𝛭, 𝛮 ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ με 

ςυνεχείσ μερικζσ παραγώγουσ ςτο απλά ςυνεκτικό πεδίο(*) 𝐷 ⊆ ℝ2. Τότε θ ΔΕ (1) είναι πλιρθσ 

[⇒ ∃ 𝐹 𝑥, 𝑦 :
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦  και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦  ] εάν και μόνο εάν  

𝜕𝛭

𝜕𝑦
=

𝜕𝛮

𝜕𝑥
    (5.5) 

(*) Ζνα ςφνολο 𝐷 ⊆ ℝ2 ονομάηεται απλά ςυνεκτικό πεδίο, αν κάκε κλειςτι καμπφλθ του πεδίου 𝐷 περιορίηει ζνα 

φραγμζνο τμιμα που βρίςκεται εξ ολοκλιρου ςτο 𝐷.  

(Από φυςικισ πλευράσ, αν κεωριςουμε το διανυςματικό πεδίο 𝑣 =  𝛭, 𝛮  θ ςυνκικθ (5.5) είναι ιςοδφναμθ με τθ ςχζςθ 

𝛻 × 𝑣 =
𝜕𝛭
𝜕𝑦

− 𝜕𝛮
𝜕𝑥

= 0 που είναι θ απαίτθςθ για να είναι το πεδίο αςτρόβιλο. Αν το διανυςματικό πεδίο είναι ςυντθρθτικό 

τότε ο ςτροβιλιςμόσ του πεδίου είναι μθδενικόσ. Το αντίςτροφο, αν ο ςτροβιλιςμόσ είναι μθδενικόσ και το πεδίο οριςμοφ 

τθσ διανυςματικισ ςυνάρτθςθσ είναι ζνα απλά ςυνεκτικό πεδίο τότε το διανυςματικό πεδίο είναι ςυντθρθτικό). 

Απόδειξθ: (i) Ζςτω ότι θ ΔΕ (5.1) είναι πλιρθσ, τότε υπάρχει  𝐹 𝑥, 𝑦  τζτοια ώςτε  

 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦 ⇒

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕𝑀

𝜕𝑦

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 ⇒

𝜕2𝐹

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥

 ⇒
𝜕𝛭

𝜕𝑦
=

𝜕𝛮

𝜕𝑥
   

Εφόςον, 𝛭𝑦  και 𝛮𝑥  είναι ςυνεχείσ, ζπεται ότι 𝐹𝑥𝑦 και 𝐹𝑦𝑥  είναι ςυνεχείσ. Αυτό εγγυάται τθν ιςότθτα 

τουσ και ζτςι αποδεικνφεται θ ςχζςθ (5.5). 
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(ii) Αντίςτροφα, υποκζτουμε ότι ιςχφει:  
𝜕𝛭

𝜕𝑦
=

𝜕𝛮

𝜕𝑥
 (5.5). Θα δείξουμε ότι ∃ 𝐹 𝑥, 𝑦 :

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦  και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦  

Ζςτω 𝜑 𝑥, 𝑦  μία ςυνάρτθςθ τζτοια ώςτε:  
𝜕𝜑

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦 . Μία τζτοια ςυνάρτθςθ προκφπτει 

ολοκλθρώνοντασ τθν 𝛭 𝑥, 𝑦  ωσ προσ 𝑥, κεωρώντασ το 𝑦 ςτακερό. Άρα 

𝜕2𝜑

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕𝛭

𝜕𝑦

𝛼𝜋ό 𝜏𝜂𝜈  (5.5)
          

𝜕2𝜑

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕𝛮

𝜕𝑥
 

Ολοκλθρώνουμε τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ ωσ προσ 𝑥, κεωρώντασ το 𝑦 ςτακερό. Στθν  

ολοκλιρωςθ αυτι ωσ προσ 𝑥, θ «αυκαίρετθ ςτακερά» μπορεί να είναι μια οποιαδιποτε ςυνάρτθςθ 

(𝑦) 
𝜕𝜑

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) + (𝑦) 

Για τθ ςυνάρτθςθ:  𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝜑 𝑥, 𝑦 −   𝑦 𝑑𝑦 ζχουμε 
𝜕𝐹

𝜕𝑥
=

𝜕𝜑

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦  και  

𝜕𝐹

𝜕𝑦
=

𝜕𝜑

𝜕𝑦
−  𝑦 = 𝑁 𝑥, 𝑦 +  𝑦 −  𝑦 = 𝑁 𝑥, 𝑦  

Άρα θ ΔΕ (5.1) είναι πλιρθσ. 

Από τθν απόδειξθ του κεωριματοσ ςυμπεραίνουμε ότι για τθν επίλυςθ τθσ ΔΕ (5.1), που είναι 

πλιρθσ, ακολουκοφμε τα παρακάτω βιματα: 

(α) Ελζγχουμε αν είναι πλιρθσ, δθλαδι αν ιςχφει θ ςυνκικθ 
𝜕𝛭

𝜕𝑦
=

𝜕𝛮

𝜕𝑥
. Αν είναι πλιρθσ 

ζπεται ότι ∃ 𝐹 𝑥, 𝑦 :
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦  (5.6) και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦  (5.7) 

(β) Ολοκλθρώνουμε τθν ςχζςθ (5.6) ωσ προσ 𝑥, κεωρώντασ το 𝑦 ςτακερό και γράφουμε 

𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + (𝑦)  (5.8) 

(γ) Παραγωγίηουμε τθν ςχζςθ (5.8) ωσ προσ 𝑦, κεωρώντασ το 𝑥 ςτακερό, και κάνοντασ 

χριςθ τθσ ςχζςθσ (5.7) : 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 , υπολογίηουμε τθν (𝑦). Αντικακιςτώντασ τθν (𝑦) 

ςτθν εξίςωςθ (5.8) προςδιορίηουμε τθ ςυνάρτθςθ 𝐹 𝑥, 𝑦 . 

Η ςχζςη 𝑭 𝒙, 𝒚 = 𝒄 μασ δίνει το γενικό ολοκλήρωμα τησ ΔΕ (1). 

Σθμείωςθ: Ο προςδιοριςμόσ τθσ ςυνάρτθςθσ 𝐹 𝑥, 𝑦  και κατ’ επζκταςθ του γενικοφ ολοκλθρώματοσ μπορεί 

να γίνει με ανάλογθ διαδικαςία ολοκλθρώνοντασ τθ ςχζςθ (5.7) ωσ προσ  𝑦, κεωρώντασ το 𝑥 ςτακερό, οπότε  

𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝛮 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑔(𝑥). Στθ ςυνζχεια θ ςυνάρτθςθ 𝑔(𝑥) προςδιορίηεται από τθν ςχζςθ (5.6). 

Παράδειγμα 5.1: Να λυκεί θ ΔΕ: 𝑒𝑥 + 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 +  𝑒𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 𝑦′ = 0 

Επίλυςθ: Η ΔΕ είναι πλιρθσ διότι για  𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 και 𝑁 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦  

ζχουμε 

𝑀𝑦 = 1 + 𝑐𝑜𝑠𝑦 = 𝑁𝑥   ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2   

Άρα ∃ 𝐹 𝑥, 𝑦 :
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦  (5.6) και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦  (5.7) 

Από τθν ςχζςθ (5.6) ζχουμε 

 
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 ⇒ 𝐹 𝑥, 𝑦 =   𝑒𝑥 + 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 𝑑𝑥 +  𝑦 ⇒ 

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦 + (𝑦) 

Παραγωγίηοντασ τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ 𝑦 και ςυνδυάηοντασ τθν με τθ ςχζςθ (5.7) προκφπτει 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 ⇒ 𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 + ′ 𝑦 = 𝑒𝑦 + 𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 ⇒ ′ 𝑦 = 𝑒𝑦 ⇒  𝑦 = 𝑒𝑦 + 𝑐1    

Προςοχι! Κατά τον υπολογιςμό τθσ ςυνάρτθςθσ ′ 𝑦 , οι όροι που περιλαμβάνουν τθ μεταβλθτι 𝑥 κα πρζπει 

να απαλείφονται, ώςτε το ′ 𝑦  να εξαρτάται μόνο από το 𝑦.  
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Άρα  𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝑥(𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦) + 𝑒𝑦 + 𝑐1 

Επομζνωσ το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ είναι  

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑐 ⇒ 𝑒𝑥 + 𝑥 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑒𝑦 + 𝑐1 = 𝑐 ⇒ 𝑒𝑥 + 𝑥(𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦) + 𝑒𝑦 = 𝑐 − 𝑐1 

𝑒𝑥 + 𝑥(𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑦) + 𝑒𝑦 = 𝐶,   𝐶 = 𝑐 − 𝑐1  

Παράδειγμα 5.2: Να λυκεί το ΠΑΤ:  2𝑥 − 𝑦 𝑑𝑥 +  2𝑦 − 𝑥 𝑑𝑦 = 0, 𝑦 1 = 3 

Επίλυςθ: Για  𝑀 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 − 𝑦 και 𝑁 𝑥, 𝑦 = 2𝑦 − 𝑥  ζχουμε 

𝑀𝑦 = −1 = 𝑁𝑥      

Άρα θ ΔΕ είναι πλιρθσ  ⇒   ∃ 𝐹 𝑥, 𝑦 :
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦  (5.6) και 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦  (5.7) 

Από τθν ςχζςθ (5.7) ζχουμε 

 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 = 2𝑦 − 𝑥 ⇒ 𝐹 𝑥, 𝑦 =   2𝑦 − 𝑥 𝑑𝑦 + 𝑔 𝑥 ⇒ 

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑦2 − 𝑥𝑦 + 𝑔(𝑥) 

Παραγωγίηοντασ τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ 𝑥 και ςυνδυάηοντασ τθν με τθ ςχζςθ (5.6) προκφπτει 
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝛭 𝑥, 𝑦 ⇒ −𝑦 + 𝑔′ 𝑥 = 2𝑥 − 𝑦 ⇒ 𝑔′ 𝑥 = 2𝑥 ⇒ 𝑔 𝑥 = 𝑥2 + 𝑐1    

και  𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑦2 − 𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑐1 

Επομζνωσ το γενικό ολοκλιρωμα τθσ ΔΕ είναι  

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑦2 − 𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑐1 = 𝑐 ⇒ 𝑦2 − 𝑥𝑦 + 𝑥2 = 𝑐 − 𝑐1 

𝑦2 − 𝑥𝑦 + 𝑥2 = 𝐶   

Για τθν εφρεςθ τθσ ειδικισ λφςθσ κζτουμε ςτο γενικό ολοκλιρωμα 𝑥 = 1, 𝑦 = 3 και ζτςι 

προςδιορίηουμε τθ ςτακερά 𝐶  

𝐶 = 9 − 3 + 1 = 7   

Άρα το ειδικό λφςθ είναι: 𝑦2 − 𝑥𝑦 + 𝑥2 = 7 ⇒ 𝑦 𝑥 =
𝑥± 28−3𝑥2

2
   

Η λφςθ που ικανοποιεί τθν αρχικι ςυνκικθ είναι αυτι με το κετικό πρόςθμο 

𝑦 𝑥 =
𝑥 +  28 − 3𝑥2

2
,  𝑥 <  28/3 

Παρατιρθςθ 5.1: Η ΔΕ είναι και ομογενισ, επομζνωσ μπορεί να επιλυκεί και με τθν μεκοδολογία 

τθσ προθγοφμενθσ ενότθτασ για τισ ομογενείσ μθ γραμμικζσ διαφορικζσ εξιςώςεισ. 

Παρατιρθςθ 5.2: Το δεφτερο ςκζλοσ του Θεωριματοσ 5.1 μπορεί να αποδειχκεί και με ζναν διαφορετικό 

τρόπο, ο οποίοσ οδθγεί απευκείασ ςτθν εφρεςθ τθσ ειδικισ λφςθσ που διζρχεται από το ςθμείο  𝑥𝑜 , 𝑦𝑜 . 

Από το κεώρθμα του Green που δίνει τθν ςχζςθ μεταξφ του διπλοφ ολοκλθρώματοσ και του επικαμπυλίου 

ολοκλθρώματοσ ζχουμε: 

 𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝜕𝐷

=   
𝜕𝛭

𝜕𝑦
−

𝜕𝛮

𝜕𝑥
 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
= 0  

δθλαδι το επικαμπφλιο ολοκλιρωμα ςε μία κλειςτι καμπφλθ που ανικει ςτο  𝐷  

είναι μθδζν. Αυτό ςυνεπάγεται ότι το επικαμπφλιο ολοκλιρωμα ςτο  𝐷  

είναι ανεξάρτθτο του δρόμου, δθλαδι για δφο τυχαία ςθμεία  𝛢, 𝛸 ∈ 𝐷  

είναι ανεξάρτθτο από τθν καμπφλθ που ενώνει το ςθμείο 𝛢 με το ςθμείο 𝛸.  

Πράγματι για τθν κλειςτι καμπφλθ 𝛢𝛸𝛢  ζχουμε ότι 

 𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝛢𝛸𝛢 

=  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝐴𝛸 𝐶1

+  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝛸𝛢 𝐶2

= 0 ⇒  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝐴𝛸 𝐶1

−  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝐴𝛸 𝐶2

= 0 

⇒  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝐴𝛸 𝐶1

=  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝐴𝛸 𝐶2

 

Αν 𝛢(𝑥𝜊 , 𝑦𝜊) είναι ζνα οριςμζνο ςθμείο του 𝐷, τότε  ∀𝛸(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, το επικαμπφλιο ολοκλιρωμα από το 𝛢 ςτο 

𝛸 εξαρτάται μόνο από τισ ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου 𝛸 και  όχι από τθν καμπφλθ που ενώνει τα ςθμεία 𝛢 και 

𝛸. Επομζνωσ, το επικαμπφλιο ολοκλιρωμα από το 𝛢 ςτο 𝛸 ορίηει μία ςυνάρτθςθ:  

D 

κD 

A 

Χ 

x 

yo 

xo 

y 

B 
C1 

C2 

B’ 
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𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝛢𝛸 

, ∀𝛸(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷    (5.9) 

Αν επιλζξουμε για δρόμο ολοκλιρωςθσ γραμμζσ παράλλθλεσ με τουσ άξονεσ  𝛢 → 𝛣, 𝛣 → 𝛸  , ζχουμε 

𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝛢𝛸 

=  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝛢𝐵 

+  𝛭𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦
𝐵𝛸 

=  𝑀 𝑡, 𝑦𝑜 𝑑𝑡 +
𝑥

𝑥𝑜
 𝑁 𝑥, 𝑡 𝑑𝑡

𝑦

𝑦𝑜
      (5.10) 

Οπότε, αν παραγωγίςουμε μερικώσ τθν 𝐹 𝑥, 𝑦  ωσ προσ 𝑦, ζχουμε 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) 

Παραγωγίηοντασ μερικώσ τθν (5.10) ωσ προσ 𝑥 προκφπτει 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦𝑜 +

𝜕

𝜕𝑥
 𝑁 𝑥, 𝑡 𝑑𝑡

𝑦

𝑦𝑜

= 𝑀 𝑥, 𝑦𝑜 +  
𝜕𝑁 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑥
𝑑𝑡

𝑦

𝑦𝑜

= 

 

= 𝑀 𝑥, 𝑦𝑜 +  
𝜕𝑀 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
𝑑𝑡

𝑦

𝑦𝑜

= 𝑀 𝑥, 𝑦𝑜 + 𝑀 𝑥, 𝑦 − 𝑀 𝑥, 𝑦𝑜 = 𝑀 𝑥, 𝑦  

Ζτςι αποδείχκθκε ότι αν ιςχφει θ εξίςωςθ (5.5) θ ΔΕ είναι πλιρθσ. Η παράγουςα τθσ ΔΕ προςδιρίηεται από τθν 

εξίςωςθ (5.10) και επομζνωσ το γενικό ολοκλιρωμα είναι 

𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝑀 𝑡, 𝑦𝑜 𝑑𝑡 +
𝑥

𝑥𝑜
 𝑁 𝑥, 𝑡 𝑑𝑡

𝑦

𝑦𝑜
= 𝑐    (5.11) 

Εάν ζχουμε ζνα ΠΑΤ με αρχικι ςυνκικθ 𝑦 𝑥𝑜 = 𝑦𝑜 , τότε από τθ ςχζςθ (5.11) για 𝑥 = 𝑥𝑜  και 𝑦 = 𝑦𝑜  

προκφπτει ότι 𝑐 = 0, όπότε το ειδικό ολοκλιρωμα είναι  

 𝑀 𝑡, 𝑦𝑜 𝑑𝑡 +
𝑥

𝑥𝑜
 𝑁 𝑥, 𝑡 𝑑𝑡

𝑦

𝑦𝑜
= 0      (5.12) 

Αν ακολουκιςουμε για δρόμο ολοκλιρωςθσ τισ γραμμζσ  𝛢 → 𝛣′, 𝛣′ → 𝛸  τότε εφκολα μποροφμε να 

δείξουμε ότι οι εξιςώςεισ (5.11) και (5.12) παίρνουν αντίςτοιχα τθ μορφι 

𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝑀 𝑡, 𝑦 𝑑𝑡 +
𝑥

𝑥𝑜
 𝑁 𝑥𝑜 , 𝑡 𝑑𝑡

𝑦

𝑦𝑜
= 𝑐   (5.13) 

 𝑀 𝑡, 𝑦 𝑑𝑡 +
𝑥

𝑥𝑜
 𝑁 𝑥𝑜 , 𝑡 𝑑𝑡

𝑦

𝑦𝑜
= 0     (5.14) 

 

Παράδειγμα 5.3: Να λυκεί το ΠΑΤ: (𝑥3 + 𝑥𝑦2𝑠𝑖𝑛 2𝑥 + 𝑦2𝑠𝑖𝑛2(𝑥))𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑑𝑦 = 0,

𝑦 0 = 0. 

Επίλυςθ: Για  𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥𝑦2𝑠𝑖𝑛 2𝑥 + 𝑦2𝑠𝑖𝑛2(𝑥) και 𝑁 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛2(𝑥)  ζχουμε 

𝑀𝑦 = 2𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛 2𝑥 + 2𝑦𝑠𝑖𝑛2(𝑥)     

𝑁𝑥 = 4𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 2𝑦𝑠𝑖𝑛2 𝑥 = 2𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛 2𝑥 + 2𝑦𝑠𝑖𝑛2 𝑥  

Επομζνωσ θ ΔΕ είναι πλιρθσ. Από τθ ςχζςθ (5.12) για 𝑥𝑜 = 0 και 𝑦𝑜 = 0 ζχουμε 

 𝑀 𝑡, 0 𝑑𝑡 +
𝑥

0

 𝑁 𝑥, 𝑡 𝑑𝑡
𝑦

0

= 0 ⇒  𝑡3𝑑𝑡 +
𝑥

0

 2𝑥𝑡𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑑𝑡
𝑦

0

= 0 ⇒ 

𝑥4

4
+ 𝑥𝑦2𝑠𝑖𝑛2 𝑥 = 0   είναι το ειδικό ολοκλιρωμα 

𝑥4

4
+ 𝑥𝑦2𝑠𝑖𝑛2 𝑥 = 𝑐   είναι το γενικό ολοκλιρωμα 

Θα μποροφςαμε να χρθςιμοποιιςουμε τθ ςχζςθ (5.14) αντί τθσ ςχζςθσ (5.12), όμωσ αυτό κα 

οδθγοφςε ςε πολφπλοκουσ υπολογιςμοφσ, διότι εμπεριζχει τον υπολογιςμό του ολοκλθρώματοσ 

  𝑡3 + 𝑡𝑦2𝑠𝑖𝑛 2𝑡 + 𝑦2𝑠𝑖𝑛2(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

0

 

 

 

 

 

 

 


