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Κεφάλαιο ΙΙI. Συνήθεισ Γραμμικζσ Διαφορικζσ Εξιςώςεισ Ανώτερησ τάξησ 

1. Ειςαγωγή 

Η κεωρθτικι δομι και οι μζκοδοι επίλυςθσ που αναπτφχκθκαν για τισ ΔΕ 2θσ τάξθσ επεκτείνονται 

απευκείασ ςε γραμμικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ ανϊτερθσ τάξθσ. Θα εξετάςουμε επομζνωσ, εν 

ςυντομία, τθν γενίκευςθ επικεντρϊνοντασ τθν προςοχι μασ ςτισ περιπτϊςεισ που εμφανίηονται 

καινοφργια φαινόμενα. 

Η γενικι μορφι μίασ γραμμικισ ΔΕ 𝑛 -οςτισ τάξθσ δίνεται ωσ εξισ: 

𝑃𝑛(𝑥)𝑦 𝑛 + 𝑃𝑛−1 𝑥 𝑦 𝑛−1 + 𝑃𝑛−2 𝑥 𝑦 𝑛−2 + ⋯ + 𝑃1 𝑥 𝑦′ + 𝑃𝑜 𝑥 𝑦 = 𝐺(𝑥)  (1.1) 

με τισ ςυναρτιςεισ (τουσ ςυντελεςτζσ) 𝑃𝑖 𝑥 , 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛 και τθ ςυνάρτθςθ 𝐺(𝑥) οριςμζνεσ και 

ςυνεχείσ ςε κάποιο διάςτθμα 𝛪 =  𝑎, 𝑏 . Δεχόμαςτε ότι 𝑃𝑛 𝑥 ≠ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼, οπότε διαιρϊντασ με 

𝑃𝑛 𝑥  θ (1.1) λαμβάνει τθ μορφι (λυμζνθ-κανονικι μορφι): 

𝐿 𝑦 = 𝑦(𝑛) + 𝑝𝑛−1 𝑥 𝑦(𝑛−1) + 𝑝𝑛−2 𝑥 𝑦(𝑛−2) + ⋯ + 𝑝1 𝑥 𝑦′ + 𝑝𝑜 𝑥 𝑦 = 𝑔(𝑥) (1.2) 

με τισ ςυναρτιςεισ 𝑝𝑖 𝑥 , 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 και τθ ςυνάρτθςθ 𝑔(𝑥) οριςμζνεσ και ςυνεχείσ ςτο 

διάςτθμα 𝛪 =  𝑎, 𝑏 . Ο γραμμικόσ διαφορικόσ τελεςτισ 𝐿 − 𝑛 τάξθσ που ορίηεται μζςω τθσ (1.2)  

είναι παρόμοιοσ με τον τελεςτι που ορίςκθκε ςτισ ΔΕ 2θσ τάξθσ, δθλαδι  

𝐿 = 𝐷𝑛 + 𝑝𝑛−1 𝑥 𝐷𝑛−1 + 𝑝𝑛−2 𝑥 𝐷𝑛−2 + ⋯ + 𝑝1 𝑥 𝐷 + 𝑝𝑜 𝑥 𝐷𝑜  

όπου 𝐷𝑘 , 𝑘 = 0,1,2 …𝑛 − 1 είναι ο γραμμικόσ τελεςτισ παραγϊγιςθσ: 𝐷𝑘 =
𝑑𝑘

𝑑𝑥 𝑘 . 

Αν 𝑔 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼 τότε ζχουμε τθν ειδικι μορφι που καλείται ομογενθς γραμμικθ ΔΕ 𝒏 -οστθς 

τάξης:  

𝐿 𝑦 = 𝑦(𝑛) + 𝑝𝑛−1 𝑥 𝑦(𝑛−1) + 𝑝𝑛−2 𝑥 𝑦(𝑛−2) + ⋯ + 𝑝1 𝑥 𝑦′ + 𝑝𝑜 𝑥 𝑦 = 0  (1.3) 

Αν 𝑔 𝑥 ≠ 0, ςτο 𝐼 θ (1.2) είναι καλείται γραμμικθ μη ομογενθς ΔΕ 𝒏 -οστθς τάξης. 

Για τθ ΔΕ (1.2) ιςχφουν οι υποκζςεισ του κεωριματοσ φπαρξθσ και μοναδικότθτασ, διότι αν 

γράψουμε αυτιν ςτθ μορφι:  

𝑦(𝑛) = −𝑝𝑛−1 𝑥 𝑦(𝑛−1) − 𝑝𝑛−2 𝑥 𝑦(𝑛−2) − ⋯− 𝑝1 𝑥 𝑦′ − 𝑝𝑜 𝑥 𝑦 + 𝑔 𝑥 = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦 𝑛−1 ) 

τότε υπάρχουν οι παράγωγοι: 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= −𝑝𝑜 𝑥 ,

𝜕𝐹

𝜕𝑦 (𝑗 ) = −𝑝𝑗  𝑥 , 𝑗 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 και είναι ςυνεχείσ 

ςυναρτιςεισ ςτο 𝛪, επομζνωσ ςτθν περιοχι ενόσ τυχαίου ςθμείου   𝑥𝜊 , 𝑦𝑜 , 𝑦1 , … , 𝑦𝑛−1  με 𝑥𝜊 ∈ 𝛪, 

υπάρχει μοναδικι λφςθ 𝑦 𝑥  που ικανοποιεί τισ αρχικζσ ςυνκικεσ: 

𝑦 𝑥𝜊 = 𝑦𝑜 , 𝑦′ 𝑥𝜊 = 𝑦1 , 𝑦′′ 𝑥𝜊 = 𝑦2 , . . , 𝑦(𝑛−1) 𝑥𝜊 = 𝑦𝑛−1     (1.4) 

και τθσ οποίασ το πεδίο οριςμοφ εκτείνεται ςε όλο το διάςτθμα 𝛪. 

Παρατθρηση 1.1: Για τθν ομογενι ΔΕ (1.3) ιςχφουν προφανϊσ οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ 

φπαρξθσ και μοναδικότθτασ και επιπλζον για κάκε ςθμείο  𝑥𝜊 , 0, 0, … , 0  με 𝑥𝜊 ∈ 𝛪, υπάρχει θ μόνθ 

ςτακερι λφςθ: 𝑦 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼 με αρχικζσ τιμζσ: 

𝑦 𝑥𝜊 = 0, 𝑦′ 𝑥𝜊 = 0, 𝑦′′ 𝑥𝜊 = 0, . . , 𝑦(𝑛−1) 𝑥𝜊 = 0. 

2. Θεωρία των ομογενών γραμμικών διαφορικών εξιςώςεων 𝒏-οςτήσ τάξησ 

Όπωσ και ςτισ ΔΕ 2θσ τάξθσ κα μελετιςουμε αρχικά τθν ομογενι ΔΕ 

𝐿 𝑦 = 𝑦(𝑛) + 𝑝𝑛−1 𝑥 𝑦(𝑛−1) + 𝑝𝑛−2 𝑥 𝑦(𝑛−2) + ⋯ + 𝑝1 𝑥 𝑦′ + +𝑝𝑜 𝑥 𝑦 = 0  (2.1) 

Αρχή τησ υπζρθεςησ: Αν 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥) είναι λφςεισ τθσ ΔΕ (2.1) τότε ο γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ:   𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑥) με 𝑐1 , 𝑐2 , … , 𝑐𝑛  αυκαίρετεσ ςτακερζσ, είναι 

επίςθσ λφςθ τθσ ΔΕ (2.1). 

𝐿 𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑥)  = 𝑐1𝐿 𝑦1 𝑥  + 𝑐2𝐿 𝑦2 𝑥  + ⋯ + 𝑐𝑛𝐿 𝑦𝑛 𝑥  = 0. 



2 
 

Είναι εφλογο να αναρωτθκοφμε αν κάκε λφςθ τθσ ΔΕ (2.1) εκφράηεται ςαν γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ 

των 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥). Αυτό αλθκεφει, εάν για κάκε επιλογι αρχικοφ ςθμείου 𝑥𝜊  ςτο διάςτθμα 

𝛪 και για κάκε επιλογι 𝑦𝑜 , 𝑦1 , … , 𝑦𝑛−1 ,  μποροφμε να υπολογίςουμε κατάλλθλα  𝑐1 , 𝑐2 , … , 𝑐𝑛  ϊςτε 

να ικανοποιοφνται οι εξιςϊςεισ του ςυςτιματοσ 

𝑐1𝑦1 𝑥𝜊 + 𝑐2𝑦2 𝑥𝜊 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛 𝑥𝜊 = 𝑦𝑜

𝑐1𝑦1′ 𝑥𝜊 + 𝑐2𝑦2′ 𝑥𝜊 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛 ′ 𝑥𝜊 = 𝑦1
      (2.2) 

  ⋮ 

𝑐1𝑦1
(𝑛−1)

 𝑥𝜊 + 𝑐2𝑦2
(𝑛−1)

 𝑥𝜊 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛
(𝑛−1)

 𝑥𝜊 = 𝑦𝑛−1 

Το ςφςτθμα (2.2) ζχει μοναδικι λφςθ ωσ προσ τισ ςτακερζσ 𝑐1 , 𝑐2 , … , 𝑐𝑛  αν και μόνον εάν θ 

ορίηουςα των ςυντελεςτϊν των αγνϊςτων είναι μθ μθδενικι. Η ςυνκικθ αυτι εκφράηεται μζςα 

από τθν ορίηουςα  

𝑊 𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 =  

𝑦1

𝑦1′
⋮

𝑦1
(𝑛−1)

𝑦2  

𝑦2′  
⋮

    𝑦2
(𝑛−1)

 

…  
 …   

…

    

𝑦𝑛

𝑦𝑛 ′
⋮

𝑦𝑛
(𝑛−1)

      (2.3) 

υπολογιςμζνθ ςτο 𝑥𝜊 , να είναι διάφορθ του μθδενόσ. Η  (2.3) είναι θ ορίζουσα Wronski των 

λφςεων 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥).  

Εάν λοιπόν οι ςυναρτιςεισ 𝑦𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 είναι λφςεισ τθσ ΔΕ (2.1) με 𝑝𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ ςτο 𝛪 και 𝑊 𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 (𝑥𝜊) ≠ 0 για τουλάχιςτον ζνα ςθμείο 𝑥𝜊  του 𝛪 τότε 

κάκε λφςθ τθσ (2.1) εκφράηεται ςαν γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥). 

Ακριβϊσ όπωσ και ςτισ ΔΕ 2θσ τάξθσ, αν 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥) είναι λφςεισ τθσ ΔΕ (2.1) μπορεί να 

αποδειχκεί ότι οι παρακάτω προτάςεισ είναι ιςοδφναμεσ, 

(i) ∃𝑥𝜊 ∈ 𝛪, τζτοιο ϊςτε 𝑊 𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 (𝑥𝜊) ≠ 0 [Αν ∃𝑥𝜊 ∈ 𝛪: 𝑊 𝑥𝜊 ≠ 0, τότε 𝑊 𝑥 ≠ 0 ∀𝑥 ∈ 𝛪] 

(ii) Οι λφςεισ 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥) είναι γραμμικώς ανεξάρτητες ςτο 𝛪 

(iii) Το ςφνολο των λφςεων 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥) είναι ζνα ιεμελιώδες σφνολο λφσεων τθσ ΔΕ. 

(iv) Η γενικθ λφση τθσ ΔΕ (2.1) είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑥) με 𝑐1 , 𝑐2 , … , 𝑐𝑛  

αυκαίρετεσ ςτακερζσ 

Τφποσ του Abel: Αν 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥) είναι λφςεισ τθσ ΔΕ (2.1) τότε θ ορίηουςα Wronski αυτϊν 

ικανοποιεί τθ ΔΕ 1θσ τάξθσ: 

𝑊′ 𝑥 + 𝑝𝑛−1 𝑥 𝑊 𝑥 = 0        (2.4) 

Από τθν επίλυςθ τθσ (2.4) προκφπτει ότι 

𝑊 𝑥 = 𝑐𝑒− 𝑝𝑛−1 𝑥 𝑑𝑥         (2.5) 

Επομζνωσ θ 𝑊 𝑥  είτε είναι μθδενικι είτε δεν μθδενίηεται πουκενά ςτο 𝛪. 

Για τθν επίλυςθ τθσ ΔΕ (2.1) το κφριο πρόβλθμα είναι θ εφρεςθ ενόσ κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων. 

Αν οι ςυντελεςτζσ είναι ςτακεροί πραγματικοί αρικμοί τότε μποροφμε να προςδιορίςουμε το 

κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων, όπωσ κα δοφμε ςε επόμενθ ενότθτα. Αν οι ςυντελεςτζσ δεν είναι 

ςτακεροί, απαιτείται ςυνικωσ θ εφαρμογι αρικμθτικϊν μεκόδων ι των μεκόδων των 

δυναμοςειρϊν που κα μελετιςουμε ςτο επόμενο κεφάλαιο. Τζτοιεσ μζκοδοι όμωσ γίνονται πιο 

δφςχρθςτεσ όςο αυξάνεται θ τάξθ τθσ ΔΕ.  

Η μζκοδοσ υποβιβαςμοφ τάξθσ εφαρμόηεται και ςε διαφορικζσ εξιςϊςεισ ανϊτερθσ τάξθσ. Αν 𝑦1 𝑥  

είναι μια λφςθ τθσ (2.1) τότε ο μεταςχθματιςμόσ 𝑦 𝑥 = 𝑣(𝑥)𝑦1 𝑥  οδθγεί ςε μία ΔΕ τάξθσ 𝑛 − 1 

ωσ προσ 𝑣′(𝑥). Ζτςι για μία ΔΕ τάξθσ 𝑛 ≥ 3 προκφπτει μία ΔΕ τουλάχιςτον 2θσ τάξθσ. Επομζνωσ, θ 

μζκοδοσ υποβιβαςμοφ τάξθσ ςπάνια χρθςιμεφει για ΔΕ τάξθσ ανϊτερθσ του δφο. 
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Παράδειγμα 2.1: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ:  2 − 𝑥 𝑦′′′ +  2𝑥 − 3 𝑦′′ − 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0,   (1) για 

𝑥 < 2 αν 𝑦1 𝑥 = 𝑒𝑥  είναι μία λφςθ τθσ. 

Επίλυςθ: Θεωροφμε ότι 𝑦 𝑥 = 𝑣(𝑥)𝑒𝑥  και ζχουμε τισ ςχζςεισ 

𝑦′ = 𝑣′𝑒𝑥 + 𝑣𝑒𝑥 , 𝑦′′ = 𝑣′′𝑒𝑥 + 2𝑣′𝑒𝑥 + 𝑣𝑒𝑥 , 𝑦′′′ = 𝑣′′′𝑒𝑥 + 3𝑣′′𝑒𝑥 + 3𝑣′𝑒𝑥 + 𝑣𝑒𝑥  

Αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ (1) ζχουμε 

 2 − 𝑥 𝑣′′′ +  3 − 𝑥 𝑣′′ = 0 ⇒ 𝑣′′′ +
 3 − 𝑥 

(2 − 𝑥)
𝑣′′ = 0 

Ο ςυντελεςτισ τθσ μεταβλθτισ 𝑣 πάντα μθδενίηεται. Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα μθδενίηεται και 

ο ςυντελεςτισ τθσ μεταβλθτισ 𝑣′, οπότε θ ΔΕ με τον μεταςχθματιςμό 𝑣′′ = 𝑢 ανάγεται ςε μία 

ομογενι γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ,  

𝑢′ +
 3 − 𝑥 

(2 − 𝑥)
𝑢 = 0 

τθσ οποίασ θ γενικι λφςθ είναι  𝑢 𝑥 = 𝑐𝑒−𝑥(2 − 𝑥). Άρα 𝑣′′ = 𝑐𝑒−𝑥(2 − 𝑥). Ολοκλθρϊνοντασ δφο 

φορζσ ζχουμε τθ γενικι λφςθ τθσ (1) 

𝑦 𝑥 =  −𝑐𝑥 + 𝑐1𝑥𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒
𝑥 = 𝑐1𝑥𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑥 + 𝑐3𝑥, 𝑥 < 2. 

Άςκηςη 2.1: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 

 𝑥2 𝑥 + 3 𝑦′′′ − 3𝑥 𝑥 + 2 𝑦′′ + 6 1 + 𝑥 𝑦′ − 6𝑦 = 0,   (1) για 𝑥 > 0 αν 𝑦1 𝑥 = 𝑥2  

 

3. Μη ομογενείσ γραμμικζσ διαφορικζσ εξιςώςεισ 𝒏-οςτήσ τάξησ 

Για τθν μθ ομογενι ΔΕ 

𝐿 𝑦 = 𝑦(𝑛) + 𝑝𝑛−1 𝑥 𝑦(𝑛−1) + 𝑝𝑛−2 𝑥 𝑦(𝑛−2) + ⋯ + 𝑝1 𝑥 𝑦′ + 𝑝𝑜 𝑥 𝑦 = 𝑔(𝑥) (3.1) 

ιςχφουν τα ανάλογα κεωριματα που ιςχφουν και για τθν μθ ομογενι ΔΕ 2θσ τάξθσ. 

(i) Aν 𝑌1 𝑥  και 𝑌2 𝑥  είναι ειδικζσ λφςεισ τθσ ΔΕ (3.1) τότε θ διαφορά τουσ είναι λφςθ τθσ 

αντίςτοιχθσ ομογενοφσ τθσ ΔΕ (3.1). 

(ii) Αν 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥) είναι ζνα κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ τθσ 

ΔΕ (3.1) και 𝑌1 𝑥  είναι μία ειδικι λφςθ τθσ (3.1) τότε θ γενικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ ΔΕ (3.1) 

είναι  

𝑦𝛾휀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾휀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑌1 𝑥 = 𝑐1𝑦1 𝑥 + 𝑐2𝑦2 𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛 𝑥 + 𝑌1 𝑥    (3.2) 

με 𝑐1 , 𝑐2 , … , 𝑐𝑛  αυκαίρετεσ ςτακερζσ. 

Για τθν εφρεςθ μίασ ειδικισ λφςθσ 𝑌1 𝑥  τθσ (3.1) μποροφν να εφαρμοςτοφν οι μζκοδοι τθσ 

μεταβολισ των παραμζτρων και των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν όπωσ κα μελετιςουμε ςε 

επόμενθ ενότθτα.  

4. Ομογενήσ γραμμική διαφορική εξίςωςη με ςταθεροφσ ςυντελεςτζσ 

Η γραμμικι ομογενισ ΔΕ 𝑛-οςτισ τάξθσ με ςτακεροφσ ςυντελεςτζσ ζχει τθ μορφι 

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2𝑦

(𝑛−2) + ⋯ + 𝑎1𝑦′ + 𝑎𝑜𝑦 = 0    (4.1) 

όπου 𝑎𝑖 , 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 πραγματικζσ ςτακερζσ. 

Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ (4.1) παίρνουμε τθν 

Χαρακτθριςτικι Εξίςωςθ (ΧΕ):    𝑃 𝜆 =  𝜆 − 𝜆1  𝜆 − 𝜆2 …  𝜆 − 𝜆𝑛 = 0   (4.2) 

Οι ρίηεσ 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2, …𝑛 τθσ ΧΕ είναι οι ιδιοτιμζσ τθσ ΔΕ (4.1). 

Διακρίνουμε τισ παρακάτω περιπτϊςεισ 

(i) Οι ιδιοτιμζσ  𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2, …𝑛 είναι πραγματικζσ και άνιςεσ. Τότε θ γενικι λφςθ τθσ (4.1) είναι 

𝑦 𝑥 =  𝑐1𝑒
𝜆1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝜆𝑛𝑥  
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(ii) Υπάρχει πραγματικι ιδιοτιμι 𝜆𝑜  πολλαπλότθτασ 𝑠. Τότε οι γραμμικά ανεξάρτθτεσ λφςεισ που 

αντιςτοιχοφν ςτθν ιδιοτιμι 𝜆𝑜  είναι 

𝑒𝜆𝜊𝑥 , 𝑥𝑒𝜆𝜊𝑥 , 𝑥2𝑒𝜆𝜊𝑥 , … , 𝑥𝑠−1𝑒𝜆𝜊𝑥   𝑠 το πλικοσ 

(iii) Υπάρχει μιγαδικι ιδιοτιμι 𝜆𝑜 = 𝜅 ± 𝑖𝜇 πολλαπλότθτασ 𝑠. Τότε οι πραγματικζσ γραμμικά 

ανεξάρτθτεσ λφςεισ που αντιςτοιχοφν ςτθν ιδιοτιμι 𝜆𝑜  είναι 

 𝑒
𝜅𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜇𝑥, 𝑥𝑒𝜅𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜇𝑥, 𝑥2𝑒𝜅𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜇𝑥, … , 𝑥𝑠−1𝑒𝜅𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜇𝑥   𝑠 το πλήθος 

𝑒𝜅𝑥 𝑠𝑖𝑛𝜇𝑥, 𝑥𝑒𝜅𝑥 𝑠𝑖𝑛𝜇𝑥, 𝑥2𝑒𝜅𝑥𝑠𝑖𝑛𝜇𝑥, … , 𝑥𝑠−1𝑒𝜅𝑥 𝑠𝑖𝑛𝜇𝑥    𝑠  το πλήθος
   2𝑠 το πλικοσ. 

Παράδειγμα 4.1: Να λυκεί θ ΔΕ: 𝑦(4) + 2𝑦′′′ + 2𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 = 0 (1) 

Επίλυςθ: Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥  προςδιορίηουμε τθ ΧΕ: 

𝜆4 + 2𝜆3 + 2𝜆2 + 2𝜆 + 1 = 0 ⇒  𝜆 + 1 2 𝜆2 + 1 = 0 ⇒ 

𝜆1 = −1 ιδιοτιμι πολλαπλότθτασ 2, και  𝜆2,3 = ±𝑖. Επομζνωσ θ γενικι λφςθ είναι  

𝑦 𝑥 =  𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒−𝑥 + 𝑐3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐4𝑠𝑖𝑛𝑥 

 

Παράδειγμα 4.2: Να λυκεί θ ΔΕ: 𝑦′′′ + 8𝑦 = 0 (1) 

Επίλυςθ: Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥  προςδιορίηουμε τθ ΧΕ: 

𝜆3 + 8 = 0 ⇒ 𝜆3 = −8 = 23𝑒𝑖(𝜋+2𝑘𝜋 ) ⇒ 𝜆 = 2𝑒𝑖
(𝜋+2𝑘𝜋 )

3 ⇒ 

Για 𝑘 = 0, 𝜆1 = 2𝑒
𝑖𝜋

3 = 2  𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
 = 1 + 𝑖 3 

Για 𝑘 = 1, 𝜆2 = 2𝑒𝑖𝜋 = 2 𝑐𝑜𝑠𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜋 = −2 

Για 𝑘 = 2, 𝜆1 = 2𝑒
𝑖5𝜋

3 = 2  𝑐𝑜𝑠
5𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

5𝜋

3
 = 1 − 𝑖 3 

Επομζνωσ θ γενικι λφςθ τθσ (1) είναι: 

𝑦 𝑥 =  𝑐1𝑒
−2𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑥𝑐𝑜𝑠 3𝑥 + 𝑐3𝑒
𝑥𝑠𝑖𝑛 3𝑥 

Παράδειγμα 4.3: Να λυκεί το ΠΑΤ: 𝑦(4) + 2𝑦′′ + 𝑦 = 0, (1) 

𝑦 0 = 1, 𝑦′ 0 = 0, 𝑦′′ 0 = 3, 𝑦′′′ 0 = 4.  

Επίλυςθ: Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥  προςδιορίηουμε τθ ΧΕ: 

𝜆4 + 2𝜆2 + 1 = 0 ⇒ (𝜆2 + 1)2 = 0 ⇒ 𝜆1 = 𝑖 και 𝜆2 = −𝑖 είναι οι ιδιοτιμζσ κάκε μία με 

πολλαπλότθτα 2. Επομζνωσ οι πραγματικζσ λφςεισ που αντιςτοιχοφν ςτισ ιδιοτιμζσ είναι: 

𝑦1 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑦2 𝑥 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑦3 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑦4 𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 

Και θ γενικι λφςθ δίνεται από τθν ςχζςθ 

𝑦 𝑥 =  𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐3𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐4𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥  (2) 

Εφαρμόηοντασ τισ αρχικζσ ςυνκικεσ, από τθν (2) και τισ παραγϊγουσ τθσ, για 𝑥 = 0, ζχουμε 

𝑦 0 =  𝑐1 = 1 

𝑦′ 𝑥 =  −𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐2 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐4 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 ⇒ 𝑦′ 0 = 𝑐2 + 𝑐3 = 0 

𝑦′′ 𝑥 =  −𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐2 −2𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐3𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐4 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 ⇒ 𝑦′′ 0 = −𝑐1 + 2𝑐4 = 3 

𝑦′′′ 𝑥 =  𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐2 −3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐4 −3𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 ⇒ 𝑦′′′ 0 = −3𝑐2 − 𝑐3 = 4 

Επιλφοντασ το παραπάνω αλγεβρικό ςφςτθμα προςδιορίηονται οι ςτακερζσ: 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 2, 𝑐3 = −2,

𝑐4 = 2 και θ ειδικι λφςθ δίνεται από τθ ςχζςθ: 

𝑦 𝑥 =   1 − 2𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2(1 + 𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥    (3) 
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Παράδειγμα 4.4: Θεωρείςτε το ςφςτθμα ελατθρίου-μάηασ που φαίνεται ςτο Σχ.1, αποτελοφμενο 

από δφο μοναδιαίεσ μάηεσ ςυνδεδεμζνεσ ςε ελατιρια με ςτακερζσ 3 και 2 αντίςτοιχα. Υποκζτουμε 

ότι δεν υπάρχουν αποςβζςεισ ςτο ςφςτθμα. 

 

 

 

α) Να βρεκοφν οι εξιςϊςεισ που ικανοποιοφν οι μετατοπίςεισ 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) των μαηϊν από τισ 

αντίςτοιχεσ κζςεισ ιςορροπίασ  

Για 𝑥2 > 𝑥1, το διάγραμμα ελευκζρου ςϊματοσ για κάκε μάηα είναι 

  

Οι εξιςϊςεισ κίνθςθσ για τισ μάηεσ 𝑚1 , 𝑚2 είναι ζνα γραμμικό ςφςτθμα δφο ΔΕ 2θσ τάξθσ: 

𝑥1
′′ = −(𝑘1 + 𝑘2)𝑥1 + 𝑘2𝑥2 = −5𝑥1 + 2𝑥2 (1) 

𝑥2
′ ′ = −𝑘2𝑥2 + 𝑘2𝑥1 = −2𝑥2 + 2𝑥1  (2) 

β) Να αναχκεί το ςφςτθμα (1) και (2) ςε μία διαφορικι εξίςωςθ 4θσ τάξθσ και να βρεκεί θ γενικι 

λφςθ τθσ. 

Παραγωγίηοντασ τθν (1) δφο φορζσ και απαλείφοντασ τθ μεταβλθτι 𝑥2 από τισ εξιςϊςεισ (1) και (2) 

προκφπτει  

𝑥1
(4)

= −5𝑥1
′′ + 2𝑥2

′′ = −5𝑥1
′′ + 2 −2𝑥2 + 2𝑥1 = −5𝑥1

′′ − 2(𝑥1
′′ + 5𝑥1) + 4𝑥1 ⇒ 

𝑥1
(4)

+ 7𝑥1
′′ + 6𝑥1 = 0 (3) 

Η χαρακτθριςτικι εξίςωςθ τθσ ΔΕ (3) είναι: 𝜆4 + 7𝜆2 + 6 = 0 ⇒ 𝜆2 =
−7± 25

2
=  

−1
−6

 ⇒ 𝜆1,2 = ±𝑖 

και 𝜆2,3 = ±𝑖 6 είναι οι ιδιοτιμζσ τθσ. Επομζνωσ θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ (3) είναι: 

𝑥1 𝑡 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐3𝑐𝑜𝑠 6𝑡 + 𝑐4𝑠𝑖𝑛 6𝑡  (4) 

γ) Να βρεκοφν οι ειδικζσ λφςεισ οι οποίεσ ικανοποιοφν τισ αρχικζσ ςυνκικεσ: 

(i)  𝑥1 0 = 1, 𝑥1
′  0 = 0, 𝑥2 0 = 2, 𝑥2

′  0 = 0    

(ii) 𝑥1 0 = −2, 𝑥1
′  0 = 0, 𝑥2 0 = 1, 𝑥2

′  0 = 0    

Υπολογίηουμε τισ παραγϊγουσ μζχρι 3θσ τάξθσ τθσ (4) και υπολογίηουμε τθν (4) και τισ παραγϊγουσ 

τθσ για 𝑡 = 0, οπότε 

𝑥1 0 = 𝑐1 + 𝑐3 

𝑥1
′  𝑡 = −𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑡 −  6𝑐3𝑠𝑖𝑛 6𝑡 +  6𝑐4𝑐𝑜𝑠 6𝑡 ⇒ 𝑥1

′  0 = 𝑐2 +  6𝑐4 

𝑥1
′′  𝑡 = −𝑐1𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝑡 − 6𝑐3𝑐𝑜𝑠 6𝑡 − 6𝑐4𝑠𝑖𝑛 6𝑡 ⇒ 𝑥1

′′  0 = −𝑐1 − 6𝑐3 

𝑥1
′′′  𝑡 = 𝑐1𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 6 6𝑐3𝑠𝑖𝑛 6𝑡 − 6 6𝑐4𝑐𝑜𝑠 6𝑡 ⇒ 𝑥1

′′′  0 = −𝑐2 − 6 6𝑐4 

Επίςθσ, από τθν εξίςωςθ (1) του ςυςτιματοσ ζχουμε 

2𝑥2 𝑡 = 𝑥1
′′  𝑡 + 5𝑥1 𝑡 ⇒ 2𝑥2 0 = 𝑥1

′′  0 + 5𝑥1 0 = −𝑐1 − 6𝑐3 + 5 𝑐1 + 𝑐3 = 4𝑐1 − 𝑐3 

Και  

2𝑥2
′  𝑡 = 𝑥1

′′′  𝑡 + 5𝑥1
′  𝑡 ⇒ 2𝑥2

′  0 = 𝑥1
′′′  0 + 5𝑥1

′  0 = −𝑐2 −  6𝑐4 + 5 𝑐2 +  6𝑐4 

= 4𝑐2 − 4 6𝑐4 

Επομζνωσ για τισ αρχικζσ ςυνκικεσ (i) 𝑥1 0 = 1, 𝑥1
′  0 = 0, 𝑥2 0 = 2, 𝑥2

′  0  ζχουμε το ςφςτθμα: 

𝑐1 + 𝑐3 = 1,     𝑐2 +  6𝑐4 = 0, 4𝑐1 − 𝑐3 = 4, 4𝑐2 − 4 6𝑐4 = 0 

m1=1 m2=1 k2=2 

x1(t) x2(t) 

k1 =3 

k1x1 
k2(x2-x1) 

m1 
k2(x2-x1) 

m2 
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Από τθν επίλυςθ του παραπάνω ςυςτιματοσ  προκφπτει ότι: 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 𝑐3 = 𝑐4 = 0, επομζνωσ θ 

ειδικι λφςθ (θ μετατόπιςθ του πρϊτου ςϊματοσ) είναι: 𝑥1 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑡.  Από τθν εξίςωςθ (1) του 

ςυςτιματοσ προςδιορίηουμε τθν μετατόπιςθ του δευτζρου ςϊματοσ:  𝑥2 𝑡 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡. 

Για τισ αρχικζσ ςυνκικεσ (ii) 𝑥1 0 = −2, 𝑥1
′  0 = 0, 𝑥2 0 = 1, 𝑥2

′  0 = 0 ζχουμε το ςφςτθμα: 

𝑐1 + 𝑐3 = −2,     𝑐2 +  6𝑐4 = 0, 4𝑐1 − 𝑐3 = 2, 4𝑐2 − 4 6𝑐4 = 0 

Από το οποίο προκφπτει ότι: 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑐3 = −2, 𝑐4 = 0. Επομζνωσ , οι μετατοπίςεισ των δφο 

μαηϊν είναι 𝑥1 𝑡 = −2𝑐𝑜𝑠 6𝑡,   𝑥2 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 6𝑡. 

Οι λφςεισ που βρζκθκαν ςτα προβλιματα (i) και (ii) περιγράφουν δφο διαφορετικοφσ τρόπουσ 

ταλάντωςθσ. Στο πρϊτο πρόβλθμα θ ςυχνότθτα τθσ κίνθςθσ είναι 1 και οι δφο μάηεσ είναι ςε φάςθ 

κινοφμενεσ και οι δφο είτε προσ τα δεξιά είτε προσ τα αριςτερά. Η δεφτερθ μάηα διαγράφει 2 φορζσ 

μεγαλφτερθ απόςταςθ από τθν πρϊτθ μάηα [Σχ. (2)]. Στο δεφτερο πρόβλθμα θ ταλάντωςθ των 

μαηϊν ζχει ςυχνότθτα  6 και οι μάηεσ βρίςκονται εκτόσ φάςθσ, με τθ μία να κινείται προσ τα δεξιά 

όταν θ άλλθ κινείται προσ τα αριςτερά και αντίςτροφα. Η δε πρϊτθ μάηα διαγράφει τθν διπλάςια 

απόςταςθ από ότι θ δεφτερθ [Σχ.(3)]   

       

Σχ. (2)       Σχ. (3) 

Για οποιεςδιποτε άλλεσ αρχικζσ ςυνκικεσ θ κίνθςθ των μαηϊν είναι γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των 

δφο παραπάνω κινιςεων. Στο Σχ.(4) δίνεται θ γραφικι παράςταςθ για τισ μετατοπίςεισ 𝑥1 𝑡  και 

𝑥2 𝑡 , όταν 𝑐1 = 𝑐2 =  𝑐3 =  𝑐4 = 1, οπότε 

𝑥1 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐𝑜𝑠 6𝑡 + 𝑠𝑖𝑛 6𝑡 

𝑥2 𝑡 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 2𝑠𝑖𝑛𝑡 −
1

2
𝑐𝑜𝑠 6𝑡 −

1

2
𝑠𝑖𝑛 6𝑡 

 

                          

Σχ. (4) 
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5. Μη ομογενήσ γραμμική διαφορική εξίςωςη-Προςδιοριςμόσ ειδικήσ λφςησ 

Α. Μζκοδοσ μεταβολισ των παραμζτρων (Lagrange) 

Θεωροφμε ότι γνωρίηουμε ζνα κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων  𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥)   τθσ 

αντίςτοιχθσ ομογενοφσ τθσ ΔΕ 

𝑦(𝑛) + 𝑝𝑛−1 𝑥 𝑦(𝑛−1) + 𝑝𝑛−2 𝑥 𝑦(𝑛−2) + ⋯ + 𝑝1 𝑥 𝑦′ + 𝑝𝑜 𝑥 𝑦 = 𝑔(𝑥)  (5Α.1) 

και υποκζτουμε ότι θ ειδικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ κα είναι τθσ μορφισ 

𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑦1 𝑥 + 𝑢2 𝑥 𝑦2 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛(𝑥) 𝑦𝑛(𝑥)    (5Α.2) 

όπου 𝑢𝑖 𝑥 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ςυναρτιςεισ υπό προςδιοριςμό. Παραγωγίηοντασ τθ (5Α.2) ζχουμε 

𝑦′
휀𝜄𝛿

 𝑥 = 𝑢1
′  𝑥 𝑦1 𝑥 + 𝑢2

′  𝑥 𝑦2 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦𝑛 𝑥 + 𝑢1 𝑥 𝑦1

′  𝑥 +𝑢2 𝑥 𝑦2
′  𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛 𝑥 𝑦𝑛

′ (𝑥) 

Για τθν απλοποίθςθ των υπολογιςμϊν κεωροφμε ότι  

𝑢1
′  𝑥 𝑦1 𝑥 + 𝑢2

′  𝑥 𝑦2 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦𝑛 𝑥 = 0  (Ι) 

Επομζνωσ, 

𝑦′
휀𝜄𝛿

 𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑦1
′  𝑥 +𝑢2 𝑥 𝑦2

′  𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛 𝑥 𝑦𝑛
′ (𝑥)    

και υπολογίηουμε τθ 2θ παράγωγο τθσ 𝑦휀𝜄𝛿 𝑥   

𝑦′′
휀𝜄𝛿

 𝑥 = 𝑢1
′  𝑥 𝑦1

′  𝑥 + 𝑢2
′  𝑥 𝑦2

′  𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦𝑛

′  𝑥 + 𝑢1 𝑥 𝑦1
′′  𝑥 +𝑢2 𝑥 𝑦2

′′  𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛 𝑥 𝑦𝑛
′′ (𝑥) 

Θεωροφμε και πάλι ότι  

𝑢1
′  𝑥 𝑦1

′  𝑥 + 𝑢2
′  𝑥 𝑦2

′  𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦𝑛

′  𝑥 = 0  (ΙΙ) 

Άρα 

𝑦′′
휀𝜄𝛿

 𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑦1
′′ 𝑥 +𝑢2 𝑥 𝑦2

′′ 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛 𝑥 𝑦𝑛
′′(𝑥)   

Επαναλαμβάνοντασ τθν ίδια διαδικαςία υπολογίηομε τισ παραγϊγουσ τθσ 𝑦휀𝜄𝛿  𝑥  μζχρι τάξθσ 𝑛 − 1 

και εξιςϊνουμε με το μθδζν το άκροιςμα των όρων που περιλαμβάνουν τισ παραγϊγουσ των u𝑖 x . 

Με αυτό τον τρόπο παίρνουμε ςυνολικά, μαηί με τισ εξιςϊςεισ (Ι) και (ΙΙ),  𝑛 − 1 εξιςϊςεισ οι οποίεσ 

περιλαμβάνουν τισ πρϊτεσ παραγϊγουσ των άγνωςτων ςυναρτιςεων u𝑖 x  ωσ ακολοφκωσ 

𝑢1
′  𝑥 𝑦1

(𝑚) 
 𝑥 + 𝑢2

′  𝑥 𝑦2
(𝑚)

 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦𝑛

(𝑚)
 𝑥 = 0, 𝑚 = 0,1,2, …𝑛 − 2       (5Α.3) 

Με τισ ςυνκικεσ αυτζσ οι παράγωγοι τθσ 𝑦 𝑥  ανάγονται ςτισ  

𝑦(𝑘)
휀𝜄𝛿

 𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑦
1
(𝑘)

 𝑥 +𝑢2 𝑥 𝑦
2
(𝑘)

 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛 𝑥 𝑦𝑛
 𝑘  𝑥 , 𝑘 = 1,2, …𝑛 − 1   (5Α.4) 

Τζλοσ παραγωγίηουμε τθν 𝑦(𝑛−1)
휀𝜄𝛿

 𝑥  από τθν (5Α.4) και λαμβάνουμε τθν  

𝑦(𝑛)
휀𝜄𝛿

 𝑥 = 𝑢1
′  𝑥 𝑦1

(𝑛−1) 𝑥 + 𝑢2
′  𝑥 𝑦2

(𝑛−1) 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦𝑛

(𝑛−1) 𝑥 + 𝑢1 𝑥 𝑦1
(𝑛) 𝑥 +𝑢2 𝑥 𝑦2

(𝑛) 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛 𝑥 𝑦𝑛
(𝑛)

(𝑥)     (5Α.5) 

Προκειμζνου να ικανοποιείται θ ΔΕ (5Α.1) από τθν 𝑦휀𝜄𝛿  𝑥  και τισ παραγϊγουσ τθσ που δίνονται 

από τισ ςχζςεισ (5Α.2), (5Α.4) και (5Α.5) αντίςτοιχα, κα πρζπει να ιςχφει   

𝑢1
′  𝑥 𝑦1

(𝑛−1) 𝑥 + 𝑢2
′  𝑥 𝑦2

(𝑛−1) 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦𝑛

(𝑛−1) 𝑥 = 𝑔(𝑥)   (5A.6) 

Οι εξιςϊςεισ (5Α.3) και (5Α.6) ςυνιςτοφν ζνα αλγεβρικό ςφςτθμα 𝑛 εξιςϊςεων ωσ προσ 𝑢1
′ , 

𝑢2
′ , … , 𝑢𝑛

′  

𝑢1
′  𝑥 𝑦1 𝑥 + 𝑢2

′  𝑥 𝑦2 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦𝑛 𝑥 = 0

𝑢1
′  𝑥 𝑦1

′  𝑥 + 𝑢2
′  𝑥 𝑦2

′  𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦𝑛

′  𝑥 = 0
⋮

𝑢1
′  𝑥  𝑥 𝑦

1
 𝑛−2  𝑥 + 𝑢2

′  𝑥 𝑦
2

 𝑛−2  𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦

𝑛
 𝑛−2  𝑥 = 0

𝑢1
′  𝑥  𝑥 𝑦

1
 𝑛−1  𝑥 + 𝑢2

′  𝑥 𝑦
2

 𝑛−1  𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛
′  𝑥 𝑦

𝑛
 𝑛−1  𝑥 = 𝑔(𝑥)

  (5A.7) 

Το ςφςτθμα (5Α.7) ζχει μθ μθδενικι λφςθ ωσ προσ 𝑢1
′ , 𝑢2

′ , … , 𝑢𝑛
′  εφόςον θ ορίηουςα των 

ςυντελεςτϊν των αγνϊςτων είναι θ ορίηουςα Wronski  𝑊(𝑥) του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων 

 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 , … , 𝑦𝑛(𝑥)   τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ 
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𝑊 𝑥 =  

𝑦1

𝑦1
′

⋮

𝑦1
(𝑛−1)

𝑦2   

𝑦2
′    
⋮

    𝑦2
(𝑛−1)

 

…  
 …   

…

    

𝑦𝑛

𝑦𝑛
′

⋮

𝑦𝑛
(𝑛−1)

  

Εφαρμόηοντασ τον κανόνα του Gramer θ λφςθ του ςυςτιματοσ γράφεται ςτθ μορφι  

𝑢𝑚
′ =

𝑊𝑚  𝑥 𝑔(𝑥)

𝑊(𝑥)
, 𝑚 = 1,2, …𝑛      (5Α.8) 

όπου 𝑊𝑚  𝑥  είναι θ ορίηουςα που προκφπτει από τθν 𝑊(𝑥) αν αντικαταςτακεί θ 𝑚 ςτιλθ με τθ 

ςτιλθ (0,0, … 0,1). 

𝑊𝑚  𝑥 =  

𝑦1

𝑦1
′

⋮

𝑦1
(𝑛−1)

𝑦2   

𝑦2
′    
⋮

    𝑦2
(𝑛−1)

 

… 0 …  
 … 0 …   
… ⋮ …
… 1 …

    

𝑦𝑛

𝑦𝑛
′

⋮

𝑦𝑛
(𝑛−1)

  

Ολοκλθρϊνοντασ τισ (5Α.8), ζχουμε τθ μερικι λφςθ τθσ (5Α.1)  

𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 =  𝑦𝑚 (𝑥)  
𝑊𝑚  𝑥 𝑔(𝑥)

𝑊(𝑥)
𝑑𝑥

𝑛

𝑚=1

, 

ι 

𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 =  𝑦𝑚 (𝑥)  
𝑊𝑚  𝑠 𝑔(𝑠)

𝑊(𝑠)
𝑑𝑠

𝑥

𝑥𝑜

𝑛

𝑚=1

 

με 𝑥𝑜  ζνα τυχαίο ςθμείο του 𝛪. 

Παράδειγμα 5Α.1: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦′′′ − 𝑦′′ − 𝑦′ + 𝑦 = 𝑔(𝑥) (1) 

Επίλυςθ: Η αντίςτοιχθ ομογενισ είναι: 𝑦′′′ − 𝑦′′ − 𝑦′ + 𝑦 = 0. Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 

𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥  προςδιορίηουμε τθ ΧΕ: 

𝜆3 − 𝜆2 − 𝜆 + 1 = 0 ⇒  𝜆 − 1 2 𝜆 + 1 = 0 ⇒
𝜆1 = −1

𝜆2 = 𝜆3 = 1
 

Επομζνωσ θ γενικι λφςθ τθσ (1) είναι: 

𝑦𝛾휀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾휀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑥 + 𝑐3𝑥𝑒𝑥 + 𝑦휀𝜄𝛿  𝑥  

Η ορίηουςα Wronski του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων τθσ ομογενοφσ είναι 

𝑊 𝑥 =  

𝑒−𝑥 𝑒𝑥 𝑥𝑒𝑥

−𝑒−𝑥 𝑒𝑥 (𝑥 + 1)𝑒𝑥

𝑒−𝑥 𝑒𝑥 (𝑥 + 2)𝑒𝑥
 = 𝑒2𝑥𝑒−𝑥  

1 1 𝑥
−1 1 (𝑥 + 1)

1 1 (𝑥 + 2)
 = 4𝑒𝑥  

Για τθν ειδικι λφςθ τθσ ΔΕ (1) κεωροφμε ότι 𝑦휀𝜄𝛿 (𝑥) = 𝑢1(𝑥)𝑒−𝑥 + 𝑢2(𝑥)𝑒𝑥 + 𝑢3(𝑥)𝑥𝑒𝑥  

όπου  

𝑢1′ 𝑥 =

 
0 𝑒𝑥 𝑥𝑒𝑥

0 𝑒𝑥  𝑥 + 1 𝑒𝑥

1 𝑒𝑥  𝑥 + 2 𝑒𝑥
 𝑔(𝑥)

4𝑒𝑥
=

𝑒2𝑥  

0 1 𝑥
0 1  𝑥 + 1 

1 1  𝑥 + 2 
 𝑔(𝑥)

4𝑒𝑥
=

𝑒2𝑥𝑔(𝑥)

4𝑒𝑥
=

𝑒𝑥𝑔(𝑥)

4
 

𝑢2′ 𝑥 =

 

1 0 𝑥
−1 0 (𝑥+1)
1 1 (𝑥+2)

 𝑔(𝑥)

4𝑒𝑥 =
(−2𝑥−1)𝑔(𝑥)

4𝑒𝑥                𝑢3′ 𝑥 =
 

1 1 0
−1 1 0
1 1 1

 𝑔(𝑥)

4𝑒𝑥 =
2𝑔(𝑥)

4𝑒𝑥 =
𝑔(𝑥)

2𝑒𝑥  

𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 =  𝑦
𝑚
 𝑥  

𝑊𝑚 𝑠 𝑔 𝑠 

𝑊 𝑠 
𝑑𝑠 = 𝑒−𝑥

𝑥

𝑥𝑜

3

𝑚=1

 
𝑒𝑠𝑔 𝑠 

4
𝑑 + 𝑒𝑥  

 −2𝑠 − 1 𝑔 𝑠 

4𝑒𝑠
𝑑𝑠 + 𝑥𝑒𝑥

𝑥

𝑥𝑜

𝑥

𝑥𝑜

 
𝑔 𝑠 

2𝑒𝑠

𝑥

𝑥𝑜

𝑑𝑠 

Ο αναλυτικόσ προςδιοριςμόσ των ολοκλθρωμάτων εξαρτάται από τθν ςυνάρτθςθ 𝑔(𝑥). 

 

m ςτιλθ 
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Β. Μζκοδοσ προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν 

Μία ειδικι λφςθ τθσ γραμμικισ μθ ομογενοφσ διαφορικισ εξίςωςθσ 𝑛-τάξθσ με ςτακεροφσ 

ςυντελεςτζσ 

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2𝑦

(𝑛−2) + ⋯ + 𝑎1𝑦
′ + 𝑎𝑜𝑦 = 𝑔(𝑥)  (5Β.1) 

μπορεί να βρεκεί με τθν μζκοδο των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν εφόςον ο μθ ομογενισ όροσ 

ζχει τθν ειδικι μορφι 

𝑔 𝑥 = 𝑒𝜌𝑥 𝑃𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥     (5Β.2) 

Η μζκοδοσ των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν για διαφορικζσ εξιςϊςεισ ανϊτερθσ τάξθσ τθσ μορφισ 

(5Β.1) εφαρμόηεται με τον τρόπο που μελετιςαμε ςτισ ΔΕ 2θσ τάξθσ. Υποκζτουμε ότι θ μορφι τθσ 

ειδικισ λφςθσ είναι 

𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥𝑠𝑒𝜌𝑥 𝐴𝑁 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐵𝑁 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥     (5Β.3) 

όπου τα πολυϊνυμα 𝐴𝑁 𝑥  και 𝛣𝑁 𝑥  με 𝑁 = 𝑚𝑎𝑥 𝑛, 𝑚  δίνονται από τισ εκφράςεισ  

𝐴𝑁 𝑥 = 𝐴𝑁𝑥𝑁 + 𝐴𝑁−1𝑥
𝑁−1 + ⋯ +𝐴1𝑥 + 𝐴𝑜  

𝐵𝑁 𝑥 = 𝐵𝑁𝑥𝑁 + 𝐵𝑁−1𝑥
𝑁−1 + ⋯ +𝐵1𝑥 + 𝐵𝑜  

και όλοι οι ςυντελεςτζσ τουσ είναι πλζον άγνωςτεσ ποςότθτεσ προσ προςδιοριςμό, ζτςι ϊςτε θ 

αναπαράςταςθ (5Β.3) να είναι όντωσ ειδικι λφςθ τθσ (5Β.1). Στθν ζκφραςθ (5Β.3) υπάρχει και ο 

παράγοντασ 𝑥𝑠 όπου θ παράμετροσ 𝑠 είναι θ πολλαπλότθτα με τθν οποία εμφανίηεται, ωσ ρίηα τθσ 

ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ, θ παράμετροσ 𝜌 + 𝑖𝛽. Όταν θ παράμετροσ 𝜌 + 𝑖𝛽 δεν είναι ρίηα τθσ 

ΧΕ λζμε ότι θ πολλαπλότθτα είναι μθδενικι-και ςυνεπϊσ δεν υπάρχει ο όροσ 𝑥𝑠-ενϊ αν 𝜌 + 𝑖𝛽 είναι 

ρίηα πολλαπλότθτασ 𝑠 τότε υπάρχει ο όροσ 𝑥𝑠 . Η κφρια διαφορά, θ οποία ανακφπτει κατά τθν 

εφαρμογι τθσ μεκόδου ςε εξιςϊςεισ ανϊτερθσ τάξθσ, οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι οι ιδιοτιμζσ τθσ ΔΕ 

ενδζχεται να ζχουν πολλαπλότθτα μεγαλφτερθ του 2.  

Η διαδικαςία εφαρμογισ τθσ μεκόδου παρουςιάηεται ςτα επόμενα παραδείγματα. 

Παράδειγμα 5Β.1: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑦(4) + 8𝑦′′ + 16𝑦 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 (1) 

Επίλυςθ: Η αντίςτοιχθ ομογενισ είναι: 𝑦(4) + 8𝑦′′ + 16𝑦 = 0. Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 

𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥  προςδιορίηουμε τθ ΧΕ: 

𝜆4 + 8𝜆2 + 16 = 0 ⇒  𝜆2 + 4 2 = 0 ⇒ 𝜆1 = 2𝑖, πολλαπλότθτασ 2 και 𝜆2 = −2𝑖, πολλαπλότθτασ 2.   

Επομζνωσ θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ  ομογενοφσ είναι: 

𝑦𝛾휀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐3𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐4𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥 

Η γενικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ κα δίνεται από τθ ςχζςθ: 

𝑦𝛾휀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾휀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐3𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐4𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 . 

Για τθν εφρεςθ μίασ ειδικισ λφςθσ τθσ (1), παρατθροφμε ότι ο μθ ομογενισ όροσ που δίνεται είναι 

τθσ μορφισ (5Β.2) με 𝜌 = 0, 𝛽 = 2 και 𝑃𝑛 𝑥 = 1 και 𝑄𝑚  𝑥 = 0. Η παράμετροσ  𝜌 + 𝑖𝛽 είναι ίςθ 

με 2𝑖 και είναι ρίηα τθσ ΧΕ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ πολλαπλότθτασ 2. Επομζνωσ, θ υποψιφια 

ειδικι λφςθ κα είναι τθσ μορφισ: 

𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥2 𝛢𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝛣𝑠𝑖𝑛2𝑥  (2) 

Υπολογίηοντασ τισ παραγϊγουσ τθσ (2) και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ (1) ζχουμε 

𝑦′휀𝜄𝛿  𝑥 = (2𝛢𝑥 + 2𝐵𝑥2)𝑐𝑜𝑠2𝑥 + (2𝛣𝑥 − 2𝐴𝑥2)𝑠𝑖𝑛2𝑥 

𝑦′′휀𝜄𝛿  𝑥 = (2𝛢 + 8𝐵𝑥 − 4𝐴𝑥2)𝑐𝑜𝑠2𝑥 + (2𝛣 − 8𝐴𝑥 − 4𝐵𝑥2)𝑠𝑖𝑛2𝑥 

𝑦′′′휀𝜄𝛿  𝑥 = (12𝐵 − 24𝐴𝑥 − 8𝐵𝑥2)𝑐𝑜𝑠2𝑥 + (−12𝐴 − 24𝐵𝑥 + 8𝐴𝑥2)𝑠𝑖𝑛2𝑥 

𝑦(4)
휀𝜄𝛿

 𝑥 = (−48𝐴 − 64𝐵𝑥 + 16𝐴𝑥2)𝑐𝑜𝑠2𝑥 + (−48𝐵 + 64𝐴𝑥 + 16𝐵𝑥2)𝑠𝑖𝑛2𝑥 
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𝑦(4) + 8𝑦′ ′ + 16𝑦 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 ⇒ −32𝐴𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 32𝐵𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 ⇒  𝐴 = −
1

32
𝐵 = 0

  

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ (1) είναι 

𝑦𝛾휀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐3𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐4𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥 −

1

32
𝑥2𝑐𝑜𝑠2𝑥. 

Παράδειγμα 5Β.2: Για τισ παρακάτω ΔΕ να δοκεί θ κατάλλθλθ μορφι για τθν ειδικι λφςθ, ϊςτε να 

εφαρμόηεται θ μζκοδοσ των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν. 

α) 𝑦′′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 4𝑒𝑥 − 16𝑒−3𝑥 + 𝑒
3𝑥

2 𝑐𝑜𝑠
 3

2
𝑥  

β) 𝑦(4) + 2𝑦′′ + 𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 

γ) 𝑦′′′ − 4𝑦′ = 𝑥 + 3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑥2𝑒−2𝑥  

Επίλυςθ: α) Η αντίςτοιχθ ομογενισ είναι: 𝑦′′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 0. Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 

𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥  προςδιορίηουμε τθ ΧΕ: 

𝜆3 − 6𝜆 + 9 = 0 ⇒  𝜆 + 3  𝜆2 − 3𝜆 + 3 = 0 ⇒ 𝜆1 = −3, και 𝜆2,3 =
3

2
± 𝑖

 3

2
 .   

Επομζνωσ θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ  ομογενοφσ είναι: 

𝑦𝛾휀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑒

−3𝑥 + 𝑒
3𝑥
2  𝑐2𝑐𝑜𝑠

 3

2
𝑥 + 𝑐3𝑠𝑖𝑛

 3

2
𝑥  

Για τθν εφρεςθ τθσ μορφισ τθσ ειδικισ λφςθσ τθσ (1), παρατθροφμε ότι ο μθ ομογενισ όροσ είναι το 

άκροιςμα των επιμζρουσ μθ ομογενϊν όρων: 

 𝑔1 𝑥 = 4𝑒𝑥 ,  𝑔2 𝑥 = −16𝑒−3𝑥 , 𝑔3 𝑥 = 𝑒
3𝑥

2 𝑐𝑜𝑠
 3

2
𝑥 

Η μορφι των ειδικϊν λφςεων που αντιςτοιχοφν ςτισ παραπάνω ςυναρτιςεισ είναι: 

 𝑦휀𝜄𝛿 1 𝑥 = 𝛢𝑒𝑥 , 𝑦휀𝜄𝛿 2 𝑥 = 𝑥𝛣𝑒−3𝑥 , 𝑦휀𝜄𝛿3 𝑥 = 𝑥𝑒
3𝑥

2  𝛤𝑐𝑜𝑠  
 3

2
𝑥 + 𝛥𝑠𝑖𝑛  

 3

2
𝑥  . 

Επομζνωσ θ κατάλλθλθ μορφι είναι:  

𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 = 𝛢𝑒𝑥 + 𝑥𝛣𝑒−3𝑥 + 𝑥𝑒
3𝑥
2  𝛤𝑐𝑜𝑠  

 3

2
𝑥 + 𝛥𝑠𝑖𝑛  

 3

2
𝑥   

β) Η αντίςτοιχθ ομογενισ είναι: 𝑦(4) + 2𝑦′′ + 𝑦 = 0. Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥  

προςδιορίηουμε τθ ΧΕ: 

𝜆4 + 2𝜆2 + 1 = 0 ⇒  𝜆2 + 1 2 = 0 ⇒ 𝜆1 = 𝑖, πολλαπλότθτασ 2 και 𝜆2 = −𝑖, πολλαπλότθτασ 2.   

Για τθν εφρεςθ τθσ μορφισ τθσ ειδικισ λφςθσ τθσ, παρατθροφμε ότι ο μθ ομογενισ όροσ είναι το 

άκροιςμα των επιμζρουσ μθ ομογενϊν όρων: 

 𝑔1 𝑥 = 𝑒𝑥 ,  𝑔2 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

Η μορφι των ειδικϊν λφςεων που αντιςτοιχοφν ςτισ παραπάνω ςυναρτιςεισ είναι: 

 𝑦휀𝜄𝛿 1 𝑥 = 𝛢𝑒𝑥 , 𝑦휀𝜄𝛿 2 𝑥 = 𝑥2(𝛣𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝛤𝑠𝑖𝑛𝑥). 

Επομζνωσ θ κατάλλθλθ μορφι είναι: 𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 = 𝛢𝑒𝑥 + 𝑥2(𝛣𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝛤𝑠𝑖𝑛𝑥). 

γ) Η αντίςτοιχθ ομογενισ είναι: 𝑦′′′ − 4𝑦′ = 0. Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑒𝜆𝑥  

προςδιορίηουμε τθ ΧΕ: 𝜆3 − 4𝜆 = 0 ⇒ 𝜆(𝜆2 − 4) = 0 ⇒ 𝜆1 = 0, 𝜆2 = 2  και 𝜆3 = −2   

Για τθν εφρεςθ τθσ μορφισ τθσ ειδικισ λφςθσ τθσ, παρατθροφμε ότι ο μθ ομογενισ όροσ είναι το 

άκροιςμα των επιμζρουσ μθ ομογενϊν όρων: 

 𝑔1 𝑥 = 𝑥,  𝑔2 𝑥 = 3𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑔3 𝑥 = 𝑥2𝑒−2𝑥  

Η μορφι των ειδικϊν λφςεων που αντιςτοιχοφν ςτισ παραπάνω ςυναρτιςεισ είναι: 

 𝑦휀𝜄𝛿 1 𝑥 = 𝑥 𝛢𝑥 + 𝐵 ,   𝑦휀𝜄𝛿 2 𝑥 =  𝛤𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝛥𝑠𝑖𝑛𝑥 ,    𝑦휀𝜄𝛿 3 𝑥 = 𝑥𝑒−2𝑥(𝛦2𝑥
2 + 𝐸1𝑥 + 𝐸𝑜) . 

Επομζνωσ θ κατάλλθλθ μορφι είναι: 

 𝑦휀𝜄𝛿  𝑥 =  𝛢𝑥2 + 𝐵𝑥 +  𝛤𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝛥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑒−2𝑥 𝛦2𝑥
3 + 𝐸1𝑥

2 + 𝐸𝑜𝑥 . 


