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Άσκηση 14

Λύση

Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από το σημείο 𝛭1 1,1,1 και είναι 
παράλληλο προς τα διανύσματα  𝑝 = (1,2,3) και  𝑞 = (3,3,3) .

Η ζητούμενη εξίσωση είναι

𝑥 − 1 𝑦 − 1 𝑧 − 1
1 2 3
3 3 3

= 6𝑦 − 3𝑥 − 3𝑧 = 0
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𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝛽1 𝛽2 𝛽3

= 0



Άσκηση 15

Λύση

Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σημεία 𝛭1 1,1,1 και 𝛭2 1,2,3 και είναι παράλληλο 
προς το διάνυσμα  𝑝 = (3,3,3) .

Η ζητούμενη εξίσωση είναι
𝑥 − 1 𝑦 − 1 𝑧 − 1
1 − 1 2 − 1 3 − 1
3 3 3

= 6𝑦 − 3𝑥 − 3𝑧 = 0
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Άσκηση 16 

Λύση

Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σημεία 𝛭1 1,1,1 και 𝛭2 1,2,3 και είναι παράλληλο 
προς το διάνυσμα  𝑝 = (0,1,2) .

Η ζητούμενη εξίσωση είναι
𝑥 − 1 𝑦 − 1 𝑧 − 1
1 − 1 2 − 1 3 − 1
0 1 2

= 0 
𝑥 − 1 𝑦 − 1 𝑧 − 1
0 1 2
0 1 2

= 0 0 = 0

Η ορίζουσα έχει δύο ίσες γραμμές άρα είναι ίση με μηδέν. Επομένως, δεν μπορούμε να βρούμε την ζητούμενη
εξίσωση του επιπέδου. Αυτό ήταν αναμενόμενο παρατηρώντας τα διανύσματα  𝑝 = (0,1,2) και 𝑀2𝑀1 = (0,1,2)
τα οποία είναι παράλληλα. Έτσι από τα σημεία διέρχονται άπειρα επίπεδα παράλληλα στο διάνυσμα  𝑝 .

 𝑟 − 𝑟1, 𝑟2 − 𝑟1,  𝑎 = 0

 𝑟 − 𝑟1, 𝑟2 − 𝑟1,  𝑎 = 0



Άσκηση 17

Λύση

Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σημεία 𝛭0 1,2,0 και 𝛭1 0,1,3
και είναι παράλληλο προς το διάνυσμα  𝑎 = (1,1,1).

Η ζητούμενη εξίσωση είναι

𝑥 − 1 𝑦 − 2 𝑧 − 0
0 − 1 1 − 2 3 − 0
1 1 1

=
𝑥 − 1 𝑦 − 2 𝑧 − 0
−1 −1 3
1 1 1

= 4𝑦 − 4𝑥 − 4 = 0
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Και σε παραμετρική μορφή

 

𝑥 = 𝑥0 + 𝜆𝑎1 + 𝜇𝛽1
𝑦 = 𝑦0 + 𝜆𝑎2 + 𝜇𝛽2
𝑧 = 𝑧0 + 𝜆𝑎3 + 𝜇𝛽3

= 0, 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑅

 𝑟 − 𝑟0, 𝑟1 − 𝑟0,  𝑎 = 0

 

𝑥 = 1 + 𝜆 ∙ (0 − 1) + 𝜇 ∙ 1
𝑦 = 2 + 𝜆 ∙ (1 − 2) + 𝜇 ∙ 1
𝑧 = 0 + 𝜆 ∙ (3 − 0) + 𝜇 ∙ 1

= 0, 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑅



Άσκηση 18

Λύση

Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σημεία 𝛭1 1,0,3 και είναι 
κάθετο στο διάνυσμα  𝜂 = (2,−1,4).

Η εξίσωση της μορφής 2𝒙 − 𝒚 + 𝟒𝒛 + 𝜟 = 𝟎 είναι η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου που
είναι κάθετη στο διάνυσμα  𝜂 = (2,−1,4). Και αφού το σημείο 𝛭1 1,0,3 είναι σημείο του
επιπέδου, τότε θα ικανοποιεί την εξίσωση 2𝒙 − 𝒚 + 𝟒𝒛 + 𝜟 = 𝟎 , δηλαδή
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• Κάθε εξίσωση της μορφής 

𝑨𝒙 + 𝑩𝒚 + 𝜞𝒛 + 𝜟 = 𝟎, με (𝛢, 𝛣, 𝛤, 𝛥) ≠ (0,0,0)

είναι η καρτεσιανή εξίσωση επιπέδου με κάθετο διάνυσμα  𝜂 = (𝛢, 𝛣, 𝛤).

2 ∙ 𝟏 − 𝟎 + 𝟒 ∙ 𝟑 + 𝜟 = 𝟎 𝚫 = −𝟏𝟒

Η ζητούμενη εξίσωση είναι

2𝒙 − 𝒚 + 𝟒𝒛 = 𝟏𝟒



Άσκηση 19

Λύση

Να βρεθούν οι εξισώσεις της ευθείας του 𝑅3 που διέρχεται από τα σημεία 

𝛭0 1,−2,1 και 𝛭1 2,1,−3 .

Οι εξισώσεις είναι
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𝑥 = 𝑥0 + 𝑡 ∙ (𝑥1 − 𝑥0)
𝑦 = 𝑦0 + 𝑡 ∙ (𝑦1 − 𝑦0)
𝑧 = 𝑧0 + 𝑡 ∙ (𝑧1 − 𝑧0)

, 𝑡 ∈ 𝑅.

 

𝑥 = 1 + 𝑡 ∙ (2 − 1)
𝑦 = −2 + 𝑡 ∙ (1 + 2)
𝑧 = 1 + 𝑡 ∙ (−3 − 1)

  
𝑥 = 1 + 𝑡

𝑦 = −2 + 3𝑡
𝑧 = 1 − 4𝑡

, 𝑡 ∈ 𝑅



Άσκηση 20

Λύση

Να βρεθούν οι εξισώσεις της ευθείας του 𝑅3 που είναι τομή των επιπέδων 
𝑥 − 𝑧 = 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = −1.

 
𝑥 = 𝑡

𝑦 = −1 − 2𝑡
𝑧 = 𝑡

, 𝑡 ∈ 𝑅
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Θέτουμε 𝑧 = 𝑡 και προκύπτει: 

 
𝑥 − 𝑧 = 0

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = −1
  

𝑥 = 𝑧
𝑧 + 𝑦 + 𝑧 = −1  

𝑥 = 𝑧
𝑦 = −1 − 2𝑧



Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σημεία 𝛭0 1,2,−1 , 𝛭1 2,3,1
και 𝛭2 3,−1,2 .

Άσκηση 21

Λύση H εξίσωση του επιπέδου είναι της μορφής  𝑨𝒙 + 𝑩𝒚 + 𝜞𝒛 + 𝜟 = 𝟎.   

Άρα τα τρία σημεία που ανήκουν σε αυτό θα ικανοποιούν και  την εξίσωση του 
επιπέδου, δηλαδή προκύπτει ένα σύστημα τριών εξισώσεων με άγνωστους 𝑨,𝜝, 𝜞, 𝜟:   

 
𝑨 ∙ 𝟏 + 𝑩 ∙ 𝟐 + 𝜞 ∙ (−𝟏) + 𝜟 = 𝟎
𝑨 ∙ 𝟐 + 𝑩 ∙ 𝟑 + 𝜞 ∙ 𝟏 + 𝜟 = 𝟎

𝑨 ∙ 𝟑 + 𝑩 ∙ (−𝟏) + 𝜞 ∙ 𝟐 + 𝜟 = 𝟎

Και συνεπώς, η λύση δεν είναι μοναδική. Θέτοντας 𝜟 = −𝟏𝟔 βρίσκουμε, αν 
αντικαταστήσουμε, 𝜞 = −𝟓,𝜝 = 𝟏, 𝑨 = 𝟗 .   

Επομένως, η ζητούμενη εξίσωση είναι 𝟗𝒙 + 𝒚 − 𝟓𝒛 − 𝟏𝟔 = 𝟎.   



Άσκηση 22 

Να δείξετε ότι δύο επίπεδα 𝑬𝟏: 𝑨𝟏𝒙 + 𝑩𝟏𝒚 + 𝜞𝟏𝒛 + 𝚫𝟏 = 𝟎 και   𝑬𝟐: 𝑨𝟐𝒙 + 𝑩𝟐𝒚 + 𝜞𝟐𝒛 + 𝚫𝟐 = 𝟎 είναι 

παράλληλα αν και μόνο αν 
𝑨𝟏

𝑨𝟐
=

𝑩𝟏

𝑩𝟐
=

𝚪𝟏

𝚪𝟐

Λύση

Το επίπεδο 𝑬𝟏 είναι κάθετο στο διάνυσμα 𝜂1 = (𝑨𝟏, 𝑩𝟏, 𝜞𝟏) το επίπεδο  𝑬𝟐 είναι κάθετο στο διάνυσμα 

𝜂2 = (𝑨𝟐, 𝑩𝟐, 𝜞𝟐) . Έχουμε λοιπόν:  𝑬𝟏 // 𝑬𝟐 𝜂1 // 𝜂2 
𝑨𝟏

𝑨𝟐
=

𝑩𝟏

𝑩𝟐
=

𝚪𝟏

𝚪𝟐



Άσκηση 23

Λύση

Να δείξετε ότι δύο επίπεδα 𝑬𝟏: 𝑨𝟏𝒙 + 𝑩𝟏𝒚 + 𝚪𝟏𝒛 + 𝚫𝟏 = 𝟎 και   𝑬𝟐: 𝑨𝟐𝒙 + 𝑩𝟐𝒚 + 𝚪𝟐𝒛 + 𝚫𝟐 = 𝟎 είναι 
κάθετα μεταξύ τους αν και μόνο αν 𝑨𝟏𝑨𝟐 + 𝑩𝟏𝑩𝟐 + 𝚪𝟏𝚪𝟐 = 𝟎

Το επίπεδο 𝑬𝟏 είναι κάθετο στο διάνυσμα 𝜂1 = (𝑨𝟏, 𝑩𝟏, 𝜞𝟏) το επίπεδο  𝑬𝟐 είναι κάθετο στο διάνυσμα 

𝜂2 = (𝑨𝟐, 𝑩𝟐, 𝜞𝟐) . Έχουμε λοιπόν:  𝑬𝟏 ⊥ 𝑬𝟐 𝜼𝟏 ⊥ 𝜼𝟐 < 𝜼𝟏, 𝜼𝟐 > 𝟎 𝑨𝟏𝑨𝟐 + 𝑩𝟏𝑩𝟐 + 𝜞𝟏𝜞𝟐 = 𝟎


