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Ευθείες συνεπίπεδες

1) Δίνονται οι ευθείες: 𝜺𝟏 :  𝑟 = 𝑟𝐴 + 𝑡 ∙  𝑎, 𝑡 ∈ 𝑅,  𝑎 ≠ 0

𝜺𝟐 :  𝑟 = 𝑟𝐵 + 𝑠 ∙ 𝑏, 𝑠 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0

Ισχύει ότι :

i) 𝜺𝟏 , 𝜺𝟐 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜋𝜄𝜋𝜀𝛿𝜀𝜍  𝑟𝐴 − 𝑟𝐵 ,  𝑎, 𝑏 = 0 ii) 𝜺𝟏 , 𝜺𝟐 𝛼𝜎ύ𝜇𝛽𝛼𝜏𝜀𝜍  𝑟𝐴 − 𝑟𝐵 ,  𝑎, 𝑏 ≠ 0

Περνά από το 𝐴 και είναι παράλληλη στο  𝑎

Περνά από το 𝐵 και είναι παράλληλη στο 𝑏

• Σημείωση: Τρία διανύσματα στο 𝑅3 είναι συνεπίπεδα
αν και μόνο αν το μικτό τους γινόμενο είναι ίσο με 

μηδέν, δηλ. 𝒂, 𝒃, 𝒄 = 𝒂 × 𝒃, 𝒄 = 𝒂, 𝒃 × 𝒄 = 𝟎 .

Ευθείες ασύμβατες



Ασύμβατες ευθείες
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Κοινή κάθετος ασύμβατων ευθειών
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Εφαρμογή: Κοινή κάθετη και απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών

𝜺𝟏 :
𝑥

2
=

𝑦−1

3
= 𝑧 και 𝜺𝟐 : 𝑥 − 1 =

𝑦

2
=

𝑧

3
Δίνονται οι ευθείες:

Α) Να δείξετε ότι είναι ασύμβατες

Β) Να βρείτε την εξίσωση της κοινής κάθετης και η ελάχιστη απόστασή τους.

Λύση

Αν ήταν παράλληλες θα υπήρχε 𝜆 ∈ 𝑅 τέτοιο ώστε 𝑢1 = 2,3,1 = 𝜆 1,2,3 = 𝜆𝑢2, 
όπου 𝑢1, 𝑢2είναι αντίστοιχα διανύσματα προς τα οποία είναι παράλληλες οι δύο μας 
ευθείες. Αυτό όμως είναι αδύνατο!

Επίσης, δεν τέμνονται διότι το σύστημα των τεσσάρων εξισώσεων που περιγράφουν 
τις δύο ευθείες είναι αδύνατο! 

Α) Θα δείξουμε ότι οι ευθείες δεν είναι παράλληλες και δεν τέμνονται. 
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Εφαρμογή (συνέχεια): Κοινή κάθετη και απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών

𝜺𝟏 :
𝑥

2
=

𝑦−1

3
= 𝑧 και 𝜺𝟐 : 𝑥 − 1 =

𝑦

2
=

𝑧

3
Β) Να βρείτε την εξίσωση της κοινής κάθετης και την ελάχιστη 
απόστασή τους.

Λύση
Οι παραμετρικές εξισώσεις της 𝜺𝟏 είναι 𝑥 = 2𝑡, 𝑦 = 1 + 3𝑡, 𝑧 = 𝑡, 𝑡 ∈ 𝑅 και

της 𝜺𝟐 είναι 𝑥 = 1 + 𝜆, 𝑦 = 2𝜆, 𝑧 = 3𝜆, 𝜆 ∈ 𝑅

Άρα ένα τυχαίο σημείο της 𝜺𝟏 έχει τη μορφή 𝑨 𝟐𝒕, 𝟏 + 𝟑𝒕, 𝒕 , 𝑡 ∈ 𝑅 και της 𝜺𝟐 : 𝑩 𝟏 + 𝝀, 𝟐𝝀, 𝟑𝝀 , 𝜆 ∈ 𝑅

Η κοινή κάθετη θα προκύψει από την απαίτηση το διάνυσμα 𝑨𝑩 να είναι κάθετο και στις δύο ευθείες. Δηλαδή:

𝐴𝐵 ∙ 𝑢1 = 0 και 𝐴𝐵 ∙ 𝑢2 = 0

Επειδή 𝐴𝐵 = 1 + 𝜆 − 2𝑡  𝑖 + 2𝜆 − 3𝑡 − 1  𝑗 + (3𝜆 − 𝑡)𝑘

Οι προηγούμενες σχέσεις ισοδυναμούν με το σύστημα:

 
−1 + 11𝜆 − 14𝑡 = 0
−1 + 14𝜆 − 11𝑡 = 0

  
𝑡 = −1/25
𝜆 = 1/25

𝜺𝟏 // 𝑢1 = 2,3,1 𝜺𝟐 //𝑢2 = 1,2,3

Επειδή 𝐴𝐵 = 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴  𝑖 + 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴  𝑗 + (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)𝑘
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Εφαρμογή (συνέχεια): Κοινή κάθετη και απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών

𝜺𝟏 :
𝑥

2
=

𝑦−1

3
= 𝑧 και 𝜺𝟐 : 𝑥 − 1 =

𝑦

2
=

𝑧

3

Λύση

Άρα τα σημεία από όπου περνάει η κοινή τους κάθετη είναι 

τα 𝑨 −
𝟐

𝟐𝟓
,
𝟐𝟐

𝟐𝟓
, −𝟏/𝟐𝟓 και της 𝜺𝟐 : 𝑩 𝟐𝟔/𝟐𝟓, 𝟐/𝟐𝟓, 𝟑/𝟐𝟓

Η κοινή κάθετη ευθεία 𝜹 διέρχεται από το 𝐴 και είναι 
παράλληλη στο

𝐴𝐵 =
4

25
(7 𝑖 − 5 𝑗 + 𝑘). Άρα και στο 𝑢 = (7 𝑖 − 5 𝑗 + 𝑘).

Επομένως η εξίσωση της κοινής καθέτου είναι

Β) Να βρείτε την εξίσωση της κοινής κάθετης και την ελάχιστη 
απόστασή τους.

𝜹 :
𝒙 +

𝟐
𝟐𝟓

𝟕
=

𝒚 −
𝟐𝟐
𝟐𝟓

−𝟓
=

𝒛 +
𝟏
𝟐𝟓

𝟏

Kallia Pavlopoulou 2020-2021



8

Εφαρμογή (συνέχεια): Κοινή κάθετη και απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών

𝜺𝟏 :
𝑥

2
=

𝑦−1

3
= 𝑧 και 𝜺𝟐 : 𝑥 − 1 =

𝑦

2
=

𝑧

3

Λύση

𝒅 = 𝑨𝑩 =
𝟏𝟐𝟎𝟎

𝟐𝟓
=

𝟒 𝟑

𝟓
.

Υπενθύμιση: Έστω 𝐴 = (𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴), 𝐵 = (𝑥𝐵, 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵) δύο στοιχεία του 𝑹𝟑 με 
αντίστοιχα διανύσματα θέσης 𝑂𝐴, 𝑂𝐵 . Τότε, απόσταση των σημείων 𝐴 και 𝐵
(συμβολικά 𝑑 𝐴, 𝐵 ) ονομάζουμε τον πραγματικό αριθμό 𝑑 𝐴, 𝐵 ο οποίος

𝑑 𝐴, 𝐵 2 = 𝑂𝐵 − 𝑂𝐴
2
= 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴

2 + 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴
2 + 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

2

Β) Να βρείτε την εξίσωση της κοινής κάθετης και την ελάχιστη 
απόστασή τους.

H ελάχιστη απόστασή τους είναι
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Εφαρμογή (συνέχεια): Κοινή κάθετη και απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών

𝜺𝟏 :
𝑥

2
=

𝑦−1

3
= 𝑧 και 𝜺𝟐 : 𝑥 − 1 =

𝑦

2
=

𝑧

3

𝜺𝟏 // 𝑢1 = 2,3,1 𝜺𝟐 //𝑢2 = 1,2,3

Β) Η ελάχιστη απόσταση 𝒅 των δύο ευθειών 𝜺𝟏 και 𝜺𝟐 μπορεί να βρεθεί και διαφορετικά: 

η 𝒅 είναι ίση με το μέτρο της προβολής του διανύσματος 𝜬𝟏𝜬𝟐, όπου 𝜬𝟏 και 𝜬𝟐 δύο σημεία των ευθειών 
𝜺𝟏 και 𝜺𝟐 αντίστοιχα, επάνω στο διάνυσμα που είναι κάθετο προς τις ευθείες 𝜺𝟏 και 𝜺𝟐 .

Ένα διάνυσμα κάθετο προς τις ευθείες είναι το διάνυσμα 𝑢 = 𝑢1 × 𝑢2, όπου τα 𝑢1 ,𝑢2, είναι παράλληλα 
προς τις ευθείες 𝜺𝟏 και 𝜺𝟐 αντίστοιχα. 

Αφού 𝑢1 = 2,3,1 και 𝑢2 = 1,2,3 , τότε 𝑢1 × 𝑢2 = 7,−5,1 .
Τα σημεία 𝜬𝟏 = 0,1,0 και 𝜬𝟐 = 1,0,0 ανήκουν στις ευθείες 𝜺𝟏 και 𝜺𝟐 αντίστοιχα. Άρα: 

𝜬𝟏𝜬𝟐 =  𝑖 −  𝑗 + 0𝑘 και 

𝒅 =
𝑢,𝜬𝟏𝜬𝟐

𝑢
=

𝟒 𝟑

𝟓
.
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Δίνονται οι ευθείες: 𝜺𝟏 :  𝑟 = 𝑟𝐴 + 𝑡 ∙  𝑎, 𝑡 ∈ 𝑅,  𝑎 ≠ 0

𝜺𝟐 :  𝑟 = 𝑟𝐵 + 𝑠 ∙ 𝑏, 𝑠 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0

Ισχύει ότι : 𝜺𝟏 , 𝜺𝟐 𝛼𝜎ύ𝜇𝛽𝛼𝜏𝜀𝜍  𝑟𝐴 − 𝑟𝐵 ,  𝑎, 𝑏 ≠ 0

Αν οι ευθείες 𝜺𝟏 , 𝜺𝟐 είναι ασύμβατες, δηλαδή 𝑟𝐴 − 𝑟𝐵,  𝑎, 𝑏 ≠ 0,  τότε η απόστασή 

τους, δηλαδή το μήκος του κοινού κάθετου ευθυγράμμου τμήματος είναι ίσο με 

𝒅 𝜺𝟏, 𝜺𝟐 =
𝒓𝑨 − 𝒓𝑩, 𝒂, 𝒃

𝒂 × 𝒃
=

𝒂 × 𝒃, 𝒓𝑨 − 𝒓𝑩

𝒂 × 𝒃

Απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών

• Υπενθύμιση: Για κάθε  𝑎, 𝑏,  𝑐 ∈ 𝑅3:  𝑎 = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 , 𝑏 = 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 ,  𝑐 = 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ορίζουμε μικτό γινόμενο

•  𝑎 𝑏  𝑐 =  𝑎 × 𝑏,  𝑐 =  𝑎, 𝑏 ×  𝑐 =

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑐1 𝑐2 𝑐3

∈ 𝑅



11

• Υπενθύμιση : συμβολικής «ορίζουσας»:

𝒂 × 𝒃 =
 𝒊  𝒋 𝒌
𝒂𝟏 𝒂𝟐 𝒂𝟑

𝒃𝟏 𝒃𝟐 𝒃𝟑

Αυτή η έκφραση είναι ως προς μία 

δεξιόστροφη ορθοκανονική βάση  𝑖,  𝑗, 𝑘 .

Εφαρμογή: Απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών
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Απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών-εφαρμογή
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Απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών-εφαρμογή (συνέχεια)

Τότε 𝐴𝐵 = (5 − 𝑡 + 7𝑠,−16 + 2𝑡 − 6𝑠,−5 − 𝑡 + 𝑠) και 𝐴𝐵 ⊥ 𝜀1 , (𝜀2) αν και μόνο αν

Σημ: 𝜶, 𝒃 = 𝟎 𝜶 ⊥ 𝒃

Σημ: 5 − 𝑡 + 7𝑠 ∙ 1 + −16 + 2𝑡 − 6𝑠 ∙ −2 + −5 − 𝑡 + 𝑠 ∙ 1 = 5 − 𝑡 + 7𝑠 + 32… .
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Απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών-εφαρμογή (συνέχεια)

Τα ίχνη της κοινής κάθετης είναι 𝐴 3,5,7 , 𝐵(−1,−1,−1), άρα 

(iii) Να βρεθεί η εξίσωση της κοινής κάθετης 

Λύση

Έστω 𝐴 = (𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴), 𝐵 = (𝑥𝐵 , 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵) δύο στοιχεία του 𝑹𝟑 με αντίστοιχα 
διανύσματα θέσης 𝑂𝐴, 𝑂𝐵 . Τότε, απόσταση των σημείων 𝐴 και 𝐵 (συμβολικά
𝑑 𝐴, 𝐵 ) ονομάζουμε τον πραγματικό αριθμό 𝑑 𝐴, 𝐵 ο οποίος

𝑑 𝐴, 𝐵 2 = 𝑂𝐵 − 𝑂𝐴
2
= 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴

2 + 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴
2 + 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

2

Περνά από το 𝐴 και είναι 
παράλληλη στο 𝐴𝐵 = 𝑢
(συγγραμμικά άρα εξ.γιν. μηδέν) 
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Απόσταση δύο ασύμβατων ευθειών-Αναλυτική μορφή
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Απόσταση δύο παράλληλων ευθειών
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Απόσταση σημείου από ευθεία του χώρου


