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Εύρεση Αντίστροφου πίνακα: 
1ος τρόπος (με στοιχειώδεις πράξεις)

Δίνεται ο πίνακας Α= 𝜶𝒊𝒋 ∈ 𝚳𝝁×𝝁. 

Αν γράψουμε δίπλα στον πίνακα Α τον μοναδιαίο Ι𝜇 και 
εφαρμόσουμε και στους δύο ταυτόχρονα τις ίδιες στοιχειώδεις 
πράξεις γραμμών, ώστε ο πίνακας Α να μετασχηματιστεί σε 
ανηγμένο κλιμακωτό Α𝑅 , τότε θα έχουμε:

Α Ι𝜇 → … → Α𝑅 Β

 Αν Α𝑅 = Ι𝜇 τότε ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος και 𝛣 = 𝐴−1 .

 Αν Α𝑅 ≠ Ι𝜇 τότε ο πίνακας Α δεν είναι αντιστρέψιμος .
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Παράδειγμα 1

Να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα Α =
1 2 3
2 3 4
3 4 6

.

• Λύση:

Α Ι3

𝛾2→𝛾2−2𝛾1
𝛾3→𝛾3−3𝛾1

…
𝛾1→𝛾1−2𝛾2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−2 0 1
0 3 −2
1 −2 1

= Ι3 Β
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Παράδειγμα

• Να εξεταστεί αν ο Α είναι αντιστρέψιμος για τις διάφορες τιμές του 

α. Στην περίπτωση που είναι αντιστρέψιμος, να βρεθεί ο 

αντίστροφός του.

𝚨 =
𝟏 𝟎 𝟐
𝟑 𝟐 𝜶
𝟎 𝟏 𝟏
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Αλγόριθμος 

• Α =
1 0 2
3 2 𝛼
0 1 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝛾2→𝛾2−3𝛾1

•
1 0 2
0 2 𝛼 − 6
0 1 1

1 0 0
−3 1 0
0 0 1

𝛾2↔𝛾3

•
1 0 2
0 1 1
0 2 𝛼 − 6

1 0 0
0 0 1

−3 1 0

𝛾3→𝛾3−2𝛾2
1 0 2
0 1 1
0 0 𝛼 − 8

1 0 0
0 0 1

−3 1 −2
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Διακρίνουμε 2 περιπτώσεις:

• 1) Αν 𝜶 ≠ 𝟖, τότε συνεχίζουμε:

•
1 0 2
0 1 1
0 0 𝛼 − 8

1 0 0
0 0 1

−3 1 −2

𝛾3 →
1

𝛼−8
𝛾3

•
1 0 2
0 1 1
0 0 1

1 0 0
0 0 1
−3

𝛼−8

1

𝛼−8

−2

𝛼−8

𝛾2 → 𝛾2−𝛾3
𝛾1→𝛾1−2𝛾3
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• →
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝛼−2

𝛼−8

−2

𝛼−8

4

𝛼−8
3

𝛼−8

−1

𝛼−8

𝛼−6

𝛼−8
−3

𝛼−8

1

𝛼−8

−2

𝛼−8

• Άρα ο Α είναι αντιστρέψιμος με

Α−1 =

𝛼−2

𝛼−8

−2

𝛼−8

4

𝛼−8
3

𝛼−8

−1

𝛼−8

𝛼−6

𝛼−8
−3

𝛼−8

1

𝛼−8

−2

𝛼−8
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• Αν α=8, τότε:

1 0 2
0 1 1
0 0 𝛼 − 8

1 0 0
0 0 1

−3 1 −2
=

1 0 2
0 1 1
0 0 0

1 0 0
0 0 1

−3 1 −2

• Άρα δεν είναι αντιστρέψιμος ο Α.
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Εύρεση Αντίστροφου πίνακα: 
2ος τρόπος (με χρήση συμπληρωματικού πίνακα)

Δίνεται ο πίνακας Α= 𝜶𝒊𝒋 ∈ 𝚳𝝁×𝝁. Ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος 
αν και μόνο αν 𝑑𝑒𝑡𝐴 ≠ 0 .

Αν 𝑑𝑒𝑡𝐴 ≠ 0 , τότε 

Α−1 =
1

𝑑𝑒𝑡𝐴
𝑎𝑑𝑗𝐴

• Κάθε πίνακας που προκύπτει από τον Α, αν διαγράψουμε την 

i-γραμμή και την j-στήλη συμβολίζεται με Α𝑖𝑗 και είναι μεγέθους (𝜇 − 1) ×
(𝜇 − 1) .

• Ο πίνακας 𝜇 × 𝜇 ονομάζεται προσαρτημένος ή συμπληρωματικός 
πίνακας του Α (𝑎𝑑𝑗𝐴) με στοιχεία τα (−1)𝑖+𝑗𝑑𝑒𝑡𝐴𝑗𝑖 στη θέση των 𝜶𝒊𝒋 .
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Παράδειγμα 1

• Δίνεται ο πίνακας: Α =
1 0 1
0 2 −1
0 3 4

, τότε

• Α11 =
2 −1
3 4

1 0 1
0 2 −1
0 3 4

, 𝑑𝑒𝑡𝐴11 = 11

• Α12 =
0 −1
0 4

1 0 1
0 2 −1
0 3 4

, 𝑑𝑒𝑡𝐴12 = 0
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• Α13 =
0 2
0 3

1 0 1
0 2 −1
0 3 4

, 𝑑𝑒𝑡𝐴13 = 0

• Α21 =
0 1
3 4

1 0 1
0 2 −1
0 3 4

, 𝑑𝑒𝑡𝐴21 = −3

• κ.ο.κ.
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• 𝑎𝑑𝑗𝐴 =

𝑑𝑒𝑡𝐴11 −𝑑𝑒𝑡𝐴21 𝑑𝑒𝑡𝐴31

−𝑑𝑒𝑡𝐴12 𝑑𝑒𝑡𝐴22 −𝑑𝑒𝑡𝐴32

𝑑𝑒𝑡𝐴13 −𝑑𝑒𝑡𝐴23 𝑑𝑒𝑡𝐴33

=

11 3 −2
0 4 1
0 −3 2

Σημείωση: Παρατηρούμε ότι τα πρόσημα εμφανίζονται εναλλάξ 
σύμφωνα με τη διάταξη της σκακιέρας

+ − +
− + −
+ − +
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Στη συνέχεια του έχουμε, ότι αφού 𝑑𝑒𝑡𝐴 = 11 ≠ 0

υπάρχει αντίστροφος και είναι ο εξής:

Α−1 =
1

11
∙ 𝑎𝑑𝑗Α =

1

11
∙

11 3 −2
0 4 1
0 −3 2
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Παράδειγμα 2

Δίνεται ο πίνακας: 𝚨 =
𝟏 𝟎 𝟐

−𝟏 𝟑 𝟎
−𝟐 𝟎 𝟐

.

Να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα Α, αν υπάρχει, με τη μέθοδο 

του συμπληρωματικού πίνακα.
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Λύση:

• 𝑑𝑒𝑡𝐴 =
1 0 2

−1 3 0
−2 0 2

= 1 ∙
3 0
0 2

− 0 ∙
−1 0
−2 2

+ 2 ∙
−1 3
−2 0

= 6 − 0 + 12 = 18 ≠ 0
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• Υπολογίζουμε  τον πίνακα:

𝑎𝑑𝑗Α =

𝑑𝑒𝑡
3 0
0 2

−𝑑𝑒𝑡
0 2
0 2

𝑑𝑒𝑡
0 2
3 0

−𝑑𝑒𝑡
−1 0
−2 0

𝑑𝑒𝑡
1 2

−2 2
−𝑑𝑒𝑡

1 2
−1 0

𝑑𝑒𝑡
−1 3
−2 0

−𝑑𝑒𝑡
1 0

−2 0
𝑑𝑒𝑡

1 0
−1 3

=
6 0 −6
2 6 −2
6 0 3

Απάντηση

Α−1 =
1

𝑑𝑒𝑡𝐴
∙ 𝑎𝑑𝑗Α =

1

18
∙

6 0 −6
2 6 −2
6 0 3

.
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Ιδιότητες Αντιστρόφου 
(εφόσον υπάρχουν οι αντίστροφοι)

• 𝚨𝚩 −𝟏 = 𝚩−𝟏𝚨−𝟏

• 𝚨−𝟏 −𝟏
= 𝚨

• 𝜜𝚻 −𝟏
= 𝜜−𝟏 𝚻

• 𝜜𝛋 −𝟏 = 𝜜−𝟏 𝒌
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Παράδειγμα 2

• Δίνονται οι πίνακες 𝚨 =
𝟏 𝟒
𝟑 𝟏𝟐

και 𝚩 =
𝟏 𝟐
𝟑 𝛂

με 𝜶 ∈ 𝐑. Να 

εξεταστεί αν υπάρχει ο αντίστροφός τους και αν ναι, να τον 

υπολογίσετε.

• Λύση:

• α) 𝒅𝒆𝒕𝑨 = 𝟏𝟐 − 𝟏𝟐 = 𝟎. Άρα δεν είναι αντιστρέψιμος.

𝚨 𝚰𝟐 =
𝟏 𝟒
𝟑 𝟏𝟐

𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

𝜸𝟐→𝜸𝟐−𝟑𝜸𝟏 𝟏 𝟒
𝟎 𝟎

𝟏 𝟎
−𝟑 𝟏
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• Β) Για τον πίνακα Β έχουμε:

𝚩 𝚰𝟐 =
𝟏 𝟐
𝟑 𝜶

𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

𝜸𝟐→𝜸𝟐−𝟑𝜸𝟏 𝟏 𝟐
𝟎 𝛂 − 𝟔

𝟏 𝟎
−𝟑 𝟏

.

• Παρατηρούμε ότι

• 1) αν α-6=0, δηλαδή α=6, τότε ο πίνακας Β δεν έχει αντίστροφο 

διότι ο πίνακας 
𝟏 𝟐
𝟎 𝟎

𝟏 𝟎
−𝟑 𝟏

δεν έχει στο αριστερό τμήμα τον 

μοναδιαίο 𝜤𝟐 , και επομένως ο Β δεν είναι αντιστρέψιμος.
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• 2) Αν όμως α≠6 , τότε ο πίνακας

𝟏 𝟐
𝟎 𝛂 − 𝟔

𝟏 𝟎
−𝟑 𝟏

𝜸𝟐 →
𝟏

𝜶−𝟔
𝜸𝟐 𝟏 𝟐

𝟎 𝟏

𝟏 𝟎
−𝟑

𝜶 − 𝟔
𝟏

𝜶 − 𝟔

𝜸𝟏→𝜸𝟏−𝟐𝜸𝟐 𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

𝜶

𝜶−𝟔
−

𝟐

𝜶−𝟔
−𝟑

𝜶−𝟔

𝟏

𝜶−𝟔

=  𝑰 𝑩−𝟏 . 

Άρα 𝚩−𝟏 =

𝜶

𝜶−𝟔
−

𝟐

𝜶−𝟔
−𝟑

𝜶−𝟔

𝟏

𝜶−𝟔

, 𝜸𝜾𝜶 𝜶 ≠ 𝟔.
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