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Άσκηση 1

Αν 𝑨,𝑩 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 και ο ένας είναι αντιστρέψιμος, τότε να 

δείξετε ότι

𝑨 ∙ 𝑩 + 𝑰𝒏 = 𝑩 ∙ 𝑨 + 𝑰𝒏



Έστω ότι Α αντιστρέψιμος. Τότε υπάρχει 𝑨−𝟏 τέτοιος ώστε 𝑨 ∙ 𝑨−𝟏 = 𝑰

• 𝑨 ∙ 𝑩 + 𝑰𝒏 =

• 𝑨 ∙ 𝑩 + 𝑨 ∙ 𝑨−𝟏 =

• 𝑨 ∙ (𝑩 + 𝑨−𝟏) =

• 𝑨 ∙ 𝑩 + 𝑨−𝟏 =

• 𝑩+ 𝑨−𝟏 ∙ 𝑨 =

• 𝑩 + 𝑨−𝟏 ∙ 𝑨 =

• 𝑩 ∙ 𝑨 + 𝑨−𝟏 ∙ 𝑨 = 𝑩 ∙ 𝑨 + 𝑰𝒏 .

• Όμοια δείχνω αν ο Β είναι αντιοτσρέψιμος.

Λύση



Άσκηση 2 (εύρεση αντιστρόφου)

Να βρεθεί ο αντίστροφος πίνακας εάν υπάρχει:

𝚨 =
𝟐 𝟑 𝟏
𝟏 𝟏 𝟏
𝟓 −𝟏 𝜶

, 𝜶 ∈ 𝑹 .

• Λύση

Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο εύρεσης αντιστρόφου:

𝚨 =
𝟐 𝟑 𝟏
𝟏 𝟏 𝟏
𝟓 −𝟏 𝒂

𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

𝜸𝟏↔𝜸𝟏



𝟏 𝟏 𝟏
𝟐 𝟑 𝟏
𝟓 −𝟏 𝒂

𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

𝜸𝟐→𝜸𝟐−𝟐𝜸𝟏

𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟓 −𝟏 𝒂

𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

𝜸𝟑→𝜸𝟑−𝟓𝜸𝟏

𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟎 −𝟔 𝒂 − 𝟓

𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟎
𝟎 −𝟓 𝟏

𝜸𝟑→𝜸𝟑+𝟔𝜸𝟐



𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟎 𝒂 − 𝟏𝟏

𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟎
𝟔 −𝟏𝟕 𝟏

𝜸𝟏→𝜸𝟏−𝜸𝟐

𝟏 𝟎 𝟐
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟎 𝒂 − 𝟏𝟏

−𝟏 𝟑 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟎
𝟔 −𝟏𝟕 𝟏

Στο σημείο αυτό διακρίνουμε περιπτώσεις:

τότε ο πίνακας δεν αντιστρέφεται .



𝟏 𝟎 𝟐
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

−𝟏 𝟑 𝟎

𝟏 +
𝟔

𝜶 − 𝟏𝟏
−𝟐 +

−𝟏𝟕
𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏
𝜶 − 𝟏𝟏

𝟔
𝜶 − 𝟏𝟏

−𝟏𝟕
𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏
𝜶 − 𝟏𝟏

𝜸𝟏→𝜸𝟏−𝟐𝜸𝟑

𝟏 𝟎 𝟐
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟎 𝟏

−𝟏 𝟑 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟎
𝟔

𝜶 − 𝟏𝟏
−𝟏𝟕
𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏
𝜶 − 𝟏𝟏

𝜸𝟐→𝜸𝟐+𝜸𝟑

τότε συνεχίζουμε τις γραμμοπράξεις με 𝜸𝟑 →
𝟏

𝜶−𝟏𝟏
𝜸𝟑.



𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

−𝟏 −
𝟏𝟐

𝜶 − 𝟏𝟏
𝟑 +

𝟑𝟒
𝜶 − 𝟏𝟏

−𝟐
𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏 +
𝟔

𝜶 − 𝟏𝟏
−𝟐 +

−𝟏𝟕
𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏
𝜶 − 𝟏𝟏

𝟔
𝜶 − 𝟏𝟏

−𝟏𝟕
𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏
𝜶 − 𝟏𝟏

Μοναδιαίος
Αντίστροφος  𝚨−𝟏



Άσκηση 3 (ομογενές σύστημα  3× 𝟒)

Λύση:

𝟏 𝟐 𝟐 𝟐
𝟐 𝟒 𝟔 𝟖
𝟑 𝟔 𝟖 𝟏𝟎

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=
𝟎
𝟎
𝟎

Πίνακας συντελεστών του συστήματος, διάστασης 3× 𝟒
(γενική μορφή 𝒎× 𝒏 διαστάσεων)

Πίνακας
σταθερών 
όρων 3× 𝟏 του 
συστήματος, 
(γενική μορφή 
𝒎× 𝟏
διαστάσεων)

Να λυθεί το σύστημα: 

𝟏𝒙𝟏 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟒 = 𝟎
𝟐𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟔𝒙𝟑 + 𝟖𝒙𝟒 = 𝟎
𝟑𝒙𝟏 + 𝟔𝒙𝟐 + 𝟖𝒙𝟑 + 𝟏𝟎𝒙𝟒 = 𝟎



Κάθε γραμμικό σύστημα είναι ισοδύναμο με ένα γραμμικό σύστημα 

του οποίου ο επαυξημένος πίνακας είναι ο γραμμοϊσοδύναμος

ανηγμένος (αναγμένος) κλιμακωτός.

*** Πολύ σημαντική πρακτική αξία!



•
𝟏 𝟐 𝟐 𝟐
𝟐 𝟒 𝟔 𝟖
𝟑 𝟔 𝟖 𝟏𝟎

𝜸𝟐→𝜸𝟐−𝟐𝜸𝟏

•
𝟏 𝟐 𝟐 𝟐
𝟎 𝟎 𝟐 𝟒
𝟑 𝟔 𝟖 𝟏𝟎

𝜸𝟑→𝜸𝟑−𝟑𝜸𝟏

•
𝟏 𝟐 𝟐 𝟐
𝟎 𝟎 𝟐 𝟒
𝟎 𝟎 𝟐 𝟒

𝜸𝟐→
𝟏

𝟐
𝜸𝟐



•
𝟏 𝟐 𝟐 𝟐
𝟎 𝟎 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟐 𝟒

𝜸𝟑→𝜸𝟑−𝟐𝜸𝟐

•
𝟏 𝟐 𝟐 𝟐
𝟎 𝟎 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

𝜸𝟏→𝜸𝟏−𝟐𝜸𝟐

•
𝟏 𝟐 𝟎 −𝟐
𝟎 𝟎 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

= 𝑹



𝑹 =
𝟏 𝟐 𝟎 −𝟐
𝟎 𝟎 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

Rank of A= the number of pivots=2

2 pivots columns 

Free columns:
Αντιστοιχούν στους 

ελεύθερους αγνώστους-
ελεύθερες μεταβλητές 𝒙𝟐, 𝒙𝟒

Rank (Α) το πλήθος των μη 
μηδενικών γραμμών

𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒙𝟒

𝑴𝒂𝒕𝒓𝒊𝒙 𝑨 ∈ 𝑴𝒎×𝒏 𝒎𝒓𝒐𝒘𝒔, 𝒏 𝒄𝒐𝒍𝒖𝒎𝒏𝒔
𝒓 = 𝑹𝒂𝒏𝒌 𝒐𝒇 𝑨
= 𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓 𝒐𝒇 𝒑𝒊𝒗𝒐𝒕
= 𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓 𝒐𝒇 𝒑𝒊𝒗𝒐𝒕𝒔 𝒗𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆𝒔

𝜷𝜶𝝈𝜾𝜿𝜺𝝇 𝝁𝜺𝝉𝜶𝜷𝝀𝜼𝝉𝜺𝝇
𝒏 − 𝒓 = 𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓 𝒐𝒇 𝒇𝒓𝒆𝒆 𝒗𝒂𝒓𝒊𝒂𝒃𝒍𝒆𝒔

(𝜺𝝀𝜺ύ𝜽𝜺𝝆𝜺𝝇 𝝁𝜺𝝉𝜶𝜷𝝀𝜼𝝉𝜺𝝇)



Ανάγεται στο ισοδύναμο σύστημα  3× 𝟒

•
𝟏 𝟐 𝟎 −𝟐
𝟎 𝟎 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=
𝟎
𝟎
𝟎

𝟏𝒙𝟏 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝟎𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟒 = 𝟎
𝟎𝒙𝟏 + 𝟎𝒙𝟐 + 𝟏𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟒 = 𝟎
𝟎𝒙𝟏 + 𝟎𝒙𝟐 + 𝟎𝒙𝟑 + 𝟎𝒙𝟒 = 𝟎

 

𝒙𝟏 = −𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟒
𝒙𝟑 = −𝟐𝒙𝟒

𝟎 = 𝟎



• Άρα,

•
𝒙𝟏 = −𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟒
𝒙𝟑 = −𝟐𝒙𝟒

, 𝜹𝜼𝝀𝜶𝜹𝜼

•

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

−𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟒
𝒙𝟐

−𝟐𝒙𝟒
𝒙𝟒

= 𝜿 ∙

−𝟐
𝟏
𝟎
𝟎

+ 𝝀 ∙

𝟐
𝟎
−𝟐
𝟏

, 𝜿, 𝝀 ∈ 𝑹.



Σύνολο λύσεων συστήματος

• Άρα το σύνολο λύσεων του συστήματος αποτελείται από τα διανύσματα 
της μορφής :

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

= 𝜿 ∙

−𝟐
𝟏
𝟎
𝟎

+ 𝝀 ∙

𝟐
𝟎
−𝟐
𝟏

, 𝜿, 𝝀 ∈ 𝑹.

• Δηλαδή είναι οι γραμμικοί συνδυασμοί των διανυσμάτων 

−𝟐
𝟏
𝟎
𝟎

και 

𝟐
𝟎
−𝟐
𝟏

• Δηλαδή το σύνολο λύσεων παράγεται από τα δύο αυτά διανύσματα.



Να λυθεί το σύστημα:  

𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟑𝒛 = 𝟒
𝒙 + 𝟑𝒚 + 𝒛 = 𝟏𝟏
𝟐𝒙 + 𝟓𝒚 − 𝟒𝒛 = 𝟏𝟑

(S)

Λύση:

• Επαυξημένος Πίνακας:
𝟏 𝟐 −𝟑 𝟒
𝟏 𝟑 𝟏 𝟏𝟏
𝟐 𝟓 −𝟒 𝟏𝟑

Άσκηση 4 
(μη ομογενές σύστημα  3× 𝟑, μία και μοναδική λύση)



• Ο γραμμοισοδύναμος είναι 
𝟏 𝟎 𝟎 𝟏
𝟎 𝟏 𝟎 𝟑
𝟎 𝟎 𝟏 𝟏

• Το σύστημα έχει μία και μοναδική λύση την διατεταγμένη τριάδα 

στο 𝑹𝟑 :   
𝟏
𝟑
𝟏

rankA=3=rank του 
επαυξημένου πίνακα



• Να λυθεί το σύστημα:  
𝒖 + 𝟐𝒗 + 𝟑𝒘 + 𝒛 = 𝟑

𝒗 − 𝒘 + 𝟐𝒛 = 𝟒
𝒖 + 𝟑𝒗 + 𝟐𝒘 + 𝟑𝒛 = 𝟕

(S1)

• Λύση:

• Επαυξημένος Πίνακας:
𝟏 𝟐 𝟑 𝟏 𝟑
𝟎 𝟏 −𝟏 𝟐 𝟒
𝟏 𝟑 𝟐 𝟑 𝟕

Άσκηση 5 (μη ομογενές σύστημα 𝟑 × 𝟒)



• Γραμμοισοδύναμος με
𝟏 𝟎 𝟓 −𝟑 −𝟓
𝟎 𝟏 −𝟏 𝟐 𝟒
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

rankA=r=2=rank 
του επαυξημένου 
πίνακα

Αντιστοιχούν στις ελεύθερες 
μεταβλητές 𝐰, 𝐳

Αντιστοιχούν στις βασικές
μεταβλητές 𝐮,𝒗

n-r= 4-2=2=πλήθος 
ελεύθερων 
μεταβλητών

𝐮 𝒗 𝒘 𝒛



•  
𝟏𝒖 + 𝟎𝒗 = −𝟓 + 𝟓𝒘 + 𝟑𝒛
𝟎𝒖 + 𝟏𝒗 = 𝟒 + 𝟏𝒘 − 𝟐𝒛

𝟎 = 𝟎

Άρα το σύστημα είναι ισοδύναμο με

 
𝟏𝒖 + 𝟎𝒗 + 𝟓𝒘 − 𝟑𝒛 = −𝟓
𝟎𝒖 + 𝟏𝒗 − 𝟏𝒘 + 𝟐𝒛 = 𝟒
𝟎𝒖 + 𝟎𝒗 + 𝟎𝒘 + 𝟎𝒛 = 𝟎

(S1’), δηλαδή με το



Σύνολο λύσεων:

Όλα τα διανύσματα που γράφονται στη μορφή:

𝒖
𝒗
𝒘
𝒛

=

−𝟓 − 𝟓𝒘+ 𝟑𝒛
𝟒 + 𝒘 − 𝟐𝒛

𝒘
𝒛

=

−𝟓
𝟒
𝟎
𝟎

+ 𝒘 ∙

−𝟓
𝟏
𝟏
𝟎

+ 𝒛 ∙

𝟑
−𝟐
𝟎
𝟏

,

𝒘, 𝒛 ∈ 𝑹.



Άσκηση 6 (σύστημα 𝟑 × 𝟑-αδύνατο)

• Να λυθεί το σύστημα:  
𝒖 + 𝟐𝒗 − 𝟑𝒘 = 𝟎
𝟐𝒖 + 𝟒𝒗 − 𝟐𝒘 = 𝟐
𝟑𝒖 + 𝟔𝒗 − 𝟒𝒘 = 𝟑

(S2)

• Λύση:

• Επαυξημένος Πίνακας
𝟏 𝟐 −𝟑 𝟎
𝟐 𝟒 −𝟐 𝟐
𝟑 𝟔 −𝟒 𝟑

• Γραμμοισοδύναμος με 
𝟏 𝟐 𝟎 𝟑/𝟐

𝟎 𝟎 𝟏 𝟏/𝟐

𝟎 𝟎 𝟎 𝟏/𝟐

rankA=2≠rank του 
επαυξημένου πίνακα



• Άρα το αρχικό σύστημα είναι γραμμοισοδύναμο με το 
σύστημα

•  

𝟏𝒖 + 𝟐𝒗 + 𝟎𝒘 = 𝟑/𝟐
𝟎𝒖 + 𝟎𝒗 + 𝟏𝒘 = 𝟏/𝟐
𝟎𝒖 + 𝟎𝒗 + 𝟎𝒘 = 𝟏/𝟐

(S2’)

• Από την Τρίτη εξίσωση συμπεραίνουμε ότι το σύστημα 
είναι αδύνατο! Άρα δεν έχει λύση.



• Να λυθεί το σύστημα:  
𝒖 + 𝟐𝒗 − 𝒘 + 𝟑𝒛 + 𝒙 = 𝟐
𝟐𝒖 + 𝟒𝒗 − 𝟐𝒘 + 𝟔𝒛 + 𝟑𝒙 = 𝟔
−𝒖 − 𝟐𝒗 + 𝒘 − 𝒛 + 𝟑𝒙 = 𝟒

(S3)

• Λύση:

• Επαυξημένος πίνακας 
𝟏 𝟐 −𝟏 𝟑 𝟏 𝟐
𝟐 𝟒 −𝟐 𝟔 𝟑 𝟔
−𝟏 −𝟐 𝟏 −𝟏 𝟑 𝟒

Άσκηση 7 (σύστημα 𝟑 × 𝟓 − 𝜶𝝅𝜺𝜾𝝆𝜺𝝇 𝝀𝝊𝝈𝜺𝜾𝝇)



• Γραμμοισοδύναμος πίνακας 
𝟏 𝟐 −𝟏 𝟎 𝟎 𝟑
𝟎 𝟎 𝟎 𝟏 𝟎 −𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟏 𝟐

• Άρα το σύστημα είναι ισοδύναμο με

•  
𝟏𝒖 + 𝟐𝒗 − 𝒘 + 𝟎𝒛 + 𝟎𝒙 = 𝟑
𝟎𝒖 + 𝟎𝒗 + 𝟎𝒘 + 𝟏𝒛 + 𝟎𝒙 = −𝟏
𝟎𝒖 + 𝟎𝒗 + 𝟎𝒘 + 𝟎𝒛 + 𝟏𝒙 = 𝟐

(S2’), δηλαδή με το

•  
𝒖 = 𝟑 − 𝟐𝒗 +𝒘

𝒛 = −𝟏
𝒙 = 𝟐

(S2’) με 𝒗,𝒘 ∈ 𝑹

Αντιστοιχούν στις ελ. μεταβλητές 𝒗,𝒘



Ορίζουμε ελεύθερους αγνώστους τις μεταβλητές 𝒗, 𝒘 , δηλ. να 
παίρνουν αυθαίρετες τιμές. 

Έτσι, η 𝒖 είναι συνάρτηση των 𝒗, 𝒘 . 

• Άρα έχουμε άπειρες λύσεις, τις:

•

𝒖
𝒗
𝒘
𝒛
𝒙

=

𝟑 − 𝟐𝒗 + 𝒘
𝒗
𝒘
−𝟏
𝟐

=

𝟑
𝟎
𝟎
−𝟏
𝟐

+ 𝒗 ∙

−𝟐
𝟏
𝟎
𝟎
𝟎

+𝒘 ∙

𝟏
𝟎
𝟏
𝟎
𝟎

, 𝒗, 𝒘 ∈ 𝑹



• Αν λ μία παράμετρος (𝝀 ∈ 𝑹), να λυθεί το σύστημα: 

 

𝝀 + 𝟏 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟏

𝒙 + 𝝀 + 𝟏 𝒚 + 𝒛 = 𝝀

𝒙 + 𝒚 + 𝝀 + 𝟏 𝒛 = 𝝀𝟐

Άσκηση 8 (για λύση)

Υπόδειξη:Να υπολογίσετε την ορίζουσα και να διακρίνετε περιπτώσεις για το λ. 

𝒅𝒆𝒕𝑨 =
𝝀 + 𝟏 𝟏 𝟏
𝟏 𝝀 + 𝟏 𝟏
𝟏 𝟏 𝝀 + 𝟏

=
𝝀 + 𝟑 𝝀 + 𝟑 𝝀 + 𝟑
𝟏 𝝀 + 𝟏 𝟏
𝟏 𝟏 𝝀 + 𝟏

=
𝝀 + 𝟑 𝟎 𝟎
𝟏 𝝀 𝟎
𝟏 𝟎 𝝀

= 𝝀𝟐 ∙ 𝝀 + 𝟑 .



Να λυθεί το σύστημα

 

𝜶𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟏
𝒙 + 𝜶 𝒚 + 𝒛 = 𝟏
𝒙 + 𝒚 + 𝜶 𝒛 = 𝟏

, 𝜶 ∈ 𝑹 .

Άσκηση 9 (για λύση)



Για τις διάφορες τιμές των παραμέτρων 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑅, να λυθεί το επόμενο 

γραμμικό σύστημα

 

𝒙 + 𝝀𝒚 − 𝒛 = 𝟐
𝟐 𝒙 − 𝒚 + 𝝀 𝒛 = 𝟓
𝒙 + 𝟏𝟎 𝒚 − 𝟔 𝒛 = 𝝁

.

Άσκηση 10 (για λύση)


