
Προγραμματιστικές Τεχνικές

Δυναμικές δομές: σύνολα – ουρές προτεραιότητας –
κατακερματισμός

Union-Find, Heaps, Hashing

Επιμέλεια διαφανειών:  Άρης Παγουρτζής (ΕΜΠ)

Σχολή Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και Μηχανικών Υπολογιστών
Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο

Διδάσκοντες
Γιώργος Αλεξανδρίδης (gealexandri@islab.ntua.gr)
Βασίλης Βεσκούκης (v.vescoukis@cs.ntua.gr)
Θάνος Βουλόδημος (thanosv@mail.ntua.gr)
Γιώργος Γκούμας (goumas@cslab.ece.ntua.gr)
Άρης Παγουρτζής (pagour@cs.ntua.gr) 
Γιώργος Σιόλας (gsiolas@islab.ntua.gr)
Γιώργος Στάµου (gstam@cs.ntua.gr) 
Παρασκευή Τζούβελη (tpar@image.ntua.gr)

Το υλικό των διαφανειών διατίθεται με άδεια Creative Commons 4.0 BY-NC-SA



E
• Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Εύρεςη (αναζότηςη) [Find]

• Ένωςη [Union]

• Υλοπούηςη ςυνόλων με δϋνδρα: ϋνα δϋνδρο για κϊθε 
ςύνολο, «αντιπρόςωποσ» η ρύζα, κόμβοι δεύχνουν προσ 
τον γονϋα

Δομές UNION-FIND
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{1, 3, 5, 2} {4, 6, 7}



E
• Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Εύρεςη (αναζότηςη) [Find]

• Ένωςη [Union]

• Απλό υλοπούηςη: με pointers ό array

Δομές UNION-FIND

1

3 5

2

6

7 4

{1, 3, 5, 2} {4, 6, 7}



E
• Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Εύρεςη (αναζότηςη) [Find]

• Ένωςη [Union]

• Απλό υλοπούηςη: με pointers ό array

• Ένωςη: Ο(1)

Δομές UNION-FIND

1

3 5

2

6

7 4

{1, 3, 5, 2, 4, 6, 7}



E
• Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Εύρεςη (αναζότηςη) [Find]

• Ένωςη [Union]

• Απλό υλοπούηςη: με pointers ό array

• Ένωςη: Ο(1)

• Εύρεςη: ?

Δομές UNION-FIND

2
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7 4

{1, 3, 5, 2, 4, 6, 7}



E
• Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Εύρεςη (αναζότηςη) [Find]

• Ένωςη [Union]

• Απλό υλοπούηςη: με pointers ό array

• Ένωςη: Ο(1)

• Εύρεςη: Ο(n) 
χειρότερη περύπτωςη! 
Γύνεται καλύτερα;

Δομές UNION-FIND

2

1

3 5

6

7 4

{1, 3, 5, 2, 4, 6, 7}

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E
• Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Εύρεςη (αναζότηςη) [Find]

• Ένωςη [Union]

• Υλοπούηςη ςυνόλων με δϋνδρα: ϋνα δϋνδρο για κϊθε 
ςύνολο, «αντιπρόςωποσ» η ρύζα, κόμβοι δεύχνουν προσ 
τον γονϋα

• Απλό υλοπούηςη: με pointers ό array

• Ένωςη: Ο(1)

• Εύρεςη: Ο(log n) με Union-by-Size

Δομές UNION-FIND

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E
• Εύρεςη: Ο(log n) με Union-by-Size :

το δέντρο με τα λιγότερα ςτοιχεία «κρεμιέται» ςτη ρίζα 
του δέντρου με τα περιςςότερα ςτοιχεία

- παραλλαγϋσ: Union-by-Height, Union-by-Rank

Ιςχυριςμόσ: κϊθε δϋνδρο n κόμβων που προκύπτει με 
διαδοχικϋσ εφαρμογϋσ Union-by-Size ϋχει ύψοσ 

h ≤ log2 n

Απόδειξη: με επαγωγό ςτην καταςκευή του δένδρου

Δομές UNION-FIND



E
Θεώρημα: κϊθε δϋνδρο n κόμβων που προκύπτει με 
διαδοχικϋσ εφαρμογϋσ Union-by-Size ϋχει ύψοσ 

h ≤ log2 n

Απόδειξη:  με επαγωγό ςτην καταςκευή του δένδρου :

Θεωρόςτε δϋνδρο ύψουσ h με n κόμβουσ, από 

ϋνωςη δύο δϋνδρων με ύψη h1 ≤ log2 n1 , ,  h2 ≤ log2 n2  

Έςτω χ.β.γ. ότι n1 ≤ n2

Αν h1 < h2 τότε  h = h2 ≤  log2 n2 <  log2 n

Αν h1 ≥ h2 τότε  h = h1+1  ≤  log2 (2n1)  <  log2 n

Δομές UNION-FIND

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E • Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Ένωςη: Ο(1)

• Εύρεςη: Ο(log*n) αποσβετικά (amortized analysis)
ςε ςύνολο m πρϊξεων

με Union-by-Rank + Path Compression (ςε κϊθε 
εύρεςη όλα τα ςτοιχεύα του μονοπατιού προσ την ρύζα 
τα «κρεμϊμε» κατευθεύαν ςτη ρύζα)

( log*n ≤ 5 για n ≤ 265636 !!)

Δομές UNION-FIND



E • Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Ένωςη: Ο(1)

• Εύρεςη: Ο(α(n)) αποσβετικά (amortized analysis) 
ςε ςύνολο m πρϊξεων 
(με πιο πολύπλοκη ανϊλυςη)

με Union-by-Rank + Path Compression

α(n) ≤ 4 για n ≤ 22265636

-3 , αντύςτροφη Ackermann

Δομές UNION-FIND

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



E
• Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Εύρεςη (αναζότηςη) [Find]

• Ένωςη [Union]

• Yλοπούηςη 
με πίνακα

Δομές UNION-FIND

1

3 5

2

6

7 4

{1, 3, 5, 2} {4, 6, 7}

1 5 1 6 1 6 6

1 2 3 4 5 6 7



E
• Υποςτηρύζουν πρϊξεισ ςυνόλων:

• Εύρεςη (αναζότηςη) [Find]

• Ένωςη [Union]

• Yλοπούηςη 
με πίνακα

Δομές UNION-FIND

6 5 1 6 1 6 6

1 2 3 4 5 6 7

1

3 5

2

6

7 4

{1, 3, 5, 2, 4, 6, 7}



• Δομό για αποθόκευςη ςυνόλου ςτοιχεύων με ςχϋςη 
προτεραιότητασ ανϊμεςα ςτα ςτοιχεύα του (ολικό 
διϊταξη)

• π.χ. προηγούνται τα μικρότερα ςτοιχεύα

• Απαραύτητεσ λειτουργύεσ:

• δημιουργύα ουρϊσ

• ειςαγωγό ςτοιχεύου

• διαγραφό ςτοιχεύου

• ανϊκτηςη (και διαγραφό) ςτοιχεύου μέγιςτησ 

προτεραιότητασ

Ουρά προτεραιότητας (priority queue)

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



• Με γραμμικό δομό (list, array):

• ειςαγωγό ςε χρόνο Ο(1)

• ανϊκτηςη (και διαγραφό) ςτοιχεύου 
μϋγιςτησ προτεραιότητασ: χρόνοσ Ο(n)

Ουρές προτεραιότητας: απλοϊκή υλοποίηση



• Με γραμμικό δομό (list, array):

• ειςαγωγό ςε χρόνο Ο(1)

• ανϊκτηςη (και διαγραφό) ςτοιχεύου 
μϋγιςτησ προτεραιότητασ: χρόνοσ Ο(n)

• Εναλλακτικϊ (list, array):

• ειςαγωγό ςε χρόνο Ο(n)

• ανϊκτηςη (και διαγραφό) ςτοιχεύου 
μϋγιςτησ προτεραιότητασ: χρόνοσ Ο(1)

Ουρές προτεραιότητας: απλοϊκή υλοποίηση

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



• Ένασ καλύτεροσ τρόποσ υλοπούηςησ 
ουρϊσ προτεραιότητασ

• Δυαδικόσ ςωρόσ (binary heap):

• πλόρεσ δυαδικό δϋνδρο

• ελϊχιςτο (ό μϋγιςτο) ςτοιχεύο ςτην 
ρύζα

• κϊθε υποδϋνδρο εύναι επύςησ 
δυαδικόσ ςωρόσ

• απλό υλοπούηςη με πύνακα

Σωρός (heap)

3

6 4

8 11 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου



Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

Υλοποίηση σωρού με πίνακα

3

6 4

8 11 10 15

16 129

 Παιδιϊ του A[i]:  [2i], A[2i+1]

 Γονϋασ του Α[i]: A[i/2]

 Τα ςτοιχεύα του ςωρού γρϊφονται 
ςε ςυνεχόμενεσ θϋςεισ του πύνακα 
ςε ςειρϊ αντύςτοιχη τησ 
εξερεύνηςησ BFS

A[1]

A[2] A[3]

A[4] A[5] A[6] A[7]

A[8] A[9] A[10]

Α[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6] A[7] A[8] A[9] A[10]

3 6 4 8 11 10 15 16 9 12



• ύψοσ δϋνδρου: O(log2 n)

#κόμβων ςε δϋνδρο ύψουσ h:  2h ≤ n < 2h+1

• ϊμεςη ανϊκτηςη ςτοιχεύου μϋγιςτησ 
προτεραιότητασ: Ο(1)

• ειςαγωγό και διαγραφό ςε χρόνο
O(log2 n)

Σημαντικές ιδιότητες δυαδικών σωρών

3

6 4

8 11 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου



5

• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

6 4

8 11 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



5

• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

• Αρχικϊ τοποθετούμε το ςτοιχεύο μετϊ την 
τελευταύα θϋςη (Α[n+1])

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

6 4

8 11 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου



5

• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

• Αρχικϊ τοποθετούμε το ςτοιχεύο μετϊ την 
τελευταύα θϋςη (Α[n+1])

• Συγκρύνουμε με τον γονϋα και αν 
χρειϊζεται ανταλλϊςςουμε τα ςτοιχεύα:
swap(A[i],A[i/2])

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

6 4

8 11 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

?

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



5

• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

• Αρχικϊ τοποθετούμε το ςτοιχεύο μετϊ την 
τελευταύα θϋςη (Α[11])

• Συγκρύνουμε με τον γονϋα και αν 
χρειϊζεται ανταλλϊςςουμε τα ςτοιχεύα:
swap(A[i],A[i/2])

• Επαναλαμβϊνουμε ...

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

6 4

8 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

11
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5

• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

• Αρχικϊ τοποθετούμε το ςτοιχεύο μετϊ την 
τελευταύα θϋςη (Α[11])

• Συγκρύνουμε με τον γονϋα και αν 
χρειϊζεται ανταλλϊςςουμε τα ςτοιχεύα:
swap(A[i],A[i/2])

• Επαναλαμβϊνουμε ...

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

6 4

8 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

11

?



5

• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

• Αρχικϊ τοποθετούμε το ςτοιχεύο μετϊ την 
τελευταύα θϋςη (Α[11])

• Συγκρύνουμε με τον γονϋα και αν 
χρειϊζεται ανταλλϊςςουμε τα ςτοιχεύα:
swap(A[i],A[i/2])

• Επαναλαμβϊνουμε ...

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

4

8 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

11

6
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5

• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

• Αρχικϊ τοποθετούμε το ςτοιχεύο μετϊ την 
τελευταύα θϋςη (Α[11])

• Συγκρύνουμε με τον γονϋα και αν 
χρειϊζεται ανταλλϊςςουμε τα ςτοιχεύα:
swap(A[i],A[i/2])

• Επαναλαμβϊνουμε ...

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

4

8 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

11

6

?



5

• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

• Αρχικϊ τοποθετούμε το ςτοιχεύο μετϊ την 
τελευταύα θϋςη (Α[n+1])

• Συγκρύνουμε με τον γονϋα και αν 
χρειϊζεται ανταλλϊςςουμε τα ςτοιχεύα:
swap(A[i],A[i/2])

• Επαναλαμβϊνουμε ...

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

4

8 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

11

6


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• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

• Αρχικϊ τοποθετούμε το ςτοιχεύο μετϊ την 
τελευταύα θϋςη (Α[n+1])

• Συγκρύνουμε με τον γονϋα και αν 
χρειϊζεται ανταλλϊςςουμε τα ςτοιχεύα:
swap(A[i],A[i/2])

• Επαναλαμβϊνουμε ...

• Χρόνοσ ειςαγωγόσ: O(log n) – γιατύ;

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

4

8 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

11

6



5

• Έςτω ότι θϋλουμε να ειςαγϊγουμε ϋνα νϋο 
ςτοιχεύο με τιμό 5

• Αρχικϊ τοποθετούμε το ςτοιχεύο μετϊ την 
τελευταύα θϋςη (Α[n+1])

• Συγκρύνουμε με τον γονϋα και αν 
χρειϊζεται ανταλλϊςςουμε τα ςτοιχεύα:
swap(A[i],A[i/2])

• Επαναλαμβϊνουμε ...

• Χρόνοσ ειςαγωγόσ: O(log n) ~ ύψοσ 
δϋνδρου

Εισαγωγή σε δυαδικό σωρό

3

4

8 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

11

6

Μικρό βελτύωςη: δεν χρειάζεται να κάνουμε swap , απλά 
A[i] ⟵ Α[i/2] ώςπου να “αδειάςει” η ςωςτή θέςη
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• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

Διαγραφή από δυαδικό σωρό

3

4

7 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

8

6



5

• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

• Η τελευταύα θϋςη «περιςςεύει»

Διαγραφή από δυαδικό σωρό

4

7 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

8

6
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• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

• Η τελευταύα θϋςη «περιςςεύει»

• Τοποθετούμε το ςτοιχεύο τησ τελευταύασ 
θϋςησ (Α[n]) ςτη ρύζα

Διαγραφή από δυαδικό σωρό

7 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

8

6

8

4
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5

• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

• Η τελευταύα θϋςη «περιςςεύει»

• Τοποθετούμε το ςτοιχεύο τησ τελευταύασ 
θϋςησ (Α[n]) ςτη ρύζα

• «Κυλϊμε» το ςτοιχεύο προσ τα κϊτω 
ςυγκρύνοντασ με το μικρότερο παιδύ και 
ανταλλϊςςοντασ (swap) αν 
χρειϊζεται

Διαγραφή από δυαδικό σωρό

8

7 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

6

?
4
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• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

• Η τελευταύα θϋςη «περιςςεύει»

• Τοποθετούμε το ςτοιχεύο τησ τελευταύασ 
θϋςησ (Α[n]) ςτη ρύζα

• «Κυλϊμε» το ςτοιχεύο προσ τα κϊτω 
ςυγκρύνοντασ με το μικρότερο παιδύ και 
ανταλλϊςςοντασ (swap) αν 
χρειϊζεται

Διαγραφή από δυαδικό σωρό

8

4

7 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

6

?
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• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

• Η τελευταύα θϋςη «περιςςεύει»

• Τοποθετούμε το ςτοιχεύο τησ τελευταύασ 
θϋςησ (Α[n]) ςτη ρύζα

• «Κυλϊμε» το ςτοιχεύο προσ τα κϊτω 
ςυγκρύνοντασ με το μικρότερο παιδύ και 
ανταλλϊςςοντασ (swap) αν 
χρειϊζεται

Διαγραφή από δυαδικό σωρό

8

7 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

6

4
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• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

• Η τελευταύα θϋςη «περιςςεύει»

• Τοποθετούμε το ςτοιχεύο τησ τελευταύασ 
θϋςησ (Α[n]) ςτη ρύζα

• «Κυλϊμε» το ςτοιχεύο προσ τα κϊτω 
ςυγκρύνοντασ με το μικρότερο παιδύ και 
ανταλλϊςςοντασ (swap) αν 
χρειϊζεται

• Επαναλαμβϊνουμε ...

Διαγραφή από δυαδικό σωρό
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Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

6

4

?
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• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

• Η τελευταύα θϋςη «περιςςεύει»

• Τοποθετούμε το ςτοιχεύο τησ τελευταύασ 
θϋςησ (Α[n]) ςτη ρύζα

• «Κυλϊμε» το ςτοιχεύο προσ τα κϊτω 
ςυγκρύνοντασ με το μικρότερο παιδύ και 
ανταλλϊςςοντασ (swap) αν 
χρειϊζεται

• Επαναλαμβϊνουμε ...

Διαγραφή από δυαδικό σωρό

8

7 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

6
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5

• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

• Η τελευταύα θϋςη «περιςςεύει»

• Τοποθετούμε το ςτοιχεύο τησ τελευταύασ 
θϋςησ (Α[n]) ςτη ρύζα

• «Κυλϊμε» το ςτοιχεύο προσ τα κϊτω 
ςυγκρύνοντασ με το μικρότερο παιδύ και 
ανταλλϊςςοντασ (swap) αν 
χρειϊζεται

• Επαναλαμβϊνουμε ...

Διαγραφή από δυαδικό σωρό
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Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου
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



5

• Έςτω ότι θϋλουμε να διαγρϊψουμε το 
ελϊχιςτο ςτοιχεύο (ρύζα)

• Η τελευταύα θϋςη «περιςςεύει»

• Τοποθετούμε το ςτοιχεύο τησ τελευταύασ 
θϋςησ (Α[n]) ςτη ρύζα

• «Κυλϊμε» το ςτοιχεύο προσ τα κϊτω 
ςυγκρύνοντασ με το μικρότερο παιδύ και 
ανταλλϊςςοντασ (swap) αν 
χρειϊζεται

• Επαναλαμβϊνουμε ...

• Χρόνοσ ανακαταςκευόσ: O(log n) – γιατύ;

Διαγραφή από δυαδικό σωρό
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5

• Η διαδικαςύα διαγραφόσ ουςιαςτικϊ 
εμπεριϋχει διαδικαςύα ανακαταςκευήσ του 
ςωρού όταν τα υποδϋνδρα εύναι ςωρού αλλϊ 
η ρύζα εύναι μεγαλύτερη από το ϋνα ό και τα 
δύο παιδιϊ τησ

• Αυτό η διαδικαςύα λϋγεται Heapify ό 
Combine ςτη βιβλιογραφύα και εύναι 
χρόςιμη γενικότερα

• Για παρϊδειγμα, μπορούμε με χρόςη 
τησ διαδικαςύασ αυτόσ να 
καταςκευϊςουμε ςωρό με n ςτοιχεύα ςε 
ςυνολικό χρόνο O(n) (αντύ για Ο(n logn) 
με χρόςη διαδοχικών ειςαγωγών) – πώσ;

Διαγραφή από δυαδικό σωρό => μέθοδος (ανα)κατασκευής

7 10 15

16 129

Δυαδικόσ ςωρόσ 
ελαχίςτου

6

4

8
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• Έςτω ότι θϋλουμε να ταξινομόςουμε n αριθμούσ (ό 
ςτοιχεύα)

• Τα ειςϊγουμε ςε ςωρό με n διαδοχικϋσ ειςαγωγϋσ: 
O(n log n) [ ό χρηςιμοποιούμε Heapify, O(n) ]

• Επαναλαμβϊνουμε n φορϋσ:

• διαγραφό ελαχύςτου και εκτύπωςό του

• Συνολικόσ χρόνοσ διαγραφών: O(n log n)

• Πολυπλοκότητα HeapSort: O(n log n)

• Εναλλακτικϊ: ςωρόσ μεγίςτου, διαγρϊφουμε διαδοχικϊ 
μϋγιςτο και το ειςϊγουμε ςτην τελευταύα θϋςη 
( ταξινόμηςη επί τόπου ! )

Ταξινόμηση με σωρό (HeapSort)



• Έςτω ότι θϋλουμε να καταγρϊψουμε ϋνα πλόθοσ 
δεδομϋνων (ό κλειδιών / κωδικών) ςε ευρετόριο (λεξικό)

• Ώςτε να μπορούμε να ελϋγξουμε αν κϊποιο κλειδύ ϋχει 
εμφανιςτεύ ςτα δεδομϋνα μασ

• Πόςο καλϊ μπορούμε να το κϊνουμε;

• Θϋλουμε γρόγορη καταχώρηςη και ανϊκτηςη, ιδανικϊ O(1)

• Εφικτό με χρόςη array – αλλϊ «ςπϊταλο» ςε μνόμη

• Εφικτό με χρόςη ςυναρτόςεων κατακερματιςμού (hash 
functions)

Κατακερματισμός (Hashing)



• Άλλεσ εφαρμογϋσ: κατανομό φοιτητών ςε αύθουςεσ, 
βιβλύων ςε ρϊφια βιβλιοθόκησ, κ.ϊ.

• Επιπλϋον: ϋςτω ότι θϋλουμε να ταξινομόςουμε n αριθμούσ

• Οι αριθμού ειςόδου μπορεύ να εύναι πολύ μεγϊλοι 

• Μπορούμε ςε O(n) ;

• Ιδϋεσ από bucket sort

Κατακερματισμός (Hashing)

Προγραμματιστικές Τεχνικές - Σχολή ΗΜΜΥ ΕΜΠ



• Απεικόνιςη ενόσ μεγϊλου ςυνόλου ςε ϋνα πολύ μικρότερο

• Όςο το δυνατόν πιο ομοιόμορφα

• Στόχοσ: ελαχιςτοπούηςη ςυγκρούςεων

• (Διαφορϊ με κρυπτο-
γραφικό hashing: εκεύ δεν 
θϋλουμε ςυγκρούςεισ)

Κατακερματισμός (Hashing)



Μέθοδοσ διαίρεςησ

• Απλό μορφό:   h(k) = k mod m

Κατακερματισμός (Hashing)

h(k) = k mod 17
19
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Μέθοδοσ διαίρεςησ

• Απλό μορφό:   h(k) = k mod m

• Οικογϋνεια ςυναρτόςεων:   
h(k) = ak + b mod m

• Μειονϋκτημα: δεν ϋχει 
ιδιότητα καθολικότητας

Καθολική (universal) 
ςυνϊρτηςη κατακερ/ςμού:

τυχαία επιλογή a, b, 
απεικονίζει διαφορετικά
κλειδιά ςτην ίδια θέςη με
πιθανότητα ≤ 1/m

Κατακερματισμός (Hashing)

h(k) = k mod 17
19
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Μέθοδοσ πολλαπλαςιαςμού

• Απλό μορφό:   h(k) = (ak mod 2w ) div 2w-r    [ m = 2r ]

• Οικογϋνεια ςυναρτόςεων:   
h(k) = (ak + b mod 2w ) div 2w-r 

• Πλεονεκτόματα:

• εύκολη υλοπούηςη 

• ιδιότητα 2-καθολικότητας

τυχαία επιλογή a, b, 
απεικονίζει διαφορετικά
κλειδιά ςτην ίδια θέςη με
πιθανότητα ≤ 2/m

Κατακερματισμός (Hashing)

a=2, w=8, r=4
19

2
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• Άμεςη / κλειςτή διευθυνςιοδότηςη 
(direct / closed addressing)

• Κϊθε κλειδύ απεικονύζεται ςτην ύδια 
πϊντα θϋςη

• Συγκρούςεισ αντιμετωπύζονται με 
αλυςίδωςη

• Μϋθοδοσ διαύρεςησ, μϋθοδοσ πολλαπλαςιαςμού

• Σημαντικό μϋγεθοσ: παράγοντασ φόρτου 
a = n / m > 1

• Πολυπλοκότητα ειςαγωγόσ, αναζότηςησ, διαγραφόσ: 
O(1+a)   [αναμεν/νοσ # βημϊτων]

Κατακερματισμός (Hashing)
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• Ανοιχτή διευθυνςιοδότηςη (open addressing)

• Αποφυγό ςυγκρούςεων με κατϊλλη αλλαγό θϋςησ

• Γραμμικό και τετραγωνικό βολιδοςκόπηςη, διπλόσ 
κατακερματιςμόσ, μϋθοδοσ «κούκου»

• Σημαντικό μϋγεθοσ: παράγοντασ φόρτου 
a = n / m < 1

• Πολυπλοκότητα ειςαγωγόσ, αναζότηςησ, διαγραφόσ: 
O(1/(1-a)) [αναμ/νοσ # βολιδοςκ/ςεων για ομοιόμορφα 
τυχαύα βολιδοςκόπηςη (διπλόσ κατακερματιςμόσ την 
προςεγγύζει καλϊ)]

Κατακερματισμός (Hashing)


